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0. Einleitung und Bezeichnungen

Die vorliegende Arbeit beschiftigt sich mit Anfangs-Randwertproblemen
fiir lineare, semi- und quasilineare parabolische Systeme.

Tm ersten Kapitel iibertragen wir den Begriff der gebrochenen Potenz eines
elliptischen Operators 4 unter Null-Dirichletbedingungen von den L?-Réumen,
in denen er iiblicherweise erklart ist, auf die C=-Rédume, 0 < x < 1. Ent-
scheidend fiir die L?-Theorie ist die Resolventenabschitzung von Agmon [1],
namlich:

(A4 A)| gu"—l, p>1,

auBerhalb eines Sektors der linken Halbebene. Wie wir beweisen, gilt in den
Cx-Riaumen die schwichere Ungleichung

| &+ A lo* < e -

Durch ein Beispiel zeigen wir, daf diese Abschitzung nicht mehr verbessert
werden kann (im Gegensatz zu einer Behauptung von Browder [4]). 2m ist
hier die Ordnung des Operators A. Mit Hilfe der letzten Resolventenabschit-
zung lassen sich in sinnvoller Weise alle Potenzen A4, |y| > «/2m, in den Ce-
Réaumen erkliren. Insbesondere gilt die Interpolationsungleichung

29 + x*
Jalomp Sc | drule, 0sp<p, EEPoy o, 11=% Lu-d

fiir u € C*m+2(2) N D (A7) mit D¥u | 02 = 0, % ein Multiindex mit |% | <m—1.
Q bedeutet ein beschrinktes Gebiet des R* mit glattem Rand 99.

Fiir die Anwendung auf parabolische Gleichungen ist das Verhalten des zu
einer Schar {4 ()} elliptischer Operatoren gehtrenden Evolutionsoperators
U(t, s), t = s, von entscheidender Bedeutung. Es zeigt sich, dafl der zunéchst
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auf L7 (2) erklirte beschrinkte Operator U (£, s) auch ein beschriankter Operator
von Cz(8) in sich ist und, daf die Abschitzung

ce—cli—2

” A?(t U(t 8) "C’ )] = |t — g |V +a=—tra/pm “lzm <y=1, t>s

gilt. Dies liefert beispielsweise das folgende Resultat: Sei u die schwache
Losung iiber 10, T[ X £2 der parabolischen Gleichung
w + Y, DA(Agp(t, x) DPu) = f(2)

l&| =m,

1Bl=m
im Sinne von Lions [9] mit dem Anfangswert ¢ € 0%(2), den Randwerten 0
und der Inhomogenitét f e L*([0, T'], C+(2))1). Dann ist w fiir fast alle ¢ aus
O2m+8(02), 0 < p < o — ein Ergebnis, das sich ohne Randbedingungen an f
nur schwerlich aus der L?-Theorie ableiten liefle.

Danach beschiftigen wir uns mit semilinearen parabolischen Systemen
@ 244 Y A6 2)Du = fit, v ou, Dru, ., D), =1, L
&l <m

in Diagonalform (Fettdruek bedeutet, daB es sich um einen Vektor
handelt). Unser Hauptergebnis besteht in der Herleitung einer a-priori

Schranke fiir sup |w(f)|cem-1+=@) bzw. f | @) | t50-1+emdt mit einem
o=stsT

g > 0, falls die f, einer Wachstumsbedmgung der Form

(¢, z, w, D u, ..., D2m-1u)| < e(Ju)) X Du(x)|*™» + K, K konstant,
y=1

geniigen, eine a-priori Schranke fiir |u| gegeben ist, die Funktion e(|u|) |u] ‘

einer Kleinheitsbedingung gentigt und m = 1, > 1;“-bzw.g—ist. Als besonders

wichtig erweist es sich dabei, dal die Schranke fiir ¢(|u|) |u| von K unab-
hingig ist. Die Koeffizienten 4; brauchen lediglich von z stetig und von ¢
holderstetig abzuhingen.

Falls eine Holdernorm in x und t der Losung u des quasilinearen Systems

aa’l? E D&(Aﬁg(t’ x’u)‘DEuA)zfﬂ-(t’ x,u’Dlu’_'.,DZm—lu), A= 1,...,L,
|&]
18]

R
II/\ IV\

bekannt ist, braucht man weder eine Kleinheitsbedingung an e(|u|) |u| noch
eine Beziehung zwischen m und =.

Wir fithren einige Bezeichnungen ein. Sei X ein Banachraum. Unter
C»([0, T1, X) verstehen wir den Banachraum aller bis zur Ordnung » stetig

1) Dies ist der Raum aller fast iiberall erklérten und mebaren Abbildungen f: ]0, 77
- C%(Q) mit

T
0fll}‘('f) 6 (@) dt < oo

[2]
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differenzierbaren Abbildungen von [0, 7] in X. Mit Cr+e([0, T], X), 0<a <1,
bezeichnen wir den Banachraum aller bis zur Ordnung » stetig differenzierbaren
Abbildungen w, fiir die

1
f—sf:

wO—F o+ 3 s [T,

A=00=t=T

sup
t,2€[0, ]

endlich ist. L*([0, T], X), 1 < p < oo, ist der Banachraum aller meBbaren
Abbildungen «: ]0, 7[ - X mit Norm

T
([ lw()|gdey/» baw. esssup |u(t)]x.
0 ost=<T
£ ist stets eine beschrinkte offene Teilmenge des R* - H»?(Q) ist der Banach-
raum aller auf Q erklirten meBbaren komplexwertigen Funktionen mit in
L? () liegenden Distributionsableitungen bis zur Ordnung ». Seine Norm wird
mit | . |,,, oder | .|z »q) bezeichnet. H»?(Q) ist wie iiblich die Vervoll-
sténdigung von 0F°(2) in der H»?(2)-Norm. Die Norm von C°([0, T}, H»?(£2))
bezeichnen wir mit ||| . [|,,,. ’

Wir werden hiufig Funktionen betrachten, die auf Qz:= [0, T X Q stetig
sind und fiir die

|/ (2, 8) — f(=, 8)]

=Ty

sup
t,2€f0,T)

mit einem y, 1 > y = 0, endlich ist. Wir setzen dann

lf(zs t) — f(=, 3)'

”I””?.Qr:z sup |f(¢, )| + Sup [t —asf
tx)e@p t,8)e[0,T), 2ze8?
liFE) = sup  |ft,2)—fs, @)+  sup  |f(t, 2) —fC, ),
1,3¢€[0, 7], |t—s| <r, 2ed tel0,T), z,ye{lz—y|<rinf
I lllle(r) := sup £, 2) — £ (¢, 9)].

tel0, 7], z, ye{lz—y| <r}nd3

Im Falle y = 0 schreiben wir auch |||f||| statt |||f||]s, or- C*(2) bzw. Cr+a(Q)
ist der Banachraum der auf 2 erklirten stetigen komplexwertigen Funktionen,
die in 2 v-mal stetig differenzierbar sind und deren partielle Ableitungen bis
zur Ordnung v auf Q stetig bzw. holderstetig mit dem Exponenten « sind.

Wir sagen, daB Q zur Klasse Cv+« gehdrt, wenn fiir 902 lokal eine Darstellung

T = @(2y, ..., Tpy, Lyl -« +5 Ty)

mit ¢ € Cv+a gilt und Q lokal auf einer Seite von 90 liegt. Ist die Funktion
g auf 042 definiert, so sagen wir, daB g zu C»+=(20) gehort, wenn es eine R"-
Umgebung U von 92 und § e C*++(T) mit §|02 = g gibt. Wir setzen dann

”9 ”v+a, ag +== inf ”5”0"“(7)’][9 ”ag = ”9 Ho,ao-
)

[3]
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Fiir ein beliebiges 6 > 0 setzen wir
Qs:={z||le—y| <9, yeL}

Sei 4 eine lineare Abbildung eines Banachraums X mit (dichtem) Definitions-
bereich D(A4) und Adjungierter A*. Wie iiblich ist E(A) der Wertebereich,

N(4) der Nullraum. _
Die Norm von C*(Q2) bzw. C**+«(Q) wird mit | . ||, bzw. | . ||,;, bezeichnet.

AuBerdem benutzen wir die Abkiirzungen | . |,:= | . |z2@:= | - [lo.r und
HY(Q):= H»*(Q), H(Q):= H»2*(Q) sowie || . ] :=|. |o,
Dj = i ‘i 5
1 Oz
ps:= ] D,
i=1

wobei & ein Multiindex mit den Komponenten «; e N U {0} ist. N bedeutet
stets die Menge aller positiven ganzen Zahlen, Rt ist die Menge aller nicht-

negativen reellen Zahlen.

1. Resolventenabschitzungen

l" x “f <4, T und m, « seien im folgenden beliebige feste positive Zahlen, 0 << x <C 1}
i m € N. Q sei ein beschrinktes Gebiet des R* mit dem Rand 02, das von der
Klasse C*™ sei. N sei die Anzahl aller n- Tupel & nichtnegativer ganzer Zahlen
mit |&]| < 2m— 1.
Es seien Abbildungen
A; :R*xQ2—~C, |&|<2m,

gegeben mit folgenden Eigenschaften:
A;:R*XQ >R, |&|=2m,
| A:() €00, T], @), o = a+P |
(1) MgEpm= lZ‘,2 s(t, ¥)& = M- |g]p», EeRe, (4, 2)e[0, T] X2,

mit einer positiven Konstanten M. Die Norm von C=([0, T'], C*(£2)) werde mit
Il . ., die von C°([0, T, C*+=(Q)) mit ||| . ||},+. bezeichnet. Wir setzen ||| .||

= [l llfo-

Weiter setzen wir im folgenden

LGu:= Y, A;(t,x)D*u, uweCtm+e(Q), Dty |00 =0, |&|=m—1,

|&l=2m

Ayb)u:= Y, Az, x) DPu, we H>™?(Q)N F™*(Q), p> 1.

l&] =2m
Fiir unsere Zwecke wird es sich als giinstig erweisen, &7 (t) und 7, (f) gleich-
zeitig zu benutzen.

4]
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Wir sind nun in der Lage, unseren ersten Satz zu formulieren:

Satz 1. Es existieren Konstanten[a,l/lo’> 0 derart, daf fir alle | l £, mit

led={i]AreC, %n—}—sgarg[/l[;—%n———e,ge-}g-ég} I.(L-A,)_qus
die folgenden Abschitzungen gelten:

| - X
@ 121l + 1212 s 4 252 s+ [ famse % 0 g
<o (L) + D)l

2m
(3) E |A]Em=rem u;,, < oy [ (y(t) + A)u],.

e, Uql ¢, und c, sind dabei nur von Q,n, « bzw. p, M und sup |||A |||« abhdn-
gige positive Konstanten. lal=

Bemerkung 1. ¢;, ¢, . . . bedeuten im folgenden stets von 2, n, « bzw. p,
M und sup |||4y]|. abhingige Konstanten.
|&| < 2m

Beweis des Satzes 1. Wir benutzen eine von Agmon [1] erfundene
Methode. Zuerst beschiftigen wir uns mit (2). Der Operator

(2
o2m 1
orzm’ T2

L(t) = A (f) + (—1)mei® n—eSP<gmts >0,

ist elliptisch in dem Sinn, da@
| 2% As(t, )65+ €& | = 0| E P, &= (&, &1,..., &) R, (H2)€[0,T] X 2,

& =2m
ist, wenn nur ¢ hinreichend klein gewdhlt wird. Sei { € C°(R) mit

(m=1 |7 E 1,

L) =0, || = 3/2.

WA

Die Funktion #(r,z) = {(1)e*u(x), peR, ue O2m+e(Q), Diu | 2R = 0,
|&] < m —1, liegt dann in C2m+«([—2, 2] X Q) und ihre Ableitungen bis
zur Ordnung m — 1 verschwinden am Rande von [—3/2, +3/2] X Q.
Wir setzen [—3/2, +38/2] X 2 {=[Q** sowie [—1, + 1] X Q |=|Q*. (14 1:
Wie in [2], S. 668, Theorem 7.3., gezeigt wird, gilt eine Ungleichung
@ [ gzm+e @m < 63 [ L O o @y + Cal F o @

Nun ist
| L) o= @m < sl (D) e | gxqs, oy - (L @) + p2me®)u| g,
+ |u Pt (e | oog—s, +21 | % o=@ + 1€ o=z, 121 | % o)}

[3]
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fiir u = 1, und weiter gilt die Ungleichung

et __ gfut
|t —p% |

Hu”o”"‘”‘([ 1,4 1] x 3y = Cc{ 2 | |2m—1 "u”o”‘“m) + | 2™ | % | go ) SUP
/'r’?e —1, +1]

ety () — Mty (%)

e‘l"Dﬂu(x)———e’i"Dﬁu(i)l}
w i su su - -
+ I l T, te[—ip-f- 1] I(T_t)z + |x-—x|2 /2 + l‘ul ,E[_l:p+1] 1(7“—7)2 + lx_xlz la/z 1 ’
z, %€ z, Eeil
1Bl =2m—1

‘ 2m ,
= cr{lp [ | u | oy + 1w ™ [ [l oxeay + |pe] | 0] gom-14g + Eolﬂlz’”" |l chay. /744
j=

Weil [ {(7) e || gx s, 1 oy < (| |*+ 1) ist, folgt, falls | u] hinreichend grol ist:

[ [P || [ ooy + 16 (22 || [l oy + |1 |72 | || gam—sve S g o () + p*me®)u [ e ).
Setzen wir 4 = u?me®®, so erhalten wir (2). Der Beweis von (3) nach demselben
Schema ist in [1] enthalten. Man muB hierzu von einer Ungleichung der Form
""7‘"3“’""’(9') scf| £ () [ z2(guwy + | ﬁ’”L’(D")}
Gebrauch machen.
Satz 2. A liegt in des Resolventenmenge von o (t) und s7,(t).

Beweis. Falls die Koeffizienten A;(¢, ) hinreichend glatt sind, etwa fiir
ein 6 > 0 aus C+([0, T, C?m+2(£2,)) sind, folgt, daf
(o)) = Apip_1(8)?)
ist (Browder [5], Theorem 14), so daB auch (1€ A)

(o) + A)* = Sp-0(t) + 4,
(B(o2,(t) + W) = N (Lo () + 1)
ist. Wie wir eben gezeigt haben, ist der Nullraum des letzten Operators gerade
das Nullelement. Erneute Anwendung von Satz 1 zeigt, daB der Wertebereich

von &, (t) der gesamte Raum ist. Ein geldufiges Approximationsargument in
Verbindung mit Satz 1 liefert dann die Behauptung des Satzes fiir .7, (f).

Hieraus folgt auch die Behauptung fiir 2 (), indem man p > 1—1—0‘ wahlt,

ein Appro;ﬁma.tionsargument und dann Theorem 4 in [5] sowie Satz 1 ver-
wendet.

Bemerkung 2. Es sei darauf hingewiesen, daB die Abschitzungen aus
Satz 1 nicht mehr verbessert werden konnen. Dies zeigt das Beispiel der ge-
wohnlichen Differentialgleichung

W —Au =1, A =4,
%) & yj(p-1) (¢) ist die formale Adjungierte.

(6]
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die unter den Randbedingungen
u(0) =u(1) =0
gelost werden soll. Man zeigt leicht, daBl die Green’sche Funktion G (z, &) durch
CinVix Sin Ya(g —1)

(. &) = iyl =S
’ Gin)i(z—1) Gin Y& r>E
ViinVa ’

gegeben ist (iiber & soll integriert werden). Dies fithrt auf die Loésungsformel

u(x) = Bin l/lw — Gin Vl(x — 1) — Gin ]/Z

021,
A Ginyi

Somit ist mit f= 1 in [0, 1]:

Gin )iz — &in Yi(z — 1) — &in YT
Sin)2 0

Gin )iz — Gin Vi(e — 1) — (Sin Y2z’ — Gin YA (2’ —1))‘

[(—=4 + 7 (—Hl.=

1
+ Al-a/2 sup
z,2’ €[0,1]

V22— ) 8inY2
Es sei I'(Viz) = &in Viz — Sin Vi(z — 1). Wir haben
fM—ﬁw{=@§

VY i)+ 1nw)) g Jy—y ] > 1,

wobei § ein Wert zwischen y und ¢ ist. Nun ist

| fir |y—y|=1,

1Py <emlz, o<y<Va

|€of 1 — Cof (V2 —1)| < ‘(gi;) off

ogygulgﬁwwgzﬁmﬁ4n,
0<y=<Va.

Damit ist zugleich ein Satz von F. E. Browder widerlegt, der in [4] S. 77,
u. a. behauptet, daB bei Null-Dirichletbedingungen

=4+ 2 g <5 9] ge (@),

A hinreichend groB und positiv, ist, ¢ eine von g unabhingige Konstante.
Von jetzt an setzen wir voraus, daBl 4, < 0 ist. Es wird sich nadmlich erweisen,
daB die Addition eines Terms —kAqu, ke N, zu o (t)u bzw. <, (t)u ohne Ein-

flub auf die Herleitung unserer a-priori Schranken fiir die Losungen parabo-
lischer Systeme ist.

Im folgenden wird der A begrenzende und sich aus zwei Halbstrahlen 7:-
sammensetzende Weg mit I bezeichnet.

(7]
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2. Gebrochene Potenzen

In der L*-Theorie der parabolischen Differentialgleichungen spielen be-
kanntlich die gebrochenen Potenzen von .7,(f) eine bedeutende Rolle. Wir

werden entsprechende Begriffe in C#(£2) einfiihren.

Definition 1. Fir u e 0=(Q) sei
A ()= Siny”y j (A4 B udl, 1>p>1—(1—/2m) = x/2m
0

gesetzt, — Dann ist &/~7(t) beschrinkt. Sei nun

A7 (f)u = 0.

Nun ist (A + (@) u = (A 4 ,(t)) . Somit folgt: w = 0 ([6], 159
—161). Demnach ist &/-7(f) eineindeutig. Es sei

A7 (8) = (L7 (t))L

Hieraus folgt, daBl =/7(¢) abgeschlossen ist.

Es erweist sich als vorteihaft, noch eine andere Definition der gebrochenen
Potenzen zu geben. Dazu bendtigen wir einige Vorbereitungen. In Analogie
zur L7 (Q)-Theorie geben wir die

Definition 2. Wir setzen

. - 1 -
(4) IOy = mf e (A + o (O) udd, ueCx@), 1> 0.
r

Wie man sofort erkennt, ist ¢ 7 ein beschrinkter Operator. Aus Satz 1
folgen die Abschitzungen

—c11 T
0108 11

(5) le™ O uf, < =g [ es
— T Cyq 00187
(6) ot () u ], < ”Iu 1w 1+ £ LeN.

Bei der Ableitung von (6) hat man zu beachten, daB e=®* die Halbgruppen-

eigenschaft
IO+ _ A O —A )0

besitzt (zum Beweis siehe [6] S. 102, 103). Wegen (5) erzeugt allerdings —s7 (f)

keine Halbgruppe der Klasse C° in C=(£2).

Definition 3. Fir y > «/2m selzen wir

Ql

[- -}
— 1 A ()G a
(7) L () u _F(”)of ¢~ O o fda, ‘weCe(@).

[8]
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Es ist nicht schwer zu zeigen, dafl Definition 1 und Definition 3 in ihrem
Geltungsbereich iibereinstimmen ([6], S. 161). Die weiteren nach Definition 1
gegebenen Bemerkungen konnen tibernommen werden. In der Tat ist auch

1

—1 __ (o

L) u _F(l)f € udo,
Jd

weil dies fiir &3 (t)u gilt (siehe [6], S. 158/9). Es ist nun leicht zu zeigen, daB
(8) A M)A n(t)u=L N )y —y,, —v, oder y,,y,>a/2m, ucC*(Q),
ist.
Satz 3. Ses 1[> y > «/2m. Dann ist |- %
&7 (t)e ~F0 e £ (C=(Q))

und
. . Cq, 0187
| 227 ()" | < Sxmam - | -4
B is. Sei —1 > —2 Wie in [6], S. 159, erhilt ma, - % x
eweis. Sei |> B 2[ [6] ) n ] 2 |+ x

%
Zm P2

~f-1 ‘&
|20 0]e < g2 T | Ol + =g | 200 [,
e >0, ve Cx(Q).

Nimmt man das Minimum der rechten Seite beziiglich e, so ergibt sich:

. o
| 28 (t)0 ). < 16 [ -2 (0)0 |2 - | 2-2(0)0 20, o 1
Setzen wir v = &72(t)e#D"w mit w e O=(Q), so ergibt sich:
| 228() 22 () O w |, < clstpﬂaj.,&-»qw”w”a- — (1+ 5‘)(/54» LA z)
Zie
: x
Nun ist wegen (8) +(~p-4- Y5

() e F Oy = of B(t) AHHB() - T O™y,
Hieraus folgt Satz 3 (y = 2 + B). tote (20 »
Satz 4. Set 0 < B < (( Sei y € ](2711 + 5‘;/(2m + «), 1!. Dann ist I/{~.~(*—;M- Lm=4

[ llages < ca | #?7(E)u]a, ueD(L ()N D(a7(t)). Lomod E =

Beweis. Mit (8) zeigt man zunéchst leicht, dall D («/7(t)) C D(272(t)) ist.
Nach [2], S. 657, ist

o — o [~ 4 [~
| lamps < dy || ErFPIEm | g |i—CmrplEnta 4 gy, (a4

mit nur von 2 abhingigen Konstanten d,, d,. Fiir alle hinreichend kleinen
0 > 0 ist daher

l%]lemgps < A e L P T i G ST I | f~1¢+ -1+
g 02261—'(2m"'ﬂ)l(2m+ ) ll M(t)u “a —I— d46_(2m¥ﬁ)/(2m+ a) ,[u HO - (—4 . l—-4 +

(9]
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mit nur von @ abhingigen Konstanten dj, d,. Aus Satz 1 wissen wir, dal

[+ @)y o Sl

AeT, uweCxR), ist. Der weitere Beweis kann dann so gefithrt werden wie
auf S. 178 in [6].

3. Gebrochene Potenzen und Evolutiohsoperatoren in C*(22)

Unsere Annahmen iiber %7, (f) zeigen insbesondere, dafl fiir jedes ¢ [0, T]
der Operator 7, (¢) mit Definitionsbereich Hz™?(£2) N Hm7(Q) eine analy-
tische Halbgruppe erzeugt. Dariiber hinaus liefern sie die Existenz des Kvo-
lutionsoperators, d. h. einer Operatorenschar

(U,¢,7) | Up(t, ) e 2(IL2(Q)), T=t=7v=0}
mit folgenden Eigenschaften:
1. U,(t, 7) ist stark stetig,
2. U,(t, 7) ist stark stetig differenzierbar fir ' =t > v =0,
3. U,(t,7) bildet fir 7 =¢ > v =0 L?(Q) in D(,()) ab,

4. Es ist
oU,(t, T)
ot

+ ,t) Uy, 7) =0, T=t>71=0,
Up ¢, 1) = I
([6], S.1081.).
Nach [6], S. 111, ist
t
Uﬂ (t7 T)x = e—-—(t—r).sa?,,(r)x + f e—(t—o)dp(q) qjm(a: T) xd”t:
wobei
D,(t, 1) = 2, Dy, (¢, 7) 2, x € Lr(Q),
F=1
ist mit
¢p'1(ta T)X = (‘MP (t) — &, (7))6_“—1)&{”(1) z,
¢
Dy, i1t )2 = f¢p.k(t’ 0) Dy, (0, 1)xd‘f.

Die obige Reihe konvergiert dabei fiir £ > 7 in der Topologie von £ (L*(£2)),
die Integrale sind als Bochner-Integrale in L?(2) aufzufassen (Die &,,, sind
beschrinkte Operatoren).

Satz 5. @,(t, v) bildet C=(2) in sich ab. Als Abbildung von C*(Q) in sich
werde D,(t, ) mit D(t, v) bezeichnel. Dann ist, falls |Ay| hinreichend grop ist,
éle—sg(t—f)

|o¢ 2] <P —m= 2],  t>7, zeCe(@)
[t—7]

[10]
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Bemerkung 3. Mit &, &,,... werden Konstanten bezeichnet, die neben
Q2,T, sup |||4s]||ls,n, M auch noch von / <
2] & 2m =
sup { sup g ll|4s () — 4s(@)]I]}
18 =2m “t,0€[0, T ‘
Ag (b ) — Az(o, ) — (450, y) — 44(o, y))l}
su su ) a
» gﬁ’m{,,ae[}?_m i — oy — o]

z, Yy

abhiingen, «' = & +3x/211 < 4

Beweis von Satz 5. Analog zu @ werden die @,,; als Abbildungen von
O=(2) in sich mit .SD,C bezeichnet. Letzteres ist in der Tat der Fall: Wegen / ¢

]]M(t),e'[[ gw%e—cmr /c— V}(‘f)f ﬁ:gy/ow
kann man induktiv leicht zeigen, dafl 4%
e
— 1 (0—7) x& lt — [ka"'(

| Pt 7) | < e T )

ist. Nun ist
o el R WO i 1 L oy (< R R L e Lt X

Z Bt = {Z ] (2 ) S0 N, ] T (1

wobei wir Stirling’s Formel benutzt haben. Hieraus folgt, falls |4, | = 2¢, ist:

€ e—talt=)
|06, 7)] <2

t— |’
was zu beweisen war. — Von nun an sei |[4,]| = 2¢,.

Satz 6. U,(t, T) ist fir t = v ein beschrdnkter Opémtor von Cx(Q) in Cx(Q).
Als solchen bezeichnen wir ihn mit U (¢, 7). Uberdies gilt fur t > =, daf
L) UER, 1), of2m<y<I,

etn beschrdnkter Operator ist und einer Abschdtzung

5 e—Co(t-T)

lez7@) U, )| < ——I,;__.,lwa—ww/tm ""46 “5

geniigt.

Beweis. Wie wir bereits bewiesen hatten, ist

Cag €—C16-0)

|27 (£) e ¢ élt—-sz—*“/ﬁm’ ._.46 /AJ

Mit dem vorhergehenden Satz folgt jetzt Satz 6.

Noch einige Abschitzungen werden benétigt. Es gelten:
Hilfssatz 1. Bs ist fir t = s > 7= 0,52< n <®(1 — &/2m)

[ @, 7) —D(s, )| < 35 [t — s A== |5 g[Hrng—t6—), 2

[11]
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Beweis. Der Beweis wird so durchgefiihrt wie der von Lemma 4.6., S. 117,
in [6].

Hilfssatz 2. Es ist fur t >s =0

68 e—ég( t—s)

—(@—8) () __ —(t—3)H(8)
(EAUIC ¢ (=

— It_8|1—a+tz/2m'

Beweis. Der Beweis kann nach dem Muster des Beweises von Lemma 4.1,
S.111—113 in [6], durchgefiihrt werden. Statt der dort verwendeten gleich-
miBigen Beschrinktheit der Operatoren der Halbgruppe hat man hier die
bereits bewiesene Relation

|0 < e

zu benutzen.

Hilfssatz 1 und 2 dienen uns dazu, das folgende Analogon zur L?(£2)-Theorie
der analytischen Halbgruppen zu beweisen:

Satz 7. Fir t > v =0 st
61 o e—tult-7)

lez@® Ut o) | < [E— <A % %/In)

(insbesondere ist sZ (t) U (¢, 1), t > 7, also ein beschrinkier Operator).
Beweis. Der Beweis ergibt sich mit Hilfssatz 1 und 2 sofort aus der Identitét
(x € C=(Q))
t t
[e 99O P (s, v)xds = [ IO (D(s, 1) — DL, 7)) 2ds

t t
+ [ (e_(‘—‘)”(‘) — ¢ I Bt Tyrds - fe"’(‘—‘)”(‘)(ﬁ(t, T)xds.

Bemerkung 4. Die Beweise der Me3barkeit aller auftretenden Integranden
sowie der stetigen Differenzierbarkeit von

eI @y t>s, xe0(Q),
und der Stetigkeit von
() UL, s)z, t>s, xe0x(Q),

sind iibergangen worden, da sie keinerlei Schwierigkeiten bieten.

Wir bendtigen noch einen Satz aus der L?(Q)-Theorie der gebrochenen Po-
tenzen von &7, () und des Evolutionsoperators U,(t, s), ¢t = s.

Hilfssatz 3. Set 0<y <1, y<dé<Z<1+4x, 66—y <1 Dann gilt fir
tl=8>0:

”v‘f%(t)(Uﬂ(t, O') - Up(é', O'))”p < ‘t_0276“’gn(3—0)

s |g —qal®”

Beweis. Der Beweis befindet sich in [6], S. 161.

[12]
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Hilissatz 4. Wir haben fir t > <
s @) Ut ) 1(2) | < (25

T l“/zm

615“ )

Beweis. Der Beweis kann so gefithrt werden wie der von Lemma 6.2 in
[6], S.122. Die Abschiitzung wird hier aus der Integralungleichung

t
—Cy3(t—T
Gy ot P

Tt — 7 F7em [t — T H&i(a ) U (0, 7)& (1) 2| do,

T

|l ) Ut 7)o () o =

x € C=(0), gefolgert. Dies ist moglich, da /(o) U(o, 7) i (r)x fir o > 7 /-
stetig ist, und man die folgende Integralgleichung betrachten kann

() Ult, 7) M— (Y = A ) IO g 1(1) 2
+ f oL (t) e ¢ (of (t) — o (0)) L1 (0) - A (0) Ulo, 1) L () zdO.
Dieselbe 148t sich durch Tteration l6sen. Sodann kann man den Beweis

eines Unititssatzes ausfilbhren und die Losung mit &/(t) U(¢, )/ (1)
identifizieren.

Wie in [6], S. 127, konnen wir zeigen, da@
|2 (¢) (U (¢, 0) — e~ ¢4 ®)
ist. Aullerdem gilt:

0146 —&15(1—0)
” ———-lt.__o'll atafem

10, fe-“—vw)xdau <ol + Lterm | z],, xeCx@)

Insgesamt ergibt sich daher der
Hilfssatz 5. Sei x e C*(2). Dann liegt

t
[U¢ pzda, t >0, 4
0

im Definitionsbereich von & (0), und dberdies gilt die Abschdtzung

[l (£) [U t,0)xdo|, < Gig(l + 1[ta2m).

4. Ein neuer Regularitiitssatz fiir schwache Losungen linearer parabolischer
Difterentialgleichungen

A. Integraldarstellung der schwachen Losung
der Differentialgleichung W oA (Bu=f

In diesem Kapitel sei ¢ € C%(2) N Hm(Q) sowie
f(.) € L ([0, T, C=(@))n C/EM* € (30,7, C¥@D)
Wir beginnen mit einer Definition. Unter einer schwachen Losung der

parabolischen Differentialgleichung ' 4 «/(t)u = f in [0, T'] mit dem An-

[13]
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fangswert ¢ und den Randwerten 0 verstehen wir eine Abbildung
u(.) € L2([0, T, H™(2)) N L*([0, T}, H*"(2))
mit folgenden Eigenschaften (@(.) e C*([0, T'], L*(2)), @(T) = 0):

T

T T
—Of(u, ') dt?) —l—of(dz(t)u,?ﬂ)dt = [(f, p)dt + (¢, $(0))

: 0
es folgt daraus, daBl zunichst u'(.) e L2([0, T'], L?(R2)) und dann weiter

) T
oss sup | w(t) 5,0 + [ [ 2(t) w(E) [3s 0yt
te[0,T] 0

< ol plimms T [ 170 s, 2, 114 1D

ist, wie unter Verwendung geldufiger Approximationsargumente analog zum
Beweis von Satz A1 gezeigt werden kann, vgl. [9], S.45. Dies Vorgehen
liefert auch die Eindeutigkeit.

Satz L1. Es st
¢
w(t) = Us(t, 0 + [ Uslt, 0) f(o)do
0
fiir alle t [0, T1].
Beweis. Sei {f,} eine Folge von Elementen aus C'([0, 7], L?(2)) mit
fv - f

in L%([0, T, L?(R)) fir v — oo. Nach [6], Kapitel 9, gilt fiir die zugehorige
schwache Losung u, von u, + & ({)u, = f, in [0, T'] mit dem Anfangswert ¢
die Integralidentitit

t
’l.l/,,(t) = U2(ta O)¢ +0f Uz(ta G) f,,(O')dG‘, & 6080(‘9)

(die schwache Losung ist hier in Wahrheit eine ,,starke’). Wir wollen
T

[ |72 ()%, (t) |320y¢¢ unabhingig von » a-priori abschitzen: Es ist wie oben
0

vy T
[%]|}m, 2+ ({ |2 (), )32y B¢ Z (| @ | gm ey T’Of"f(t)“i’(mdt’ M, 114401114,

also gilt fiir eine Teilfolge
u,, >« schwach in L*([0, T, H>™(2)),
u,, = u ,,weak-star* in L ([0, 7', Hm(Q2)),
u,, = % in C°([0, T'], L*(22)),

woraus in der Tat Satz L1 folgt.

3) .’ bedeutet Differentiation im Sinn der vektorwertigen Distribution (S.[9], S. 5).
%) Die hei3t, daB die Konstante ¢ auller moglicherweise von £, %, m und « von
@l gmgys - - -» M und sup ||{|4,]]|| abhingt. Entsprechendes gilt im folgenden.

[14]
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Durch Identifikation von U,(t, ) mit U(t, o) ergibt sich eine wesentlich
stirkere Aussage, ndmlich die Holderstetigkeit der Ableitungen in z der Losung
fir fast alle ¢ € [0, T']. Zuvor sei noch bemerkt, daB sich statt der Randwerte
0 auch die Randbedingung |

w(t) —g(t) e H(Q)

verschreiben laBt mit einer Funktion g(f, z), die geeigneten Regularitits-
bedingungen geniigt, etwa,

g(.) e C°([0, T], H*~#(Q)) N C1([0, T], LX(Q)), »p

1—«"

Satz L2. Es gibt genau eine Abbildung w: [0, T] — O«(Q) mit

u()e, 0 DO 1) cree@), =2t () e

0sg<a, T 2m +
1=0p> o}
w(.)e osp L' ([0, T], C8(Q))
1g_ep>eg
und mat
(L) Diu(t) |02 =0, |&|<m—1, fur fast alle te [o, 11,
T T
(L) Jlw® lapf, pdt < el Bemoe ) 008, + [liw 1y
(Ls) w (1) + o (t)u(t) = f(t) far fast alle t [0, T,
(L) u(0) = ¢.

Beweis. Zum Beweis benédtigen wir lediglich die Beziehungen
[UE 0)0ames < a0 |#7(t) U(t, 0)v],

5, e~Es(t—0) a 92 —
”ij(t) U(t,O")U ”azé ltc_eo.ly+(1..|;lz;val/lgms 22 _—:: g <'}/< 1, 'UEOGZ(.Q), TZt>0'_Z_O,

und die Ungleichung von Hausdorff-Young. Die beiden vorhergehenden Un-
gleichungen folgen aus Satz 4 und 6.

B. Behandlung des Falles, daf der Operator of () von Divergenzstruktur ist

In diesem Falle ist ein wesentlich schérferes Resultat erhiltlich. Wir setzen
neben unseren bisherigen Voraussetzungen iiber /() voraus, daB

A () = Y, D*(Az(t, ) DF)
| &]
| B

A TA

ist mit
Asp(.) € O«([0, T], Cm+a(R)).

[15]
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Weiter sei
f(.) e LA (0, T], C=(@)), g€ C=(@).
Dann verstehen wir unter einer schwachen Losung der Gleichung
w + o (t)u = f in [0, T'] zum Anfangswert ¢ eine Abbildung
w(.) € L2([0, T, H™(2))
mit folgenden Eigenschaften:
T
—f (u, @' )dt + f] [Z"' Asz(t, z) DPu, D5 of (f, p)dt — (@, (0)),
1Bl =m
@(.) e C ([0, T], LA(Q)) N C°([0, T], H™(2)), ¢(T) = 0.
Nach [9], S.46—48, existiert genau eine schwache Losung in [0, T'] der
Gleichung %' + &/ (t)u = f zum Anfangswert ¢.
Nach [9], S. 55, gilt die a-priori Abschéitzung

0

T
u) H“rRef ZS) Asp(t, 2) D ),D"?u(t))dt=Rebf(f(t),u(t))dt+%lWHz,

TD:Q

wobei zu bemerken ist, daB u(.) e C°([0, T'], L2(2)) ist ([9], 8. 53). Sei nun
f,(.) € CH([0, T, L*(2)), @, € (5 (),
o>l oo =@

in der L2([0, T'], L*(2))-Norm. Durch ein gelidufiges Konvergenzargument
148t sich dann zeigen, daB die schwache Losung von ' + &/ (f)u = f in der
Tat durch :

t

u(t) = Uy(t, 0)g + [ Us(t, 0) f(0) do

o

gegeben wird. (Vgl. auch den Beweis von Satz L1). Dies fithrt zu

Satz L3. /() und | migen die oben genanmnten Voraussetzungen erfillen.
Dann existiert genaw eine Abbildung w:[0, T] — C= (2) mit folgenden Eigen-
schaften:

N w(ye J IHB(0, T1, CF+a(@),

0<g<a
1=ep>0}
w(.)e osg< ) L' ([0, T, C#(R2))
12—9ﬁ>o§

sowie den Eigenschaften (L) bis (L,) des Satzes L2 (o} ist ebenfalls die Kon-
stante des Satzes L2).

[16]
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Bemerkung 5. Ist zusdtzlich f(.)e C°(]0, T], C%(2)), so ist hier wie in
Kap. IV, A offenbar auch
u(.) € Co(]0, T, C2m+8(Q)) N C1(]0, T] x Q).
AuBerdem darf zu 7 (f)u ein Term der Gestalt
> Bj(t, x) Diu

|Bl=m

mit B;(.) € C°([0, T], C=(Q)) addiert werden, ohne die Ergebnisse zu ver-
dndern.

5. Eine Integralgleichung
(Semilineare parabolische Differentialgleichungssysteme)

Im folgenden sei ¢ € C2m+a(Q), Déip|dR =0, |&]| <m-—1,f eine auf

[0, T]#Q2 definierte komplexwertige Funktion, die dort stetig ist und fiir die
g g
t) — ®
Iy = swp VG=CPE+ sup 170

endlich ist, wobei y eine positive Zahl[ <« ist. Dann betrachten wir die Ab- [
bildung

u(@) =U(t, 0)p 4+ ftU(t, o) f(o)da, 0t T
0
Es ist
4 : t t
II(,)f U(t,0)f(0)d0 |gmia = ll‘_)fU(t, 0) ()80 || 3 mia +bf|| U(t,0)(f(e)—F®) |2miado.

Der letzte Term sei mit I bezeichnet. Es ist

I < fcao | ) U, 0)(f(t) — [(0))]udo,

: 06 116 f(t 0‘) “ado"
; ‘)W%L‘

Groe 1= [ £(t) — f(0) |l
§f |t — o " edfyy [t — af” do.

Weiter ist, falls p, 0 < ¢ < 1, hinreichend nahe bei 1 liegt, sogar

”'Unzm 11a S €y ”M 'I)“,,, p>11 %),

v e H2m2(Q) N Hmo (9).

5) Mit Hilfe der multiplikativen Ungleichungen aus [2], S. 630, und [6], S. 27, und der
wohlbekannten Tatsache, daB HL? (Q) stetig in C1-"/? (f}) einbettbar ist, kann dies analog
zu Lemma 17.2 und 17.1 in [6] bewiesen werden.

[17]
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Nun ist aber

| 5 (8) (w(£) — u(0)) |l5
=< oZ5()(Us(t, 0) — Uy(0, 0))9 llp

+ Ofdu A8 (U (6, 8)— U0, ) () |, d + f | 2200) U, (6, 3) 1(5) |45,

< | 5() (Up(t, 0) — U, (0, 0) o |,

[
— 28 (0

T [ 150 U6,8) /@) ] 25 + ¢ — oy [ S22 116 |,

o —

wobei 1 > & > p ist (s. Hilfssatz 3). Demnach ist fir y = — ¢

1) — m—lt i
2 (t) — (o) lom—1+ "<—|t—— P’”M@t(U (t,0)— U,(a,0))e |,

|t — ol
(9) 1 : C., e ¢sto ~
+ o [ 150 U 8) £3) 5 + f a7 1(3) 5.

Tragen wir noch nach, daB
(10) |20 Ut o) | <

ist ([6], S. 160, Problem (6)).

Wir wollen unsere Ergebnisse auf semilineare parabolische Differential-
gleichungen anwenden. Sei N die Anzahl aller partiellen Ableitungen nach »
Variablen bis zur Ordnung 2m— 1. Sei fir A= 1,..., L jeweils eine Ab-
bildung

0826—033“—-5)
|t—ole

f;,ZRnXR‘l’XRNLXRNL")C, f;: (.f17'-°’fL)=
gegeben mit einer der folgenden Eigenschatten:

A. f, ist stetig in allen Variablen differenzierbar und geniigt der Wachstums-
bedingung

2m

|f1(t, z u(z), D 'u(x), . .., D™ tu(x)| < p( ([ wl]) 2, |Dru(x) | + K.

B. }, ist stetig nach allen Variablen differenzierbar und genilgt der Wachstums-
bedingung

2m—1

st Dra, ..., D= un) | < g nunznmu Dol + K, 0=2<t.

C. f, geniigt der Bedingung A und ist zweimal stetig nach t, x und den letzten
2N L Variablen differenzierbar. Hierbei sind z € 0, te[0,T], ueC*(Q)
X+« X C?2m (D) (L-Mal). Weiter bezeichnen piy, pip und spdter v zwei Funktionen
aus O°(R+, R*)8) und C°(R+ X R+, R+)%) mit folgenden Eigenschaften

Un(0) = py(d’), o=d, n=1,2 v(c, &) —>0 fir o—> o0
§) Dies ist die Menge aller stetigen Abbildungen von R+ bzw. R+ xR+ in R+.

[18]
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und zwar gleichmdafig, falls & in einem Kompaktum variiert. Der elliptische
Operator

A()= Y As(t, x)D*

[&] =2m
erfalle die Voraussetzungen des ersten Kapitels. Weiter ses
</ y(f) :=| Y D3(As,0(t, x) DF), | (¢, x) € Qr,

s,
|1Blsm

mit Asg,o(.) € C1([0, T1, C+2(2)) und |
(o (O)u, o, (t)u) = (M, T, |||| 45 D %3m0, % e H2m(@) A Hm(0),

eine den Voraussetzungen des ersten Kapitels geniigende Schar elliptischer
Operatoren der Ordnung 2m, wie sie gemdfy Anhang existiert.

Dann gilt der folgende

Satz 8. Sei u eine Abbildung von [0, 7] X 2 in (C° (42))E mit folgenden Eigen-
schaften: w ist stetig in [0, T] x O stetig differenzierbar in 10, T[ X 2 bet festem
t aus |0, T[2m-Mal stetig nach den dbrigen Variablen in Q differenzierbar. u
gendigt in 10, T[ X Q dem parabolischen System

S 4 A (W, = f,(t, %, w, Du, .. SDAmely)y A=t L
hat den Anfangswert
u(0) = @ e (C2m+a(Q))L
mat
Dig |90 =0, |&|<m—1,
und erfillt die Regularitits- und Randbedingungen

u(.) € Co(([0, T, H2m2(Q)), p>7t2
(DFu)(t, 2) = 0, (¢, ) €[0, T] x 2.0.

Dann sind die folgenden Aussagen richtig, falls M, > [lw]|| ist:

L. f erfulle A. Wenn |||w|||u,(|||w]l]) unterhald einer fir m =1 von Q, M
und n abhdngigen wnd fir m > n[2 unterhalb einer von Q, M und den 111 4z]|lls
abhdngigen Schranke liegt, so ist
T
[ lw®zn 4t <o(T, M, [ O oo @) M, 1] Aslllfos ||| As |0 » )

0 fir ein gy >0, m > n/2,
Ay llwlllam-ria S 0@, T, M, [ 2,(0) @ 150y, My, []]] s ]Il 114z [k, 07> K),
m > nf2,

[12]la (@, T, I, | 2,00 p | o 0y M, ||| s |||}, K), M= 1, p> 72,

1—o

") & (0)p ist der Vektor (L (0) gy, ..., (0 ¢1) € (C*(2))L. Entsprechendes gilt im
folgenden. .

[19]
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Erfullt | zusdtzlich B. und ist m = 1 oder m > n/2, so ist
ui(.) € C°(10, T, C2m+8(R)), 0=pf<«

und
| |ames < (B, T, M, | @2 miar M1, N Aslles K) (1 + 1jta2m),
2. [ erfille C. Dann ist u,(.) e C°(]0, T, Ozm+a(z§)) und
(12) [ u® |amia < (T M, | P lameas Ma, | 4slles K) (1 4 1/t272™).

Falls m, n beliebig aus N sind, gelten die folgenden Aussagen:

3. Sei fir ein y, 1 >y >0, |[|u]ll, < oo. f erfille B., es set My = HEAN™
Dann st u,(.) € C(10, T, C2m+8(Q)), 0 < < &, und

(13) lu®) |amep = (T, M, | ¢ lomsas Mas [ Aslles K) (1 4 1]t2m).

Ist f zweimal stetig mach den letzten 2LN Variablen differenzierbar, so st
uy(.) € C°(10, T, C2m+(Q)) und ebenfalls

(14) ”u “2m+o¢ é C T M Htp“2m+a: M29 "A "a: (1 + 1/ta/2m
Auperdem ist beide Male wieder
| ) am-14a S0 (0 T M, | 25(0) @12 @y Mos || sl [l A

Beweis. Wir beschiftigen uns zunéchst mit der (2m -+ «)-Norm von u(f).
Als schwache Losung unseres parabolischen Systems hat wu(f) eine Integral-
darstellung: Wie schon bewiesen, gilt fiir die Komponenten u, von u die Inte-

graldarstellung
u,(8) = U, 0 qo;_—}—fU(t 6) f(o, u(o), D*u(o), ..., D*™=u(o))ds, 1 SA=<L.

74 2
1—a’

T

(Vgl. Kapitel IILB).
Daher ist, falls u,(.) € C°(10, T1], 02m+a(§)) ist,

| %2 () |2 mta = | U (¢, 0)<p,_||2m+a—i—ofU(t,a)fl(t,u(t),Dlu(t),...,Dzm—lu(t))danzm_m
+ f | U ¢, o) (fa(o, u(o), D'u(o), . . ., D~ *u(o))
— fa(t, w(t), D*u(t), . . ., D= tu(t))) |emsq 40,
t
é()f " U(t’ O')fl(t, u(t)> Dlu(t)s .. ':‘Dzm_lu(t))danzm+a + ” U(t’ 0)?9;. H2m+x

- 6-—511” a)
+ 1 [t —oftY |t —
0

— fa(o, u (o), D*u(o), . . ., D2m-ly(o))|.do, O0<y <L

L 1w, D), -, DA tu)

[20]
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Nun ist nach Voraussetzung

| £ (¢, w(t), D u(d), ..., DEm=1u(t)) — fi(o, u(o), D*u(o), . . ., D2m=1u(s)) |,

< sup %’1 (v, u(z), Du(z), ..., D*m=1u(z)) i |t — o]
csST=ti «
& 32]‘1 1 m—
+ 6344721{ asgurpst '3@/533/;7 (T’ (), Dlu), ..., 2 : lu(tl)H/ ~
l=E=NL ul) lemoz1a | D% u(t) — D™ u(o)|
+ 2[5 u, D), D) |- | Dewtt) — Do) ),
osTst .

so dafl wir nach (9) und (10) fiir hinreichend nahe bei 1 liegende 6, g, 1 > ¢
< e <0, y=0— g setzen kdnnen, wenn die Abschitzung fiir l%!|l2m=1+a
erbracht ist. Wenden wir uns nun dem Fall zu, daB m — 1 ist und die Schranke

fur |||w|[|u.(]]|w]|]) von n, M und Q abhingen darf. Nach Lemma 3.3 in [71,
Kap. I1, ist

|||u|l|f+ﬂ§c<p>{fll%%‘

T
:dt+12 f”Dau”gdt} mit B <1— (n -+ 2)/p.
0

a| 2
Mit Hilfe des Theorems 9.1 in [7], Kap. IV, kann man die Behauptung des
Satzes in dem erwihnten Fall ganz analog zu Hilfssatz 2 in [10] beweisen.
Es sei nun u, (|||u]||) |||w]|| hinreichend klein sowie m :,(> % Wie wir bereits
wissen ist (Skalarmultiplikation der Gleichung mit 7, (¢)u; (t) beziiglich, jeder
Komponente, s. Satz A 1)

T (T, M, || .o7,(0) sy |1 4a|||les K) m=2, n>3,

Flts 0 e = NSO i 14511, K) m 22 023

0 C(TJ M)'i;‘ﬁz(())?glﬁlzm}oik',} m=-1= h/Z
Nun ist, falls wir m = 2 voraussetzen,

@) Dm0 = cas [ 5(0) a0 | 222 QEJm2—!n; : m2;2[

([6], 8. 179). Mit Hilfe der Integralgleichung fiir die Komponenten u,(¢) der
Losung folgt hieraus die Ungleichung

” u(t) ”m+1,2 < cg ”""g(t) U,(t, 0)2751(0) ” “‘2{2(0) @ ”L”(Q)

3
— g8 (¢ —0)
+ [ = 1H (o w(0), Du(o), .., DPm=1u(o) |y,
0

e~ €41 (t—0)

= ¢y 'Hdz(o)q’”Lﬂ(g) + Cay m(”&fz(a)u(a) IIL3(9)+K) do
0

([6] S.29, 160, 161). Nach dem Satz von Hausdorff-Young ist somit
|w@) |ms1,2€ 1§P<2mLp(]0: D,

t t
((‘)f " u(t) ”’lz;l+1, 2dt)1/1) é c40 Tl/:D ”’9‘{2 (0)(p ” + Cq2 (0[ ( “ t2/2 (t) u(t) ”%2(!)) + K2) dt)l/2.

[21]
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und

Weiter ist nach einem bereits verwendeten Argument fiir p >
hinreichend nahe bei 1 liegendes p € ]0, 1[ sowohl (s. (A 6))

” u(t) ”2m—1+a é Ca3 “M (P HL €°))

+ fe—m(f . || #(o, u(0), D'u(o), . .., D*m=1u(c)) || ;»do

2m—m/2p + 8/p

cq4(t—0) —
= a |00 7w + o 6—,3—:_7,9—(ll )| Fr—r—i 1 K) do, 5jp
=1—n/p—u«
als auch nach einem Argument des Anhangs ((A 1) und (A 2))
| e (2) nzm 1+a g Ca3 “Jy (0)99“1,”(9)
(15) —Caali— 6) —& m & m-— [+
+ f ar ()i (o[B8 0 K) do

mit g, = 1 ——;2-92?”2—5, n=3, e =1—2[p, m = n/2 = 1. Die iterative An-

wendung des Satzes von Hausdorff-Young und (A 2) zeigen nun, dafl zunéchst
% @) |om—1 +(,‘eL(zm'_mm“’50““’)"2”‘_"’”“"50/”)(]0, T[) mit einem gewissen &, > 0
ist. €4, Cg, Cg7, Cags C3as Cag» Cag, - - -» C4g héngen nach [1] und [6], 8. 158 u. {,,

von M,, p,n,m, M, und sup |||Aa]||a,QT, sup ||||A /| ab. Mit (A 6) folgt

la[SZM
dann aus Theorem 10.4 in [7], Kap. VII, da.B
| lam-1+e€,0, 77 (10, TD, | m > n/2,
sowie

(OfTIIu(t) [Bn—1+adt) P < (B, T, M, | (0) | 1@y, M1, [l Azl 0z K ][ 4s]]]])

ist. Hieraus folgt bereits, daB auch
Nelllam-r4a < (Ts M, [ (0)@ | zoogys M1, ||| Aallleers Ko [l As|ll])

ist, doch kénnen wir ein noch weitergehendes Resultat herleiten: Sei 0 < f < «,

ge]gz i B 1[ Dann ist nach Satz 6

| () lamss < Eia [ LB TUE 0) L) ] | (0) e
¢

5 —Elt—0)
+f‘,;in:|e+u—ma/2m | f (o, u(0), D*u(o), . .., D*"~1u(o (9)) |« do,
0

= G W Ut 010 |0l

&y e-Gratt—9 27:&4{:“
+f|t———g|e+u —Q)e/em (o Hzm 1+a-{-K do,

[22]
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woraus mit Hilfssatz 4 folgt, dal
(A7) @) lamss < (B, T, M, | L (O) @ [las My, || 4slle, K)(1 - L]te02")

ist. — Sel nun m = 1. Sei §,0 < B < «, beliebig vorgegeben. Sei 1 — p,
0 < g < 1, so klein, dall wieder

”vllzm-i-b‘ g Ca7 "de(t)v"a’ . v E.D(sz(t)),

ist. Dann ist wie vorhin und nach (A 9)

@) |amsp < & [L @ UE 0) L20) ] - [ (0) e

14
e—éu(t—o‘) 2m—1

/
+ & |t — o]0+(1—e)¢/2m{ 21 | D*u(o) |« - | D*u(o) |lo + K} do
0 '

< 8y [ O U, 0)2(0)| - | (0)
¢

e—Culi—o) ) 2m—1 ( y—vy 2m—v+ 1)21:+ o )
+ &8 |t—o‘]‘?+(1‘9)“/2’"(“ uz(O') ”y+ 1)( El "u(a) H;;::ﬂ—}' v m+ﬁ+K do.
+ 0 p=

Wie man leicht nachrechnet, ist, falls § hinreichend nahe bei a liegt,

v—y 2m—v v+ &
(H—tx-——y v +1)2M+ﬁ<1'

Nach einem geldufigen Argument folgt hieraus, daBl auch jetzt

(18) "u(t) "2m+ﬁ g O(ﬂ, T: Ma ""Q{(O)(p“a: Mz: "Aat'"an K) (1 + 1/ta/2m)

ist. Natiirlich 148t sich unter Ausnutzung von (A 9) und der a-priori Schranke
fuir ]]]u]”; auch zeigen, dafl

(19) ||w]llam-14e < (T, M, |5(0)@ | 10ys Mas ||| 4z lllesrs K [l 4a]]]])e
ist.

Bemerkung 6. Satz 8 bleibt richtig, wenn man in Bedingung A. an f den
Faktor u,(||) durch den Faktor u,(|u|) + »(|%|m, |#]|) ersetzt, da dann
Satz A 1 richtig bleibt. Falls die Komponenten von ¢ nur in H27?(2) N Hmo (2)
liegen, bleibt Satz 8 richtig, wenn man 1/i#2™ durch 1/t ersetzt.

Bemerkung 7. Zur Ableitung von (11) geniigt es offenbar, vorauszusetzen,
daB f stetig, die 4;e C%[0, T'] X 2) sind und

14 ||les@p < oo

ist. AuBerdem stiitzt sich der Nachweis von (11) fiir m = »/2 nur auf eine
a-priori Schranke von

T
Il e]]l +0f |72 (6) w(®) |35y 2 + []|%]]|m. 2

[23]
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wie sie unter einer Kleinheitsbedingung an |[|w||] u,(|||u]||) fiir alle m,n im
Anhang abgeleitet wird. — Was die Abhingigkeit der Schranke fiir
[[|l]] wo([l|2e]]]), m =n/2, von Q anbetrifft, so héngt sie nur von 8%, fiir
n = 2 genauer nur von der Kriimmung des Randes ab ([8], S. 226, 175, 381
und [5], S. 45/46); fir konvexes 2 und m = n/2 = 1 hingt die Schranke fiir
el (][} mor von 31—+ und sup [|[s]l] ab (5}, 8. 227).

o]

Anhang
Nach [6], S. 27, ist fir ue C2(2), p >n =3
(A1) (nf Vulrda)i» < e Is_lllgzll 2 N AR o

wobei
o 2
T p(1—2/n)

ist. Sei meN, 0 < x <1—mnfp. Sei 2 wie in Kap. L.,

a

L 2m—14«
h="He—a ’
flzizzma_—s, O<e<1._

Nun ist fir og = 1—n/p, m =n/2, e = n[2p

m(2 —a) a 2m — (m — 1)a
(A 2) 2m—1+(x0+2m—8< 2m — 1 4 o,

IA

1,

so daB, falls 1 — n/p — « hinreichend klein ist, auch

1 1
— 1<t
(A 3) 91 + 92 <
ausfallt.
Weiter sei bemerkt, daB3
m(2 —a)
(A 4) 2m — 1 4+ « <1

ist, falls m > n/2 — 1 ist und 1 — »/p — « hinreichend klein ist.

Wir benétigen noch eine Abschitzung im Fall n = 2. Trivialerweise ist fiir
we O (D) N HY(Q) N H*(Q)

(A 5) ([IVulpdapir < ([|Vult da)/ |V u|ea?, >4

Q

Fiir eine Schar elliptischer Operatoren

A() =Y Ast, v) D
|

al=2

[24]



-ty

Gebrochene Potenzen eines elliptischen Operators usw. 255

die den Bedingungen des ersten Kapitels geniigt, gilt bekanntlich nach [6],
S. 26, [8], S. 224

" IV | a@ < c(M) | (t)u| ) w | Ga)-
Daher ist
1V % [oo@ | V% || 1oy Sc(M) | @) u| P % H?:’o’%g) IV || &as
Uberdies ist mit
¢1:=1p, ¢3:=0p/(p—1)

die GrofBle

p___2—4p __ pp—2)
p—12—@2+9/p @®—1Dp—1—952)

<1,

falls 4, 6 > 0, hinreichend klein ist, weil trivialerweise p(p — 2)/(p — 1)2 < 1
ist.
Weiter ist

([IVul? dz)ir < ||Vl g ([IV 22 da)/2e < || Vol g 2 (f|V uf2ee-0-4 zysr
2 Q2 2

usw. Hieraus erhilt man zu jedem positiven é nach endlich vielen, etwa N (9)
Schritten die Abschitzung

H

~

(A 6) (![ Vaulpdair < |V u| P’V u&dr e, 0 <o <é.

Wir benétigen noch eine Interpolationsungleichung. Es ist
(A7) l#]m < cle %] mia + &7 % s, u e Om+(Q)
([3], S.251). Wie auf S. 252 in [3] zeigt man, daB
|uls < ole [u]e + e Jul,)

ist, 1 = o, ¥ > 0, woraus sich mit (A 7) induktiv die Ungleichung

(A 8) lwlm < ole o] me + &Y Ju],)

ergibt ([3], 8. 251). Durch Bilden des Minimums beziiglich ¢ folgt
m—y B el ¢

(49 [l < s s fufres,

wie aufgrund bereits vorhandener Interpolationslemmata zu erwarten war.
Sei wieder

A= 3, Ast, x)D?, Az e 0([0, T] X Q),

|| <2m
eine Schar elliptischer Differentialoperatoren, fiir die

| 4s]l. < oo ist fiir (m, n) == (1, 2).

[25]
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und fiir die
I 4sl|le.@p < o0 ist fir (m, n) = (1, 2),

und die den Elliptizitats- und Positivitatsbedingungen des ersten Kapitels ge-
niigen. Sei weiter fiir jedes &, |&| < 2m, eine Folge {45;,,} von Funktionen aus
C2m+1([0, T X 0) gegeben mit

]]]A&,v_Ao?lll—*O, y — 0o,
Von den fiir ¥ = », elliptischen Operatoren

()= Y, Az, (¢ x)D*

|&l=2m

kénnen wir voraussetzen, daB sie sich in der Form

)= Y D:(ds,t,2)D) + ¥ As,(t 2)D*
I lél=2m—1

&|=m,
|$l=m

schreiben lassen mit

J&ﬁ.v € Cm+1 ([O) T] X—Q)’ ‘g&,v € Cm+1([0’ T] X E)s J&E,/:: J&ﬁjz Jﬁd/’

d.h. daB sie einen formal selbstadjungierten Hauptteil besitzen.

Sei weiter
f:= R* X2 XRYXRY—>C

eine stetige Abbildung, die der Wachstumsbeschrankung A. aus Kapitel V.
geniigt. Dann gilt:

Satz Al. Sei ¢ e H™(Q) N H™(2),
u(.) € C°([0, T1, H*=(2)) N C°([0, T, H™(2)) n C([0, T, L*(2))

mit
lul]] < My < oo,
I o u = (6w, D, ..., D=1,
u(0) = ¢.
Dann ist

2 7 C{T’ }[7 n ‘; R‘m.‘ai/l‘nfil f'z\’\/} (Tn7 n) = (Ii, 2)
||, 2 + of | ()% (t) |3 Bt g{ T, I |9 lmees s, [l Aalller K) sonst,

wenn nur |||u]|||p.(]]||w]]]) unterhalb einer von 2, M bzw. den ||||4:z|l|l. abhdn-
gigen, aber von K unabhdngigen Schranke liegt, und 57 hiuverchend gt st

Beweis. Der formal selbstadjungierte Hauptteil von 7, (f) sei mit o, (t)
bezeichnet. Wir multiplizieren die Differentialgleichung skalar mit &7, (t)u

[26]
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und beachten die folgenden Relationen:

2 Re (g7, () = & (u, 7, (tyu) — (u, . (1)),

[1(r, w0, Duga), .., Dim-ta@), o) u(o) | ar
= Jlllwlllwllell) 12) lam,s | () u(7) |p3ad

+ Oftlllulllwllluln) [ %) [2m, 2 [ (# (2) — ,(7)) () | g2y b

+ Kof |, (%) u () | 2y B,

t

2Re [( (P)u(z), (1) u(r))dr |
0 . )

t ‘ t »
gof I (t) u(z) 1322 dt—-of [( (7) u(r), (& (v) — 7, (1)) u(7))| =,

¢
du

:
f’(?l?(T)aAaz,v(T)Dm‘lu(T))idT éf ””(T)u(f)“wmlpfa,v(T)Dzm"lu(T)”Lz(n)d" IA ;
0

0 .
+0f|!l“l|lﬂl(!llu”|) [%(2) [am,2 | Az, () D27 =20 (2) | gy At
t g[
+ Kof | As,, (z) D27 ~1u(z) lz2ay @7 '

= Sof | (z) u(z) ”21;2(9)d7

+e(lllw][] (11w ll)s 11l a1, 22, 1]]] As]]lle e)jllu(r) %, 287,

wobei wir von der multiplikativen Ungleichung in [6], S. 27, und Theorem 2
in [5] Gebrauch gemacht haben. Theorem 17.1 in [8], S. 224, zeigt, daB in
der letzten Ungleichung |||| A4 ||l durch M ersetzt werden kann fiir (m,n)=(1,2).
Mit Hilfe der eben genannten Sitze und der Gardingschen Ungleichung fiir

&, (t), v = vy, folgt dann, indem man » hinreichend grofl macht, Satz A 1.
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