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Kapitel 1
Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

§1. Holomorphe Funktionen

Der Begriff der komplexen Zahl z € C, der offenen, der abgeschlossenen und
der kompakten Menge in C wird als bekannt vorausgesetzt. Zwischen den
Punkten (z,y) des R? und den komplexen Zahlen z € C besteht vermoge

z=x+ 1y, P2 =—1

topologische Isomorphie.

Sei r = (2 + )P = |2, z2 =2 —iy, z = refp, v = |2] > 0, ¥ =
cos ¢ + 2 sin . Wir schreiben fiir r > 0, z5 € C.

Ur(z0) = K. (20) ={z||z — 20| <1}

Definition 1.1.1: Sei D C C, f : D — C, die Stetigkeit von f ist wie
iblich erklart. Sei K.(z9) C D. f heifit in zy komplex differenzierbar, wenn
es eine Zahl f'(zy) gibt mit folgender Eigenschaft: Zu jedem ¢ > O existiert
ein 0 = d(e) > 0 mit

f(z) = f(20)

Definition 1.1.2: Sei D C C, D offen, f : D — C sei in jedem zy € D
komplex differenzierbar. f' : D — C sei stetig. Dann heifst f holomorph in
D.

— f(z0)| <efir 0< |z2— 2| <d,2z€D

Wenn D C C offen ist und f,g : D — C holomorph in D sind, dann
sind

f+ g, f+g holomorph in D,
(L1.Y) | (f+9)=f"+d,f+ gholomorph in D,
(f-9'=f-g9+f-g,fgholomorphin D.
Wenn D,D C C offen sind, wenn f:D — D, g : D — C holomorph
sind, so ist f o g : D — C holomorph und

(L1.2) (go f)(2) =g (f(2)['(2).

Beispiel 1.1.1:
f:C—>C,ZI—>Z—J2rE:x. Sei




z, = —, also — =1, neN
zn, — 0
also 0 _ 0
lim f(z">_g( ) £ Tim FG) = 1O) - ol
n—00 Zn — n—00 Zn —

lim 2z, =0 = lim z, ist.
n—oo n—od

Also ist f in 0 nicht komplex differenzierbar. Dagegen ist f : C — C,
z — z holomorph mit f’(z) = 1. Insbesondere ist dann nach (I1.1.1) jedes
Polynom p : C — C,

n
Z — g a,z", aop,...,a, komplexe Konstanten,
v=0
holomorph.

Sei D CC, f:D—{z} — C, zp € D. Man sagt, es sei
lim f(z) =ceC

Z—20

dann und nur dann, wenn folgendes gilt: Zu jedem £ > 0 existiert ein
d = 0(e) > 0 derart, daB

[f(z) —cl <e
ist fir z € D, 0 < |z — 2| < 9. Also ist f : D — C in 2y € D holomorph,
wenn K, (z9) C D fiir ein r > 0 und fiir die Funktion ¢ : D — {z,} — C mit

f(2) — f(20)

Z — 20

gilt: lim g(z) = c fiir ein ¢ € C.

Z—2Z0

Hilfssatz 1.1.3: See D C C, f : D — C, zyp € D. f ist in zy komplex
differenzierbar dann und nur dann, wenn

K. (20) C D fiir ein r > 0,
es existiert eine Funktion
n:D — C, die in zy stetig ist, derart, daf
f(2) = f(z0) + (2 — 20)n(2), z € D, ist.

Beweis: Sei f in zy komplex differenzierbar. Sei

[(z)=f(20)

n(z) = f’(ZSO fir 2z = 2.

fir z # 2,

Dann ist 7 stetig in 2zp. Nun existiere umgekehrt 7. Dann ist



tim 29 =10 _ iy ) = () = £ (a0)

=20 2 — 2 z2—20

]

Hilfssatz 1.1.4: Sei f : D — C in zy € D komplex differenzierbar. Dann
existieren eine Funktion ¢ : D — {z0} — C und ein ¢ € C derart, daf
¢ = f"(20),

f(z) = f(20) + c(z = 20) + (2 — 20)0(2)
und lim @(z) = 0 sind. Sei umgekehrt f : D — C, 2y € D, K,(z)) C D fiir

Z—2Z20
einr > 0, und es mdogen p, c wie oben existieren. Dann ist f in zg komplex

differenzierbar und f'(zy) = c.

Beweis: 2. Richtung. Es ist

lim (f(z) — f(x0) —c) ~0, d h.

220 Z— 20

f ist in zy komplex differenzierbar mit f/(z) = c.

1. Richtung: Sei n(z) := p(2) + ¢, z € D — {2}, n(z) =: ¢(= ¢ Bew.HSI.1.3

f'(20)), also n(z9) = ¢ = lim n(z), lim ¢(z) = 0. Der Hilfssatz ist bewie-

SEIl. D

Fir D C C, D offen, ist O(D) = {f|f : D — C holomorph} der Ring
der in D holomorphen Fuktionen.

Der Unterschied zwischen komplexer und reeller partieller Differentia-
tion besteht darin, dafl der Differenzenquotient (f(z) — f(20))|(z — 20) bei
Anndherung von zy durch z aus beliebiger Richtung stets denselben Wert
liefert. Dies hat weitreichende Konsequenzen. Eine holomorphe Funktion
ist im Grofien bereits durch ihr Verhalten auf beliebig kleinen offenen Men-
gen vollstandig bestimmt wie wir noch sehen werden. Dies steht in volligem
Gegensatz zur Verhalten reell (beliebig oft stetig) differenzierbarer Funk-
tionen.

Beispiel 1.1.2:



D C R? offen
f,9: D — C holomorph
D' c D, D offen
Beweis sni
feginD ewelsz>spater f—ginD
2. Sei

f(2) = f(z,y) = fr1,20), |2 = (a* +y?)"/>
61/(|$|2_1), |.CE| < 1
- 0 sonst

f beliebig oft stetig diffbar in R?, aber nicht holomorph.



§2. Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

Sei D C C offen, f : D — C irgendeine Funktion. Dann betrachten wir die
Funktionen

u:D—R, (z,y)— Ref(z+iy),
v:D =R, (z,y)— Imf(z+1iy),
so dafl
flx+iy) = u(z,y)+iv(z,y), kurz
f = u+iv
ist. Es gilt

Satz I.2.1 (Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen): f = u-+
w : D — C, D offen, ist genau dann holomorph, wenn u,v total differen-
zierbar in D nach x,y sind und, wenn gilt: u, = vy, Uy = —U,

du Odv Ou  Ov

dr  dy’ dy Iz
Beweis: Sei f ohne Einschriankung in 2y = 0 € D komplex differenzierbar.
Dann folgt mit Hilfssatz 1.1.4

f(z)=f(0)+c- 2+ 2p(2),p(z) — 0 fir z — 0.
Mit z=x 41wy, f =u+ 1w, p =a+ i, c = a+ b folgt

f(z) = u(x,y) +iv(z,y),
= u(0) +w(0) + (a +ib)(z + iy) + (x + iy)(a + if).

Durch Vergleich von Real- und Imaginérteil erhélt man
(ax — by) + (za — yp)
( 9

Cj) h (58 (b:chay;i 20 + ya)

(0) +
(0) +
- () (D0 < o)

Wir setzen

_xr < # < 3 < . .
Wegen ‘\/W‘ <1, ‘\/W‘ < list |®(z,y)| < |a|+ ||, so daB wir mit

©(z) — 0 fiir z — 0 erhalten:

lim &(z,y) =0.
(z.y)—(0,0) (#:9)
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Ebenso folgt mit

0+ ya
U(z,y) = ——
/1'2 + y2
die Aussage
lim W(x,y)=0.
(z,)—(0,0) (@:9)

Daher sind

u(z,y) = u(0,0)+ (ar — by) + /22 +y*- ¢(x,y)
v(z,y) = v(0,0) + (bx + ay) + V2? + y? - Y(z,y)

total differenzierbar in (0, 0) mit

%(0,0) = a, %(0,0) = —b,
2(0,0) = b, 92(0,0) = a

und nach Hilfssatz 1.1.4
(I.2.1)  f(0) = a+ib= 2%(0,0) +1i%(0,0),

(12.2) =1 (ig—Z(0,0) + 3—5(0,0)) .

Seien umgekehrt u, v total differenzierbar in 2z = 0. Es mogen die Cauchy-
Riemannschen Differentialgleichungen

ou ov

a: = %(070)_@(070)7
ou ov

b = —5(0.0)= 5700

gelten. Dann ist

u(z,y) = u(0,0)+ ax — by + 22+ y?e1(x, y),

v(z,y) = v(0,0) +bx + ay + V22 + y?pa(x, y)

mit o1 : D= {0} = R, ¢ : D—{0} — R, pi(z,y) — 0 fiir (z,y) — 0,
1 =1, 2. Also ist mit

f = u+v,

gerade f(x +iy) = f(0)+ (a+1ib)(z +iy) + /22 + y2(p1 +ips)(z,y),

)
flz) = f(O)—i—c-z—i—z%gpz(z) mit

¢ = a+ib, p3(2) = (p1+ ip2)(2).



Sei p(z) = %'gpg(z). Dann ist ¢ eine Abbildung von D — {0} in C mit
llir(l) ¢(z) = 0. Nach Hilfssatz [.1.4 ist f in 0 komplex differenzierbar. [
Wie bereits betont, bedeutet die komplexe Differenzierbarkeit gerade, dafl
man bei der Bildung des Differenzenquotienten (f(z) — f(20))|(z — 20)
und anschliefendem Grenziibergang z — zp unabhéngig davon, aus wel-
cher Richtung z gegen z; strebt, stets dasselbe Ergebnis erhélt. Mit den
Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen stellt sich dieser Sachverhalt
wie folgt dar: Sei D C C offen, f : D — C holomorph, 0 € D.

Sei z =x 4+ 1-0; es ist dann

z—0 z x—0 T 2—0 T

= u,(0,0) + iv,(0,0) = f(0).

Sei z = 0 + ¢y; es ist dann

i L = FO) L a0) ~u(0.0) | 0(0,y) — v(0,0)
z—0 z y—0 (A y—0 Yy

= = (1y(0,0) + i, (0,0)),

= ()

und wegen der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen ist in der Tat

1(0,0) + i1,(0, 0) = %(uy(O, 0) + iv,(0,0)).

Beispiele 1.2.1:

1. f:C—C, z+— =1,

u(z,y) = =z, v(z,y) =0, also
uz(z,y) = 1, vy(x,y) =0,

so daf} die Cauchy-Riemannschen DGLen nirgends erfiillt und f nir-
gends komplex differenzierbar ist.

2. Fiir (z,y) € R? sei

u(z,y
v(z,

y) = 2° =y,
v)

f(z) = flz+iy) = u(z,y) +w(z,y), z=x+iyeC
(

= 2y,

Dann ist u,(x,y) = 22 = vy (2, v), uy(r,y) = =2y = —v,(x, y).



Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen sind erfiillt, u, v sind
stetig differenzierbar, also total differenzierbar in R?, also ist f holo-
morph. Es ist f(z) = 22

. Sei z = x + 1y. Wir setzen
e” :=e"(cosy + isiny), z € C.
Mit
u(x,y) = €*cosy,
v(x,y) = € siny

folgt: uy(x,y) = e cosy = vy(z,y), uy(x,y) = —e*siny = —v,(z,y).
Alsoist f: C — C, C — z —— ¢* holomorph. Wir haben {iibrigens

e = cosy+isiny, y € R,
e = 1, (¢)(2) =€

Wir sehen jetzt, dafl der folgende Satz gilt, fiir den iibrigens die kom-
plexe Differenzierbarkeit ausreicht (S. 11.8).

Satz 1.2.2: Sei D C C, D offen, f : D — C holomorph. Dann sind
Ou/0x, Ov/0x, Ov/dy in D stetig (f = u + iv).

Eine Teilmenge D C C bezeichnet man bekanntlich als sternférmig
(beziiglich p), wenn es einen Punkt p € D gibt derart, dal mit ¢ € D
auch die Strecke pg in D liegt. Es gilt

Satz 1.2.3: Set D C C offen und sternformag, f : D — C holomorph,
f =u+ 1. Dann besitzen die in D erklirten Vektorfelder

(v,u) und (u, —v)

jeweils ein Potential.

Beweis: Zum Vektorfeld (v,u): Es ist v, = u, wegen der Cauchy-
Riemannschen Differentialgleichungen. Zum Vektorfeld (u, —v): Es ist
u, = —v, ebenfalls nach den Cauchy-Riemannschen Differentialglei-
chungen. Die Behauptungen folgen aus dem Poincaré-Lemma 12.4, Ma-
thematik fiir Physiker III. O]

Fiir den letzten Satz reicht es aus, D als einfach zusammenhéngend
vorauszusetzen.



Satz 1.2.4: Sei D C C offen und sternférmig. Ser f : D — C ho-
lomorph. Dann ¢ibt es eine holomorphe Funktion F' : D — C mat

F =

Beweis: Sei U ein Potential von (u, —v), V' ein Potential von (v, u),

sel
F=U+1iV

(s. Satz 1.2.3). Dann sind U, V stetig differenzierbar in D, also insbe-
sondere total differenzierbar. Es ist

U,=u, V,=w,
U,=-v V,=u,

so daf} die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen gelten. Also
ist nach Satz 1.2.1 die Funktion F' holomorph. Es ist nach (1.2.1)

F=U,+iV,=u+iv=f.
O

Hinweis: In Satz 1.2.3 und Satz 1.2.4 wurde die stetige Differenzier-
barkeit von u, v benutzt, nicht nur die totale Differenzierbarkeit.
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§3. Konforme Abbildungen

Seien zwei Kurven o, 3 in C gegeben, d.h. zwei Abbildungen «, 3 eines
offenen oder abgeschlossenen Intervalls I in C oder R2, die nach t € I
stetig differenzierbar sind. a, § moégen sich in zy = «(ty) = B(tg) schneiden,
to € I. Es sei a(ty) # 0, B(ty) # 0, d.h.

alty) = re

Blty) = se,

1 — ¢ ist der Winkel, unter dem sich «, # schneiden.

Satz 1.3.1 (Winkeltreue oder konforme Abbildung): Se: D C C
offen, f : D — C holomorph. Sei zy € D, f'(z) # 0. Sind o, : [ — C

Kurven wie oben durch zy = a(ty) = B(to) mit tg 6;, a(te) # 0, B(te) #0,
so gilt fiir die Bildkurven foa, fo (3:

/-/.\

foalt)) # 0,

~ =

fof(te) # 0,

foa, fof schneiden sich in f(zy) unter demselben Winkel wie o, 5 in
20 -

Beweis: Sei a(t) = (z(t),y(t)), a(t) = foa(t) = (z(t),y(t)). Wegen
f'(z0) # 0 haben wir

f'(z0) = Re™ mit R > 0.

Es ist
(1) = G0, 0),
d d
= (), y(t) +io(x(t),y(1)),

)
,y(t))d y()y(t) +
+ivg (2(t), y(t))a(t) + wy(iv(t),y(t))y( ),
= uy(z(1),y(1))2(t) — va(z(t), y(2))y(t) +
+i(ve(2(t), y(£))2(t) + ua(2(t), y(2))y(t))
nach den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen
= (ua(x(?), y(t)) + iva(2(t), y(t)) (£(t) + 1y(¢))
= f(z(t) +iy(t)a(?).

11



/-/.\
Insbesondere ist also f o a(ty) # 0 und

Foalty) = Rre' ) (a(ty) = re').

——
Ebenso folgt f o 5(ty) # 0 und

ToB = Rsel0™(3(ty) = se™)

Damit ist der Satz bewiesen. ]

Aus dem Beweis von Satz 1.3.1 folgt, da die Kurve a bei Ubergang zu
foain zp um den Winkel v gedreht wird.

Beispiele 1.3.1: Die Exponentialfunktion f : C — C* = C—{0}, z — €”.
Esist f'(z) = f(2) = e® nach Formel (1.2.1) fiir z statt (0,0), also f'(z) # 0,
z e C.

1. x sei fest, 0 <y < 27.
y=0Lzuz=—-1,z=+1,2=0
fly=0)={{>0}L zu f(x = —1), f(z = +1), f(z =0).

2. y sei fest, x € R. Fiir y = 37/4 haben wir

e* = e"(cos(3m/4) +isin(3w/4)),
1 1
= ex(_§+zi)’

fly="T)={n=—£€<0}.

Fiir y = 7/2 haben wir

e’ =ie’, fly=m/2) ={n> 0}.
Fiir y = m/4 haben wir

e =e(5 +1i3),

fly=mn/4)={n=¢¢E>0}.

Fiir y = 0 haben wir
fly=0)={£> 0}

Dies liefert das folgende Bild.
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Satz 1.3.2: Sei D C C offen, f : D — C holomorph. In zy € D sei
f'(z0) # 0. Die Kurven

u(z,y) = a

U<5E7 y) = (G

(f = u+iv) zu reellen Konstanten c1,co mdgen sich im Punkt (xq, o),
20 = xo + 1Yo, schneiden. Dann schneiden sie sich orthogonal.

Beweis: Nach Satz 1.2.2 ist f/(z) # 0 in einer Umgebung U, (2p). Sei
etwa uy(x,y) # 0 in U,(2p). Ohne Einschrankunkung koénnen wir dann
annehmen, daf sich in U,(zy) die Punktmenge u(x,y) = ¢; als eine nach x
parametrisierte Kurve (z, y(z)) darstellen 1a8t. Es folgt aus u(x,y(x)) = ¢
die Beziehung
uy - 1+u, -y =0, also
o Ug
y = _u_y'
Nach den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen ist v, = u,. Sei
nun v, # 0 in U,(2). Dann ist dort auch u, # 0. Parametrisierung von
v(x,y) = ¢ nach x in U,(z) liefert mit den Cauchy-Riemannschen Dglen.

Uy - 14v, -y =0, also
yo Vet
Uy Uy
Im gemeinsamen Punkt zy = x+1iyp haben demnach die Kurven u(z,y) =
c1, v(z,y) = ¢y die Steigung

Uz (T0, Yo Uy(Zo,
Y (z0) = _ Ue{To, %0) bzw. i (xg) = Uy(@0, o) yo).
Uy (T, Yo) Uz (o, Yo)
Sie schneiden sich also senkrecht. Falls u, # 0 ist in U,(2y), parametrisieren
wir u(z,y) = c; nach y und erhalten fiir die Steigung der Tangente in
(0, Yo) ( )
/ Uy (Lo, Yo
' (y) = ————=.
(%) Uz (o, Yo)

Ist v, # 01in U,(zy), parametrisieren wir auch v(zx, y) = ¢ nach y und erhal-
ten mit den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen fiir die Steigung
der Tangente in (xg, yo)

/ U:c(l’o, yo)
T \Y) = —7F—>
( ) Uy(fo, yo)

insbesondere ist dann auch w,(zg, yo) # 0 in U,(2p). Die beiden Tangenten
stehen in (zg,yo) wieder senkrecht aufeinander. Nun sei u,(z,y) # 0 in
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U,(20), jedoch vy(xo,yo) = 0, also auch u,(zo,yo) = 0. Dann ist die Tan-
gente an u(x,y) = ¢ in (xg, yo) waagerecht (parallel zur x-Achse). Wegen
vz(x,y) # 0 in U,(z) (Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen) folgt
bei Parametisierung nach y fiir die Tangente v(z,y) = ¢o in (z, yo):

/ vy (o, Yo)
x = =0,
(%) vz(Z0, Yo)
so dafl die Tangente senkrecht (parallel zur y-Achse) verlduft. Der Fall
uz(z,y) # 01in U,(20), vz(x0, o) = 0 wird analog behandelt. O

Beispiele 1.3.2:
1. Das Geschwindigkeitsfeld einer ebenen Stréomung ist ein stetig
differenzierbares Vektorfeld
VD =R (2,y) — (p(z,9),q(x,9)),
das auf einer offenen Menge D C R? erklart ist. Es ist

quellenfrei: p, + ¢, = 0,
wirbelfrei: p, = ¢, = 0.

Die Funktion p — iq ist dann, da die Cauchy-Riemannschen Differen-
tialgleichungen p, = (—q),, p, = —(—¢») gelten, nach Satz 1.2.1 holo-
morph. Sei zusétzlich D sternférmig. Nach Satz 1.2.3 haben (p, ¢) und
(—q, p) ein Potential. Es existieren Funktionen

u:D — R,

v:D — R

mit
Uy =P, Uy —(,
Up = —q, Uy =D
f = u+ v ist in D holomorph, weil die Cauchy-Riemannschen Diffe-
rentialgleichungen erfiillt sind. Wir haben
' = wu, +iv,, also
7 = Uy — Wy =p+ig="0
in komplexer Schreibweise. Das Potential des Geschwindigkeits-
feldes ist wegen u, = p, u, = ¢ gerade u. Die Potentiallinien sind

demnach
u(x,y) = ¢, c konstant.

Die Stromlinien sind die dazu senkrechten Kurven
v(z,y) = ¢, ¢ konstant.
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Die Potentiallinien und Stromlinien betrachten wir natiirlich in den
Punkten aus D, in denen f’ # 0 ist. Sei D offen, D C D. Man kann
zeigen, dafl fiir f' £ 0 der Fall f' = 0 in jedem D hochstens in abzihlbar
vielen isolierten Punkten (fiir unbeschrinktes D) oder hochstens in
endlich vielen Punkten (fiir beschrénktes D eintritt. Im ersten Fall

haufen sich die Nullstellen von f’ nirgends in D. Sei konkret

f(2) = 22 =2y + 2izy, also
f'(z) = 2z, und D=C,

AuBlerhalb von =z < 0, d.h. in C* = C — {(z,0)|]xr < 0} sind die
Potentiallinien gegeben durch

die Stromlinien durch

Ty = C.
Das Geschwindigkeitsfeld ist f7(z) = 2Z.
. Wir bleiben bei dem Geschwindigkeitsfeld ¥, den Potentiallinien und
Stromlinien wie unter 1. eingefiithrt. Sei f : C* — C, z % f ist
in der sternférmigen offenen Menge D = C* = C — {(z,0)|x < 0}
holomorph. Es ist

1 x Y
z) = — = — 1 , z2=x+1y €D,
also ] ]
-7 _ _ — 2ip .
v(r,y) =f(2) = —=5=—=e""%, z=re
( y) f( ) =2 2
Die Stromlinien sind gegeben durch
v(x,y) = ¢, ¢ konstant, also
Y ~ 9 2 Y .~
= ¢, r°4+y"—=Z=0"fir c#0.
%+ y? Y% 7

Hierbei handelt es sich um die Kreise durch (0,0) mit Mittelpunkt
(0,1/2¢) und Radius 1/2[¢|. Fiir ¢ = 0 ergibt sich {(x,0)|x > 0}. Die
Potentiallinien sind gegeben durch

x
Dies sind die Kreise durch (0, 0) mit Mittelpunkt (1/2¢,0) und Radius

1/2|c|. Fiir ¢ = 0 ergibt sich {(0,y)|y # 0}. Wir erhalten folgendes
Bild:

= c, x2+y2—§:0fﬁrc7§0.
c
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3. Geschwindigkeitsfeld ¥, Potentiallinien und Stromlinien sind wieder

wie unter 1. eingefiihrt. D sei wieder die sternférmige offene Menge
C* — {(z,0)|x <0}. f: D — C sei gegeben durch

f(z) = %(er%), also
) = 50— )

Insbesondere ist f'(+1) = 0 = f/(+1). Fir |z| = 1 wird 2Z = 1, also
1/2=7%, also f(z) =z fiir |z| = 1. Mit

z =re"Y =r(cosp +isiny) folgt
I 1 -
— = —(cosp — isinp),
-
, 1 1 ' 1
fré) = S(r+=)coso+ 5(r—-)sing
: 1 1
iy — = -
u(re'?) 2(7“—1—7)00890,
, 1 1
v(re'¥) = §(r——)singp, r>0, m<¢<0oderm>¢p>0.
r

Fiir |z| = r # 1 iiberfithrt f demnach die Kreislinie |z| = 7 in die Ellip-
se mit den Halbachsen £(r+1) und 3(r—1)(r > 1) bzw. §(:—r)(r < 1).
Durchléuft man |z| = r # 1 in Richtung wachsender ¢ (mathematisch
positiv), so hat man im Bild von |z| = r unter f denselben Umlaufsinn,
falls r > 1 ist, jedoch den entgegengesetzten, falls r < 1 ist. Fiir r = 1
erhélt man als Bild von |z| = 1 das Intervall (—1,1]. Es ergibt sich

folgendes Bild:

Allgemeines Bild fiir » > 1, Parameter ¢.

r = 100, fast ein Kreis.

r=2.

r =1+ ¢, die Figur nédhert sich der z-Achse an.

r = % Gleiches Bild wie r = 2, aber entgegengesetzte Umlaufrich-
tung.

Wir betrachten die Stromlinien v(x,y) = ¢, ¢ konstant. Fiir grole r ist
v(r,y) ~ %r sin g, d. h. v(z,y) = (1/2)y. Dies bedeutet, daf fiir grofie
16



r die Stromlinien v(z,y) = ¢ die Gestalt y = 2¢ haben. Genauer ist
1 1 1 1
v(z,y) = 5 (1 — ﬁ) rsinp = 3 (1 — ﬁ) y, so daf

1 ~
Yy (1 — —2> = 2¢ = 2v(z, y) bedeutet:

=

2
1=
¢ =0 heifit y = 0 oder r = 1. Wir erhalten folgenes Bild:

Y
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84. Der Logarithmus

Wir untersuchen holomorphe Funktionen, deren (komplexe) Ableitung ge-
rade % ist. Es gilt

Hilfssatz 1.4.1: Sei D C C offen, 0 ¢ D. Sei L : D — C holomorph

und

L(z)

e =z z€e€D.

Dann st

Beweis: Nach S. 2, S. 9 ist

]

Hilfssatz 1.4.2: Sei D C C offen, 0 ¢ D. Sei D wegweise zusammenhdngend.

Sei G : D — C holomorph und
1
G'(z)=~, z€D.
z

Dann ezistiert eine Konstante ¢ € C derart, daf fir die Funktion L, L(z) =
G(z)+ ¢, z € D, gilt:

L(z)

e =z, z€D.

Beweis: Sei h(z2) = u +iv = ze @) (e7* :=1/e*, z € C), z € D. Also ist

W(z) = e %) — G (2)e %),
B*G(Z) _ 67G(z) — 0

Man iiberlegt sich leicht, dal aus den Cauchy-Riemannschen Differential-
gleichungen folgt: Vu, Vv = 0 in D. Aus dem wegweisen Zusammenhang
von D und Satz 1.2.2 folgt

h(z) = ¢, ¢ konstant # 0.

Zu ¢ # 0 finden wir ein ¢ € C mit e = ¢. Also ist
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Definition 1.4.1: Sei D C C offen, 0 ¢ D. Fine holomorphe Funktion
L : D — C heift ein Zweig des Logarithmus auf D, wenn fiir alle z € D
qilt:

LE) — 2.

Satz 1.4.3: Sei D C C offen und sternférmig. Sei 0 ¢ D. Dann existiert
auf D ein Zweig L des Logarithmus. D1 = L(D) ist offen und wegweise
zusammenhdngend. Es gilt:

L(e") =w, w € Dy.
Ist L auch ein Zweig des Logarithmus auf D, so existiert ein k € 7. mat

L(z) — L(z) = 2mik, z € D.

Beweis: Gemafl Satz [.2.4 wahlen wir eine Stammfunktion G zu z — %

Sei L = G + ¢, wobei ¢ die Konstante aus Hilfssatz 1.4.2 ist. Nach Hilfssatz
[.4.2 ist

L(z)

e =z z€e€D.

Wir zeigen spéter, dafl Dy offen und wegweise zusammenhéngend ist. Sei
w € Dy, z € D, w= L(z). Dann ist

Es sei

k(z) = %(L(z)—L(z)), also

omik(z) = L(z) — L(2),
e2mh(2) = L) L(z) = 5. (1/2)=1, z € D.

Die 1-Stellen von e sind, wie aus der Definition von e” auf S. 9 folgt, gerade
die Punkte z = 2mik, k € Z. Also ist 2mik(z) € 2miZ. k(.) ist in D stetig, D
ist wegweise zusammenhéngend, also ist k(z) konstant gleich einem k € Z
in D. L]

Wir kommen zur Existenz stetiger Polarkoordinaten.

Satz 1.4.4: Sei D C C offen und sternférmig, sei 0 ¢ D. Sei L : D — C
ein Zweig des Logarithmus auf D. Dann gibt es eine stetige Funktion

po:D—-R
mat |
z =z, 2 €D,

und
L(z) = log |z| +ip(2), z € D.
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Beweis: Sei
L(z) =u(z) +ip(z), z € D,

mit u(z) € R, ¢(z) € R, z € D. Dann ist z = el?) = 42)e#() also

2] = "),
log|z] = wu(z) und
2 o= "Fe?l?) = |7]ei),
@ ist nach 1.2 sogar stetig differenzierbar. U

Aus Satz 1.4.4 folgt sofort

Satz 1.4.5: Sei D C C sternformig und offen, sei 0 & D. Sei L ein Zweig
des Logarithmus auf D. Dann gilt:

ReL(z) = log|z|.
Beispiele 1.4.1:
1. Sei D =C* =C — {z < 0}.
z = |2 mit p = ¢(2), -7 < p < ,

L L, L(z) = log |z| +i¢(z)
| el®

2. Sei Dwiein 1. Sei f(z) = L(z) = log|z|+i¢(z) in D. Das Geschwindig-
keitsfeld o', die Potentiallinien und Stromlinien sind wie in 1.3 erklért.
Es ist also

die Potentiallinien sind

u(z,y) = ¢, d.h. log|z| =¢, d.h.

|Z| = €,

die Stromlinien sind

~

p(2) = vz, y) = ¢
Bei ¢(z) konnen wir uns wie in 1. auf das eindeutig bestimmte (z)

mit z = |2]e"?*) mit —7 < ¢(z) < 7 beschréinken. Wir erhalten das
folgende Bild:

Die Stromlinien gehen also vom Nullpunkt aus. Man sagt, daf o,
U (2) = 1, eine Quellstrémung beschreibt.

3. Dist wiein 1., L(z) = log |z|+ip(z) ist wie in 1. Die Stromung mit dem
Geschwindigkeitsfeld T (z) = 1 = 1, d.h. das zu f, f(z) = 2z, z € D,
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gehorige Geschwindigkeitsfeld, wird man als Geschwindigkeitsfeld einer
Parallelstromung bezeichnen, die Stromlinien sind dann némlich die
Geraden y = ¢, ¢ konstant. Diese Parallelstromung findet man z.B.
bei einem mit konstanter Geschwindigkeit stromenden Flufl realisiert.
Wir kombinieren sie mit einer Quellstromung nach 2. und betrachten
die sich ergebenden Stromlinien als Modell fiir die Einleitung eines
Schadstoffs in einem Fluf3. Sei also

f(z) = z+L(2),

— 1

TE) = T =142
Potentiallinien: n(x,y) = x + log|z| = ¢, ¢ konstant,
Stromlinien: v(z,y) = y + ¢(2) = ¢, ¢ konstant.

Fir die Potentiallinien erhalten wir demnach

‘Z‘:e )

Fiir die Stromlinien gilt

Wegen tan 5¢(z) = sin 2() / cos €2 folgt

1 —
p(z) = 2arctan+ COSSO(Z),
1 + cosp(z2)
2 2 _
= 2arc tan4 VY x,zED,
+v22+y? + o

so dafl die Stromlinien gegeben sind durch

Vet +yr -
Yy + 2arc tan Y = C.
+Vr2+y* o

Fir z = 0,|¢] > F, erhdlt man y = ¢+ 3, y < 0 fir x = —1 folgt

/ 2
y+2arc tan+ % = ¢. Fiir ¢ = £ treffen sich die zugehorigen
2

Stromlinien also in (—1,0). Insgesamt ergibt sich folgendes Bild:

Wir haben 7'(—1,0) = f/(—1,0) = 0. Man sagt, da8 in (—1,0) ein
Staupunkt vorliegt.

Zur vorstehenden Figur und Interpretation des Beispiels s. [Triebel,
Analysis und mathematische Physik, S. 177]. Hier finden sich auch
andere interessante Beispiele.
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§5. Harmonische Funktionen

Wir beginnen mit

Definition 1.5.1: Sei D C R? offen. h : D — R heifit harmonisch, wenn
h zweimal stetig differenzierbar ist und wn D der Differentialgleichung

0’h  0*h
A = — —_— =
h 0x? + Oy? U

genugt.

Hilfssatz 1.5.1: Wenn f = u+ w i D C C, D offen, holomorph ist,
dann sind u,v in D harmonisch.

Beweis: Wir zeigen spéter: u, v sind in D beliebig of stetig differenzierbar.
Aus den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

folgt uy, = vVyy, Uyy = —Vyy, also Au = 0 in D. Fiir v ist der Beweis analog.

]

Satz 1.5.1: Se: D C C offen und sternférmig. Sei u in D harmonisch.
Dann existiert eine in D holomorphe Funktion f mit

Ref = u.

Beweis: Es existiere ein in D holomorphes f = u +v. Dann folgt aus den
Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

f/(Z) - ux(x,y)—i—wx(x,y),
= ux<x7y> —il@(l‘,y), z =T +1y.

Wir setzen daher, bei vorgegebenem harmonischem u: g(z) = u,(x,y) —
iuy(x,y). Aus Au = 0 folgt uy, = —uyy, allgemein gilt, u,, = uy,. Al-
so erfiillen u,, —u, die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen und
sind in D total differenzierbar. Also ist g holomorph in D. Daher existiert
nach Satz [.2.4 ein holomorphes f: D — C, f = u + 0 mit

f'(z) =g(2), z € D.
Wir wéhlen ein 25 € D und f so, dafl

u(z0) = u(z)
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Dies ist moglich, da mit f' = g auch (f + ¢)’ = g ist, ¢ eine Konstante.
Also ist (u —u); = 0 und (u—u), = 0 in D. Wegen u(2p) = u(zp) und der
Eigenschaft von D, zusammenhéngend zu sein, folgt © = v in D. ]

Beispiel 1.5.1: Sei E = {z|z € C,|z| < 1} die offene Einheitskreisschei-

be. Wir geben auf OF eine stetige reellwertige Funktion g vor, indem wir

setzen
g(z) = 100(Rez)?* = 1002?, z = = + iy

Gesucht ist eine stetige Funktion 7T : ]_f? — R, so, dafl T" in ]_?E harmonisch
ist und der Gleichung T|0 E= ¢ geniigt. Wir haben mit z = |z]e?, 0 <
p < 2w, z # 0 die Beziehung

g(x,y) = 100 cos® ¢ = 50 + 50 cos 2

wegen cos® ¢ = 1/2+1/2 cos2p. Wir suchen ein holomorphes f mit Ref =
gauf@to?. Aufalo?ist 22 +1y? =1,also 22 =1—19% 22 —y> +1 = 222
Nun ist 22 — y? 4+ 1 genau der Realteil von f : C — C, z — 22 + 1. Wir
setzen also an
f(z) = 50(z*+1)
= 50(z® — y* + 1) + 100izy

mit u(z,y) = 50(z* — y* + 1), v(z,y) = 100zy. Dann ist v harmonisch in
FE und auf 0 F ist u(z,y) = 10022,

Hilfssatz 1.5.2: Seien D1,Dy C C offen. Ser f : D1 — C holomorph,
f(D1) C Dy, sei h: Dy — R harmonisch. Dann ist ho f : Dy — R harmo-
nisch.

Beweis: Ubung. [l

Mit Hilfssatz 1.5.2 kénnen wir ein weiteres interessantes Beispiel behan-
deln, ndmlich

Beispiel 1.5.2: Gesucht ist ein Potential ¢ fiir ein elektrisches Feld in
{(z,y)|lz > 0,y > 0}, das in {(0,y)|y > 0} sowie {(z,0)|z > 0} ein und
denselben konstanten Wert b annimmt. Wir suchen also eininz > 0,y > 0
harmonisches ¢ mit ¢ = const. auf x =0, y >0 und y =0, x > 0.

Zunéchst behandeln wir das entsprechende Problem fiir den Winkel ,
d.h. wir suchen ein in y > 0 harmonisches ¢ mit ¢ = const. in y = 0.
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Der Ansatz eines nur von y abhéngigen ¢ liefert ¢,, = 0, also wegen
Ap=0:¢, =0,also ¢(z,y) =ay+0b, z.B. ¢(z,y) = y+b. Dann ist grad
¢ = (0,1). Die Abbildung 2z — 22 verdoppelt den Winkel %7‘(’, d.h. z > 0,
y > 0 geht tiber in y > 0 (keine Winkeltreue in z = 0 wegen f/'(0) = 0
mit f(z) = 2%). Der Rand des rechten Winkels, ndmlich x = 0, y > 0 und
y =0, x > 0, geht iiber in y = 0. Sei

o1 =¢o finx >0,y >0.
Dann ist nach Hilfssatz [.5.2 ¢; harmonisch in x > 0, y > 0, es ist
o1 =Imf +0b, also

¢1(z,y) = 22y + b

und dies ist die gesuchte Losung. Es ist gradeo: (z,y) = 2 (‘z) und grados (z,y)
steht senkrecht auf den Linien ¢; = const im Punkt (x,y). Das entspre-
chende Problem in Winkel 7/4 wird mit f : C — C, z — 2* durch
Go(z,y) = ¢ o flx,y) = Imzt +b = Im(a* + 4adiy + 62%%y* + 4ai®y +
iyt +b = 43y —dxyP +b = day(2? —y?) +b = day(x+y)(x —y) + b gelost.

Zur Losung von Randwertproblemen fiir Au = 0 in offenen Mengen D C C
ist es also niitzlich, diese auf die obere Halbebene y > 0 holomorph abzu-
bilden.
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Kapitel 2
Integralsatze

§6. Kurvenintegrale

Sei D C C offen. Wir fithren den Begriff der stiickweise stetig differenzier-
baren Kurve ein. Sei a < b, I = [a,b] C R, sei v : [a,b] — D stetig. Dann
heifit das Tripel (1, ~,v(I)) stetige Kurve (oder Weg) in D, (1) heifit die
Spur der Kurve (I, ~,~(I)). Statt der umsténdlichen aber korrekten Kenn-
zeichnung einer Kurve als Tripel verwenden wir einfach die Bezeichnung ~y
(Vgl. 1.3). Die stetige Kurve (I,~, (1)) heift stiickweise stetig differenzier-
bar, wenn es eine Zerlegung ¢ von [a, b] gibt, d.h. n + 1 Punkte tg, ..., %,
mit
a=t)<t;<...<t,=0b, also

[CL, b] = U [tu—h tu]

derart, dafl |[t,_1,t,] stetig differenzierbar ist, 1 < v < n. Letzteres heift,
dal mit v(t) = x(t) + iy(t) die Funktionen x,y in [t,_1,t,] stetig differen-
zierbar sind. Wir setzen noch (t) = £~(t) = La(t)+idy(t) = i (t)+iy(t).

Sei f: [a,b] — C stetig, f = u + iv. Dann setzen wir

/ab f(t)dt = /abu(t)dt +i /abv(t)dt.

Definition 11.6.1: Sei D C C offen, f : D — C stetig, (I,~,v(I)) sei eine
stiickweise stetig differenzierbare Kurve in D. Dann setzen wir

[ |  F(0) A0y

- bedeutet in dieser Definition die komplexe Multiplikation. Es ist also

b
/f(z)dz = / [u(x(t),y(t)) - z(t) — v(x(t),y(t)) - y(t)|dt+

b
+i/ [u(x(t), y(t)) - y(t) + v(x(t), y(t)) - 2(t)]dL.

f7 f(z)dz heifit auch das (komplexe) Kurvenintegral von f iiber v. Unter
den Voraussetzungen von Definition I1.6.1 konnen wir die Bogenlénge L.
einer Kurve v einfithren. Wir setzen

L, ;:A\dz\ = /ab V()2 4 g(t)2dt.




Hilfssatz I1.6.1: Sei D C C offen, f : D — C stetig, |f(2)| < M fir
z € D und v : [a,b] — D eine stickweise stetig differenzierbare Kurve in
D. Dann ist

|[j@MASA%LT

|Ajww|s/Wf DIt

Beweis: Es ist

]

Hilfssatz 11.6.2: Sei D C C offen, f : D — C stetig. f besitze eine
Stammfunktion F. v : [a,b] — D sei eine stiickweise stetig differenzierbare
Kurve in D. Dann st

[ 1)z = Fo®) - Fr(a))

und falls v geschlossen ist, d.h. v(b) = ~v(a) gilt, ist

Beweis: Es ist

Lﬂmu=b[Fww»www

Beispiel I1.6.1: v : [0,1] — C* = C — {0}, t — €*>™. Dann ist

2 ieth
/ dz-/ 7T2.t dt = 2mi
e2mi

Insbesondere besitzt f : C* — C, 2z +—— %, keine Stammfunktion. Dies
liegt natiirlich daran, dal C* = C — {0} nicht sternformig ist. Ist jedoch
D=C ={z21z € C,z = x+iy,x > 0 oder x < 0 und y # 0} so
ist D sternférmig und f : D — C, z % hat eine Stammfunktion F,
F(z2) =loglz| +ip, 2 = |z]e"¥, —1 < p < .

Wir erinnern an die Definition von , wegweise zusammenhéngend“: D C C
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heif3t wegweise zusammenhéngend, wenn zu je zwei Punkten p, ¢ € D eine
stiickweise stetig differenzierbare Kurve «y in D existiert mit v : [a, b] — D,

v(a) =p, v(b) = ¢

Hilfssatz 11.6.3: Se: D C C offen und weqweise zusammenhdngend. Dann
qgilt: f : D — C sei stetig, F,G seien Stammfunktionen von f. Dann ist
F — G konstant.

Beweis: Seien p,q € D. Wir wéhlen eine stiickweise stetig differenzier-
bare Kurve v in D von p nach ¢, so dafl

_ | Fla) = F(p),
Afwmz_[G@%—G@)’
also (F' — G)(p) = (F — G)(q) ist. O
Eine einfache Konsequenz ist das

Corollar zu Hilfssatz 11.6.3: Sei D C C offen und weqweise zusam-
menhdngend, f: D — C holomorph und f'(z2) =0 fir z € D. Dann ist f
konstant.

Beweis: Wir wenden Hilfssatz 11.6.3 mit F':= f, G =0 an. ]

Man kann beweisen: Sei D C C offen. D ist genau dann wegweise zu-
sammnehéngend, wenn gilt: Es gibt keine Mengen A, B C C mit

A, B offen, A, B # ¢
AUB =D, ANB = ¢.

Daneben gibt es noch den Begriff des topologischen Zusammenhangs fiir
ganz beliebige Mengen D C C. Eine Menge A C D heifit offen in D,
wenn A = U N D ist mit einer offenen Menge U C C. D C C heifit (to-
pologisch) zusammenhéngend, wenn es keine in D offenen Mengen A, B
gibt mit A,B # ¢, D = AUB, AN B = ¢. Der wegweise Zusammen-
hang bei offenen Mengen impliziert den topologischen und umgekehrt wie
gerade bemerkt. Man kann nun zeigen: Sei D C C eine topologisch zu-
sammnenhéngende Menge, f : D — C stetig, so ist auch f(D) topologisch
zusammenhéngend. Ist D offen, f : D — C stetig nach x, y differenzierbar,
sind p,q € D, v eine p und q stiickweise stetig differenzierbar verbindende
Kurve in D, so ist auch f o~ eine f(p) und f(q) stiickweise stetig differen-
zierbar verbindende Kurve, die in f(D) liegt. Hieraus kann man schlieen:
f(D) ist topologisch zusammenhéngend, f(D) braucht aber nicht offen zu
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sein. Ist jedoch f holomorph und nicht konstant, so ist f(D) offen, wie in
[11.16 gezeigt wird.

Es gilt
Satz I11.6.1: Ser D C C offen und sternformig, f : D — C holomorph.
Dann qilt fiir jede geschlossene stiickweise stetig differnzierbare Kurve v in

D die Gleichung
/f(z)dz = 0.
gl

Beweis: Nach Satz [.2.4 hat f eine Stammfunktion. Nun kann man Hilfs-
satz I1.6.2 anwenden. 0

Definition 11.6.2: Wir vereinbaren einige Bezeichnungen fiir spezielle
Kurvenintegrale. Unter dem Integral hat man sich jeweils f(z)dz einge-
setzt zu denken, f geeignet.

a) 20 €C,r>0,7v:[0,21] — C, t — 2y + re'. f|zfzo|: = f7
b) z0,21 € C, z9g # 21, v:[0,1] = C, t — 29+ (21 — 20)t, —f

c) Q sei ein achsenparalleler Quader in C mit den Ecken zi, 2o, 23, 24 in
positivem Umlaufsinn gezdhlt

29 z3 Z4 Z1
oQ 21 22 23 24
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§7. Die Cauchysche Integralformel

Wir beginnen mit
1
Beispiel I1.7.1: Wir berechnen /

|z—zo|l=r # — @

1 gy — 0 fir |a—2z|>r
omsgler 2 — G 2 fir |a— 2| <7
a) la — z| > r. -1 ist holomorph in einer sternférmigen offenen Menge

D. = {z||z — z0| < r + ¢} fiir ein hinreichend kleines £ > 0. Nach Satz

I1.6.1 ist 1
/ dz = 0.
|z—z0|=r c—a

b) Ohne Einschrankung sei zp = 0. Sei

dz und behaupten

D, = C— , also 0 ¢ Dy,
Dy, = C— , also 0 ¢ Ds.

D1, D, sind sternformige offene Mengen. In Dy, Dy wihlen wir Zweige
des Logarithmus Lq, Lo mit

Ly :D; — C holomorph el1(z) — z,
Ly : Dy — C  holomorph el = .

p—a,q —a liegen in {z||z| <7} ND; NDy. Es ist

1 1 1 1
/ dz = / dz = / dz +/ dz,
|zfzo|:rz_a |Z|:rZ—CL qva—CL pqu—a
/ dz / dz
—= JR— _|_ —,
q—ap—a < p—aq—a ~

= Li(g—a)— Li(p —a) + (L2(p — a) — La(q — a)),
= Li(qg—a) — La(g—a) + Lo(p — a) — Li(p — a)
Wir wihlen Umgebungen Uy = {z||z — (¢ — a)| < &1}, Uy = {z||z —

(p — CL)‘ < 62} C D1 N"Dy mit €1,69 > 0. Ul, U, sind Sternf('jrmig und
enthalten 0 nicht. Nach Satz 1.4.3 ist

Li(g—a) — La(qg—a) = 2kymi,
Lo(p—a) — Li(p—a) = 2komi

also
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mit ky, ko, k3 € Z. Die Funktion a — 2%” 2| ﬁdz hangt fiir a €

{z||z| < r} stetig von a ab, ist also konstant. Fiir a = 0 ist

1 1
— —dz = 1.
21 |z|=r 4

Hilfssatz I1.7.1: D C C sei offen. Sei zy € D, U.(29) = {z||z — 20| <

r}, Up(z0) CD. Sei a € U,(z). Sei
n:D — C stetig,
n|(D —{a}) — C holomorph.

/ n(z)dz = 0.
|z—zo|=r

Beweis: Sei zp = 0, a > 0. Die Kurven «, 3 sind der folgenden Figur
zu entnehmen:

Dann ist

Esseiry > 1, U, (20) CD, ac. = a+ie, . = [ —ic fireine > 0.
sei so klein, daf§ die Spuren von a. und (. noch in U, (0) liegen. Wir

haben
[ e = [ e
|z—z0|=r |z|=r

= /an(z)der/ﬁn(Z)dz

= lim [ n(2)dz+lim [ n(z)dz.
e—0 a. e—0 3.

Es ist die Spur von a, im oberen Halbkreis U (0) = {z||z| < 71, Imz >
0} enthalten. Dieser ist sternférmig. Nach Satz 1.2.4 existiert zu 7 in
Ut eine Stammfunktion. Also ist nach Hilfssatz 11.6.2

/aa n(z)dz = 0.

Entsprechendes gilt fiir 3. und den unteren Halbkreis U, (0). Damit

folgt
/ n(z)dz = 0.
|z|=r
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Eine Konsequenz aus dem letzten Hilfssatz ist

Satz I1.7.1 (Cauchysche Integralformel): Sei D C C offen, f : D — C
holomorph, r > 0, U,(z)) C D. Dann gilt fiir alle z € U.(z) die Formel

1 f(¢)
2mi C—zo|l=r C — 2

f(z) =

d¢

Insbesondere ist f im Inneren von U,.(zy) durch die Werte von f auf dem
Rande von U,(zy) bestimmt.

Beweis: Sei
B fir (#2, CeD,
n(¢) =
f'(z) fir (==
n ist stetig in D, auch in z, weil f in D holomorph ist. n ist holomorph in
D — {z}. Hilfssatz I1.7.1 liefert

/ n(C)dC = 0.
|¢—20|=r

/|Czo|7" g(—C)Zdz AR /g 2ol =r C =0

das letzte Integral hat nach Beispiel I1.7.1 den Wert 272, ]

Also folgt

Definition I1.7.1: Sei (f,,) eine Folge von Funktionen f, : D — C, n € N,
D eine offene Teilmenge von C. (f,) heiffit kompakt (gleichmdfig) konver-
gent gegen f : D — C, wenn es zu jedem Kompaktum K C D und zu jedem
e >0 ein ng = no(e, K) gibt mit

[fu(2) = f(2)| <&, z € K, n > ng(e, K).

Hilfssatz 11.7.2: Sei D C C offen, seien f, : D — C stetig. Sei (f,)
kompakt (gleichmdjig) konvergent gegen f : D — C. Dann ist f stetig und
fiir jede stiickweise stetig differenzierbare Kurve v in D qilt:

Tim fn )dzsz(Z)dz

Beweis: Sei 2z € D, r > 0, Ur(zo) C D. Dann ist U,(zy) kompakt. Die f,
konvergieren fiir n — oo gleichméBig gegen f in U,(zg). Also ist f stetig.
Es gibt ein Kompaktum K, K C D, das die Spur von «y enthélt. Dann folgt

|/fn dz—/f )dz| </\fn 2)||dz| mit




[152) = @lidel = [ 18.08) = F @)l

Also ist

(2)dz — dz| <e- L., n>ngle, K
\Af(Z)z Af(Z)Z\ e Ly n > ngle, K)
fir e > 0. ]

Fiir die Vertauschbarkeit von Limesbildung und Integration iiber ~ ist die
gleichméafige Konvergenz auf + hinreichend.

Wir berechnen jetzt alle Ableitungen einer holomorphen Funktion mit Hil-
fe der Cauchyschen Integralformel.

Satz 11.7.2: Sei D C C offen, f : D — C holomorph. Dann ist f be-
liebig oft komplex differenzierbar. Ist zg € D, r > 0, U,(29) C D, so gilt fiir
z € U (z), n e NU{0}.

£ (5 n! f(¢)

B 2_7T'Z [C—z0|=r (C - Z)n+1
Beweis: Wir haben nach Satz I1.7.1 die Formel

_ 1 f(¢)
f@y_55|ngC—z

dc.

dc.

Wir zeigen, dafl die rechte Seite nach z differenzierbar ist und, dafl man
die Differentiation mit dem Integral vertauschen darf. Sei

1 f(¢) f(¢)
gn(C)_h_n(C—(ZJrhn)_C—z>’n€N

mit h, # 0, h, — 0, n — oo, dist(z + h,,0U,(z))) > 6 > 0, n € N. Dann
ist

10
-2

1 1 1 1 1
= f(<) (h_ng_(z+hn)_h_ng—z_(C—Z)2>,

gn(C) _




f(<€) 1 o h,,

9n(C) — | < sup [f(C) A

(¢ —2)? e, (z0) C—z (= (z+h))(C—2)
1
< s (Ol < co)ih|
C€OU, (20) (C—2)?
Fiir ¢ > 0, n > ng(e) wird also |g,(¢) — s f) 2\ < g, die Konvergenz ist
gleichméfig auf OU,.(zy), und es folgt
fi(z) = lim o n(Q)dC = o lim g,,(C)dC,
1!

T 27 Jiyper (C— 2)2

Mit dem gleichen Argument darf man die rechte Seite wiederum nach z
differenzieren und erhéalt

iy - 2 Q)
P~ om /|g| [

und so fort fiir die hoheren Ableitungen. ]
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§8. Potenzreichenentwicklungen holomorpher Funktionen

Wir zeigen, dafl sich jede holomorphe Funktion in ihre Taylorreihe ent-
wickeln 1483t.

Satz I1.8.1: Sei D C C offen, f : D — C holomorph, r > 0, U,(z)) C D.
Setzt man

1 n
ap = ﬁf( )(20)7
so gilt fir alle z € U.(zy) die Formel

z) = Z an(z — 2p)"

Die Reihe ist in U,.(zy) kompakt gleichmdf$ig konvergent.

Beweis: Sei zgp = 0, K C U,(z), K kompakt. Wir wéhlen ein r; mit
0<r <r, KCU,(20) CU(z)CD.

Sei0<r <p<r. Firze K, \(|:pistdann|§\§%<1,

<iz 1T__2<>

und die Reihe konvergiert als Funktion von ¢ gleichméafig in p —e < || <
p + &, € > 0 hinreichend klein. Nach Hilfssatz I1.7.2 darf man gliedweise
integrieren. Dies liefert

Lo ©,
f(2) /§ ¢

21 I¢|=p C — Z
1 ZOO Z"
= E— d

_ C) n
N ZQW@ = anHdC-Z

Sei a, = 5 fICI pf(g‘)/(”“dg. Dann ist nach Satz I1.7.2

1
ap = —

(n)
—f7(0)

und

0
=Zanz", ze€ K

n=0
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Wegen |a,| < sup [f(¢ )\ o A fan 2] < sup [ £(C )“p‘n < sup |7(C) <E> ’

I¢I<p p" IC|<p IC1<p p
z € K, ist die Konvergenz gleichméflig in K. Da K ein beliebiges Kom-
paktum in U, (zy) war, folgt der Satz. O

Beispiel I1.8.1: Sei f : R — R gegeben durch z — Dann haben wir

1+2

18.1)  f(z) = ﬁ _ ;%(—1)%2", 2] < 1.

Es ist nun nicht ohne weiteres einzusehen, warum f keine Potenzreihen-
entwicklung um 0 haben sollte, die auch fiir |x| > 1 konvergiert, da mit f
nichts Besonderes geschieht, wenn |z| > 1 wird. Nun hat f eine holomor-
phe Fortsetzung nach |z| < 1, néimlich z — 5. Diese bezeichnen wir
ebenfalls mit f. Wie wir SpéLter zeigen, ist dies auch die einzige holomorphe

Fortsetzung von x —— W Der Ansatz
(I182) f(z) =) an2" |2 <1
n=0

mit einer konvergenten Reihe fiihrt, wie wir hier nicht beweisen wollen,
auf a, = (—1)"%, n gerade, und a, = 0, n ungerade. Der Ausdruck
1/(1 + 2)? zeigt aber bei Anniherung an +i oder —i mit Punkten aus
|z] < 1 ein singuliires Verhalten. Man sagt, 1/(1 + 22) konvergiert gegen
0o. Eine Potenzreihenentwicklung der reellen Funktion f um 0 hat eben-
falls notwendig die Gestalt (I1.8.1). Ein allgemeinerer Gesichtspunkt zur
Erkldarung des Konvergenzverhaltens dieser Reihe ist der folgende: Wiirde
die Reihe in (II.8.1) in einem x; mit |x;| > 1 konvergieren, so auch die Rei-
he (II.8.2) in |z| < |x1| kompakt gleichméfig und das komplexe f konnte
in +7 und —¢ nicht das beschriebene singulédre Verhalten haben. Bei einer
reellen Funktion, die wir in eine reelle Potenzreihe entwickeln, wird also
die Grofle des Giiltigkeitsbereichs der Potenzreihenentwicklung durch ihre
holomorphe Fortsetzung bestimmt.

Wir beweisen jetzt eine Abschétzung fiir die Koeffizienten a,, in der Rei-
henentwicklung aus Satz I1.8.1.

Satz 11.8.2 (Cauchysche Ungleichungen): Es mdgen die Vorausset-
zungen des Satzes 11.8.1 erfullt sein. Ist |f(2)| < M fir |z — 2| = r, dann
gilt firn € NU{0}:

M
|an| < P
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Beweis: Es ist

nach Satz I1.7.2. Damit folgt

1
la,| < M% : 27T7“7nn+1 =

1 M
rn’

Eine direkte Konsequenz hieraus ist
Satz I1.8.3 (Satz von Liouville): Sei f : C — C holomorph, M > 0
und |f(2)| < M, z € C. Dann ist f konstant.

Beweis: f wird um zy; = 0 in eine Potenzreihe entwickelt, nédmlich

o0

f(z) = Z anz".

n=0

Nach Satz I1.8.1 konvergiert diese Reihe kompakt gleichméfig in C und
stellt dort f dar. Nach Satz I1.8.2 ist fiir jedes r > 0
M
la,| < —, n=0,1,2,...,
T-n
und r — oo liefert a,, = 0, n € N, also f(z) = ay. O
Satz 11.8.4: Sei D C C offen, n : D — R harmonisch. Sei (xg,yy) =

20 =20 +1yo € D, r >0, Ur(20) C D. Dann gilt fir (z,y) € U, 5(20) eine
Potenzreihenentwicklung

Z bI//L y yO)

v,u=0

und die letzte Rethe konvergiert kompakt gleichmdf$ig in Ur/ﬁ(zo).

Beweis: Da U,(z) sternformig ist, finden wir nach Satz [.5.1 eine ho-
lomorphe Funktion f : U,(z)) — C mit n = Ref. Nach Satz 11.8.1 haben
wir wegen U,/ (zg) C U,(zp), 0 <1’ < r, die in U,(zy) kompakt gleichmafige
Reihenentwicklung

Z an(z — 20)",

n=0

(I.8.3) Ref(z Z Rea,(z — z)"
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Aus dem Beweis des Satzes 11.8.1 folgt, dal sogar die Reihe

oo

> lanllz =zl

n=0

kompakt gleichméaBig in U,.(zy) konvergiert. Anwendung des Umordnungs-
satzes auf die Reihe in (I1.8.3) liefert das gewiinschte Resultat. O
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89. Folgerungen aus der Cauchyschen Integralformel

Zunéchst gilt
Satz I1.9.1: Sei D C C offen, u : D — R harmonisch. Dann ist u beliebig
oft stetig differenzierbar.

Beweis: Dies kann aus der Potenzreihenentwicklung in Satz 11.8.4 gefol-
gert werden. Ein etwas anderer Beweis verlauft so: Sei r > 0, 2y € D,
U,(z0) C D. Sei f:U.(z) — C holomorph, Re f = u (s. Satz .5.1). Nach
Satz 11.7.2 ist f beliebig oft komplex differenzierbar, also u beliebig oft
total differenzierbar, also beliebig oft stetig differenzierbar. ]

Satz 11.9.2: Sei D C C offen, f : D — C stetig. f besitze eine Stamm-
funktion F'. Dann ist f holomorph.

Beweis: Nach Satz I1.7.2 ist F/ = f holomorph. O

Hilfssatz 11.9.1: Sei D eine offene Kreisscheibe um zy € C, d.h. D =
U,(z) fir ein v > 0. Sei f : D — C stetig. Fiur alle achsenparallelen
abgeschlossenen Quader () C D gelte

f(z)dz =
oQ
Dann ist f holomorph.

Beweis: Sei D = U, (zy). Sei h € R, h # 0. Sei zp = 0. z =z + iy € U,(0).
Sei z + h € U,(0). Wir definieren F : D — C durch z — [ f()d¢ +
[~ f(¢)d¢ und wollen zeigen, daf F' in D holomorph ist sowie F/ = f gilt.
Wegen |, 20t (¢)d¢ = 0, was vorausgesetzt war, folgt

F<z>=/f dC+/f e
= [ podc- /f ).

T4y

- / PG+ /Wf(odc,

F(z+h)— F(2) = / F()dc + /Hhﬂy Q)¢ — / F(O)dc /W Q).

r+h+iy
_ / F(0)d¢ :/ f (& + th + iy)hdt.
0

T+iy
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Mit f =u -+, F =U 41V folgt

1
U+ hoy) = Uleay) = [ hue + tho)dr
0
Us(w,y) = ulz,y).
Ebenso folgt
Va(z,y) = v(z,y).
Die entsprechende Rechnung mit z 4 ¢h statt z + h zeigt
Uy(x,y) = —U(I,y),
Vylz,y) = ulz,y).

Weil u, v stetig sind, sind also U,V stetig differenzierbar in D, also total
differenzierbar, und es gelten die Cauchy-Riemannschen Differentialglei-
chungen. Daher ist F' holomorph in D und

F'(2) = Us(,y) + iVa(z,y) = f(2),
z=x+1y. N

Eine Konsequenz aus dem vorangehenden Hilfssatz ist

Satz 11.9.3 (Satz von Morera): Sei D C C offen, f : D — C stetig.
f ist genau dann holomorph, wenn fir jeden achsenparallelen abgeschlos-
senen Quader () C D qilt:

f(¢)d¢ = 0.
oQ

Beweis: Aus

f(Q)d¢ =0
oQ

fiir jeden abgeschlossenen achsenparallelen Quader ) C D folgt nach Hilfs-
satz I1.9.1 sofort die Holomorphie von f. Sei nun umgekehrt ) C D, @)
achsenparalleler abgeschlossener Quader. Dann gibt es einen grofleren ach-
senparallelen abgeschlossenen Quader @ mit

QCéC@CD

@ ist sternférmig, also hat die holomorphe Funktion f in @ eine Stamm-
funktion, also ist nach Hilfssatz 11.6.2

f(¢)d¢ = 0.
0Q
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Der néchste Satz besagt kurz, dal die Grenzfunktion einer Folge holo-
morpher Funktionen auch wieder holomorph ist. Es gilt

Satz 11.9.4: Sei D C C offen, (f,) eine Folge von holomorphen Funktio-
nen f, : D — C, n € N. Die Folge (f,,) konvergiere kompakt gleichmdfig in
D gegen f. Dann ist f holomorph und die Folge (f]) konvergiert kompakt
gleichmdfig gegen f'.

Beweis: Zunéchst ist f stetig in D. Sei () ein abgeschlossener achsen-
paralleler Quader mit () C D. Dann ist

f(2)dz = lim fu(z)dz =0
0Q =00 JoQ
nach Satz I1.9.3. Also ist f holomorph. Sei K kompakt mit K C D. Ohne
Einschrinkung sei D eine Kreisscheibe um 0. Sonst wird K mit Kreisschei-

ben iiberdeckt. Wir wéhlen ein U,(0) mit K C U,.(0) C U,(0) C D. Dann

18t
L[ _J©
PO =5 | g <

Fiir [2|] < p <7, e > 0 folgt

/ _pt i ‘fn(C)_f(C)‘d
712~ PG < 5 /IC Bl
<2_7T8—T n>n(€)

2 (r—p)?  — O

Daes ein p, 0 < p < r, gibt mit K C U,(0) C U,(0), ist der Satz bewiesen.
[

Im Reellen ist bekanntlich die Situation eine andere. Jede stetige Funk-
tion f auf einem Intervall [a, b] kann durch Polynome gleichméBig appro-
ximiert werden, ohne dafl dies fiir die Ableitungen gilt. f braucht ja nicht
einmal differenzierbar zu sein. Weiter haben, um den Unterschied zwischen
Reellem und Komplexem herauszustellen, die Funktionen f, mit

1
fu(x) = =sin(n’z), 2 € [0,1], n € N,
n

die Eigenschaft, daf§ sie fiir n — oo gleichméBig auf [0, 1] gegen Null kon-
vergieren, jedoch ihre Ableitungen

f1(x) = ncos(n’z)

diese Eigenschaft nicht besitzen. Offenbar ist |f,(z)| < L, n € N, setzen

n’
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wir jedoch sinx durch

0 221/+1
Sin z = VZ:O(—]_> m, z € C,
oder, was dasselbe ist, durch sinz = %(eiz — e %), z € C, holomorph auf
2

C fort, so besitzen die f,(z) = Lsin(nz) diese Eigenschaft nicht mehr.

T n
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§10. Der Cauchysche Integralsatz
Wir benotigen einige Vorbereitungen.

Definition I1.10.1: Sei D C C offen. Eine Teilmenge A C D heifst ab-
geschlossen in D, wenn qilt: Ist z € D und gilt fiir jede offene Umgebung
U von z in D, d.h. jede offene Menge U mit z € U C D die Beziehung
UNA#0D, so folgt: z € A.

Die in D abgeschlossenen Mengen sind genau die Mengen von der Form
A=DnC, C abgeschlossene Teilmenge von C.

Hilfssatz 11.10.1: Sei D C C offen und zusammenhdngend. Dann gilt:
Ist A C D offen und abgeschlossen in D und A # 0, so folgt A = D.

Beweis: Zunéchst ist B = D — A offen. Ware B nicht offen, so existierte
ein z € B mit folgender Eigenschaft: Jede offene Umgebung U = U(z) von
z in D enthélt einen Punkt aus A. Wegen er Abgeschlossenheit von A in
D folgt z € A, im Widerspruch zur Definition von B. Wir haben also

AUB = D
ANB = 0.

Da D zusammenhingend ist, folgt aus den Erorterungen in I1.6, dal B = ()
ist.

Definition I1.10.2: Sei D C C offen. Eine Abbildung g : D — C heifst lo-
kal konstant in D, wenn es zu jedem z € D eine offene Umgebung U(z) C D
von z gibt mit der Figenschaft, daff g auf U(z) konstant = g(z) ist.

Hilfssatz 11.10.2: Sei D C C offen und zusammenhdngend. Dann ist
jede lokal konstante Funktion g : D — C konstant.

Beweis: Sei z; € D. Sei

A={z]z€D, g(z) = g(z)}

Zu z € A wihlen wir geméfl Definition 11.10.2 ein U(z) mit g(t) = g(z) =
g(z0), t € U(z). Also ist U(z) C A. Also ist A offen (in D). Wir zeigen A
ist abgeschlossen in D: Sei z € D. Fiir jede offene Umgebung U(z) C D
gelte: U(z) N A # (). Wir wihlen U(2) so, dal g(t) = g(2), t € U(z). Sei
t € ANU(z). Dann folgt g(t) = g(z0) = g(z). Also ist z € A. Also ist A
abgeschlossen in D. Nach Hilfssatz 11.10.1 folgt: A = D. ]
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Wir fithren nun den Begriff der Homotopie ein.

Definition 11.10.3: Sei D C C offen. Zwei stetige Kurven (I,~,~v(I))
und (I, x,x(I)) mit I = [a,b], v(I), x(I) C D heiffen homotorp in D,
wenn

v(@) = x(a) = :p,

700) = x(0) = :q

ist und wenn es eine stetige Abbildung
h:la,b] x [0,1] = D
gibt mat
h(a,s) = p, h(b,s) =q fiir s € [0,1],
h(t,0) = ~(t), h(t,1) = x(¢) fir t € [a,b],
Insbesondere bedeutet diese Definition, da mit ~5 : [a,b] — D, t —

h(s,t), eine stetige Kurve von p nach ¢ gegeben ist und vy = v, 71 = x ist.
p = q ist zugelassen!

Hilfssatz 11.10.3: Sei D C C offen, f : D — C holomorph, v : [a,b] — D
emne stetige Kurve. Seia =ty <ty <ty <...<t, =0, es seien weiter K,
offene Kreisscheiben in D mit

Y([tu-1,t))] C Ky, p=1,...,m.
Sei F, : K, — C holomorph, F), = f in K,, Fj, 1 = F, in K, 1N K,

w=1,....,m. Dann ist

Fu(y(0)) — Fi(v(a))

unabhdngig von der Wahl dert,, K, F,,, und fiir den Fall, daf v stiickweise
stetig differenzierbar ist, gilt

/ F(2)dz = Fu(7(0) - Fi(1(a)).

Fiir stetiges v definiert man

/ F(2)dz = Fu(y(5) — Fi(1(a)).

Beweis:

Sei p # ¢. K; hat die folgenden Eigenschaften: v(a) € Ky C D. Fiir
t1 > a gilt: y([to, t1]) C K;y. Fy bestimmen wir als Stammfunktion von f
in der sternférmigen Menge Ki, d.h. F| = f in Kj, Ks,t> haben analoge
Eigenschaften. F5» wird so gew#hlt, dal F§ = f in Ks ist. In Ky N K7 ist
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F, — F konstant, da KN K7 zusammenhéngend ist (Corollar zu Hilfssatz
I1.6.3). Mit dieser Konstruktion fahren wir fort. Nun &ndern wir F5 durch
Addition einer Konstanten so ab, dafl Fy, = F} ist in K7 N K5, wobei wir
das abgeédnderte Fy auch mit F5 bezeichnen usw. Dies Verfahren liefert ein

F :[a,b] — C, indem wir

F@t) = Fu(y(t), t € [tu—1,tu], p=1,...,m
setzen. Bei anderer Wahl der ¢,,, K, etwa ty, K sowie der Stammfunktio-
nen von f in den K, erhilt man

G la,b] — C.

Sei t € [a,b]. In einer Menge {7|7 € R |7 —t| < €} N [a,b] mit einem
geeigneten ¢ > 0 sind F=Fo v, G=Go v, wobei F, G in einer offenen
zusammenhéngenden Menge U(v(t)) C C mit y(t) € U(y(t)) Stammfunk-
tionen von f sind. Also ist F' — G in U(~(t)) konstant, wie im Corollar zu
Hilfssatz 11.6.3 gezeigt wurde. Bezeichnen wir die zu G gehorenden Krei-
se mit [N(l,, v =1,...,n, so finden wir endlich viele offene Kreisscheiben
U, (v(7%)) derart, daB: a =77 < ... < 7} =0,

U, (v(13)) € C, y(7x) Mittelpunkt von Ug, (v(73)), A=1,...,L,

Radius ey >0, a=1=741 < <7 <...<7Tp1 <7 =7 =0bmit
(menm)) © UL () A= 1o, L

v([a, b]) C LLJ c |J E.nK,

1<pu<m,
1<v<n

Insbesondere haben wir Stammfunktionen F), Gy von f in U, (v(75)), so
dafl
F\ — G, konstant ¢y in U, (y(7})) sind,

A=1,...,L.

Es ist ¢y = ey fiir U, (7(13)) N U (4(75)) # 0, da F, G auf y([a, b]) wohl-
definiert sind.

Nach Konstruktion ist die offene Menge

£=JU.((7)
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zusammenhéngend. Nach Hilfssatz 11.10.2 ist F' — G konstant in L. Ist v
stiickweise stetig differenzierbar, so folgt

/vf(z)dz - Z/ﬂtu-htmﬂz)dz’

= F(y(b) - F(1(a))

nach Konstruktion der FY, Fy, ..., F},.

1. Nun gilt der Satz aber auch fiir p = ¢. Dies sieht man wie folgt (Vgl. mit

Janich: Ohne Identitéitssitze): Zundchst zur Erinnerung: Also p = ¢

F(t) = Fu(y(1), tya <t <t
[ @ = YRG0 - B,

— F(b) — F(a).

Das ist wie vorher. Danach wird es anders. Wir zeigen die Unabhéngig-
keit dieser Definition von den K, t,, F,. Dazu nehmen wir eine Kreis-

kette [?)\,T)\, Gy. Sei
G(t) = Ga(v(1), Tar <t < T

Dann ist Gy = Fy 4 ¢ in K1 N K;. Sei t* zgup{t|a(t~) —F)4¢ a<
t <t}. Seit* <b. Dann ist y(t*) € K,y N Kp. In y(t* —¢) € K,y N Ky
ist

A~

Git* —¢) = Guy(tr —e)) = F(t* —¢) +c,
= FEn(y(t" =) +c

und in y(t* +¢) € K,y N Ky ist
Gt +e)=F(t +e)+¢

mit Gy — F,,y = in K,y N [?l/. Also ist ¢ = ¢ und unsere Annahme
falsch, d.h. t* =0, G = F + c.

2. In K,, kommt man nicht zu F} zuriick.
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Beispiel: ﬁd:l %dC = 27i.

Zweig I: log [C] + ig
In Kj: log |C| 4 i(m + ¢) = Zweig 11

Also hat man bei Fortsetzung in K7 = K,;;:
Zweig 1I: log |C| — i0 + 2mi, aber begonnen haben wir mit Zweig I:
log || — 4.

Merke: In der oberen Halbebene ist Zweig I = Zweig II.

p = q ist in Hilfssatz I1.10.3 zugelassen. Es braucht aber keinesfalls F},, = I}
in K,, N K7 zu sein. siehe Beispiel oben.

Satz I1.10.1 (Cauchyscher Integralsatz): Sei D C C offen, sei f :
D — C holomorph, seien v, : |a,b] — D homotype Kurven in D. Dann

qilt
Lf(z)dz=/)(f(z)dz.

Beweis: h entnehmen wir aus der Definition I1.10.3 der Homotopie. Dann
ist v5(t) = h(t,s), t € [a,b] fiir jedes s € [0, 1] eine stetige Kurve. Sei

g:[0,1] = C, s— [ f(2)d=z.
Vs

Zu sy € [0, 1] existiert ein € > 0 derart, daf§ fiir s € [0, 1], |s — so| < € gilt:
Die geméf dem Beweis von Hilfssatz I11.10.3 fiir vy, konstruierten ¢, K, F),
leisten dasselbe fiir die stetigen Kurven ~,, d.h. insbesondere

75([tu717tu]) C KH’ Hn = 1, e, M.
Dann folgt nach Hilfssatz 11.10.3

g(5) = [ F(2)dz = Fulg) - Fi(p) = / f(2)dz.

Vs
Wir finden endlich viele offene Kreisscheiben U, (x}) derart, da: 0 = z} <
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U. () C C, z; Mittelpunkt von U, (z}), v=1,..., N,
Radius €, > 0; es gibt eine Zerlegung a = xp < x1 < ...
< xp =1mit [x,_1,2,] C U, (2,)N[0,1], v=1,..., N,

g konstant auf U, (x;) N[0, 1],

14

U = U U., (x)) zusammenhéngende offene Menge, sind.

Sei g,(z) = g(z}), z € U (x}). Dadurch ist eine Funktion g auf U ge-
geben. Sei némlich z € U, (x;) N U, (x},). Dann folgt

9(z) = g(=)),
9(2) = g(x,).
Wegen Re z =z € U, (z;;) N[0, 1] N (U, () N[0, 1]) ist nach Konstruktion

der U, (x}) jedenfalls

9(2) = 9u(2) = g(}) = g(x) = g(x,) = gu(2) = g(2), z € U, (2,)NU,(x7,).

Also ist g auf U lokal konstant, also nach Hilfssatz I1.10.2 konstant. Also
ist g konstant. ]

Wir bringen einige Beispiele: Es seien die folgenden Kurven in D = C* =
C — {0}. vorgelegt:

v o [0,1] — C*, t — 2™,
x : [0,1] = C*, t— '™,
Y o [0,1] = C*, t— 1,

1
f:C—-C, 2+ —.

2

Dann ist

2mi, siehe auch Beispiel 11.7.1,

Q\
o | &
I

dz U gmietmit

— = / oAt = 4,
X Z 0 6 YA

dz

— = 0.
0 y4

Die Kurven v, x,n sind also nicht paarweise homotop. Wir kommen nun
zur Homotopie geschlossener Kurven. Hierbei handelt es sich um eine Er-
weiterung der Def. I1.10.3. fiir p = q.
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Definition I1.10.4: Seien v, x : [a,b] — D C C geschlossene stetige Kur-
ven, d.h. y(a) = ~(b), x(a) = x(b). Hierbei ist D eine offene Menge aus C.

v, X heiffen homotop in D als geschlossene Kurven, wenn es eine stetige
Abbildung

h:la,b] x[0,1] — D
gibt mit
h(a,s) = h(b,s), s €[0,1],
,0) = ~(@),
1) = x(t), t € [a,b].

Definition I1.10.5: Sei D C C offen, sei v : [a,b] — D, vy(a) = v(b),
eine geschlossene stetige Kurve in D. v heifit nullhomotop in D, wenn v,n
homotop sind, wobei n eine Kurve der Gestalt

n:a,b] — D, t — z
mit einem zy € D st.

Satz I1.10.2 (Cauchyscher Integralsatz): Sei D C C, D offen. Sei
f : D — C holomorph. Seien v, x homotop in D als geschlossene Kurven.

Dann gilt
lf(z)dz:éf(z)dz

Fiir jede in D nullhomotope Kurve v gilt

Af(z)dz = 0.

Beweis: Seien «, 3 stetige Kurven in D, etwa die Tripel
(Ilaa7a(ll))7 Il - [a17b1]7
(I2, 8,8(12)), 1> = [az,ba].
Sei a(by) = B(az). Die stetige Kurve
(137 s 7(13)) mit
I3 = la1, by — ay + by,
v(t) =a(t), a; <t <b
Y(t) =Bt +as—b1), bt <t <by—ax+b
nennen wir o + 3. Die stetige Kurve
([1, 62, 62(]1)) mit
a=alby —t+ay), ag <t < by,
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bei der also a(l1) = «a(1y) ist, nennen wir —a.

Seien also 7, x homotop in D als geschlossene Kurven. Sei h die Abbil-
dung von |[a,b] x [0, 1] in D aus Definition I1.10.4. Sei v5(t) = h(t,s). Wir
haben 7(a) = v(a). Sei

as:[0,1] = D, t — h(a,st),

65 = Qa5+ Vs + (_as)
Die Abbildung

~

hi[0,b—a+2] x[0,1] —D
mit
[ h(a,st), 0 <t <1,

(1 5) — ht+a—1,8), 1<t<b—a+l,

h(a,s(1—=[t—(b—a+1)]))=hb,s(l1—=[t—(b—a+1)])),
| b—a+1<t<b—a+2,

liefert wegen

~

~ h(O, S) = h(a7 O) = ’y(CL),
h(b—a+2,s) = h(a,0)=~(a),

daf3 5y und (3; homotop in D sind im Sinn von Definition 11.10.3. Man be-
achte hierzu, dafl Anfangs- und Endpunkt der Kurven 3, fest sind, namlich
= v(a) sind. Also haben wir nach Satz I1.10.1 jedenfalls

f(z)dz= [ f(2)d=.
Bo b1

Konstruktion der ¢,, K, F}, wie in Hilfssatz 11.10.3 fiir 5y, 31, wobei wir
noch verlagen, dafl Anfangspunkte und Endpunkte von «g, vy, —ap und
von aq, 1, —aq stets als Mittelpunkte von Kreisen K, vorkommen, zeigt

[ s = / RECS /%f(Z)dz— / (e
[ s = / Gt [ )iz - / (e

also insbesondere

f2)dz= | f(2)dz = [ f(x)dz= | f(2)dz.
/x M Yo /7

Unsere Konstruktion wird durch folgendes Bild veranschaulicht:
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0. ]

Die zweite Behauptung des Satzes folgt aus fn f(z)dz

Beispiel 11.10.1: Sei D C C, D offen und sternférmig, etwa beziiglich
0, d.h. fiir jeden Punkt p € D liegt die Strecke von p nach 0 in D. Dann
ist jede geschlossene stetige Kurve in D nullhomotop in D. Sei ndmlich ~
eine geschlossene Kurve in D. Dann setze man

h(t,s) = (1 —s)y(t).

Wir kommen zum Begriff der Umlaufzahl.

Definition I1.10.6: Sei v : [a,b] — C eine geschlossene stetige Kurve
in C, sei z € C, z ¢ v(la,b]). Dann heifit die Grifle

R =

Umlaufzahl von v beziiglich z.

Es gilt
Satz 11.10.3: Die Umlaufzahl I1(~, z) ist stets aus Z.

Beweis: Sei z = 0. Der Beweis wird durch folgendes Bild veranschau-
licht.

Die t,, K, werden wie in Hilfssatz I1.10.3 konstruiert, 4 = 0,...,m bzw.
p=1,...,m. Essei y(t,) = (,. In der sternférmigen offenen Menge K,
von der wir noch annehmen, dafl z = 0 nicht in ihr enthalten ist, wéhlen
wir fiir F, einen Zweig des Logarithmus, d.h.

Fu(¢) = log ¢ +ipu(C), p=1,...,m.

Wenn v, die stetige Kurve v : [t,_1,t,] — C bedeutet, so ist
= 1 1
i ) = Xon |
s £~ 2mi )y,

1 m—
= Py Z ]og|CN| — log K/L‘ + Z'(SON(Q;) - Spuﬁ—l(gu)))"i_

+log |G| —1og [Col + i (@m(Cm) — 1(C0))),
m—1
_ 271rz (Zk 2w + k,y, 2m> ,
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da es sich bei log |(,| —log [(,| +i(¢.(C.) — wu+1(C,)) um die Differenz der
Zweige F, und F), 1 des Logarithmus in der sternférmigen offenen Menge
K, 1N K, handelt. Entsprechendes gilt fiir den letzten Term. ]
Wir wollen nun die Umlaufzahl etwas genauer studieren. Zunéchst das
Beispiel 11.10.2: Sei D C C, D offen und sternférmig, sei v eine geschlos-
sene Kurve in D, sei z ¢ D. Dann haben wir nach Beispiel I1.10.1 zunéchst,
dal v in D nullhomotop ist. Die Funktion f: D — C, f({) = —, ( € D,
ist wegen z ¢ D jedenfalls in D holomorph. Also ist nach Satz 11.10.2

1002) = 5z [ 1O =0

Beispiel I1.10.3: Im Gegensatz zum vorigen Beispiel bleibt v fest, z vari-
iert. Wir zerlegen C — v([a, b]), v wie in Definition I1.10.5, in seine Zusam-
menhangskomponenten. Da v([a, b]) abgeschlossen, also C — 7([a, b]) offen
ist, haben wir

1
(-2
IT.

C —~([a, b]) = UG U Gy1 mit

=1

GiNGj=0,i#7j 1=1i, j <N,
éi offen, zusammenhéangend und beschrankt, 1 <7 < N,

G ~+1 offen, zusammenhangend und nichtbeschrénkt.

In jedem G, ist I(7,.) als stetige Funktion konstant; siehe Hilfssatz 11.10.2.
In Gnyqist I(7y,.) = 0: Wir wihlen dazu eine Umgebung Ug(0), R hinrei-
chend grof}, mit

N

| Giu([a,b]) € UR(0).

i=1
Ur(0) ist sternférmig. Nach Beispiel 11.10.2 ist I(v, z) = 0, z ¢ Ur(0), also
fir z € (C — Ur(0)) N éN—i—l, also fiir z € éN+1. Wir wahlen folgendes
Bild zur Veranschaulichung: (v, z) dndert sich bei festem Punkt z nicht,
wenn die geschlossene Kurve 7 stetig so deformiert wird, dafl sie nicht
durch z lauft. Dies liegt daran, daf3 die Umlaufzahl stetig von ~ abhéngt
und konstant ganz ist. Wir benétigen dies zur Auswertung der folgenden
Figur und deuten dies durch unterbrochene Linien an. I(v, z)gibt, unter
Einbeziehung des Umlaufsinns, an, wie oft der Zeiger z_é dem Punkt z
umlauft, wenn ¢ die Kurve v durchlauft. Gegenléufig iiberstrichene Winkel
annullieren sich dabei. Durchsetzt z die Kurve ~, so erleidet I(+, z) einen
ganzzahligen Sprung. Sei also v wie folgt vorgelegt mit N = 8. Fiir z € Gs
sieht man sofort: I(vy, z) = —1. Durch geeignete stetige Deformationen von
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v, die nicht durch z laufen und also I(, z) nicht &ndern, weil I(, 2) stetig
von 7 abhingt und ganz ist, folgt I(v,z) = 1, z € Gs,G1, Gs. Fir die
anderen Zusammenhangskomponenten gilt:

I(v,2) = +1, z € Gs,

I(v,z) = 2, z € Gy,

I(v,2) = 3, z€ G,

I(7,2) = 2, z€ Gy

Wir ziehen weitere Konsequenzen aus dem Cauchyschen Integralsatz.

Satz 1I.10.4 (1. Riemannscher Hebbarkeitssatz): Sei D C C, D
offen, n : D — C stetig, a € D. Sei n|(D — {a}) holomorph. Dann ist n
holomorph.

Beweis: Sei () C D, () ein achsenparalleler abgeschlossener Quader, sei
a € 0Q. Wir wihlen zu € > 0 einen in der Nahe gelegenen achsenparal-
lelen abgeschlossenen Quader (). C D, derart, dafl fiir ¢ — 0 die ). in @
iibergehen. Die folgende Figur bezeichnet die Situation naher:

Nach Satz I1.9.3 ist [,, f(z)dz =0, also wegen

/ n(z)dz = lim n(z)dz = 0.
9Q =0Joq.

Ist a ¢ 0Q), sondern im Inneren von ) gelegen, wie in der folgenden Figur
dargestellt, so folgt

/a RO /a RIS /8 e
= 0,

wie eben gezeigt. Mit Satz 11.9.3 folgt die Behauptung. O]
Wir schlieflen dieses Kapitel ab mit

Satz 11.10.5 (Verallgemeinerte Cauchysche Integralformel): Se:
D c C, D offen, f : D — C holomorph. Sei v eine in D nullhomotope
geschlossene Kurve. Dann gilt fir z € D, z ¢ ~([a,b]) die Formel

10,9 £) = 5 [ 1ac

Beweis: Sei 7(¢) = % fir ( € D — {z} und n(¢) = f'(») fir ¢ = z.
Dann geniigt 1 : D — C den Voraussetzungen von Satz 11.10.4. Also ist 7
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holomorph in D und nach Satz I1.10.2 ist
R (R 1) Y T i I (9 TRV
0= 27ri/7 (—z dc = 271 /7 ¢ — zdc J(2) - 1(y:2).
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Kapitel 3
Isolierte Singularititen

§11. Der Identitéitssatz

Hilfssatz I11.11.1: Sei f : U,(0) — C holomorph (r > 0) mit der Po-
tenzrethenentwicklung

n=0
die Reihe konvergiert kompakt gleichmdfig absolut in |z| < r.

Fiir eine Folge (z) mit 0 < |zi| < r, k = 1,2,.. khm 2z = 0 gelte
f(zr) = 0. Dann ist

a, = 0, neNU{0},
f(z) = 0, z€ U.(0),

Beweis: Unsere Situation ist die folgende:

Wir nehmen an, es gibt ein m € N U {0} derart, dal ay = a; = ... =
ay,—1 = 0, jedoch a,, # 0 sind. Dann hat f die Gestalt

f(z) = 2"g(z) mit

oo

g(z) = Z a,z"™, z € U,(0)

n=m

und einer in U,(0) kompakt gleichméfiigen Potenzreihe. Es ist g(0) = a,, #
0, g ist stetig in U,.(0). Wegen

0= f(z) =219(zk), 2 #0, k €N,

folgt g(z) = 0, also
9(0) = lim g(z;) =0

und dies ist ein Widerspruch. [
Eine Konsequenz ist

Satz I11.11.2 (Identitétssatz fiir Potenzreihen): In U, (2)(z € C, r >

0) seien
0.9
g an(z — 20)",

n=0
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= Z bn(z — 2z9)"
n=0

mit in U,(z) kompakt gleichmaf$ig absolut konvergenten Potenzreihen. Es
sei f(2) = g(2), z € U.(20). Dann folgt
a, =b,, n € NU{0}.

Beweis: Ohne Einschriankung sei zp = 0. Dann ist

f(2) =g(z) = Y (an = by)z" =0
n=0
in |z| < r, also nach Satz III.11.1: a,, = b,, n € NU {0}. O

Satz I11.11.3 (Identitétssatz fiir holomorphe Funktionen): Sei D C

C offen und weqweise zusammenhdngend (dquivalent: topologisch zusam-

menhdngend, s. §6, S. 27, da D offen). Seien f,g: D — C holomorph. Sei

(zn) eine Folge in D, seip € D, sei z, — p, n — o0, 2, # p, n € N. Sei
f(zn) = 9(zn), n € N.

Dann ist f(z) = g(2), z € D.

Beweis: Ohne Einschrankung sei g = 0. Sei
A={zzeD, f"(2)=0firneNU{0}}.

Sei r > 0, m C D. In U,(p) liegen alle z,, n > ngy. Nach Hilfssatz
[II.11.1 ist f(2) =0, z € U,(p), also nach Satz I1.8.1: p € A. Insbesondere
ist A # (). Sei zg € A, seir’ > 0, Up(29) C D. Nach Satz I1.8.1ist f(z) =

z € Uy(20), also ist U,+(z9) C A. Also ist A offen. Nach Satz I1.7.2 sind alle
f0). n e NU{0} stetig. Also ist

A= ﬂ {z]z € D, f™(2) =0}

neNU{0}

als Durchschnitt abgeschlossener Mengen selbst abgeschlossen. Wegen A =
DN A A abgeschlossene Teilmenge von C, ist A abgeschlossen in D (siehe
Seite 42). Nach Hilfssatz 11.10.1 ist A = D, da D zusammenhéngend ist. [

Wir ziehen eine Folgerung aus dem Beweis von Satz II1.11.3: Sei D C C
offen und wegweise zusammenhéngend. Sei f : D — C holomorph. Sei
2 €D, f™(z)=0,necNU{0}. Dann ist f(z) = 0, z € D. Die Menge
A des Beweises von Satz II1.11.3 ist unter unseren Annahmen nicht leer.
Weiter verfahrt man dann so wie im Beweis des Satzes 111.11.3.

Beispiele I11.11.1:
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1. Wir betrachten x —— €%, * — sinx, * —— cosz fiir x € R. Dann
haben wir die in R kompakt gleichméflig absolut konvergenten Potenz-
reihenentwiclungen

T = z"
=D T
n=0
. > (_1)nx2n+1
sinx = -~
; (2n+ 1)!
0 (_1>nx2n
COST = —_— .
HZO (2n)!

Infolgedessen konvergieren auch die Reihen

(0.9] n

fiz) = 2%7
fa(2) = nz%(—lylm,

kompakt gleichméfig absolut in C und stellen dort holomorphe Funk-
tionen dar (Beweis?). Nach Satz II1.11.3 sind sie die einzigen holo-
morphen Fortsetzungen von €%, sinz, cosxz und werden mit e*, sin z,
cos z bezeichnet. Natiirlich stimmt die iiber die Potenzreihe definierte
Funktion fi, fi(z) = €*, z € C, mit der auf S. 9 definierten Funktion
z — €7 iiberein, und zwar wiederum nach Satz II1.11.3.

Z+w

2. Wir wollen beweisen, daf} e = e*e" ist, z,w € C. Sei dazu w fest aus
C. Fiir z € R ist die in C erklarte Funktion f, f(z) = e** —e®e®, = 0,
denn fiir z = z gilt

flx) = "7 —e"e”
— " (cosn +isinn) — e“et(cosn + isinn)
= 0, wobeiw =&+1in, §,n € R, ist.

f ist holomorph in C, also ist nach Satz I11.11.3 auch f(z) =0, z € C.
e* T = e*e" hatten wir bisher nicht benutzt.

Beispiel I11.11.2: Sei f : C — C holomorph. Sei
supp [ ={z]z € C, f(2) # 0}
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kompakt. Dann ist f = 0 nach Satz I11.11.3 oder Satz I1.8.3. Es gibt al-
so keine holomorphen Funktionen f : C — C mit f # 0, die auflerhalb
eines Kompaktums verschwinden.
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§12. Laurentreihen
Fiir holomorphe Funktionen mit isolierten Singularitdten gilt

Satz 111.12.1 (Entwicklung in Laurentreihen): Sei zy € C, sei 0 <
r<R, D={zlz€C, r<|z—2z|<R}. Sei f:D — C holomorph,

_ O
270 i zgl=p (€ = 20)""

fiir ein p, r < p < R, so gilt fiir z € D die Entwicklung

d¢, n € Z,

Qn

“+00

i@ =Y auz— )"

n=—oo

mat einer in D kompakt gleichmdf$ig absolut konvergenten Reihe

Vor dem Beweis geben wir einige Hinweise: Seien 0 < r < p, p/ < R.
Dann sind die Kurven | — 29| = p und | — 29| = p' in D homotop als
geschlossene Kurven. Infolgedessen ist

f(€) £(0)
/|CZo|p (C - Zo)n+1 ‘ /|Czo|p’ (C - Zo)nﬂ Gnel,

nach Satz 11.10.2 (Cauchyscher Integralsatz). Es ist weiter definiert

+00 N
5wl = Y
n=-—00 n=—M
Beweis des Satze I11.12.1: Sei 2z =0, z € D. Sei
[(Q—f(z)

= fir ¢ # 2
n:D—=C, (r—

fl(z) fir (==

Nach Satz I1.10.8 (1. Riemannscher Hebbarkeitssatz) ist 1 in D holomorph.
Fir 0 <r <71 < |z| < R < R sind zunéchst, wie gerade bemerkt, die
Kurven |¢| = 7’ und |¢| = R’ homotop in D als geschlossene Kurven. Also

18t
¢ — dc,
[ mc= [ wouc
£(©) £(©)
d¢ — d¢ =
/|<|R'C—Z ‘ /|<|r/C—Z ‘

= f(z dC— z ds
SRS R O]
~ 2mif(2),
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denn das zweite Integral rechts verschwindet, weil |z| > r’ und somit { —
é sogar holomorph in |(| < ' 4+ &, ¢ > 0 und hinreichend klein, ist, und

auf das erste Integral wenden wir das Beispiel I1.7.1 an. Also ist

_ 1 f©Q T f(©)
M) = 5 ) = 2% " o /mr, GED

1 11 1 11
= 5= |C|R’f(<)<1_§ C+2—m/|qr/f(c);gdc

Sei nun K ein Kompaktum in D. Wir denken uns r’, R’ so bestimmt, daf
fiir alle z € K gilt:

r<r"<|zl<R'<R.
Dann ist |¢ | <& <1, 2€ K, [¢| = R. Wir haben

=2 (5)

mit einer in || = R’ gleichm&Big konvergenten Reihe, also

1

1 TL
277'7: | R/f( Z —f C ZQ’]TZ/| R CnJrl
sup | f(¢")]
L] FQdS| _ Tei=r
mit , | < —, so daf3
2 |C|=R’ C R

die letzte Reihe in K gleichméfig absolut konvergiert.

Weiter ist
¢l <
z

—<1 z€ K, |¢| =7"und
i

1 1 1 1 i 1
2w J T = 2 [ SO
mit
1 n sup _—
P d .
21 I¢|=r" f C C‘ |<‘ — T/‘f(<)| r )

so daf} die letzte Reihe in K gleichméfig absolut konvergiert.
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! IR gL
i | IO = X [ rocac o

und der Satz ist bewiesen. ]
Eine Konsequenz aus Satz II1.12.1 ist

Satz I11.12.2 (2. Riemannscher Hebbarkeitssatz): Sei D C C of-
fen, zo € D. Es sei f : D — {z} — C holomorph. Sei fiir ein r > 0 auf
der in zy punktierten Umgebung U, (zy) — {20} mit U.(z0) C D die Funk-
tion f beschrankt, d.h. |f(2)| < M, z € U.(20) — {20}. Dann gibt es eine
holomorphe Funktion f : D — C mit

f(2) = f(2), = € D= {x}.
f laft sich also holomorph auf D fortsetzen.

Beweis: Ohne Einschriankung sei zp = 0. Nach Satz I11.12.1 haben wir

+00

f(z) = Z anz"

n=—oo

fir 0 < |z| < r mit einer in 0 < |z| < r kompakt gleichméaflig absolut
konvergenten Reihe, wobei fiir |z| = p > 0, p < r gilt

M
la,| < —, n<—1.
pn

Fiir p — 0 folgt: a,, =0, n < —1. Also ist in 0 < |z] < r

n=0

und die gewiinschte holomorphe Fortsetzung von f lautet

f(z0) = ao,
f(z) = f(z2), z€D—{2}.
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Satz I11.12.3: Se: D C C offen, zo € D, f : D — {z0} — C holomorph.
Dann gibt es holomorphe Funktionen g : D — C, h: C — {z} — C mit

Hinweis: h ist in ganz C — {z;} holomorph!

Beweis: Sei ohne Einschrankung zyp = 0. Sei 7 > 0, U,(2) C D. In
0 < |z| < r gilt nach Satz I11.12.1 die Entwicklung

00 n=—1
f(z) = Zanz" + Z a,z"
n=0 —00

und nach dem Beweis von Satz I11.12.1 konvergiert jede der beiden Reihen
kompakt gleichméafBig absolut in 0 < |z| < 7. Sei 0 < p < r. Fiir |z]| = p ist
die Reihe

n=—1 o0

> lenst = 32
2| =

—00 n=1 p”

konvergent, also ist

kompakt gleichméfig in |z| > 0 konvergent (sogar die Reihe der absoluten
Betriige ist kompakt gleichméfBig in |z| > 0 konvergent). Demnach ist z ——
h (%), |z| > 0, holomorph, also auch h in |z| > 0. Sei g : D — C definiert
durch

f(z) = h(z), z€D,z#0,

Z
ap, z = 0.
Dies ist wegen
(0.9]
g(z) = Zanz”, z € U,(0),
n=0

g holomorph in D. Der Satz ist bewiesen. ]
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§13. Der Residuensatz

Der Koeffizient a_; in der Laurententwicklung spielt eine besondere Rolle,
die jetzt ndher untersucht werden soll.

Definition I11.13.1: Sei D C C offen, zp € D, r > 0, U.(z) C D.
Sei f: D —{zy} holomorph. Sei

+00

f(2)= ) an(z—z)"
die Laurententwicklung von f um zo gemdf§ Satz II1.12.1. Sei 0 < p < r.

Dann heifst

Resof = a1 = —— F(O)de

2mi |C—20|=p

das Residuum von f in zy. Diese Definition ist von r, p unabhdingig (siehe
Seite 58).

Satz I11.13.1 (Residuensatz): Sei D C C offen, seien z1,...,2z, € D,
seiD* =D—{z,...,2n}. Sei f: D* — C holomorph. Sei~y eine geschlos-
sene Kurve in D*, die in D nullhomotop ist (s. Seite 48). Dann gilt

[ HQ1ac =20 Y 10, ) Res .
v =

Beweis: Wir wihlen ein Ry > 0 mit Ug,(21) — {21} C D*. Dann gilt in
0 < |z — 21| < Ry die Laurententwicklung

f(z) = Zan(z —21)" + i an(z — 21)".

Nach dem Beweis von Satz I11.12.3 148t sich die erste Reihe zu einer in
D — {2, ..., zn} holomorphen Funktion g; fortsetzen, wéhrend die zweite
Reihe eine in C—{z; } holomorphe Funktion h; darstellt. Nach Satz I11.12.3
ist

f(z) = g1(2) + hi(z), = € D".

Auf g; wendet man das gleiche Verfahren an und erhélt

g1(2) = g2(2) + ha(2), 2€ D —{29,..., 2}
mit go : D — {z3,...,2n} — C holomorph,
hy : C — {22} — C holomorph
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usw. Dieses Vorgehen liefert also

f=¢g+hi+...+h, in D7,
g : D — C holomorph,
h,: C—{z,} — C holomorph, p=1,...,m.

Weil v in D nullhomotop ist, folgt nach Satz 11.10.2

/ g(C)dc = 0.

v

Wenn a;“ ), n € 7, die Koeffizienten in der Laurententwicklung von i, um

/7 hu(Q)d¢ = f aj” / (¢ = zu)"dC.

n=—oo

2z, sind, so ist

Fiir n # 11ist ( — NLH(C —2,)"*! eine Stammfunktion von (¢ —zu)". Aus

Hilfssatz 11.10.3 folgt

/(C—zu)”dc = 0, n# —1, also

v

h d¢ = (1) 1
[ 0 = ) [ = ac
= Res.,h, - 2mil(y, z,).

Nun ist in 0 < |z —z,| < R, mit Ug,(2,) CD, 21 ¢ Ug,(2.), [ =1,...,u—
1, w+1,...,n jedenfalls

f(2) = g(2)+m(2)+. . Ahua(2)+ Y al(z=2) "+ (2)+. . Ahm(2)

n=—oo

mit in Ug,(z,) holomorphen Funktionen g, hy, ..., hy 1, hyui1,. .., by Aus
dem folgenden Eindeutigkeitssatz fiir Laurententwicklung folgt:

aﬂf = Res. h, = Res, f

und damit

l FOdc = 3 / Q)¢

= 2mi Z I(7, z,)Res., f.

p=1

Der Satz ist bewiesen. O]

63



Im Beweis des Satzes II1.13.1 haben wir und in den folgenden Beispie-
len werden wir vom folgenden Eindeutigkeitssatz fiir Laurententwicklungen
Gebrauch machen, den wir hier ohne Beweis angeben.

Satz I11.13.2: Seizyp € C, sei 0 <r < R, D ={z|z € C,r < |z—2| < R}.
Sei f : ' D — C holomorph. Es gelten fiir z € D die kompakt gleichmdfig
konvergenten Entwicklungen

—+00

f(2) = Y alz—2)",

n=—oo

= Z bn(Z - Zo)n

n=—0oo

im Sinn von Seite 58. Dann ist

a, = b,, n€Z,

an:L Ldg,nez,r<p<}%.

270 S zgl=p (€ = 20)"

Beispiele I11.13.1:

1. Fiir z € C* = C — {0} ist

1 1
el = 14+ -4+—+.. .,

mit einer in |z| > 0 kompakt gleichméfig konvergenten Reihe. Nach

Satz I11.13.2 ist dies die Laurententwicklung von z — e'/* um 0, d.
h.

Respe! = 1,
und nach Satz I11.13.1 ist

/ el/Cd¢ = 2mi.
¢[=1
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2. Es ist
e* e” ! 1 z—1 (z2—1)2
a1 62—1:6<z—1+1+ 2 T3 +>
= i ean,(z—1)" mit a1 = 1,a, = ;,
— (n+1)!

n € NU{0}, und einer in C — {1} kompakt

gleichméafBig konvergenten Reihe.

Also ist nach Satz I11.13.2 Res; <5 = e und etwa ﬁC|=3 e /(¢ —1)d¢ =
2mie.
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8§14. Klassifizierung der Singularititen

Die isolierten Singularitéten einer holomorphen Funktion teilen wir fol-
gendermafen ein:

Definition I11.14.1: Sei D C C offen, zo € D, f : D — {z} — C holo-

morph. Es sei
+0o0

i@ =Y auz— )"

n=—oo

die Laurententwicklung von f um zy. Dann sagen wir:
1. f hat eine hebbare Singularitit in zy, wenn a, = 0 st fiir n < 0.

2. f hat einen Pol der Ordnung k € N in 2y, wenn a_j # 0, aber ay, =0
ist firn < —(k+1).

3. f hat eine wesentliche Singularitit in zy, wenn es unendlich viele In-
dizes n < 0 gibt mit a,, # 0.

Beziiglich der hebbaren Singularititen gilt
Satz II1.14.1: Die folgenden Aussagen sind dquivalent, wobet f eine Funk-
tion wie in Definition I11.14.1 ist:

(a) f hat eine hebbare Singularitit in z,
(b) fiir ein v > 0 ist f in U.(z9) — {20} beschrankt,

(c) f ist nach zy holomorph fortsetzbar.

Def. 111.14.1 (b)Satz I11.12.2 (c) Satz I11.13.2 a, =0, n

Beweis: (a) = N . n

—1, d. h. (a).

LI IA

Pole konnen wir folgendermaflen charakterisieren:

Satz II11.14.2: Sei f eine Funktion wie in Definition II1.14.1. f hat in
2o einen Pol mit der Ordnung k € N dann und nur dann, wenn es zu
jedem M > 0 ein ¢ > 0 gibt derart, daf |f(2)| > M ist fir alle z mit
0<|z—2)<e.

Beweis: f habe einen Pol in zy mit der Ordnung k£ € N. Dann ist mit

9(z) = Y an(z —z0)"*



jedenfalls g holomorph in U,(2p) mit » > 0, U,(2) C D. Es ist g(zp) =
a_r # 0, f(2) = g(2)/(z — 2)*. Hieraus folgt das Kriterium des Satzes.
Die zweite Richtung ergibt sich, wie gleich gezeigt wird, aus dem folgen-
den Satz, den wir, ohne die zweite Richtung in Satz II1.14.2 zu benutzen,
beweisen. O

Satz I11.14.3 (Casovati-Weierstrafl): Sei D C C offen, zp € D, sei
f:D—{2} — C holomorph. f hat eine wesentliche Singularitit in zy ge-
nau dann, wenn folgendes qilt: Zu jedem c¢ € C, zu jedem € > 0, zu jedem
d > 0 existiert ein z € D mit 0 < |z —zo| < 9, | f(2) — | < €. Dies bedeutet:
Wenn fiir 6 > 0 gilt: Us(z9) C D, so ist

f(Us(z0) —{20}) = C.

Beweis: Es mogen ¢ € C,e > 0,9 > 0 existieren mit Us(z9) C D, |f(2) —
c| > e fiir alle z mit 0 < |z — 2] < 4. Sei

1
9(z) = m

Dann ist |g(z)] < 1/e, so daB g nach Satz II1.14.1 nach z, holomorph
fortsetzbar ist. Es ist f(z) = ﬁ +c¢, 0 <|z— 2] < 6. Ist g(z9) # 0, so
hat f in zy eine hebbare Singularitdt, d.h. f ist nach Satz II1.14.1 nach
29 holomorph fortsbar. Nun sei g(zy) = 0. Da g in Us(zy) nicht identisch
verschwindet, gibt es in der Potenzreihenentwicklung

in 0 < |z— 2] <9

(0.9]

9(z) =) anlz — )"

n=0

ein eindeutig bestimmtes £ € N mit a, = 0, n < k — 1, a; # 0. Also ist
g(2) = (z—20)*h(2), z € Us(2g). h ist holomorph in Us(2g), h(2g) # 0. Also
gilt fiir ein ¢, 0 < ¢’ < §: 1/h ist holomorph in Us/(z). Sei

1 - .
W = nz:%bn(z —29)

die Potenzreihenentwicklung von 1/h in Uy (2p). Dann ist by # 0 und

f(z) = Z boar(z —20)" +¢, 0 < |z — 2| < ¢,
n=—=k

so dafl nach Satz I11.13.2 dies die Laurententwicklung von f um zj ist und
f wegen b_jp = by # 0 in 2y einen Pol der Ordnung k£ € N hat. Gilt also
das Kriterium des Satzes nicht, so hat f in zy keine wesentliche Singula-
ritdt. Hat f keine wesentliche Singularitiat in zg, so hat f entweder einen
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Pol der Ordnung k£ € N in 2, oder f laf3t sich nach z; holomorph fortset-
zen. Im Fall eines Pols gilt, wie im Beweis des Satzes I11.14.2 schon gezeigt,
das Kriterium des Satzes I11.14.2, d.h. |f(z)| wéchst iiber alle Grenzen bei
Annédherung an 2y, wihrend im zweiten Fall |f(2)| bei Annéherung an 2z
beschrankt bleibt. In keinem Fall ist das Kriterium des gegenwértigens Sat-
zes erfiillt. ]

Die zweite Richtung des Beweises von Satz I11.14.2 folgt nun leicht: Wenn
das Kriterium des Satzes I11.14.2 erfiillt ist, kann f in zy keine wesentliche
Singularitédt haben; dies folgt aus Satz I11.14.3. f kann auch keine holomor-
phe Fortsetzung nach zy besitzen; dies folgt aus Satz II1.14.1. Also kann f
in zp nur einen Pol (der Ordnung k € N) besitzen.

Wir schlielen einige Bemerkungen zur Berechnung des Residuums an.

Hilfssatz 111.14.4: Sei D C C offen, zyo € D. Sei f : D — {2} — C
holomorph. Wenn f in zy einen Pol der Ordnung 1 hat, dann ist

Res, f = zh_}rrzl (z — 20)f(2),

und insbesondere existiert der letzte Grenzwert.

Beweis: Die Laurententwicklung von f um zy lautet

f(z) = a1 +ap+a1(z—2p) + ..., so daf
Z — 20

(z—20)f(2) =a_1+ag(z — 20) +a1(z — z0) + . ..
entsteht. Der Hilfssatz ist bewiesen. ]

Beispiele I11.14.1:
1. Sei f(z) = HZQ, z # +i. f ist holomorph in C — {+i}. Es ist
1 1

1+22  (z—i)(z+1)

z — —— ist in U (i) holomorph und gestattet dort die Potenzreihen-

Z+1
0.0}
E Z—Z
z+i —

entwicklung

so dafl nach Satz I11.13.2

1 1 bo
2 GoDGT D —— thit o(z— 1)+
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mit by # 0 gerade die Laurententwicklung von z —— 1/(1 + 2?) um
ist. Also hat f in 7 einen Pol der Ordnung 1. Analog zeigt man, daf} f
in —¢ auch einen Pol der Ordnung 1 hat. Mit Hilfssatz I11.14.4 folgt

Z—1 1
essif P (z—i)(z+14) 20
' 1
Res_;f = lim Gl =

iomi(z—d)(z414) 20

1
2. Wir berechnen / 5
=2 1 +¢

1 11
d¢ =2mi | —— — ] =0.
[e=i(3)

Fiir die folgenden Erorterungen ist es niitzlich, den Begriff der Ord-
nung einer Nullstelle einer holomorphen Funktion zu definieren. Ebenso
wollen wir den Grad eines Polynoms erkléren.

Definition I11.14.2: Sei D C C, D offen. Sei f : D — C holomorph. Sei
20 €D, f(20) =0, f#£0. Seir >0, Uy(z) CD, sei

d¢. Anwendung der Formel aus Satz I11.13.1

liefert

o

f(z) = Zan(z —20)", |z — 20| <,

n=0
die Potenzreihenentwicklung von f um zy. Es gibt eine eindeutig bestimmite
Zahl k € N mit

ap #0, a, =0, n<k—1

(Beachte: ay = 0, es sind nicht alle a,, = 0, da sonst f in U,(2y) identisch
verschwinden wiirde, und nach Satz II11.11.3 wiirde dies auch in D gelten).
k heif$t die Ordnung der Nullstelle zo von f. Verschwindet f in D identisch,
so st jeder Punkt z aus D Nullstelle der Ordnung —oo von f. Set P ein
Polynom in C, d.h. fiir ein zy € C haben wir die Darstellung

P(z) = a,(z — zp)"
v=0

(Statt zy kann ein beliebiger anderer Punkt z; € C genommen werden). Es
sei P # 0. Dann gibt es einn € NU{0}, 0 <n < N, mit

a, #0, a, =0, n <v < N(fallsn < N).

n heifst der Grad von P: n = grad P. Ist P =0, so sagt man, P habe den
Grad —oo.
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Wenn die nicht identisch verschwindende holomorphe Funktionen f in z
eine Nullstelle der Ordnung £ € N hat, so bedeutet dies nach Satz I1.8.1
gerade, daf3

f"(2) =0, n<k—1, und
F®(z0) # 0

sind. Damit formulieren wir
Hilfssatz I11.14.5: Set D C C offen, seien g,h : D — C holomorph. Sei
20 € D, h habe in zy eine Nullstelle der Ordnung 1, d.h. h'(zy) # 0. Dann
qgilt
g9  9(=)
Res. = = :
T W ()

Beweis: In einer Umgebung U,(zp) mit U,(zy) C D gilt: h(z) = (z—20) f(2)
mit

f(Z):ZanZ—ZO )
n=1
Lo
an = —h"(z), n €N, insbesondere
n!

ai 7é 0, f(Zo) - h/(Z()) = as, f(Z) 7é 0, z € UT(ZO)a
% ist holomorph in U, (20) mit

g(:z) = Z bn(z — 2z9)", also
f n=0
g 9(2) bo )
<z — — by + bo(z — ... mit
g 9(20)
by = = = .
" TG
Der Hilfssatz ist bewiesen. ]
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815. Beispiele zum Residuensatz
Wir beginnen mit

Beispiel II1.15.1: Wir behaupten:

/+oo dr
= .
oo 142

Dazu betrachten wir das Kurvenintegral f7 - jcgdc . Es ist nach Beispiel
III.14.1. 1.

1 1
d¢ =2mi - — =,
/71+C2 21

und auBerdem gilt

/ L d¢ / ! dC—I—/+R ! d
= 7]}’
71+C2 m1+C2 —R 1-|—.732

1 TR TR .
/ﬁl_'_CQdC|§R2_1, R2_1—>0furR—>—|-oo.

Durch Grenziibergang R — oo folgt das behauptete Resultat.

Allgemeiner gilt

Satz II1.15.2: Seien P, Q) Polynome in C, () besitze keine reellen Null-
stellen. Fs sei grad (@) > grad P + 2. Es sei grad(@Q) = N, z1,...zyN seien
die Nullstellen von @), jede so oft gezdhlit, wie ihre Ordnung angibt. Dann

qilt .
* | P(x)
/OO |Q(a:) dr < 400,
_—;oo gggdx = 2mi Z Reszyg.

2y, Imz, >0

Beweis: Der Beweis verlauft entsprechend der Behandlung des Beispiels
I11.15.1. Er sei dem Leser als Ubung iiberlassen. Ll

Wir geben den folgenden Hinweis zu Satz II1.15.2: In §16 zeigen wir, daf3
jedes Polynom von Grad N, N € N, genau N Nullstellen zq,..., 2y hat,
wenn jede Nullstelle so oft gezéhlt wird wie ihre Ordnung angibt.

Beispiel II1.15.3: Wir betrachten die Funktion f mit
z
f(z) =

er —1
71




Die Nullstellen von e* —1 sind z = 0, z = 2k7i, k € Z. In z = 0 liegt wegen
f(z)=z/(z+ ;—? + ...) eine hebbare Singularitit, und wir kénnen, indem
wir f(0) = 1 setzen, f holomorph nach 0 fortsetzen. Demnach 148t sich f
in |z| < 27 in eine Potenzreihe

f(2) =3 e

|
=0 n.

mit den Koeffizienten a,, = B,,/n!

entwickeln. Es ist f(z)-“=! = 1. Links entsteht die in |z| < 27 konvergente

Potenzreihe
00 n B,_ 1
nz:; Lz; <n_£)! (k+1)!
woraus mit 1/(n—k)!(k+1)! = (1/(n+1)![(n+1)!/(n+1—(k+1))!(k+1)!] =

(1/(n+ 1)')(2]:) und Satz I11.11.2 die Gleichungen

2",

By =1,

i n+1
B, =0 n>1,
S (3 1) Bi=oon

k=0
entstehen. Hieraus berechnet man rekursiv die B,, und erhélt die folgende
Tabelle (B, sind die Bernoullischen Zahlen!):

n|0f 1 [ 23] 4 |5] 6 |7 8
B, |1|-1/2]1/6|0]-1/30|0]1/42]0-1/30
Fiir s € N setzen wir
f(2)
hs(z) = ey 0<|z| <2m, 27 < |z| < A4m,...,
und behaupten, dafl
B 1
z= hs - _S, z= m’nhs — -
Res,— N Res,—9 (@rin)?
ist, n € Z — {0}. Wir haben némlich
1 1
s = = . :
(Z) Zs(ez _ 1) Zs(ez—an _ 1)
1 <= B,
= — Y (z—2min)" " 0< |z —2min| < 271, 2 #0,
2% = m!

mit der Reihe als Laurententwicklung von h, um 2min. Fiir n = 0 ist jedoch
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1 < B,, ~. B 1
T mel = Z mrsw 2200 < 2] < 2m,

N Z p—
28 m! (m+s+1)!

m=0 m=—(s+1)

gerade die Laurententwicklung von hg; um 0, und es folgt sofort

B
Res,—gh, = —.
s!

In 27in, n € Z — {0}, hat -*hs wegen By = 1 einen Pol der Ordnung 1 mit

Res,—onin > hs = 1, also wegen

S . S
Res.—orin - hs = (27‘_2”) Resz=2m’nh87
was der Leser zur Ubung beweisen kann, gerade

1
(2min)s
Damit ist die Zwischenbehauptung bewiesen. Wie eingangs bemerkt ist fiir
|z| = (2m + 1)7 jedenfalls e — 1 £ 0, m = 0,1,.... Also existiert

/ Ra(C)dC.
[<|=(2m+1)7

Mit ¢ = E+inist |e¢ — 1|2 = (S cosn—1)2+e2 sin? ) = €2 +1—2¢f cosn >
e® +1—2¢e* = (e* — 1)2 Fiir || = (2m + 1)7 haben wir

ReszzQﬂinhs —

E4+n* = (2m + 1)27r2.

Es sei jetzt m > 1. Sei |£| > 7. Dann ist

¢ =1 > e > 0, [¢] = (2m + D),

mit einer von m unabhéngigen Konstante.

Sei [£] < 7. Dann ist wegen €2 4+ n? = (2m + 1)?7? jedenfalls
J

(4m? +4m + 1)7* > n* > (4m® + 4m)7?, also
2m+ )7 > |n| > V4m? + 4dmr, also
2m+ )m > |n| > (2m+ 1/2)7 wegen V/4m? + 4m > 2m + 1/2.

Fir (2m+ )7 > |n| > (2m + 1/2)7 ist jedoch cosn < 0, so daB

e — 1P > 1
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ausfillt. Insgesamt ist auf || = (2m + 1)7 gerade
le¢ — 1] > min(v/ecp, 1) = ¢ > 0

mit einer von m unabhéngigen Konstante co > 0. Damit folgt

Lot ot
| /IC o O S om )2

m>1, seN,

insbesondere

lim has(C)dC =0, s € N.

M= Ji¢|=(2m+1)m

Satz I11.13.1 (Residuensatz) ergibt

has(¢)d¢ = 2mi Res. has,
/|€“|=(2m+1)7T Z

z,€{0,2mi,... 2mim,—2mi,...,—2mim}

DBo, +zm: L i I
—— ——— | 2mi
(25)] &= (2min)> Qrin)z | <"

B, 2 1 _
o,
(23)!+(27m')252n25] i

n=1

Fiir m — oo folgt die Formel

> 1 22571
—(—1 s—1 QSB .
X~ 0 g e
so daf} sich mit der Tabelle auf S. 72 ergibt:
S5 = % im Fall s = 1, 25 = 2,
n=1 n
2—4 = 7T—imFalls:Z, 25 =4,
—n 90
=1 m®
Y — = — imFalls=3,,2s=6.
—n 945

Als néchste Anwendung des Residuensatzes studieren wir die Ermittlung
des Cauchyschen Hauptwerts. Dazu geben wir die folgende Definition:

Definition III.15.1: Sei a < b (a,b € R). Sei g € (a,b), sei f :
la,b] — {xo} — R stetig.
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P/f x—l:i?(/xo_gf(x)der " o)

xro+e€

heifst der Cauchysche Hauptwert von fab f(x)dz, falls der letzte Grenzwert
existiert.

Sei D C C offen, zg € D, f : D — {2z} — C holomorph. Sei v eine in
D verlaufende stetig differenzierbare Kurve durch zg. 7,.,v; sind wie in der
nachfolgenden Figur erklart. Sei

R / F(Q)d¢ = / 1

c / fode = | fodc.

m

Satz 111.15.4: Sei D C C offen. Seiena < b (a,b € R), pg = z¢ € (a,b) C
la,b] C D. Sei f:D —{po} — C holomorph. f besitze in py einen Pol der
Ordnung 1. Dann existiert (f = f1 +ifs)

/f Jdx =P /f1 da:—l—zP/ fa(x

und, wenn y durch [a,b] 5t —— t gegeben ist, so ist

P [ i = L [ s@acer [ o),
_ R L F(C)dC + i Res,, f.

Beweis: In der oben dargestellten allgemeinen Situation ist

c dC —R d¢ = 2riRes, f, al
| Af(C)C Af(C)C 7i Resy, f, also
(€ [ SR [ 1(0a0) = R [ FQC + i Res g
= L d¢ — mi Resy, .
Af(C)C i Res, f

Damit ist die zweite Behauptung des Satzes bewiesen. Sei ohne Einschrinkung
po = 0.

(0]



Als Laurententwicklung von f um 0 haben wir f(z) =L tataz+...
Mit g(z) = 2f(2) gilt: g(2) = a_1 + apz + a12* + .... Also ist g in D ho-
lomorph. Weiter ist £ () 99 holomorph in D — {0} und nach 0 holomorph
fortsetzbar,

[ 0w = | Mdugm) e

_ / 9 =90) 4 1 o i
o C -

(I11.15.1)

— / 9(6) — 9(0) E g(o)dC + mi Reso f.

Der Cauchysche Integralsatz (Satz 11.10.2) liefert

[ row- o[
/aef(a:)da:—l—/ebf(x)dx _ (/p—/ +/)+/€+/€p+/%,
T RYALYE

= /f(g d(+/ , also mit (II1.15.1) fir e — 0
g Qe

b
73/ flx)de = R/f(C)dC—i—mResof.

Der Satz ist bewiesen. O]

Beispiel I11.15.5: Als Anwendung zeigen wir
T dy boda T
= 1 = ——V3.
73/ 3 —1 R 7D/a 3 —1 3\/§

00 a — —00,
a<—1

b— 400
b>1

Wir haben die Zerlegung

2—1 = (z=1)(z - p)(z — p) mit

p - 2 ? 47 p_ 9
_ L /3
p = ——iy/ pl=1,



und p; = 1, po = p, p3 = p sind gerade die Nullstellen von z*> — 1. Nach
Hilfssatz I11.14.5 ist, da es sich bei p1, p2, p3 um einfache Nullstellen von
23 — 1 handelt,

| 1 11,
Resp,5— = (@)p. =372 30
1
3

Nach Satz I11.15.4 ist

+R

P [ twds = R [ £+ ikes
R Y

3_1
ux’
= ® [ 10dc+ 7

_ dc¢ + d +7T—i— dg,
s [ seic - [ o
= 2mi Respzé—kﬂi/?)—/ AQre

2w, 2w

1
- Ty L / F(O)dc.

~ i3~ / Q.

1
Wegen |/ f(Q)d¢| < 27TRR3 — ist ]%im f()d¢ =0.Mita < —R,b >
R folgt o o

b 1 —R 1 +R 1 b 1
aLi{Elo 73/ 3 1da: = ali{%o 3 1da:—i—77/ 3 1dw+%£r£ 371‘1'73’
;j;olg a L a<-R Y@ L -R T > YR X

b>R

| 1 b1
— “al—’i% O 1d:1;— §7T\/§— /O[R f(O)d¢ + blgg . 1da:,
| 1 too
:/_Oo xg_ldx—gwﬁ—LRf(C)d§+/]% — 7.
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Man iiberlegt sich leicht, daf}

b1 b1
i 7’/@ Soqie = m P/a o

a<—R, a<—1,
b—+o00, b—+o00,
b>R b>1

ist. Fiir R — oo folgt in der Tat Pf 1 d:I; = g\/§

Beispiel II1.15.6: Die Distribution P=: Sei ¢ € D(R). Sei

(Pé) o= 73/:0 @dm.

Da = um 0 nicht integrierbar ist, muf} die zu % gehorigen Distribution iiber
den Hauptwert erklédrt werden. Dieser existiert: Fiir suppp C [—R, R] folgt
némlich

[ o [

- w<0>;ar%</_§d§ [ [r1zs,,
[0,

R X

J

da das letzte Integral wegen |p(z) — ¢(0)| < c|z| dem Betrage nach exi-
stiert. Die Abbildung P21 : D(R) — C ist linear.

Wenn ¢, = 0, n — oo (besonders gleichméflig im Sinn der Topologie
in D(R)), so folgt (P1)(¢,) — 0, n — co. Also ist PL € D*(R).

Wichtige Distributionen sind

1 1 1
5t = 64— P
2 + ot x
1 1 1
5 == ——P-.
2 QWiP:U
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§16. Der Satz von der offenen Abbildung und das Maximumprin-
zip

Wir erinnern zunédchst an Definition II1.14.2, in der wir den Begriff der
Ordnung einer Nullstelle einer holomorphen Funktion f erklart hatten. Es
gilt das

Lemma II1.16.1: Se: D C C offen. Seien 511 """ "eD. SeizgeD, r>0.

..... z
Seien

21y 2n
€ Ur(20),
K1y 95 ”m (ZO)
UT(Z()) CD.
Sei f: D —{z,...,2zn} holomorph, sei f(z) # 0, z € OU,(2y). f besitze
in z1,...,zn Pole der Ordnungen ki,... k. z1,...,2, seien genau die
Nullstellen von f in U.(2p), thre Ordnungen seien ny, ..., n,. Sei

P = zm:kﬂ, N = zn:ny
u=1 v=1

Wenn f keine Singularititen in D hat, setzen wir P = 0. Wenn f keine
Nullstellen in U,.(zy) hat, setzen wir N = 0. Dann ist

1 7(0)

270 Jic—zp=r J(C)
Beweis: Wir berechnen ReszlfT/. Wegen f(z) = (z — 21) Mg(2), g(z1) # 0,
f'(2) = —ki(z—2z1) " 1g(2)+ (2 — 21) "™¢/(2) mit einer in einer Umgebung
von z; holomorphen Funktion g, folgt

f'iz) - =k g(2)

=N-—-P.

= -

f(z) 2=z g(2)
in einer eventuell kleineren Umgebung von z;. Also ist Reszlf% = —ky.
Analog zeigt man ResZQfT/ = —ko usw. Jetzt berechnen wir Res;lf%. Wegen

f(2) = (2=21)"g(2), g(z1) # 0, f'(2) = m(2—21)" " 1g(2)+(2—21)"9 (2), §
holomorph in einer Umgebung von z1, g(z) # 0 in einer eventuell kleineren
Umgebung, gilt dort N

fiz)  m ()

— _ 4 I

f(z) 2=z g(2)
Also ist Res;lf?/ = n;. Analog zeigt man Res;zf% = no usw. Anwendung
des Satzes I11.13.1 (Residuensatz) vollendet den Beweis. O

Satz II1.16.2: Ser D C C offen und wegweise zusammenhdngend, f :
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D — C holomorph. f sei nicht konstant. Sei zy € D, wy = f(29). Dann
gibt es offene Umgebungen U(zy) C D, V(wy) C C mit f(U(z)) = V(wy).
Genauer gilt folgende Aussage: f — wq hat in zy eine Nullstelle der end-
lichen Ordnung k € N. Dann kann man U(z), V(wy) so wdhlen, daf$ fiir
jedes w € V(wy) die Funktion f —w in U(zy) genau k Nullstellen besitzt
(nach ihrer Ordnung gezhlt).

Beweis: f — wy hat in 2y eine Nullstelle endlicher Ordnung. Anderenfalls
ist f(z0) —wo =0, f™(z) = 0, n € N. Dann ist nach S. ...... jedenfalls
f(z) = wo in D, im Widerspruch zu unserer Annahme. Sei U = U,.(20) mit

r>0,U,(2) CDaufU—{z} sei f(z) # wy. Fir k gilt dann nach Lemma

111.16.1: ,
1 F(Q
2m1 |(—2z0|=r f(g) — Wo
K = f(8U) ist kompakt. Wir haben wy ¢ K. Wir wihlen eine offene Um-

gebung V,(wy) = {w|w € C, |w — wy| < p} mit p > 0 und V,(wp) N K = 0.
Sei V(wy) = V,(wp), sei w € V(wyp). Dann ist f(2) # w, |z — 20| = 7.

k dc.

Jedem w € V(wg) ordnen wir die Zahl

N, — L /'(¢) i

2mi |C—z0|=r f(C) —w

zu. N ist stetig auf V(wy), nach Lemma II[.16.1 ganz, also konstant und
wegen N, = k folgt: N, =k, w € V(wp). Sei U(z9) = f~1(V(wp)). Dann
ist U = U(z) offene Umgebung von zq, da f stetig ist. Sei z € U,(z),
f(z2) = w € V(wpy). Dann ist z € U(zp). Die Summe der Ordnungen der
endlich vielen Nullstellen zi,...,Z, von f —w in U,(2), die alle in U(z)
liegen, ist nach Lemma II1.16.1 gerade k. ]

Definition II1.16.1: Se: D C C offen, f : D — C. f heifst offen, wenn
fiir jede offene Menge U C D gilt: f(U) ist offen.

Satz II1.16.3 (Satz von der offenen Abbildung): Se: D C C of-
fen und weqweise zusammenhdingend. Sei f : D — C holomorph und nicht
konstant. Dann ist f offen, f(D) ist weqweise zusammenhdngend.

Beweis: Sei U’ C D, U’ offen. Sei 2y € U'. Wir wihlen ein offenes und weg-
weise zusammenhéngendes U” mit zy € U” C U’ C D. Dann wihlen wir
nach Satz I11.16.2 ein U(zy) C U”, U(z) offen, und ein V'(f(z0)), V(f(z0))
offen mit f(U(zp)) = V(f(20)) C f(D). Damit haben wir zu jedem wy =
f(20) € f(U’) eine offene Menge V' (wy) gefunden mit V (wo) C f(U"). f(U’)
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ist also offen. Der wegweise Zusammenhang ist klar. ]

Satz I11.16.4 (Das Maximumprinzip): Sei D C C offen und wegweise
zusammenhdngend. Sei f : D — C holomorph. Es existiere ein zy € D und
eine offene Umgebung U(zy) C D mit |f(2)| < |f(20)], 2 € U(z). Dann
st f konstant.

Beweis: f sei nicht konstant. f ist offen nach Satz II1.16.3. Also ist
f(U(zp)) offen. In f(U(zp)) gibt es Punkte w mit |w| > |f(20)], w = f(2)
fiir ein z € U(zp), und dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung. And
der folgenden Figur wird der Beweis veranschaulicht. [

Satz 111.16.5 (Das Minimumprinzip): Se: D C C offen und wegweise
zusammenhdngend. Sei f : D — C holomorph. Es existiere ein zy € D und
eine offene Umgebung U(zy) C D mit

[f ()| = [f(20)] >0, z € U(20)

Dann ist f konstant.

Eine Folgerung aus Satz I11.16.3 ist

Satz I11.16.6 (Satz von der Gebietstreue): Sei D C C offen und weg-
weise zusammenhdngend. Sei f : D — C holomorph und nicht konstant.
Dann ist f(D) offen und wegqweise zusammenhdngend.

Beweis: f(D) ist offen nach Satz I11.16.3. Seien wy, we € f(D), w1 = f(21)
wy = f(z2) mit 21,20 € D. Fiir den wegweisen Zusammenhang von f(D
verweisen wir auf IV.6.

-

0

Eine Folgerung aus Lemma III.16.1 ist der sogenannte Fundamentalsatz
der Algebra, ndmlich

Satz I11.16.7: Sei P : C — C ein Polynom vom Grad n € N, d. h.

P(z)=2"+)» a,2", z€C.

1
v=0

Dann hat P in C genau n Nullstellen (mit ihrer Ordnung gezdhlt).

Beweis: Sei



Dann gibt es ein R > 0 derart, da} |z|" > |R(z)| + 1 ist fir |z| > R.
Demnach liegen alle Nullstellen von P in |z| < R. Nach Satz I11.11.3 hat
P nur endlich viele paarweise verschiedene Nullstellen z1, ...,z mit den
Ordnungen nq,...,n; € N. Sei

N:Zn)\.

=1
Nach Lemma I11.16.1 ist

1 PQ) .. =
N = 2m'/|g|é P(Odq, R>R.

Es ist

P'(z) 1 zP'(z) —nP(z)
P(2) z 2P(2)
(n—1Day,_12" 1+ ...+ a1z —na, 12"t — ... — nag

2 b, 12" apz

Also gibt es ein Ry > R > 0 derart, dafl
|P’(Z)
P(z)

1 c
_n_l S T2 |Z| Z Rl)
z 7 |7

ist mit einer Konstanten ¢ > 0. Damit folgt

N = - n- dC L (PI(C) - n1> dc,
C|=F G

2mi Jic=k € 271 P(Q)
1 P'(() 1) ~ ..
= n+4+— —n— | d(, R > R; nach Beispiel II.7.1.
210 Jic1=R (P(C) ¢ :
Wegen
P'(() ) 21~
dC < 3 R 2 R17
| /|g|1§ (P(C )¢ | R
ist PO) )
lim —n—=|d¢ =0
R—00 |C|:}§ <P(<) C)
Hieraus folgt durch Grenziibergang R — oo sofort: N = n. (]

Aus Satz I11.16.4 und den Cauchy-Riemannschen-DGLen ziehen wir die
folgende Konsequenz:

Satz II1.16.8: Sei D C C offen und weqweise zusammenhdngend, sei f :
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D — C holomorph. Sei |f| konstant. Dann ist f konstant. Sei g : D — C
holomorph und reellwertig. Dann ist g konstant.

Beweis: Sei zp € D. Dann ist |f(2)| = [f(20)|, 2 € D. Aus Satz 111.16.4
folgt die erste Behauptung. Zur zweiten Behauptung: Sei g = u + wv. We-
gen v = 0 ist geméfl den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen
u, = uy = 0, also ist n konstant. [

Wir beenden diesen Paragraphen mit einem Satz iiber harmonische Funk-
tionen, nédmlich

Satz II1.16.9: Sei D C R? offen, u : D — R harmonisch. Sei u nicht
konstant. Dann besitzt u keine lokalen Extrema.

Beweis: Sei zg € D, zy = (x0,yo) = xo + iyo. Sei r > 0, U,(29) C D,

U(l’,y) S U,(ajo,yo), (ZU,y) € UT<ZO)7

d.h. in (¢, yo) hat u ein lokales Maximum. Da U,(zy) sternférmig ist, hat
nach Satz 1.5.1 die Funktion u eine holomorphe Ergénzung, d.h. es existiert
eine holomorphe Funktion f : U,(z) — C mit v = Re f. Da u nicht
konstant ist, ist f nicht konstant. Sei r’ € (0,r). Dann ist f(U,(2)) offen
nach Satz I11.16.3 und

(Re f)(z,y) < (Re f)(zo, %), (x,y) € Up(20)-

Dies ist jedoch ein Widerspruch, denn im rot schraffierten Teil der obigen
Figur liegt ein w mit Re w > u(xg, yo), w = f(2), z € Un(2y), also u(z,y) >
u(xg, yo) mit z = x + iy. Analog schlieft man die Moglichkeit eines lokalen
Minimums aus. ]
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§17. Holomorphe Abbildungen

Wir fiigen zunéchst zu C ein neues Objekt, ndmlich den Punkt oo, hinzu.
Als offene Umgebungen von oo bezeichnen wir die Mengen {z||z| > R},
R > 0. Wir sagen, daB eine Folge (z,) aus C = C U {co} gegen oo konver-
giert, wenn es zu jedem R > 0 ein vy(R) € N gibt derart, daf§ |z,| > R ist
fiir v > vy(R). Dabei legen wir fest, da8

|oo| = 400

ist und notieren als Rechenregeln

z4+00=00, z€C

1/oc0 = 0.
Eine Menge D C C heift offen, wenn D N C offene Teilmenge von C ist
und wenn D N (C — {0}) offene Teilmeinge von C ist. Dies bedeutet: Ist
00 € PN(C— {O}) so enthélt DN(C—{0}) eine Menge der Form {z||z| > R}
mit B > 0, ist 2/ € DN (C — {0}), 2" # oo, so gibt es eine offene Menge

U( ) CCmit 2’ € U(Z) C DN (C —{0}) der Form {z||z| > > R} mit R >0,
2 € {z||z| > R} c DN (C — {0}). Es ist oft zweckmiBig, C in der Form

C=CuU(C-{0})
offen

zu schreiben.

Definition II1.17.1: Sei D C C offen. Eine Abbildung f : D — C heifst
holomorph, wenn

L. fI(DNC) holomorph ist
2. /(DN (C = {0})) holomorph ist, d. h. mit C 5 C—{0}, 2 — L,
gilt: fop: o (DN (C—{0})) — C ist holomorph.
Beachte:
1. o YD N (C = {0})) ist offene Teilmenge von C

2. Es gilt, falls co € DN(C—{0}) ist: f(00) := fop(0). Ist D C C offen,
f D — C holomorph, so heifit f holomorphe Abbildung.

Als Anwendung dieser Definition zeigen wir: f : C — {0} = C, 2 — el/?,
f(o0) =1, ist holomorph. Wir haben némlich f o ¢(z) = €*, fop(0) = 1.
Definition I11.17.2: Sei D C C offen, sei zg € DNC. Sei f : D—{z} — C
holomorph. Wenn f in zy einen Pol der Ordnung k € N hat, setzt man
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f(z0) = oo.

Diese Definition wird dadurch gerechtfertigt, dafl fiir eine Folge (z,) mit
2, €DNC —{2},veN, z, — 2, v—o00,gilt: |f(2,)| — +o0, v — 0.

Beispiel 111.17.1: Seien a,b,c,d € C, ad — bc # 0, ¢ # 0. Sei f : C—C
gegeben durch

az+b s _d
g fur oz £ =% 2 # oo,
z— ¢ oo fir z = —d/c,
4 fir z = oo.

C
Wegen
a%er_a—l—bz
c%—i—d_chdz

ist f holomorph in C — {—2} mit f(oo) = 2. Wegen

1 a b
= —z4+ ),
1) = e
1 a d, b ad
= Z_i_%(z(z'i'g)‘i'z—g),
i@
z+% ¢
hat f in z = —‘El einen Pol der Ordnung 1 mit dem Residuum g — ‘é—gl (diese

GroBe ist wegen ¢ # 0, ad — be # 0 ebenfalls # 0).

Satz II1.17.1: Seien a,b,c,d € C, ad — bc # 0, ¢ # 0. Bei
#:C — C, f wie in Beispiel 1I1.17.1,

gehen Kreise und Geraden wieder in Kreise und Geraden tiber.

Beweis: Wir zerlegen [ in f = f3- fa- f1, wobei fi, f3 von der Form
z+—— az+bmit @ # 0 (nicht konstant), fo(z) = I sind: Sei f1(z) = cz +4d,

fo(w) = %, f3(¢) =aC + b, wobei

~

bc = a
bd+a=b alsoa=b—bd=b—2d+0
C

sind. Fiir fi, f3 gehen in der Tat Kreise und Geraden wieder in Kreise
und Geraden iiber, wie der Leser als Ubung zeigen kann. Es bleibt fy; zu
untersuchen:
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1 T 1y

2 — = — =u(x,y) + iv(x,y), also
P B (z,y) +iv(z,y)
u v
r=——y=———-.
w? + o2 Y u? + v?

Die Menge der Kreise und Geraden wird beschrieben durch
A(x* +y*)+Bx+Cy+ D =0,

wobei sich fiir 4AD — B2 — C? < 0, A # 0 ein Kreis und fiir A = 0,
(B,C) # (0,0) eine Gerade ergibt. Damit folgt

2 2
AQ ¢ + Y >+B—£— C—£—+D:Q

u?2 +v2)2  (u2+02)?2 w2+ 02 w42

A u? v? 5 9
u2—|—v2+u2—|—v2 + Bu—Cv+ D(u”+v°) =0,
A+ Bu— Cv+ D(u* +v*) = 0.

so daf sich gerade wieder die Kreise und Geraden (fiir D = 0) ergeben. [

Sei
H = {z|z€C, Imz >0},

[¢]

H = {z]z€C, Imz > 0},
E = {s€C |o| <1},

E = {sz€C, || <1}.

Satz I111.17.2: Se: die holomorphe Funktion f :;[—>§ gegeben durch z —

j—jr; Die durch g :]_??—dg[, w — (—i)g—ﬂ gegebene Umkehrabbildung ist ho-

lomorph, d.h., wie man auch sagt, f ist biholomorph.

Beweis: Es ist klar, dafl f in ﬁ] holomorph ist. Wegen
|z—z"_ 22+ (1 —y)?
z4+i 22+ (14 y)?

ist fiir y > 0 gerade \j—jrﬂ < 1. Also ist f(;[) CE. Mit w = (z—1)/(z+1)

folgt fiir w ELO? gerade w(z +1) = 2z — i, wz — 2z = —iw — 1,

Ciwti i(w+1)(1— )
T 1w I—wp
i(w—|wP+1-w) i(2imw+1—|w?)
1 —w]? N 1 —w]?
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Imz >0, f(;[) ~E.

Damit ist der Satz bewiesen. Wir geben noch eine Ubersicht iiber einige
Werte von f. Man vergleiche hierzu das Beispiel II1.17.1.

z |0|1]-1]oo]-i
f(z) [-1]-i]i|1]o0

Satz II1.17.3 (Die holomorphen Antomorphismen von EE) Sei
20 GE?, ¥ € R. Dann ist

° o 9 2 Z()
f:E—E, z+— eV

1—502’

biholomorph. Jede biholomorphe Abbildung f von }o? auf sich ldf$t sich in
der Form

flz)=e

1—?02
mit einem ¥ € R, z E]_?? darstellen.
Beweis: Wegen 29| < 1, |1 —Zoz| > 1 — |20||2| > 1 — |20|(1 + ) > 0,

12| < 1+ ¢, laBt sich f holomorph auf U;;.(0) fortsetzen fiir ein hinrei-
chend kleines € > 0. Fiir |z| =1 ist

. Z — 20
FEl = sl
|z ZOH_‘ ‘\2\2—202‘ ‘1—2()2' ]
_— — |2 = —_— _—
1—502 1—5()2 1—502

Esist f(z9) = 0. Also ist f nicht konstant. Nach Satz I11.16.4 ist | f(2)]| < 1,
z €F, und dann |f(z)| < 1, z €E. Also ist f(F) CE. Sei

9 2 — 20
w=e" " |z] <1, also
1—7%pz
- i
w(l—Zpz) = €Y(z— 2),
— . i i
w—wzpz = €Yz —e"Yz,
w+ez = ¥z 4wz,
w + ewzo w + emzo
z = = —
wzg + eV (wzZpe W 4+ 1)’
_ w — Wo
_ 1w —, wy = _621920,
14+ e WZyw
9 W — Wy _i9—
— ¢ 9 — : 0= —¢ 11920
1 —wyw
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Damit ist gezeigt: f : §—> Lo? ist biholomorph, die Umkehrabbildung hat
dieselbe Gestalt wie f. Die letzte Aussage des Satzes konnen wir hier nicht
beweisen. 0
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§18. Harmonische Funktionen und das Dirichletsche Randwert-
problem

Wir machen zunéchst eine Bemerkung zur Mittelwerteigenschaft ho-
lomorpher Funktionen: Sei D C C offen, f : D — C holomorph. Sei
r >0, z0 € D, U.(29) C D. Dann ist nach Satz I1.7.1 jedenfalls

1 :
f(20) o UG, d¢, also mit ((t) = 2o +re’, 0 <t < 2,
2mi |(—z0|=r C — 20
1 [ are’t
= — ! —dt
f(z0) P fleo +ret) reft
1 [ :
= — f(zo0 +re')dt.
27 0

Diese Formel iibertragt sich sofort auf Real- und Imaginérteil von f. Wir
wollen das folgende Problem betrachten:

Problem ITL.18.1: Sei wieder F= {#|]z € C, |z] < 1}, F = {z]z €
C, |z| < 1}. Sei g : OF — R stetig. Gesucht ist eine stetige Funktion

h:E — R, die in EE zwei Mal stetig differenzierbar ist, mit

Ah = 0 in E
h = g auf OF.

Dieses Problem nennt man das Dirichletsche Randwertproblem fiir harmo-
nische Funktionen.

Wie am Ende von §5 schon erwéhnt, ist es zur Losung des Problems I11.18.1
niitzlich, £ auf die obere Halbebene abzubilden. Am Satz II1.17.2 wissen
wir, dafl die Abbildung

;79 ( .)z+1
z+— (—1 =
z—1

9(2).

dies leistet. Mit ¢ = u + tv haben wir

(z+1)(z—-1) 2P+ (zZ—2)—1

= ()

9(z) = (=)

(z—1(EZ-1)
B =1+ 2iy 2y R
N (_Z>r2—2x+1 :r2—2x+1+2r2—2x+1’
1—|z?
v(z,y) = H_Zp\dzr<1
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v ist in B harmonisch, und es ist v|(OF — {1}) = 0. Allgemeiner legen
wir bei v die Singularitéit nicht in z = 1, sondern in einen Randwertpunkt
¢ € OE: Wir ersetzen z durch z/(. Dies liefert die Funktion

_ P 9 2 2
(RS e L e e

I e L e |
2 2
[
€ — 2| (-2
die wir als Singularitdtenfunktion fiir Problem III.18.1 benutzen wollen. Es
gilt

Satz II1.18.1 (Poissonsche Integralformel): Ist h : E — R stetig

und n Lo? harmonisch, so gilt fiir alle z GLOU die Formel

1 2T ) 1 — |Z|2
h(z)=— [ he)—""=dv
&) =5 [ e e

27
d. h. firz=re", 0<r<1,0<t<2m, ist
1 27 ' 1—7"2
h(re" h(e” dv.
(re”) = 27r/ (e )1 — 2rcos(¥ — t) 41?2

Beweis: Sei ¢ > 0, h in |z] < 1 4 € harmonisch. Sei f : U;4.(0) — C
holomorph mit A = Re f (siehe Satz [.5.1). Sei f = h + iv. Die Annahme,
daB A in |z| < 14 ¢ harmonisch ist, ist keine Einschréinkung, da man sonst

ful2) = F(( = 2)2) = h((1 = )2) + (1= 2)2), n e N,

betrachten kann und anschlieBend n — oo konvergieren lafit. Fiir |z| <
1 erhélt man vermoge der Cauchyschen Integralformel (Satz 11.7.1) die
Formel

1 27 W . . .
fz) = — JET) oidqg ¢ = e dc = ieiap,
21t Jy eV — 2z
1 21 f(eiﬂ)

Bei festem z € F ist jedenfalls die Abbildung ¢ —— f(¢)/(1—(%) holomorph
in Uy4(0) fiir ein von z abhéngiges € > 0. Ersetzen wir f durch f(.)/(1 —

* .5)7
LCIS (N Ay o 0
1—|z2 1- o o (1 =€) (1 — emily)
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1 2T 0

“on )y e — 2

Ubergang zum Realteil auf beiden Seiten liefert

h 2m i)
RGNy
1—z[? 21 Jo e — z|?

1 27 1 — 2 _
h(z) = ih(e”’])dﬁ.

o o e — 2|2

]

Den niachsten Satz konnen wir hier nicht beweisen. In Anbetracht von
Satz I11.18.1 erscheint er aber naheliegend.

Satz I11.18.2 (Losung des Dirichlet-Problems fiir £): Seig: 0F —
R stetig. Dann ist

% 027Tg(e“9) L]’ dy, z €F

eiﬂsz
h:E—R, z+—— | |
g(z), z € OF.

in B stetig und in E harmonisch.
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§19. Harmonische Funktionen und Greensche Funktionen

Wir befassen uns mit dem folgenden Problem: Sei D C C, D offen. Zu
p: D — R, p wenigstens stetig, wird ein zweimal stetig differenzierbares
(nach den reellen Variablen z,y) u gesucht mit u: D — R, Au=pin D, u
lisst sich stetig auf D fortsetzen, und wenn wir diese Fortsetzung ebenfalls
mit u bezeichnen, soll u|0D = 0 sein. Wir suchen zunéchst eine Funda-
mentallosung, d.h. hier eine Funktion J(z,¢{) = J(|z — (|) mit z,{ € C,

z# (2 =x+1y, ( =&+,
o(z) = /R2 J(|z = C|)Aeyp(Q)dédn 2z € R? o€ CSO(RQ).

Eine Fundamentallosung leistet also folgendes: Mit ihrer Hilfe kénnen wir
A auf den Elementen aus C§°(R?) invertieren. Wir betrachten die Funktion
logr, r = |z| = (22 +5?)"/? auf C* = C—{0}. Offenbar ist Alogr = 0. Dies
sieht man am Einfachsten so: Sei zy € C**, U,.(29) C C** mit einem r > 0.
Da U,(zp) sternformig ist, haben wir nach Satz 1.4.4 einen holomorphen
Zweig des Logarithmus

L(z) =logr +ip(z)

in U,(zp) mit dem Realteil logr, der infolgedessen harmonisch ist. log r ist
im Wesentlichen die gesuchte Fundamentallosung. Dies zeigt

Satz II1.19.1: Es ist (z = x + iy)

1
e log |z — (| A¢yp(€,m)dédn = ¢(z) = (z,y), ¢ € CF(R?).

Beweis: log r ist in R? lokal integrierbar, d.h. fiir jedes kompaktum K C R?
ist

/ |log r|dxdy < +o0.
K

Sei p € CF(R?), suppp C K, K kompakt. Der Einfachheit halber sei
z = 0. Dann haben wir

1
o log |C|A¢ (&, n)dédn =
R2 T

1
= [ 5 oldlAep(€ e,
K &7

1
= [ o oldlAee(€ nded,
Ur(0) #™

. 1
= lim 5= log [C|Ac 50 (€, m)dEdn.
=0 JUp(0)-To(0) 27
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Dabei ist Ur(0) eine Kreisscheibe um 0 mit Radius R > 0, den wir so grofl
wéhlen, dafl suppp C K C Ug(0) ist. Hingegen ist € > 0 klein, wenigstens
e < R. Nun brauchen wir die Greensche Formel, die wegen ihrer grofien
Wichtigkeit hier noch einmal angefiihrt und erlautert sei. Sei A eine offe-
ne beschrinkte Menge des R? = C. A sei in Form einer oder mehrerer,
etwa zweier wenigstens stetig differenzierbarer geschlossener Kurven ~1, 7o
gegeben. Wir stellen uns folgendes Bild vor:

1,72 seien doppelpunktfrei, bis auf Anfangs- und Endpunkt, sie sollen
so durchlaufen werden, daf}, in Durchlaufungsrichtung gesehen, A stets zur
Linken liegt. Sei v; # 0, ¢ = 1,2. In jedem Punkt von 0A, d.h. in jedem
Punkt auf +; oder 75 denken wir uns die &uflere Normale v abgetragen: v
ist ein nach auflen weisender (auBen beziiglich A) Vektor der Lange 1, der
senkrecht auf dem Tangentialvektor an v; bzw. v im betreffenden Punkt
steht. Dabei ist mit v; : [a;, b — C, i = 1,2, 7;(t) = (x4(t), wi(t)) der
Tangentialvektor einfach v/(t) = (2}(¢), vi(t)). Wie in I1.6 eingefiihrt, ist

t
5i(t) = / (B)]dE, i = 1,2, t € [ay, by] baw. [az, bo]

die Bogenldnge des von a; bis 7;(t) laufenden Kurvenstiicks von ;. Es
stellt sich nun heraus, dafl man die Bogenlénge als neuen Kurvenparameter
einfiihren kann. Dies wollen wir auf v, v, tun und diesen Parameter als s
bezeichnen. Die Parameterintervalle sind dann einfach [0, S1] bzw. [0, S5]
mit S1 = L,,, S = L,,. Die Greensche Formel lautet dann folgendermaflen:
Seien u,v : A — R zwei zweimal stetig differenzierbare Funktionen. Alle
zweiten Ableitungen von u, v seien in A beschrénkt, wihrend sich u, v sowie
Vu, Vv noch stetig auf A fortsetzen lassen mogen. Diese Fortsetzungen
werden ebenfalls mit u, Vu bzw. v, Vv bezeichnet. Dann haben wir

/A(uAv — vAu)drdy = Ll(u% — v%)ds - Az(u% — U%)ds,
s = (Vulu(s), vu(s),
ov

5, (8) = (Vu(nls)), v(i(s)))
u(s) = u(vi(s)), v(s) =v(vi(s)), i =1 oder 2,
v u S v u
A(u% — U%)ds = /0 (u(s)%(s) — U(S)%(S))ds, i =1 oder 2.

Diese Greensche Formel wollen wir folgendermafien anwenden: A = Ur(0)—
U.(0), v» = 0Ug(0) in positiver Richtung durchlaufen, v = 0U.(0) in
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negativer Richtung durchlaufen, u = logr, v = ¢. Dann ist Au =0 in A
wie gerade gezeigt, Vu = 5-(%, %). Im Punkt (x(s),y(s)) aus v ist die

2 \r2s p2
duBere Normale gerade +(z(s),y(s)), im Punkt (z(s), y(s)) aus 7> gerade
—L(z(s), y(s)). Damit folgt

€

1 1
— logrApdxdy = / — logrApdxdy,
42 Un(0)-T-(0) 27

1 1
= / (— logrAp — —pAlog 7“) dxdy,
Un(0)-T0) \27 2

B 1 Jdp 1 Ologr
= /%< logray T <p>ds+

2 47 2T - 5
! 1 (2%(s)  y°(s
— _1 _r
/y2 2m OgTayds + /y2 e < g2 22 ) Qp(l‘(s),y(S))’ ds,
L, ¢ 1
= _1 _r L
v ograyds + o g o(x(s),y(s))ds

Nun ist lim % /2 e(z(s),y(s))ds = p(0) und

e—0 278 ~

lim/ —logra—dS—O weil
e—0 Yo v

/ —log r—ds

ist. Nach Umbenennung der Integralvariablen folgt

< 5Hog5\sup\ch\ 0<e<l,

1
| 3= los iyl mdedn = ¢(0)
R2 &T0

Der Fall z # 0 wird entsprechend behandelt, indem man némlich Ug(0)
durch Ug(z) und U.(0) durch U.(z) ersetzt. O

Was die Fundamentallsung fiir den R? leistet, soll nun die Greensche
Funktion fiir eine beschriankte offene Menge D C C leisten. Dabei sind
jedoch noch Randwerte in Betracht zu ziehen.
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Definition II1.19.1: Sei D C C, D offen , zusammenhdingend und be-
schrankt. Fine Greensche Funktion zum Gebiet D und zum Operator A ist
eine stetige Abbildung

G:DxD—-{z2=(} =R,
(z,9,¢,m) — G(z,y,&,n) = G(2, (),

z = x4y,

¢ = &+in
mat folgender Figenschaften:
1. Esist G(z,¢) = G((, 2).

2. Fir jedes feste ¢ € D ist z — G(2,() in z # ( zweimal stetig nach
x,y differenzierbar und

A ,G(.,¢)=0in D —{(},
also auch A¢;,G(z,.) =0 in D — {z} fir jedes feste z € D.

3. Fiir alle ¢ € D st
G(z,() =0, z € ID,

also auch G(z,¢) =0 fir z € D, ( € 0D.
4. Fiir alle z € D ist

/ |G(z,¢)|dEdn < ¢ < +oo,

c eine von z unabhdngige Konstante, und

/ G(2, Q) A¢yp(¢)dédn, ¢ € C5°(D).

Wir wollen nun im Fall D =F= {z]|z| < 1} eine Greensche Funktion kon-
struieren. Dazu benotigen wir

Hilfssatz 111.19.1: Sei D C C, D offen, zusammenhdingend und be-
schrinkt. Sei h + D x D —{z = (|z € 0D,( € 9D} — R stetig, die
Abbildung (z,y) — h(zx,y, () sei fir jedes feste ( € D in D harmonisch
und es sei h(z,() = h((, 2),

1
h(z,¢) = —%log\z—d, z€ 0D, €D.
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/ h(z,¢)|dédn < ¢ < +o0, 2 €D,
D

c von z unabhdngig.

Dann ist

G(2,¢) = 5-log =~ | +h(2,0), () €Dx D~ {z=()

Greensche Funktion zum Gebiet D zum Operator A.

Beweis: Zum Beweis haben wir uns nur mit Eigenschaft 4 der Definition
II1.19.1 zu befassen. Es ist

[ (Grtemte ~ 1.0 & etoyaean =
= [ he OB @)ddn + o(2),

= [ BeyhtaGeledn + o(2),
=p(z), z€D
gemafl Satz I11.19.1 und der Voraussetzung an h. ]

Fiir die Giiltigkeit von 4. in Definition I11.19.1 ist gerade das singuldre Ver-
halten von G auf der Diagonalen z = ( verantwortlich. Hilfssatz I11.19.1
liefert eine Darstellung von G, in der das singuldre Verhalten von G in
D x D gerade durch den Term % log |z — (| gegeben ist.

Hilfssatz 111.19.2: Se: D =EE. Dann st

,zeﬁzE,CED:EE,z#C

Greensche Funktion zum Gebiet }C:? 2u A,

Beweis: Die Idee dieses Ansatzes stammt aus Satz [11.17.3. Wie im Beweis
zu diesem Satz bemerkt, ist

z—C z—C| B
= 1_§<‘—1,\z|—1,\<|<1.

Offenbar ist \%}% stetigin D x D —{|z| = |¢| =1, z = (}; also ist, da der
Fall \f:;d =0inDxD—{|z] =|¢| =1, z = (} nur fiir z =  eintritt, die

Funktion log | f_}i\ in D x D — {z = (} stetig. Es folgt
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G(2,) = 5= loglz — ¢| - 5-log 1 - (]
Mit h(z, () = —5-log|l — Z(| = —5= log |1 — 2(] folgt: (z,y) — h(z,y,()
ist in D =F harmonisch fiir jedes feste ( € D - (Man siehe hierzu 1.5).
Wegen log |1 — Z(| = log|1 — (2| folgt h(z2,¢) = h(C,2). h ist stetig in
DxD—{|lz] =|(|=1,2=(},dal=(zin D x D genau dann eintritt,
wenn z = (, |z| = \C|—1lst. Fir [z] =1, |(] < 1ist

1 _
M) = —5- o1 — =],
1
= —%log\zi—id,
L log |2 — |
= ———loglz —
o g )

so dafl die Behauptung aus Hilfssatz I11.19.2 folgt, wenn wir noch die Inte-
grierbarkeitseigenschaft nachweisen. Es ist jedoch wegen der Transforma-
tionsformel

J

log(1 — déd
< [ Nost = ldeds

1 (¢]
= 27T/ r|log(l —r)|dr,z €E .
0
[

Hinweis zum Beweis: 1—z( ist holomorph in U;5(0) und Re(1—2() > 0.
Nehme holomorphen Zweig von log in C* = C — {Rez < 0Imz =
0} = log(1 — z¢) holomorph = log(1 — 2¢) = log|1 — z(| harmonisch
in U115(0)(6d = 0(¢) > 0).

Wir bemerken noch, daf§ jedenfalls im Beispiel des ebenen Einheitskrei-

ses Lo? die Aussage

/\G O)Fdédn < e(p), p > 1.

) von z unabhéngig, aber von p abhingig

folgt, da die bei der Integration auftretenden Singularitédten nur vom Typ
log |z — ([, log |1 — |C]| sind. Nun invertieren wir A.
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Satz 111.19.2: Sei p: F — R stetig, in E’ stetig differenzierbar, Op/O0x,
Op/0y seien beschrinkt auf E. Dann hat die Gleichung

Au = p,
u|0E =0

eine und nur eine Losung u : E — R mit folgenden Eigenschaften: u ist in
}o? zweimal stetig differenzierbar, es gilt dort Au = p, 0*u/0x?, 0*/0xdy =
0*u/0xdy, 0*u/dy* sind in }C:? beschrdnkt, u, Ou lassen sich stetig auf OE =
0 Lo? fortsetzen. Wenn wir die stetige Fortsetzung von u auf E ebenfalls mit

u bezeichnen, so ist u =0 auf OF = 0 }O? Fiir w gilt die Formel (G wie in
Hilfssatz 111.19.2)

u(z) = /D Gz, Op(Q)dedn, 2] < 1.

Beweis: Wir konnen hier nur die Formel beweisen (und damit die Eindeu-
tigkeit). Zu z Wéhlen wir einen Kreis U.(z) mit positivem Radius € > 0

derart, dal U.(z) C E ist. Wir haben

[E _GE0MuOdm = [ (60

Au(C) = (BeyG)(z Qu(C))dédn,

da nach Voraussetzung (A¢,G)(z,() =0ist in A — —U.(z). Man kann
zeigen, daf fiir jedes z mit |z| < 1, die Funktionen v, (§,7) — G(z,£,7)
und u den Voraussetzungen der Greenschen Formel geniigen. Also folgt
(fiir v, schreiben wir OF, fiir v9 schreiben wir 0U.(0))

/ Gl ) du(C)din -

ou 0
/ (‘3nd8 . an G(z, ¢ ds+/8UE(O)(G(z,C)%ds—u%G(z,C)ds

ou 0
= G —ds—/ u—~@G(z,()ds
[, 605 [ 6.0
wegen G(z, () :0,C€3E:8§’ u(¢) =0, CG@Ez@E’. Nun ist

lim G(z,C s =0,
i [ Gl O

was man wie im Beweis von Satz I11.19.1 sieht. Damit haben wir
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éG@OMQ%MZ=éG@£MmMO%M,

= lim [ Ag pu(C)dEdn,
=0 E-TU(2)G(2.0)
on
= lim — u—=~G(z,()ds
e—0 8U€(z) 8?”& ( )
— tim(— [ gl o togls — clds - 9 bz, Q)ds)
= lim uc‘?nZ og |z s aUE(z)ua” z,()ds).

Sei € < ep, U (2) CE. Dann haben wir |V¢,h(z, ()| < c(eo), ¢ € Ug(2),
also

li_I)I(l) an Mz, C)ds

Indem man im Beweis von Satz HI.19.1 den Punkt 0 durch z ersetzt, folgt
wie dort

. 10
1111 —
e—0 aUg(Z) 27?'871/

log |z — (|uds = u(z).

]

Ganz allgemein kann man zu beschréankten, glatt berandeten offenen Men-
gen D C C eine Greensche Funktion zu A finden. Dann 16st

/ G(z,O)p(¢)dédn

das Problem Au = p in D, u|0D = 0 und aus den Integrierbarkeitseigen-
schaften von G folgt

sup [u(z)] < csup |p(¢)].
2€D ¢eD

Genauer kann man noch ¢ = 1 zeigen.
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