Vorlesung ,,Mathematik fiir Physiker III “
Kapitel 5
Funktionalanalysis

§18. Hilbertraume

Wir befassen uns i.f. mit Vektorrdumen, die nicht mehr notwendig end-
lichdimensional sind. Beispiele fiir solche Rdume sind Funktionenrdume,
etwa die stetigen Funktionen iiber einem Intervall [a, b].

Definition 18.1: Fin Vektorraum H diber R oder C mait Skalarprodukt
(.,.), der vollstindig ist, heifst Hilbertraum

Skalarprodukt (., .):

Hx H> {z, y) ER y)eC
{z,y} — (2,9) (. y)
= Paar
(Ax + py, 2) = Mz, 2) + p(y, 2) ebenso, aber
x,y,z€ Hy A, u e R e C
(z,y) = (y, ) (z,y) = (y,7)
(x,y) =0 2=0 ebenso
Norm |||
(x,2) >0 R> (z,2) >0
|z|| = /(z, 2) ebenso

Cauchy-Folgen und Vollstindigkeit:
(x,,) sei eine Folge in H. (x,) heifft Cauchy-Folge d. u. n. d., wenn gilt:
Zu jedem € > 03N (e) mit ||z, — x|| < € fir alle n,k > N(e).

Wir fordern die Vollstindigkeit:
Jede Cauchy-Folge konvergiert in H, d.h. beziglich ||.||, gegen ein x € H
(das dann eindeutig bestimmdt ist). Also: ||z, — x|| — 0, n — oc.
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Ist H Hilbertraum iiber R, so ist (A, u € R)

(2, px + Xy) = p(z, ) + Az, y),
ist H Hilbertraum iiber C, so ist jedoch (A, u € C)

(2, px + Ay) = 0z, z) + Az, )

(Antilinearitit im zweiten Faktor). Fiir die Norm gilt

|z +yll
|z +yll

<l +lyll
> |zl =yl |

(Dreiecksungleichung). Aus ||z|| = 0 folgt = 0. Jede konvergente Folge
ist Cauchy-Folge.

Fiir ||z, — z|| — 0, n — o0, schreiben wir auch

r = lim x, oder x,, — x, n — o0.
n—oo

Falls x, — x, y, — y, n — oo, folgt

(@0, yn) = (2,3), n — o0.

AuBlerdem gilt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

(@, y)| < [l [yl

Der Ausgangspunkt sind Integralgleichungen. Wir kennen alle lineare Glei-
chungssysteme

n
g ajjx; =b;, 1 <1 <m,
J=1
in den Unbekannten x4, . .., x,. Ohne uns um Konvergenzfragen zu kiimmern,
konnen wir unendliche Gleichungssysteme

Zkijl'j Zbi, 1= 1,2,...
j=1

betrachten. Wenn I = [a, b] ist, kann man zeigen, daf§ dies dquivalent ist
zum Auffinden einer Funktion z : [a,b] — R oder C, die der Integralglei-
chung



/Kst = b(s)

bei gegebenem Kern K : [a,b] X [a,b] — R (oder C) und gegebener rechter
Seite b : [a,b] — R(C) genugt. Interessanter sind Integralgleichungen von

der Form
b
b(s) = x(s) — )\/ K(s,t)x(t)dt

Im Fall b = 0 spricht man von einem Eigenwert 1/A des Integralkerns
K(\#0).
Beispiele:

1. R" mit (z,y) = x1y1 + . .. + Ty, ist Hilbertraum iiber R.

2. C" mit (z,y) = 17, + . . . + .7, ist Hilbertraum iiber C.

3.1 =1a,b.
C'(I) = {f|f : I — R (oder C), f stetig}

ist unendlichdimensionaler Vektorraum iiber R (bzw. C). Im Fall der
C-wertigen stetigen Funktionen fithren wir das Skalarprodukt

Um=/meMx

ein, das die Norm (Beweis!)

i =( [ i 2@)

liefert. Mit dieser Norm ist CY(I) aber nicht vollstindig. Sei a = —1,
b= +1, f, wie folgt erklart:

1/2

fo € C([=1,+1])

Sei f(x) =0fir —1 <x <0, f(r) =1,0 <z < 1. Offenbar ist f nicht
stetig, also nicht in CY(I). Betrachten wir

+1
\m—ﬂP:/ fo — flda

1
[fo = fP < (Iful +1f])* < 4 integr., f, — f £ i in (=1,1)

= lfa—=fI?P =0, n— 0



Satz von Lebesgue (Satz 3.2)

also ||f, — f|| = 0, n — oo. Insbesondere ist (f,) Cauchy-Folge. Da f
nicht stetig ist, ist C°(I) mit dieser Norm nicht vollstindig.

4. L*(I) = {f|f : I — C,Ref =: fi,Imf =: f, sind lokal integrierbar,
[ |fIPdz < 400} ist Hilbertraum iiber C, wenn man als Skalarprodukt

(9) = [ fads

nimmt. Genauer nimmt man nur die Aquivalenzklassen fast iiberall
erklarter f : I — C, die fast iiberall iibereinstimmen.

5.1y = {(z)|zn € C, Y |2n|* < 400}
Mit N
((zn), (yn)) = Z LnYn

wird ls ein Hilbertraum tiber C.

Wir kommen zum Begriff der Projektion.

Definition 18.2: Set H ein Hilbertraum. Set V- C H. V' heifit abgeschlos-
sen, wenn gilt: Sei (f,) eine Folge aus V', die konvergiert. Dann ist auch
lim f, in V.V ist also dann und nur dann abgeschlossen, wenn V' seine

n—oo

samtlichen Hiufungspunkte enthdlt.

Andere Version: V' ist abgeschlossen dann und nur dann, wenn zu jedem
feH, fg&V enc existiert, so dafs

E(f)nV =10
ist. Dabei ist K.(f) ={glg € H, ||f — 9| <e}.

Die Aquivalenz der beiden Definitionen kann man mit Hilfe des nichsten
Lemmas zeigen, was hier aber nicht geschehen soll. Zu einem abgeschlosse-
nen Unterraum V existiert ein Element kleinsten Abstandes im folgenden
Sinn:

Lemma 18.1: Se: V' abgeschlossener Unterraum des Hilbertraums H. Dann
existiert zu jedem f € H genau ein fo € V mut

f = Joll <[l = gll, g€ V.
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Beweis: Sei § = in‘f/’ I|f — gl|- Zun € N existiert ein g, € V mit
g€

1
5__<Hf_gn”§5-
n

Hieraus kann man schlieen: (g,,) ist eine Cauchy-Folge. Aus der Vollstandig-
keit von H folgt, daf (g,) einen limes fj hat. Es ist

6 = [lfo = flI-
L]

Fiir Lemma 18.1 geniigen bereits die folgenden Voraussetzungen: H ist Vek-
torraum mit Skalarprodukt, V' C H ist Untervektorraum und vollsténdig.

Definition 18.3: Sei H ein Hilbertraum. f,g € H heiflen (zueinander)
orthogonal dann und nur dann, wenn (f,g) = 0 ist. In Zeichen: f1g. Sei
U C H. Dann ist

U+ = {h|h € H, hlu fiir alle w € U}.

Ist U UVR von H, so auch U*. Dariiberhinaus ist U+ abgeschlossener
UVR.

H=U &U,

bedeutet: Uy, Us sind UV-Rdiume von H. Jedes h € H ist auf eine und nur
eine Weise in der Form

h =uy + uq, u; € Uj,
darstellbar. Die Eindeutigkeit der Darstellung ist dquivalent zu Uy N Uy =
{0}.
Satz 18.1 (Projektion auf U): Sei H ein Hilbertraum, U C H abge-
schlossener UVR. Sei
Py:H—H, fr— foeU

nach Lemma 18.1, so gilt:

1. Py : H — H ist linear, Py o Py = Pg = Py,

2. H=UpU"+

3. Fiir alle f,g € H ist

(PUfag) - (f7PUg)7
d.h. Py ist selbstadjungiert.



Beweis: Sei fi = f— fo. Wir zeigen: f; € U+. Seiu € U, )N € C = fy+ u €
U=

IAIF = 8" <|If = (fo+ M)

11 = Aulf?,

(fr = Au, fi = du)?,

= |IAIP = 2Re(A(f1,w)) + [AP[Jul %,

0 < [AP[ull” — 2Re(A(f1, ).
Ann.: Ju € U mit (f1,u) # 0, insbesondere ist also u # 0. Sei

1,U 0
(f17 ) fﬁ#
full? lul] # 0

[(fr u)P? [fowP (L)l
0 — 2Re = .
= Tl P P

eR

A= A0

Dies ist ein Widerspruch, also f; € U+. Somit haben wir
f=fo+fi, foeU fieU"

Die Darstellung ist eindeutig, denn sei

f=Jfo+fi=Fo+ i
mit fo, fi € U bzw U~ so ist

fo—fo=—(fi— f)-
Fiir ein u € UN UL ist (u,u) =0 = u = 0. Also ist

H=UoU"
Sei

f - f0+f17

g = Ggotg

mit eindeutig bestimmten fy, g9 € U, f1, g1 € U*. Dann ist

+9 = fo+gothi+o
f+yg fo+go+fi+a

eU eUt
A = Mo+ A AeC,
eU ev+

= Py(f+g) = Puf+ Pyyg,
PU()\f) = APUf)
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so dafl Py linear ist. Aus

Pf :f07
fo = fo +_0_
eU eUut

folgt Py fo = fo, also
Pif=fo=Pof.
Weiter ist
(Puf.g) = (fosg0+ 1),
(fo, 90),
(fo + f1,90),
(f, Pug).

Wir bringen einige Beispiele:

Das erste ist enthalten in
Lemma 18.2: Sei H ein Hilbertraum, sei U C H ein UV R endlicher
Dimension. Dann ist U abgeschlossen. Sei dimU = n,bq,...,b, eine Or-
thonormalbasis. Dann ist

Pyf = (fbr)bx.
k=1

Beweis: Da U endlichdimensional ist (dimU = n) und das von H indu-
zierte Skalarprodukt trédgt, konnen wir eine Orthonormalbasis by, ..., b,
finden. Hieraus folgt die Abgeschlossenheit von U (Beweis!). Sei

Jo= Z b
=1

Dann ist

(fo,05) = Nj,
(f,0;) = (fo+ f1,05),
- (f07bj)+(f17b3)
N——

=0
=\



Sei nun H = L*(]0, 27[); dann bilden

by, b(z) = e x e 0,2n], k€ Z

1
\ 2T

ein Orthonormalsystem in H, d.h.

1 2m ) )
(b, b)) = o ] e e dy
0, k#I,
=\ Lk=g M
Seiim zweiten Beispiel fiir N € Nder Raum U = Uy dervonb_p, ..., b_1,

bo, b1, . . ., by aufgespannte UVR (b_n,...,b_1,bg,b1,...,bx). Also ist

+N

fo=Puf= > b f€L]0,2n)),

k=—N

1 27 )
mit A\, = Nz / f(z)e ™" dz. Die \; heiBen die Fourierkoeffizienten von
T™J0

f. Sie machen den Ausdruck

+N
Hf_ Z Nkbkl‘l/Qa H-Ny-- -y UN E(C
k=—N

zum Minimum und liefern somit die beste Approximation von f durch Ele-
mente von U = Uy.



§19. Hilbert-Basis oder vollstndige Orthonormalsysteme

Der Begriff der Basis oder Orthonormalbasis eines endlichdimensionalen
Vektorraums bzw. endlichdimensionalen Vektorraums mit Skalarprodukt
ist wohlbekannt. Wir verallgemeinern ihn auf Hilbertraume, also Vektorrdume
von i. allg. unendlicher Dimension mit Skalarprodukt. I.f. sei H ein Hilber-
traum.

Definition 19.1: Fine Folge (by) in H heifst vollstandiges Orthonormal-
system oder Hilbert-Basis in H, wenn gilt

L. (bi, b) = ok,
2. Ist f € H und f_Lb fiir alle k € N, so folgt f = 0.
Hilfssatz 19.1: Sei (b;) eine Folge in H, sei by Lb;, k # . Dann gilt: Die

Folge
> b
k=1

konvergiert dann und nur dann, wenn

oo

Z ||bi||* konvergiert.
k=1

10l =D 1ol
k=1 k=1

Beweis: Sei >, ||bx]|* < +00. Zu € > 0 ex. dann ein N € N mit

In diesem Fuall ist

m
S IIbelP < e fiir m > n > N
k=n

Fiir m # n ist (Pythagoras)

an"'bmHQ - (bn+bmabn+bm>
= [1bul* + [10m ][>

Allgemeiner ist

m

(1) I 0P =Y lblP < e m>n> N
k=n

k=n



Die Folge (Z br) ist Cauchy-Folge, sie konvergiert also. Sei nun umgekehrt
k=1
Z bi konvergent. Die Konvergenz von Z ||br||* folgt aus (1). Es ist

1Y 6l = O by b

= lim Y (b, b))

N—oo
kil=1

N
= lim » flblf
k=1
= > linll
k
L]

Satz 19.1 (Satz iiber Hilbert-Basen oder vollstidndige Orthonor-
malsysteme): Sei (b,) eine Folge in H mit
by Lby, n # m,||b,]] = 1.
Dann sind aquivalent
1. (b,) sind VONS.
2. U :=Jn_1(b1,...,bn) = H.

3. Fiir jedes f € H qilt die Fourierentwicklung
F=> Aabn, An = (f,bn).
n=1

4. Fir f,g € H gilt die Parsevalsche Gleichung

oo

(f.9)= Z(ﬁ bi) - (g, b)

k=1

5. Fir f € H gilt die Besselsche Gleichung

AP =Y 10 o)
k=1
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Beweis:
1=2
U ist abg. UVR von H =

H9f2f0+f17 fOEULflEUJ_

c
ist U # H,soex. f € H—U, also fi # 0. Wegen f; € Ut ist fiLby,
ke N= f; =0, Wid.

2=3
U=H="7ufe€Hex. (f,) mit f= lim f,,

N(n)
fn = Z )\nyby-
v=1

Zue > 0ex. Nymit ||f, — f|| <&, n,m > Ni.Sei A\, =0, v > N(n)+1.
Dann folgt

1o = FallP = D 1w = X))ol

0
— Z | A — )\W\Q <2 m,n> Ny,
r=1
also

Ay — Al <€, myn > Ny, veN.
Daher ist (A, ), fiir jedes v € N eine Cauchy-Folge. Sei

A, = lim A\,

n—oo

f= f: b,
v=1

Wir wollen nun zeigen:

Firm >n > Ny, S € Nist

S
I
v=1

Mit m — oo folgt
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S
Z ‘)\I/ - >\nl/‘2 S 527 alSO
v=1
S

H Z(AV - )\nu)bl/l‘Q -

r=1

S
— Z ‘)\1/ - )\nV|2 S 527
% s
H ZAyby - anyby‘l S &,
rv=1 v=1
S S S S
H Z)‘va - fH < H Z)‘va o Z)‘nvbvu +H ZAnvbv - fH
v=1 v=1 v=1 r=1

~"~

<e

S
<etl) Awby—fll, SEN, n> Ny

v=1

Wegen f = lim f, ex. ein N mit |f¥ — fl| < e. Fiir N > Ny > M,

S > N(N) ist

S
fy = Asbn Ay, =0, N(N)+1<v< S
r=1

und

S
1> Ak, — fll < e+ [ f5 — fIl < 2.
v=1

Aus f =5 \b, folgt A, = (f, D).

3=4

WE
WK

(f7 g) = ( <f7 bl/)bl/a (g7b§) ’ bﬂ)

—_
ﬁ?
—_

MER

(f:0)(g,b0)

i
I

Stetigkeitseigenschaft
des Skalarprod.
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4=95

Setze f =g
5=1

Sei fLbg, k€ N=|[fIP =) _|(fb,)=0keN=f=0. -

v=1
Beispiel:
H=1.
b, = (0,...,0, 1 ,0,...)

n-te Stelle

ist eine Hilbertbasis.

Satz 19.2: Se:r H ein Hilbertraum mit einer Hilbert-Basis oder einem
VONS (b,). Dann ist H Hilbertraum-isomorph zu ls, d.h. es gilt eine Bi-
jektion @ : ly — H derart, dafs

1. ® VRaum-Isomorphismus ist,
2. (ZU,y)lQ = ((I)ZU, (IDy)H, T,y € ls.
Beweis: & : [y, — H
lo 52 = (x,) — anbn € H.

n=1
Z Tnby, konvergiert in H nach HS 19.1. Aus ®(z) = 0 folgt © = 0, ebenfalls

n=1
nach HS 19.1. Jedes f € H hat nach Satz 19.1, 3., 5. die Fourierentwicklung

oo

f=> (fb)b, mit

v=1 =,

o0

S OI(fb) [P < 400, d b
— ——"

f = d(x).

Die Linearitat von ® ist klar. Es ist

(Px, dy)y = anyn, Stetigkeit des Skalarprodukts
n=1

- (.T}, y)l2'

13



Als mathematische Objekte sind also lo und ein Hilbertraum mit einem
VONS nicht zu unterscheiden. Die Abbildung ® bedeutet: Jedem (z,,) € Iy
wird dasjenige * € H zugeordnet, dessen Fourierkoeffizienten (beziiglich
b,) gerade x,, sind.

14



§20. Fourierreihen

Sei Ng = NU {0}. In Satz 19.1 denken wir uns die Indizierung mit n =
0,1,... vorgenommen. Zu n € Ny sei

Uy 2 10,27 = R
definiert durch

1
w0 = e
1
Uop—1(x) = —= cosna,
1 .
Uop(T) = \ﬁsmna:, n € N.

Dann gilt (vgl. Orthogonalitit der e***)

Lemma 20.1: Fiir alle n,m € Ny ist

/027T U () U (2)dT = O

Im Hilbertraum H = Lo(]0, 2x]) iiber R, ausgestattet mit dem Skalarpro-

dukt
2

(f,9) = f(z)g(z)dx

0
und der Norm

111 = ( / "\ @) Py

bilden also die n,, ein Orthonormalsystem. Ist es auch vollstandig?

Satz 20.1: Die (u,) bilden ein vollstindiges Orthonormalsystem in H =
Lo(]0,27[) (dber R). Fir jedes f € H gilt dann

00
f — § )\nuna
n=0

2T

0

in H, d.h. zu jedem ¢ > 03N = N(¢) € Ny so, dafs

2T M
/ f(@) = A Pde < &2
0 n=0

15



ist fir M > N = N(e).

Eine andere Formulierung ist die folgende: Sei

1 2w

ag = — f(x)dx,
T Jo
1 2m

a, = — (x) cosnzdz,
T Jo
1 2m

b, = — (x) sinnxdx
T Jo

Es ist

FO = douo+ D> At > Ay,

n=2k—1, n=2k,
1<k<+oo 1<k<+o0

00 1 2 2T
= Aoup + Z (—) f(x)coskxdx - cosk. +
oAV

0

e
— f(x)sinkxdz - sin k.
ﬁ) 0
k=1
— % + Z(ak cosk. + bysink.).
k=1

_I_

Diese Konvergenz ist zundchst nicht punktweise, sondern nur in H, d.h.
wir haben

2m N
lim |f(x) — (C;O + Z(ak cos k; + by, sin kaz)) ?dr =0
0

N—oo
k=1

Nun gilt der wichtige

Satz 20.2 (Satz von Riesz-Fischer): Sei f € Ly(D), D C R", (f,)
eine Folge aus Lo(D) mit ||f — fullzzpy — 0, n — oo. Dann existiert eine
Teilfolge (fy,) von (f,) mit

fo, — [ f i in D.

Nach diesem Satz haben wir

N;
a .
50 + gl(ak coskx + by sinkz) — f(x)

fiir fast alle x €]0, 27[ und eine Indexfolge Ny, No,... € N.
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Zur punktweisen Konvergenz der gesamten Reihe, d.h. der gesamten
Folge

N
ao .
(5 — E (ay, cos kx + by sin k:z:)
N

k=1

sind gesonderte Uberlegungen erforderlich, die im nichsten Paragraphen
dargestellt werden sollen.

Zuvor befassen wir uns noch mit dem Fall des komplexen Hilbertraums
Lo(]0, 27[).

Satz 20.3: Sei H = Lo(]0,2x|) der Hilbertraum dber C der f :]0,2w|— C
mit dem Skalarprodukt

2

i fadx =: (f,g).

Dann bilden die \/1— e’ ke 7, ein VONS in H.

Beweis: Sei f = f1 +ify =

oV > .
fi=-"2 + a()cosk.er()sink.,
2 k k
k=1
(2) > )
ify = ZT —I—ZZ(aé)cosk. + bl(g)sink.),
k=1

1 27 0 1 27
Jit+ifa= o J, f(x)dx + z_: <; i f(x) cos kxdx cos k.+

1 27
4= f(x) sin kxdx sin k) ,
T Jo
] o N 1 2
_ 1 f(2)dz + lim <_ ( f(x) cos kxdx) cos k.+
A 0 N—oo 2m 0
k=N,
k+0
1 2T
4+ < f(x)sin k:z:dx) sin k) ,
2 0

<f ! ) ! + li 3 ( ! 2Wf( ) cos kxd k.+
=|f,— | —=—+ lim — x) cos kxdx cos k.
V2T 2 N0 2m J

k0

17



; 2m : 2m
I ( f(x) cos k:xdx) sink. — QL ( f(x)sin k:z:dx) cos k.
0 0

v

1 2w

+% 0 f(:z:)sinkxda:sink.),

= (f, L) L—i— lim Z /%f(x) ! (coskx — isinkx)dx-
0

g
3
=
!
8
=
N
3

1
\ 2T

N
1 1 1
= f,— | — + lim : 62k> e
() i X ()
E£0
Pt "V2r V2T

= Behauptung ]
Hinweis: Statt |0, 27| kénnen wir | — 7, w[ wéhlen. Davon werden wir

im folgenden Gebrauch machen. Alle Integrationen sind dann von —7 bis
7 statt von 0 bis 27 auszufiihren.
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§21. Das Konvergenzverhalten von Fourierreihen

Wir untersuchen jetzt die punktweise Konvergenz von Fourierreihen.

Definition 21.1: Sei f : [0,27] — R. f heifit stiickweise stetig dann und
nur dann, wenn es eine Zerlegqung 0 = g < v1 < ... < Tp_1 < T, = 27
von [0, 27| gibt mit

1. f st stetig in [xo, x1[, |21, T2, - - -, |Thys Tno1]s |Tn1, Tn)-
2. Inx;,1 <1< n—1, besitzt { sowohl einen limes von rechts, d.h.
flat)= lim flei+h)
— 0,

h >0

existiert, als auch einen limes von links, d.h.

fa7) = lm fla—h)
h>0

existiert.

Dann ist f insbesondere beschréankt und hat etwa folgendes Aussehen:

In z,...,2,1 liegen also mogliche Sprungstellen von f. f ist Riemann-
integrierbar. Sei f(0) = f(27). Der Einfachheit halber haben wir vorausge-
setzt, dafl eventuelle Sprungstellen von f im Inneren von [0, 27] liegen. Ge-
gebenenfalls mufl man das Periodizitédtsintervall bzw. Grundgebiet &ndern.
Wir denken uns f aus R durch

fle£2m) = f(z)
zu einer 2m-periodischen Funktion f : R — R fortgesetzt. Nun gilt:

Satz 21.1: Sei f : R — R 2w-periodisch. f sei stickweise stetig (Zer-
legung: 1o =0< 21 < ... < Zp_1 < T, =27). In

n—1

[0, 27T] — {1’1, RN ,Infl} = [ZC(), Il[U]ZCnfl, In] U U]Iil, IZ[

sei f|[0, 27 differenzierbar. In x;,1 < i < n—1 ezistiere f'(z]) und f'(x;).
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Sei

gag(x) = fl(x)7 Zo <£U<.I'1,
g(x) = fl(z ), v =z,
g(x) = flla),zpi1<w<wz, 2<i<n-—1,
g(z) = fl(xg_1), ¥ =zp1,
g(z) = f'(z), zp1 <z <y

in [wi_1,x;), 1 =1,...,n, stetig und von links nach x; durch f'(x;) stetig
fortsetzbar. Dann konvergiert die Fourierreihe von f in jedem x € R gegen

(f@h) + f@)).

Kurz gesagt haben wir in Satz 21.1 vorausgesetzt, daBl f und f’ stiick-
weise stetig sind. Aus Satz 21.1 folgt

Satz 21.2: Sei f : R — R 2w-periodisch und stetig. Sei f|[0,2x] differen-
zierbar bis auf endlich viele x1,...x, 1, 0 < 21 < T < ... < xp_1 < 2m. In
z; existiere f'(x]) und f'(z7), 1 <i<n—1. g sei wie in Satz 21.1 erklart.
g sei in [xi_1,x;),1=1,...,n stetig und nach [x;_1, x;] durch f'(z;) stetig
fortsetzbar. Dann konvergiert die Fourierreihe von f in jedem x € R gegen

f(z).
Beweis: Es ist 1(f(z%) + f(27)) = f(x) wegen der Stetigkeit von f. [

Satz 21.3: Ist f : R — R 2w-periodisch und stetig differenzierbar, so
konvergiert die Fourierreihe von f gleichmdflig gegen f.

Beispiele:

1. Sei f(z) = 22, |z| < w. f wird durch f(z + 27) = f(z) 2m-periodisch
fortgesetzt. Dann entsteht

f ist stetig,
f! ist stiickweise stetig.

In der Fourierreihe ([0, 27] — [—7, 7])

(0.
ap .
= 5 E (a, cosnz + b, sinnx)
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1 +m
b, = — (x) sinnxdz,
T —T

= 0, neN
+m
/ 2% cos nxdx

1 2 +m
{[xQ— sinnz] T — = / x sin nxdm} :
n.J_

n T
2 +m

= —— Ty sinnxdr,
nw J_.

= — {[ac (——) cosn:z:]fz +/ —cosna:dm} )
nmw n N

2
= —— (mcosnm + mcos(—nm)),
n2m

T 4
r)=—+ —(—1)" cosnux,
o) =g+ D
und die Konvergenz ist nach Satz 21.2 punktweise in jedem z € R.
Hieraus ergeben sich fiir x+ = 0 und x = 7 die folgenden interessanten

Formeln

> 1 2
_1 n+1_ —
nz_;( ) n? 12

.1
> a=g

. Sei £ C R? beschriankt und abgeschlossen = kompakt mit glattem
Rand OF. Wir betrachten die Temperaturverteilung 7'(¢,z), © € FE,
t =Zeit> 0 in E. Dabei ist T'(t,z) sowohl fir x € JF vorgeschrie-
ben (Randwerte) als auch fiir ¢ = 0 (Anfangsverteilung). Wenn A die
Warmeleitfahigkeit, ¢ die spezifische Warme und p die Massendichte
von F sind, so geniigt T' der Warmeleitungsgleichung
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Cp&T o
——=AT, t>0,x €
A Ot ’ & €8,
T stetigint >0, v € E,
T0,z) =¢(x), v € E,

T(t,z)=f(x), t >0, x € OF.
Die Randwerte f sollen also von ¢ unabhéngig sein. In einem Gleichge-

wichtszustand ist 07'/0t = 0 und wir erhalten das stationére Problem
AT =0,z € E, T(z) = f(x), x € OF.

Sei nun £ = {(z,y)|z? +y* < 1} f : R — R stetig differenzierbar,
o — f(p), flo+2m) = (gp), d. h. f ist 2m-periodisch. Wir suchen
nun ein

T : E — R stetig

T in EE 2-Mal stetig differenzierbar,
AT =0in E

T = f auf OF.

Wir schreiben AT auf Polarkoordinaten um. Das ergibt (x = rcos ¢, y =
rsin@):

82T+18T+ 1(‘92T_0
oz ror  r20p?
Wir setzen 2. = -/, a%' =., und versuchen den Ansatz T(r,p) =
v(r)w(p). Dies liefert
7 / 1 .
vw+ —vw+ Zvw =0,
r r
12
(V" + = )w = —= v,

w(p) # 0, v(r) # 0 einmal vorausgesetzt. Also hingt —w(p)/w(yp)
nicht von ¢ und (r?v”(r) + rv’(r))/v(r) nicht von 7 ab. Diese Grossen
sind also gleich ein und derselben Konstante \. Damit folgt

(1) r*" +rv' — Xv =0,

22



(2) W+ Aw = 0.
Dies sind zwei gewohnliche Differentialgleichungen. Die allgemeine
Losung von (2) lautet (A, B konstant)

w(p) = Acos VAp + Bsin VAp

Hinweis: w soll 2m-periodisch sein. Dann ist zunéchst

AA%w%MWDz-iK%M@wWM¢

N 7

T¢0¢\Irnt. >0
2T
= / w?(@)dp > 0.
0

Ist also T # 0, so ist A > 0. Weiter folgt aus der 27-Periodizitit,
daB v\ € Ny ist, d.h.

A=n% neN,.

Damit ist

2/

/ /
r°v +rvu —n?

v =0.

Die allgemeine Losung ist (c1, co konst.)

v=cr" +cr ", neN.

Da v in r = 0 nach r differenzierbar sein soll, bleibt nur v = ¢yr".
Zu festem, aber beliebigem n € Ny sind somit

vp(r) = e
wy(p) = Ay cosny + By, sinnp
Loésungen von (1,2), wobei
Cn, Ay, By, konstant

sind. Demnach sind

To(r, ¢) = r"(d@, cosng + b, sinng), n € Ny

an, b, konstant, Losungen von AT = 0 ohne Beriicksichtigung der
Randwerte. Alle Ausdriicke
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N
To(r, @) +Zr”(5n . cosng + bysinng), N €N

_ konst. 7!

sind ebenfalls Losungen von AT = 0 in E’ Unter Beriicksichtigung
aller Moden entsteht als Ansatz fiir die allgemeine Losung von

AT =0 in i? die Reihe

(3) T(r, @) = % + 221 1"+ (@ cOS N + by sin ng)

Von Randwerten ist noch nicht die Rede. Wir wissen auch noch nichts
iber die Konvergenz der Reihe in (3) fiir » < 1, d.h. insbesondere auf
OF, und nichts dariiber, ob T sich stetig auf F fortsetzen 143t. Hierzu
bringen wir die Randwerte f ins Spiel. f 148t sich nach Satz 21.3 in
die gleichméBig (in [0, 27]) konvergente Fourierreihe

a .
flp) = ?0 + Z(an cos ny + by, sin nyp)
n=1

entwickeln. Mit diesen ay, @y, b, nehmen wir (3), d. h. ay = ag, @, = ay,
b, = b,. T ist dann die gesuchte Losung, insbesondere ist

T(1,¢) = f(p).
Ubung:
1. Konvergenz der Reihe fiir r < 1.

2. Glm. Konvergenz der Reihe fiir » < 1.

3. Kompakt glm. Konvergenz der Reihe und ihrer zweiten Ableitun-
gen in r < 1.

Umsetzung in Zahlen: Sei etwa
f:0FE =R, (z,y) — 1002>

In Polarkoordinaten:
f(p) = 100cos*p.

Es ist cos? p = % + %COS 2¢ nach dem Additionstheorem fiir sin., cos..
Demnach lautet die Fourierentwicklung von f:

f(p) =50+ 50 cos2¢,
ag = 100, as = 50,
an, b, = 0 sonst.
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Fiir T'(r, @) erhalten wir

T(r,) = 50 + 50r” cos 2.

Hieraus folgt

1 1 1
mT(r,g@) = E—I—TQ (COSQQD—§>,
Lo o Lo o
= —+rcos”p— =(z° 4+ y°),
2 2
1 1, 1,
R

T(x,y) =50(z® —y* + 1).

T(z,y) =50(x*—y>+1)

(gradT)(z,y) = 100 (fy)

T(z,y) = c sind die Hyperbeln.

22—y = =5 — 1

Diese Hyperbeln sind die Linien konstanter Temperatur (=Niveaulini-

en). Auf ihnen steht grad T senkrecht, denn nach §8 wird der Norma-

lenvektorraum in p = (x,y) zur eindimensionalen Untermannigfaltig-
keit des R?

M= 22 1=
{l@y)la” —y" = 5 |2

die von einer Niveaulinie gebildet wird, gerade von grad f(p) aufge-
spannt. Dabei ist p € M, p # (0,0).

Ubung:
4. Wie halt man A in Polarkoordinaten?

Umrechnen von A auf Polarkoordinaten:

Inversion der Funktionalmatrix. Aufpassen: Es entstehen nicht-konstante
Koffizientenfkt., die man mitdifferenzieren muf3.
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§22. Distributionen

Auf der reellen Achse sei eine Massendichte p(x) gegeben. Es sei p(z) = 0,
r < —e oder z > ¢ mit € > 0. p ist eine Sprungfunktion und hat etwa
folgendes Aussehen:

Die Gesamtmasse in | — 0o, z] wird durch

die Gesamtmasse m iiberhaupt durch

m = / p(t)dt, = > e,

—0o0

_ /_ ;oo o(t)dt

Es ist nun ein geldufiger Idealisierungsprozess, € gegen Null streben zu

gegeben.

lassen und die Gesamtmasse m, etwa m = 1 in einem Punkt, etwa im
Nullpunkt zu konzentrieren. m = 1 bleibt ungeéndert. Die Gesamtmasse
wird auf immer kleinere Intervalle zusammengeschoben. Die Massendichte
d(x) = p(z) wiirde dann §(z) = 0, x # 0, erfiillen und nach obigem Ansatz

miifite
+00
1= / d(z)dx
+00
sein. Offenbar ist aber immer / d(x)dz = 0, selbst wenn wir 6(0) = +o0

festsetzen. Dieser Ansatz versagt also. Er wiirde auch auf die gewdhnli-
che Differentiation einer Sprungfunktion hinauslaufen.

Massendichte 6(x) = Ableitung der bis 2 angesammelten Masse [*_ d(t)dt.

Insbesondere ist die wie oben gewonnene Massenverteilung keine Funk-
tion, sondern ein anderes mathematisches Objekt. Welches?
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Im folgenden befassen wir uns mit der Idee zur Uberwindung dieser Schwie-
rigkeit und ihrer Ausbeutung. Sie 1a8t zahlreiche Anwendungen zu. Die Idee
besteht darin, § nicht als Funktion aufzufassen, was nicht moglich ist wie
eben gesehen, sondern als ein lineares Funktional. Dies ist eine lineare Ab-
bildung der (diffbaren) Funktionen ¢ in R (oder C). Dieses Funktional soll
auf (differenzierbare) Funktionen ¢ folgendermaflen wirken:

6(p) = »(0).

Woher kommt nun diese Idee: Wére  doch eine halbwegs verniinftige Funk-
tion, so liefle sich das iiblicherweise durch 6 gegebene Funktional in der

+00
Form / d(t)p(t)dt = ¢(0) schreiben.

+0o0
Insbesondere wire dann / d(t)dt = 1.

—0o0

Wir beginnen mit
Definition 22.1: Fiir ¢ : R" — R heifit die abgeschlossene Menge

Tro ={zlr € R, o(x) # 0}

der Trdager von . ¢ hat also kompakten Triger, wenn es ein Kompaktum
K C R" gibt mat

o|(R" — K) = 0.

Definition 22.2: C°(R") ist die Menge aller ¢ : R" — R, die unendlich
oft stetig differenzierbar sind und fir die Menge Tre kompakt ist.

Beispiel: Wir betrachten die Funktion ¢ : R — R,

z — et lz| < 1

xr +—— 0 sonst.

Dann ist ¢ € C§°(R). Etwas allgemeiner: Sei € > 0,

(x) o 61/(|I|27€2)"$‘ < €
P70 sonst.,

Dann ist ¢ € C°(R), Tre = [—¢, +¢|. Hieraus stellt man leicht ein . €
C§°(R™) her indem man ¢ (z) = @-(|z|) setzt. Das heif}t:

(x) o 61/(|I|27€2)"$‘ < €
Ve | 0 sonst.

fir x € R". Try ist dann K.(0) C R".
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Wir erinnern an Multiindizes a = (aq, ..., ), o; € Ng, des R™.

Fiir hinreichend oft differenzierbare Funktion ¢ iiber offenen Mengen des
R"™ setzt man

aa1+...+an
L IR
Definition 22.3: D = D(R") ist die Menge C§°(R"™), ausgestattet mit
folgendem Konvergenzbegriff: Fine Folge (vr) aus CO(R™) konvergiert in
D gegen v € C(R") dann und nur dann, wenn gilt:

1. Es existiert ein Kompaktum K C R" derart, daf$ Tro,. C K, k € N,
Tro C K sind.

D

2. Fir alle a € Ny qilt D¢, — D%, k — oo gleichmdf$ig in K und
damit in R". Wir schreiben ¢ — @, k — 00, oder ¢ = ¢, k — o0
(besonders gleichmdfsig).

Definition 22.4: Fine Distribution T im R"ist eine lineare Abbildung von
D(R™) in R, d.h.

T(ap +by) = aT'(p) + VT (¢), a,b € R, ¢, ¢ € C°(R"),
die folgende Stetigkeitseigenschaft besitzt: Wenn gokggo, k — oo, so gilt
T(pr) = T(p), k — oo
D'(R™) ist die Menge der Distributionen.

Beispiel: Die Diracsche Delta-Distribution: 6 : D — R, ¢ —— ¢(0). Fir
a € R" setzt man auch §, : D — R, p — ¢(a), so dafl § = §y entsteht.

Satz 22.1: Se: f : R" — R f . erklirt. Sei f lokal integrierbar, d.h.
fiir jedes Kompaktum K C R" ist f|K integrierbar, d.h. [, |f|dz < 4o0.
1. Durch
o [ty
ist eine Distribution Ty : D(R") — R gegeben.

2. Sei auch g : R" — R f. 4. erklirt und lokal integrierbar, sei Ty = Ty,
d.h. Ti(p) = Ty(p), ¢ € D(R"). Dann ist f = g f. ..

Beweis: Zu 1.: Wegen

[f(@)e()] < [f(z)]- M, M = sup ()],
M| f(x)| lokal integrierbar,
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ist | Jon f(2)p(z)dx| = | [ f( da:| Tro C K, K kompakt, <
[ 1f(@)] - Mda: < 4o00. Also 1st fRn ) (x)dx wohldefiniert. Die Linea-
ritdt ist klar. Sei gpkzgp, K kompakt Wie in Definition 22.3. Dann ist

| [ f@)e(@)de— | fz)p(z)de] =
JR» R”

7

=[Ts(0)=Ts ()l
| Jx f(w)so(w)dfb‘ - fK f(@)pr(x)dx]
=1 Ji I — pr(x))dz]
<fK\f Hw) pi(e)|dx
< Ji [ (@)ldz sup e [o(x) — op()].

Zu 2.: Idee: Seien f, g lokal quadratisch integrierbar. Dann sind f, g ins-
besondere lokal integrierbar. Es folgt aus Ty = Tj:

0 = [ (7= 9a)pta)ds -
=!£W®U—yﬂ@w@wx

Kr(0) D Try. Also ist (f — ¢)|Kg(0)L (in Lo(Kr(0)) tiber R) zu ¢, ¢ €
Co°(Kr(0)) = {elp € CF(R"), Tre C Kr(0)}. C5°(Kr(0)) ist dicht in
Lo(KR(0)): Zu h € Ly(KR(0)) existiert eine Folge (¢r) mit

¢r — hin Ly(Kr(0)), k — oo.
Also ist

0 = lim [ (/- g)@)pula)ds
=0 JKy(0)

7

-~

=0
= lm((f = 9)|Kr(0), 9r) Lo(rn0))

= ((f — 9)|Kr(0), h)Lz(KR(O))'

Also (f—g)|Kr(0)LLy(KR(0)) = f—g = 0f. . in jeder Kugel Kr(0), R >
0= f—g=0F i in R". 0

Tt heifit die von der lokal integrierbaren Funktion f erzeugte Distri-
bution.

Wir willen nun Distributionen differenzieren. Die Definition der Ableitung
von T soll so gewahlt werden, dafl folgendes gilt: Ist f : R — R etwa ste-
tig differenzierbar, so soll fiir die von f erzeugte Distribution Ty gelten:
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T) = Tp.

Definition 22.5: Fir T € D'(R") sei

oT
D —R
0T, ’
o1 (50)
ox,
N ——

€D'(R")
oder allgemeiner
€D'(R™)
——
(DT)(p) = (=1)" """ T(D%).

Es ist klar, daB} DT aus D(R") ist. D* vertauscht also bis auf das Vorzei-
chen mit 7T'. Hierbei handelt es sich um eine Verallgemeinerung der parti-
ellen Integration wie i.f. klar wird.

Satz 22.2: Sei f : R — R stetig differenzierbar. Dann gilt
T} =Ty
Beweis: Sei ¢ € D(R), Try C [a,b], also ¢(a) = ¢(b) = 0. Dann ist

—+00

Tr(p) = i f(x)p(x)dx
b
~ [ @
- et - / F (@) (2)dz

=0 wegen ¢(a)=¢(b)=0
= —Ty(¢") = Ti(¢).

]
Beispiel: Wir wollen eine Sprungfunktion als Distribution auffassen und
differenzieren. Sei

h:R—R
0, <0
T ——
1, x>0
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(sogenannte Heavyside-Funktion). h erzeugt die Distribution T}, =: H. Sei
Tre C [a,b], b > 0. Dann haben wir

H(p) = —H(¢) = - / W) (x)d

= »(0) = d(p).
Im Sinne von S. V.26 ist dies die richtige Formel.
Das Ergebnis kann man sich auch anders veranschaulichen. Dazu geben
wir die
Definition 22.6 (Konvergenz von Distributionen): Sei (T}) eine Fol-

ge aus D'(R™). Sei T € D'(R™). (T}) heifit konvergent gegen T, wenn

lim Ti(¢) = T(p)

k—o00

ist fir alle ¢ € D(R™). Wir schreiben: Ty, — T, k — oc.

Beispiele:
1 1
sn, |z < =+ .
. fn:R—R 20 n,
L fo:R=Ro— { 0 sonst. Sel
T, :=Tf,.
+00

Hinweis fiir spiter: Es ist fo(z)dx = 1. Wir wollen zeigen, daf§

lim 7, = ¢ ist. Dazu ist

n—oo

Tu(p) = TanSD)
:/_ ggp(x)d:z:

1
n

1/n n
— [ 5@ - e+ (0)

1

Wegen |p(z) — ¢(0)] < |¢'(&)||z] < Dyt folgt

1/n
lim 5 () = (0))dx = 0,

n—oo | 1 2
n



also T,, — 0, n — oo.

. Die Dipol-Distribution in R. Sie ist erklart durch

Tpipot(0) == ¢'(0)

Also ist §'(p) = —0(¢") = —¢'(0), & = —Tpjpoi. Der Name Dipol-
Distribution ist nur aus der Approximation dieser Distribution zu er-
klaren. Jedoch ist die Analogie zum Dipol unvollkommen. Wir appro-
ximieren also die Dipol-Distribution:

1

T(e): = Tilo) = [ Felade— [ Tplade

2
Substitution im ersten Integral: BE =
y = X
T; () = /%*<<> Yy + L= L) — o))
f\P) = L9 "2 ¥ 2 o Yy 5 2 n 2 0

= [Tt = el=2) = (ola) = ey +
(o) = 9l)
Jim Sp(—3) = o)) = Jim 3 | ~E PO £ A

= —¢'(0)

Die Taylorentwicklung von ¢(—y) —¢(—1) um y = +2 bzw. von ¢(y) —

¢(1) um y = 1 liefern fiir y € [0, 1] gerade

n
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2
—ng(gp) — +¢'(0), n — oo,
2
_ng - TDipola n — o0.
. 0, <0
3. Se1f.R—>R,:p»—>{x’ >0

f ist stetig, hat aber einen Knick bei x = 0. Es ist

T; = H, denn
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+00
= / h(z)p(x)dx
= Ti(¢), h = Heavyside-Funktion.

Die Approximation der Distributionen in den Beispielen 1. und 2.
braucht keineswegs durch die von Sprungfunktionen erzeugten Distri-
butionen zu erfolgen. Man kann auch glatte Funktionen nehmen. Das
sieht dann so aus:

Zum Beispiel 1. ¢
- Funktion
- diffbare Approximation

Tf —>($

n

Zum Beispiel 2.: —T'pjpol

Tt — —Tpipol

Zum Beispiel 3.: Ty, — T
Heavyside-Funktion: Ty, — T}, = H

Hierauf kommen wir spéter im Zusammenhang mit der §-Distribution
zuriick.

Satz 22.3: Seien

f12 ]—O0,0[ —>R,
fo: [0,400] — R

stetig differenzierbar, sei

fi(x), =<0,

f:R%R’x'—){fg(x), >0
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Sei
h = f2(0) — f1(0)
Wenn man f'(0) beliebig definiert, so gilt
Tj,c = Tf/ +h-0

Beweis: Es ist

Ti(p) = —Ti(¢)

= - f (@) (z)da
- / filz)¢'(v)dx — +oof2(fff)90'(l‘)d$

0

= —[f1 @ oo / fil@)p(x)de — [ faplg™ + Oofé(x)w(x)dx

0

= f( Jo(x)dz + (f2(0) — f1(0) - (0)

Beispiele:
1. Sei
=fi(z)
f:R—=R x+— ¥ ’xig,
cosm, T >
=fa(z)
also
, _ 0, <0
fle) = {—sinx, x>0
y _ 0, z<0 L
fia) = {—cosx,xZO = /)
T} = Tf/-|—5
TJ’C, = Tp=T_y=-Ty.
. 0, z<0
2. Selg'R_)R’x'—){sinx, >0 , also

iy )0, 2<0
g(x)_{cosx :1:>O} f(z) Beispiel 1.
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g,,(x):{o, x <0

—sinx, x>0

(1) T) =Ty
T, =T;=Tp+0
(2) =Typ+0=T4+9¢
Ty =T, =T 4+,
=—T,+0,
T/ +T, =0

T, 16st also die Differentialgleichung

y' +y=9

fiir Distributionen y € D'(R).

Wir kommen zum Rechnen mit Distributionen. Fiir 77, T, € D'(R")
ist 11 + 15, definiert durch

(T + To) () = Ti(w) + To(g), © € D(R"),

wieder eine Distribution. Fiir 7' € D'(R"), a € R, definieren wir wie
schon benutzt, a1" durch

aT'(p) = T(ap), ¢ € DR").
Dann ist a7 € D'(R"). Dartiberhinaus gilt fiir Grenzprozesse

Satz 22.4: Sei (Ty) eine Folge aus D'(R™). Sei T € D'(R"), T}, — T,
k — oo. Dann gilt

DTy, — DT fiir jeden
Multiindex o € N, k — oo.

Konvergiert insbesondere die Folge der Partialsummen

Z Ty gegen T € D'(R™),
k=1

SO 1st
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D° (i Tk> — i DT,
k=1 k=1

Beweis: Sei a = (aq,...,ay). Aus T = klim Ty folgt (Definition 22.5)

€eDR")
~ =
DTi(p) = (=)™ Ti(D%)
N (—1)a1+"'+anT(Dagp)
= D"T(p).

]

Satz 22.5: Sei (fi) eine Folge von Funktionen fi. : R" — R mit folgenden
FEigenschaften

1. Jedes f ist lokal integrierbar,
2. Es qibt ein lokal integrierbares f : R" — R mit

/|fk—f\d:1:—>0, k — oo,
K

fiir jedes Kompaktum K C R", d. h. ||fx — fll,(x) — 0 fiir jedes
Kompaktum K.

Dann gilt: Ty, — Ty, k — oo.

Beweis: Wir haben

T30) = TH) = | [ (= Pl

< [ U= Fldz-sup (o))
K zeR”
K >Tre

— 0, k — .

]

Wenn etwa die f; gleichméflig in jedem Kompaktum des R" gegen f kon-
vergieren, so sind die Voraussetzungen des Satzes 22.5 erfiillt.

Definition 22.7: Sei f : R" — R unendlich oft stetig differenzierbar (man
schreibt f € C*(R")). Sei T € D'(R"™). Dann setzt man

(f-T) (@) :=T(fe)
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Durch diese Definition ist ein Element f-T € D'(R") gegeben.

Hinweis: Tr(f - ¢) C Try, f-p € Cg°(R").

Wenn Ty, T, € D'(R") sind, so ist T; - T» im allgemeinen nicht definiert.
Daher kann man mit Distributionen i. a. keine nichtlinearen Probleme be-

handeln.

Satz 22.6: Sei f € C*(R"), T € D'(R™). Dann ist (Leibniz-Regel)

0 0
axl,(fT) " Oz, (9x,,T’ bsvsn
Beweis: Es ist
T T 0
L (f-T)) =~ T 5) =
0 0 0
= —T(faxyw) = —T(axy(fw) - a%f X2,
0 0
= —T((%U(fso)) +T(ax,,f - )
= (e + Lp 1)
0 8
= T+ T

]

Wir kommen nun zur angekiindigten Approximation der J-Distribution
durch von glatten Funktionen erzeugte Distributionen. Wir behandeln die-
ses Problem in einer Variablen. Es gilt

Satz 22.7: Seta, < 0 < b,, lima, = limb, = 0. Sei f, : R — R

unendlich oft differenzierbar, Tr f, C [an, by, fn > 0 und

+00
fo(z)dx =1, n € N.

Dann gilt
T, =Ty, — 0, n — oo.

[ s
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Beweis: Wir haben



bn,
Tp (o) = / fo-pda

QAp

b, bn,
= [ o — (0))dr + (0) / fuda

n

=1

br,
:Q/ fu - (0 = 9(0))da + £(0).

an<z<by,
/ Ny

7

VvV
—0, n—o0

|/"n«¢—ﬂmMMs/”thw sup | p(x) — 9(0)|

— 0, n — oo.

Beispiel: Sei ¢. wie im Beispiel nach Definition 22.1, also

pe(z) = {

e/ =) || < e
0 sonst
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§23. Fourier-Transformation und Faltung

Die Fourier-Transformation ist das kontinuierliche Analogon zur Fourier-
Reihe aus Satz 20.3. Fir f € H = Ly(]0,2x[) iiber C hat man zufolge
dieses Satzes

a(k):=
foo MmN

f(l‘): Z (f?\/—2—ﬂ_ek)'\/%ek

k=—o00

bei punktweiser Konvergenz. Dabei ist

1 +oo
alk) = (/; 2r \/27r/ Fn
fir Tr f CJ0, 27].

—ikndn

Die Idee ist nun so: Statt &k € 7Z schreibt man ¢ € R, statt des Sum-
menzeichens ein Integral in £ von —oo bis +o00. Dann ist

+oo
fa)= <= [ al©e e

waziif:}we@m

Statt a(£) schreibt man f(¢) und bezeichnet f als die Fourier-Transformierte
von f. Genauer verfahren wir so:

Definition 23.1: Sei f € L1(R). Dann definieren wir
~ 1 oo ¢
R—C, |—>—/ e “f(x)dx
fhei/}t die Fourier-Transformierte von f.

]?ist zunéchst beschrinkt, da

Jroo
| \S—\/—/ r)|dr < +o00, £ € R,

ist. jA’ist auch stetig: Sei &, — &, n — oo. Dann ist

/\

f(&n) = J(€ \/%/ e — e f(2)da
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(64@@ — e*igz)f(x) — 0, n— o0,z € R,

(€7 — ™) f(a)| < 2| f(2)].
Daher folgt mit Satz 1.2.2 (Satz von Lebesgue), daf§

~

Satz 23.1 (Satz von der Umkehrformel): Sei f € L(R), f € Li(R).
Dann gilt

1 e ix T
@) = <= / g

Wenn z.B. f € C(R) ist, ist fe Li(R). Es gelten jedoch auch schérfere
Aussagen. Differenzieren wir die Reihe (1) formal, so hat man

+00 1

fllx)y=">_ ia(k)k- N

k=—00
bei punktweiser Konvergenz. Ersetzen wir wieder & durch  und a(k) durch
f(€), so entsteht formal

eikm

Satz 23.2 (Algebraisierung der Differentiation): Sei f : R — C
stetig differenzierbar mit kompaktem Trager. Dann gilt

Beweis: f' € L1(R), also

o - | :O € () da

| L T
- =l - = [ (i s,
Trf Cla,b],
1

= i€

+00 _
Nor /_ e f(x)da.

]

Satz 23.3 (Umkehrung von Satz 23.2): Sei .f(.), d.h. v — zf(z),
aus L1(R). Dann ist f differenzierbar und

il = 10)
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Beweis: Formal ist

d/\ +Ood —icTr
7o = m/ e f (2)da

1 . +OO —ié€x
_ E(_Z)/m i€ f(2)da

1 —
= - f).
Mit Bildung des Differenzenquotienten und Anwendung des Satzes 1.2.2

(Satz von Lebesgue) macht man daraus leicht einen strengen Beweis. [

Fiir die Multiplikation zweier absolut konvergenter Reihen

P:ia’m-iE

gilt bekanntlich die Cauchysche Formel

4 o0
P = Z ¢, mit
(2) 4
c, = Z b 1.
k=—00

\
Hat man zwei Funktionen f, g € L1(R), ersetzt man die Reihen durch In-
tegration von —oo bis 400, k durch die Variable ¢, n durch z, n — k& durch
xr — t, so entsteht

P = i oof(x)dx/ Oog(x)dx

oo

(3) <

= [ stgte - s

\ o) —00

Definition 23.2 (Faltung): Seien f,g € L1(R). Dann ist die Funktion

t— f()g(z =)
fir fast alle v € R aus L1(R). Also ist die Funktion

“+00

(f *g)(x) = ft)g(x —t)dt
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fiir fast alle x € R wohldefiniert. Sie heifit Faltung von f und g.

Aus (3) sieht man sofort f * g € L1(R),

S *9lln.®) < 1flew) - 9l ®)

Wenden wir (2) auf Fourierreihen an mit Fourierkoeffizienten a(m) von f,
b(m) von g und nehmen wir die Fourierreihen als absolut konvergent an,
so entsteht fiir die Fourierkoeffizienten des Produkts

+o0
c(n) = (V2m)™' Y a(k)b(n — k)
k=—o00
Ersetzen wir ¢(n) durch ¢(£), a(k) durch a(t), b(n—k) durch b(§ —t), die Rei-
he durch Integration von —oo bis +00 in t, so entsteht f g=(V2m)~ 1f>1<g
Bezeichnen wir die Umkehrabbildung zur Fouriertransformation mit 7 (s.
Satz 23.1), so folgt

(Var)'f x5, F.5 € Li(R).

Dies ist, wie man mit f = f zeigen kann, eine Umformulierung von

Satz 23.4: Seien f,g € L1(R). Dann ist

frg=+2rf-3.
Beweis: Es ist f x g € Li(R) nach (3),

—_—

1 +00 400 it
F O =-—=[ [ 10se—ni-ca

+00 1 +00 ' ]
= / (\/7/ g(x — t)e_’(x_t)gdx> f(t)e "dt
—00 T J—00

==g(¢) Translationsinvarianz
—+00

= 9(&) ft)e "t

= V21G(€) f(€).

]

Im nachsten Schritt wollen wir eine Distribution mit einer Funktion aus
D(R) falten. Das Ergebnis ist eine Funktion.
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Definition 23.3: Sei ¢ € D(R). Fiir x € R setzen wir
0 ' R—=>R, t— p(x—1t).

Also ist
pu(t) = p(xz — 1), z,t € R.

Sei T € D'(R). Dann ist T * ¢ : R — R eine Funktion, definiert durch
z— T(pa)

Zur Faltung T * ¢ gilt
Satz 23.5: Sei f : R — R stetig, so qult

Tr+xp=fxp, pcDR)
mat
—+00

(f x o)) = ft)p(x —t)dt

Obwohl f nicht in L1(R) zu sein braucht, ist das Integral rechts wohldefi-
niert, da @ kompakten Trdger hat.

Beweis: Es ist

(T x @) (@) = Typs)

400
—~ f(&)pa(t)dt
o
= [ et —oa
= ([*p)(z)
Il
Satz 23.6: Fir alle ¢ € D(R) ist
d*x = .
Beweis: Wir haben
(5 * 90)(3:) - 5(9036) - 9036(0)
= ¢z —0) = (@)
]

Ubungen: Die Fouriertransformation in Ly (R).
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§24. Distributionen und Differentialgleichungen

In einer Variablen wollen wir zu T" € D'(R) eine Distribution S finden

mit J
/
—S5=5=T
de S ,

d. h., wir wollen die Differentialgleichung vy’ = T" im Bereich der Distribu-

tionen losen.

Wir befassen uns zunéchst mit einem Ansatz, der nicht unmittelbar zum
Ziel fithrt. Zu ¢ € D(R) wihlen wir eine Stammfunktion ®, d.h. ' = ¢,

und setzen

S(p) = ~T(@)

Dann wére S'(¢) = —S(¢’) = T(¢). Das Problem ist, dafl i.a. & & D(
ist, da T'r® nicht kompakt ist. Z. B. haben wir mit Try C [a,b], ®(z)

f,xoo o(t)dt, c = fj;o o(t)dt folgendes Bild:

Definition 24.1: Wir setzen

Di(R) =Dy = {ly < D®), | " ola)dr = 0)

—0o0

Beispiel: Sei ¢ € D, Trp C [a,b]. Dann ist ¢’ € Dy, denn

oo

+00 b
/ S(t)dt = / S (t)dt = p(b) — p(a),
0.

Hilfssatz 24.1: Sei ¢ € Dy, Tro C [a,b]. Sei

¢:R—R, x|—>/ @(t)dt.

Dann ist ® € D(R), ®" = p, Trd C [a,b].

Beweis: Fiir z < a ist ®(z) = 0. Fiir z > b ist

(r) = / (1),

R)



Also ist Tr® C [a,b]. Es ist klar, dass ® unendlich oft stetig differenzierbar
ist. L]

Satz 24.1: Zu jeder Distribution T existiert eine Distribution S mit
S'=T.

Beweis: Wir wéhlen zunéchst ein p € D(R) mit fj;o p(x)dzr = 1, zum

Beispiel

e/ |z < 1

0 sonst

+1 .
c = 1// e /@Dy,
-1

+1
= 1/ / 61/($2_1)d513
~1

(s. das Beispiel auf S. 39, Ende von §22). Fiir ¢ € D = D(R) sei

a= /_+OO o(t)dt

(.¢]

p1 = —ap.

Dann ist

/+00901(t)dt = /+Oog0(t)dt—a/+oop(t)dt

(0. 9] oo oo

= 0,
also 1 € Dy. Insbesondere folgt
© = 1+ ap mit p; € Dy.
Sei

¢P:R—R, 2+ / @1 (t)dt.
Dann ist nach Hilfssatz 24.1 die Funktion ® aus D mit ' = ;. Wir setzen

S:D(R) — R, o — —T(®).

Wir wollen zeigen: S € D'(R), d.h. S ist eine Distribution. Zur Linearitét
der Abbildung S: Sei
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Y = ap+ e,
77/} = bﬂ+¢1a

a = Mittelwert von ¢, b = Mittelwert von v, 1 € D1, ¥; € D;y. Dann ist

o+ = (a+b)p+ @1+
€D,

b(z) = / oi(t)dt, @ €D

vw) = [ i weD

Sle+v) = -T(@+V9),
= —T(®) - T(¥),
= S(p) +5).

Zur Stetigkeitseigenschaft aus Definition 22.4: Sei

Pm = amp"i_gplma

+oo
Ay, = / om(t)dt,

o0
Om = @, M — OO

(s. Definition 22.3). Dann folgt

Gy — @, M — OO
Pim = Pm — AP = Y1 =@ — ap, M — 0

B, — /'Oo oo ()t = /'Oo or(t)dt = B

S(me) = _T(q)m) 7 m—00 _T((I)) = S(SO)-
Endlich haben wir

S'(p) ==5(¢), p€D.
Nach dem Beispiel auf Seite 45, unmittelbar nach Definition 24.1, ist ¢’ €
Dy, also (¢')1 = ¢/, also
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O]
Satz 24.2: Sei T € D'(R), T" = 0. Dann existiert eine konstante Funktion
c mut

T=1,,
d.h.
+oo
T()=c [ pla)in, ¢ € DER)
Beweis:

a) Sei ¢ € Dy, dann finden wir ein ® € D mit ' = ¢. Also ist T(p) =
TP =-T'(P) = 0.

b) Sei p € D beliebig. Wir benutzen die Zerlegung ¢ = ap + ¢1. Sei
¢ =T(p). Dann folgt

T(p) = T(pr) +aT(p) =a-c
= c-/_ o(z)dx.

oo

Satz 24.3: Sei T € D'(R) mit
T =T.
Dann existiert ein ¢ € R derart, daf$ fir f : R —- R, x —— c-e" gilt
T =1Ty.
Beweis: Sei h(z) = e ¥, S = hT. Dann ist
S"'=hT + hT"
(Definition 22.7, Satz 22.6). Also haben wir

S' = —hT + hT = 0.
Nach Satz 24.2 ist
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S = T, also hT =T,,

1
T = ETcl,
T(p) = Tc(ﬁw)sz(sO)-

Die Verallgemeinerung des letzten Satzes besteht in
Satz 24.4: Sein € N, A eine n x n-Matrix mit reellen Koeffizienten. Sei
I = (Tl, ce ,Tn)t. Sei

i-te Zeile
der Spalte AT

I'= AT, d.h.Tj(p) = (AL); (¢),» € D(R).
Dann ist T eine klassische (=stetig differenzierbare) Liosung, d.h. es gilt
ein n-Tupel f von (unendlich oft) stetig differenzierbaren Funktionen mit
f = Af und
I = Ti = (Tfu RPN Tfn)t.

Beweis: Wir wihlen ein Fundamentalsystem im iiblichen Sinn zur Glei-
chung f = Af und bilden die unendlich oft differenzierbare Matrix Y mit
dem Fundamentalsystem als Spalten. Dann ist

Y’ = AY = Matrixgleichung
(Y": Jede Spalte wird differenziert.)
Sei S =Y !T. Esist Y'Y = E, also (Y7'Y) =0, Y)Y = - Y1V,
(Y—l)l — _Yflyly—17

s = Yy hHr+y'r,

= YWy lT+vy T
= Y 'AYY T + Y AT,
= Y 'AT +Y AT =0,

also nach Satz 24.2

S = Yﬁlz:TQ, c= (cl,...,cn)t,
T, = (Tcl, o ,Tcn)t
T = YT

dann ist
—+00 —+00

—00 —00
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mit i =Ycund Y = (yi),

n

fi ZZCk%k, 1 <1< n.
=1

Also ist T = Ty, = Ty = (Ty,,...,Ty,)". Wegen T = T} (Satz 22.2) und
T = AT folgt

Ty = AT = ATy = Tyy

['=4]
0

Bekanntlich kann man eine (lineare zumindest mit konstanten Koeffizi-
enten) gewohnliche Differentialgleichung n—ter Ordnung auf ein System

erster Ordnung mit n Komponenten umschreiben. Daraus folgt: Sei n € N,
a, =1, ap_1,...,a0 €R. Sei T" € D,(R),

(1) z”: a, TV =0

v=0

Dann ist 7' = Ty und f ist n-Mal stetig differenzierbare Losung von (1).
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§25. Lineare Differentialoperatoren.

Sei U C R" offen, ¢ : U — R hinreichend oft differenzierbar. Fiir a =
(a1, ...,0p) € (Ng)™ war

aa1+ +O¢n

D“
v oz .. N

Wir bezeichnen |a] = a1 + ... 4+ «, als Ordnung des Differentialoperators
D®. Allgemeiner geben wir die

Definition 25.1: Sei U C R" offen. Sei k € Ny. Fir jeden Multitndex «
des R™ mit |a| < k sei eine unendlich oft stetig differenzierbare Funktion
by : U — R gegeben. Fin Ausdruck

heifst linearer Differentialoperator. Er heifst von der Ordnung k, wenn we-
nigstens ein b, mit |o| = k nicht identisch verschwindet. Fir f : U — R,
f k-Mal stetig differenzierbar, setzen wir demnach

Lf=Y b,D"f dh

la|<k
=Y ba(z)(D"f)(x),z € U.
|a<k|

Zwei Differentialoperatoren

o<k
Ly=> bD,
la|<I

fur die etwa | > k gelte, heiffen gleich, wenn sie gleiche Koeffizienten ha-
ben, d.h. b — b2 =0, 0< || <k, b =0, k+1<|a| <L

Beispiele:
1. L:=by=b,0#0,d.h. Lf =0b0f. Ordnung 0. Hinweis: b = 0. Ordnung
von L = —o0.
2. L = Ordnung 1. Jeder Differentialoperator baut sich aus den

accu
Operatoren nach 1. und 2. auf.
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3. L=A=0?/0% + ...+ 0*/0?x,. Ordnung 2.
4. L = zy + 2°0/0x + €*¥9? /0x0y. Ordnung 2.

Wie {iiblich setzen wir

(L1 + La)f = Lif + Laf,
(cL)f = c¢-Lf
(LQOLl)f == LQ(Llf)

Dies liefert das folgende Beispiel:
Sein =1.Sei Ly = L, Ly = by = b. Dann ist

dz?

(Lao Ly)f = b f,
(Ll o Lg)f = %(bf) - bf/ -+ b/f

Man erkennt, daf Differentialoperatoren beziiglich ,,o0
tativ sind. Daher geben wir die

43

i.a. nicht kommu-

Definition 25.2: Seien Ly, Lo zwei Differentialoperatoren wie in Definiti-
on 25.1. Dann heifst

[LQ,Ll] = L20L1 - L1 OL2

der Kommutator von Lo, L.

Zum Kommutator, der also den Fehler darstellt, den man bei Vertauschung
von L1 mit Lo beziiglich , o “macht, gilt:

Lemma 25.1: Seien Lo, Ly zwei Differentialoperatoren wie in Definiti-
on 25.1. Ly, Ly mégen die Ordnung k bzw. [ besitzen. Dann ist [Lo, L1] ein
Differentialoperator hichstens der Ordnung k+1—1. Insbesondere erhalten
wir fir

0
ox,’

Lo = Li=b,, b,:R" =R, 2+ z,

die Gleichung

0
[8361,’ TH] = o

wober wir x,, statt b, schreiben.

Beweis: Mit
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Lof = > oD f,

la|<k
Lif =Y byDlf
la|<l

folgt

(Lyo L) f = Lo(Lif) = Y _ b0} Wpath i

le| =k,
|Bl=t

~+Terme niedrigerer Ordnung < k+17—1,
(Lyo Ly)f = Li(Lof) = Zb 2 porafy

~+Terme niedrigerer Ordnung <k+1-1.

Bei der Bildung von (Ls o L1)f — (L1 o Ly)f heben sich die Terme von
hochster Ordnung also heraus. Im konkreten Fall des Satzes erhalten wir

0 0
Ly(Lif) = O (xuf) = O f "’xu@x
Li(Laf) = .

Definition 25.3: Jedem Differentialoperator L wie in Definition 25.1 ord-
nen wir einen Differentialoperator

L'f = ) (=)D(baf)

o<k
= Z (=1)lb, D f + Terme niedrigerer Ordnung
la|=E

zu. L* heifst der zu L adjungierte Differentialoperator. Hat L die Ordnung
k, so auch L*.

Beispiele:
L. (£V)* = —%, insbesondere (-L)* = —<L im Fall n = 1.
2.Sei L=>"_,b,7. Dann ist

e Ny, Of | Oby
L'y = Z(byaxy+8xyf)

r=1
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- 9 ;
3.8el L =731 ic, tij F207, Dann ist

L°f = x_(az’jf)

_ 2f o af 0 of Oy
Z (4 O0x;0x; * axia” ' Ox; * Oz i Ox; * 0,0z )
1<i,5<n

L*f = Lf+ Terme niedrigerer Ordnung

Fir L = A, d.h. a;; = 05, folgt A* = A. Man sagt, A sei symmetrisch oder
selbstadjungiert. Im Fall n = 1, L = ad*/dxz? folgt aus obiger Formel
d? d . d d?

Der Name ,,zu L adjungierter Operator “ stammt aus
Satz 25.1: Seien f,g : R" — R, eine der beiden unendlich oft stetig
differenzierbaren Funktionen f, g besitze kompakten Trdager. Dann ist

Lf.9) = | Ligis

= / fL*gdzx.

Fiir den adjungierten Differntialoperator gelten die folgenden Rechenre-
geln:

(Li+Ly)” = Li+ Ly
(cL)* = cL*, ¢ = Konstante,
(LioLs)* = LioL:, (L*) = L.

Beweis: Es habe etwa f kompakten Trager. Der Ausdruck fRn L fgdx ist
dann wohldefiniert.

Ist auch g € Ly(R"), so handelt es sich dabei um da reelle Lo(R"™)-Skalarprodukt,
und wir wollen also in diesem Skalarprodukt den Differentialoperator L
vom ersten Faktor auf den zweiten abwélzen. Es ist
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Lfgde = > [ boD"f-gdz
L. L.

la|<E

= 3 [ D bagide, T K,

la|<k

= Z/f 1) D(bag)dz,

la|<E

~ [ frgd
Kg(0)

= fL*gdx.
Rn

Die ersten beiden Rechenregeln sind klar. Idee zur dritten: Es ist

/n(L1 oLo)f - gdr = -~ f(Ly o Ly)*gdx

und

/n(LloLQ)f-gda; _ /nLl(Lgf)-gdx
- / Lof - Ligda
= [ Lo
= [ 7o Liygds, J e R,
Also ist (s. Beweis Satz 22.1)

(LroLo)"g = (Lyo Ly)g, g € CF(R").

Jetzt miifite man noch zeigen, dass die Koeffizientenfunktionen der Diffe-
renzialoperatoren (L; o Ls)* und Lj o L} iibereinstimmen. Dies geschieht
durch Einsetzen von Polynomen fiir ¢ und soll hier nicht vorgefiihrt werden.
Idee zur vierten Rechenregel: Analog:
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/ Lf-gdx = f - L*gdx, Trg kompakt,
n R

= / L*gfdx,

= /ng(L*)*fd:v,
— [ @) s,
und daraus wie eben Lf = (L*)*f, f € C*(R"), (L*)* = L. H

Satz 25.2: Sei L ein Differentialoperator, T eine Distribution, so qilt fiir
alle o € D(R") die Formel

(LT)(p) =T(L"p).

Beweis:

(LT)(p) = Y ba-(DT)(p)

la|<k

= ) (DT)(bay)

lo|<k

= > (~)FIT(D(ba - ¢))

= T(L"p).
O]
Satz 25.3: Sei L ein Differentialoperator, f : R" — R beliebig oft stetig
differenzierbar. Dann ist
LTy =Try.

Beweis: Es ist

LTi(p) = Ty(L7p)

= fL pdx
Rn

= /angoda:

= TLf((p)? P E D(Rn)
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Insbesondere erkennt man, dafl Def. 22.5 von DT eine Verallgemeinerung
der partiellen Integration ist:
DT(¢) = [puDTpdr = [o, T(—1)Ddz = T((—1)*D%). Man
nimmt den Wert, der nach partieller Integration herauskommen wiirde,
wenn T’ eine Funktion wére.
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§26. Die Grundlosung einer Differentialgleichung

Wenn L ein Differentialoperator ist, ¢ in D(R") liegt, so wollen wir ver-
suchen, eine Losung von Lu = ¢, also einer inhomogenen Differentialglei-
chung, zu finden.

Definition 26.1: Eine Distribution T' € D'(R") heifit Grundlosung (Fun-
damentallosung, Elementarlosung) des Differentialoperators L wie in De-
finition 25.1, wenn gilt

LT =.

Wir kénnen hier unser Ziel nur im Fall m = 1 verfolgen. Zusétzlich habe
L bis §27 einschliellich die einfache Gestalt
L—zn:a i a, =1, a, = konstant, 0 <v <n-—1
- e dez/’ n — 9 v 9 — — .

Also ist

n Vf
Lf = y—.
/ Vz%a dz”
Sei also i.f. m =1, L wie oben.
Satz 26.1 (Die Grundlésung liefert die L6sung der inhomogenen
Differentialgleichung): Sei T eine Grundlosung des Differentialopera-
tors L. Dann gilt fir alle o € D(R) die folgende Aussage: Setzt man
u="Txp,
so ist u unendlich oft (stetig) differenzierbar und geniigt der Gleichung
Lu =

Beweis: Wir zeigen: u ist differenzierbar mit ' =T * . Es ist

u(z) = T(p;) mit
pa(t) = p(z—1),
u(x+h) = T(pgsn) mit
wrin(t) = @@ +h—1),
= ¢z —(t—h)),
= wu(t —h)



Sei lim h,, =0, h,, € R—{0}. Dann ist

m—0o0

u(x + hip) — u() T(@uin,,) — T(o2)
om P ’

Pr+h, — Pz
= Zethe — )
(5
Nun ist

hm _hm
Man sieht nun leicht, dafl sogar fiir jedes feste, aber beliebige x € R gilt:

— —p,/(t), m — .

Pathn ~ Pz = —,, m— oo
B

(besonders gleichméafig oder Konvergenz in D(R)). Mit der Stetigkeitsei-

genschaft der Distributionen aus Definition 22.4, die iibrigens hier zum
ersten Mal benutzt wird, folgt fiir m — oo gerade

u(x) = T(—¢.) = =T(o),
= T'(ps) = (T"* ¢)().

Wiederholung dieses Arguments zeigt:

Also ist
Lu = (LT)*¢=0x*p,

]

Es ist nur konsequent, wenn wir jetzt eine Grundlésung herstellen wol-
len. Dazu dient

Satz 26.2 (Herstellung einer Grundlosung): Sei L ein gewdhnlicher

Differentialoperator der Ordnung n wie vorhin eingefiihrt. Sei f : R — R
(beliebig oft differenzierbar und) die eindeutig bestimmte Losung von

Lf =0 mit den Anfangswerten f(0) = f'(0) = f®=2(0) = 0, aber f"V(0) = 1.
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>0

Sei h:R—R, z+— {(1),2<0. Sei g = hf. Dann ist

T:=1T,

ewne Grundlésung von L.

Beweis: Wir fithren den Beweis fiir n = 2 durch. Es ist also

d2

L= Lty
 dax? ald:c 0,

() = 0 fiir x <0,
L= f(x) fir x >0,

Lf = 0, f(0)=0, f'(0) = 1.

h ist die Heavyside-Funktion, die von ihr erzeugte Distribution hatten wir
mit H bezeichnet (Beispiel nach Satz 22.2). Also ist

T = Tyy=Tp=f Tpy=f-H,
T/:f/H+fH/:f/H+f5

(f-0)(p) = o(f-¢) = F(0)e(0),

T = f'H,
T// — f//H+f/H/:f//H+f/57

(f-0)(0) = o(f'¢) = f'(0)p(0),
= ©(0),

7" = f'H+9,

LT = T+ a7 + ayT
= (f"+af +af)H+9
— (Lf)-H+6=04.
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Beispiele:

1. Wir befassen uns mit dem Beispiel 2. nach Satz 22.3. Es sei Ly = y" +y.
Die Losung f von 4" +y = 0 mit f(0) = 0, f/(0) = 1 ist f(z) = sinz.
Demnach haben wir folgende graphische Darstellung:

Es ist (s. wieder Beispiel 2 nach Satz 22.3):

T = T,

T" — T;/ = Tg// + 5,
= T ,+06=-T,+9,
LT =T/ +T,=5.

2. Ly =" — 3y’ + 2y. Aus der Faktorisierung

()

gewinnt man als allgemeine Losung von Ly = 0 die Funktionen
ae” + be**, a,b € R.
Hieraus bestimmt man f mit Lf =0, f(0) =0, f/(0) =1 zu

f(ZU) = €2$_€$7 f(O)

Sei also

T, ist eine Fundamentalldsung.

3. Wir betrachten den Differentialoperator 1. Ordnung Ly = vy’ — y. Die
Losung von Lf = 0, f(0) = 1, ist f(x) = e”. Demnach ist T, mit

g(z) = {e(l’ *<" | eine Fundamentalldsung.

4. Bei einem Differentialoperator 3. Ordnung bestimmt man f mit Lf = 0,

f(0) = f'(0) =1, f"(0) = 1
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§27. Inhomogene Differentialgleichungen

Die Fundamentallosung 7" aus Satz 26.1 operierte bisher auf ¢ € D(R).
Es erweist sich als notig, diesen Bereich zu erweitern. Im Fall der Ordnung
2 von L, d.h.

2

L =—4 a1— + ag, a1, ag reelle Konstanten,
dz? dx

suchen wir demnach eine Losung von Ly = p fiir ein stetiges p : [a, b] — R.
Hierzu gilt:

Satz 27.1: Sei L wie oben. Sei g die erzeugende Funktion der Fundamen-
tallosung aus Satz 26.2. Dann gilt fiir beliebiges p € C°([a,b]) mit reellen
Werten: Die Funktion

u:la,b] = R mit

b
u(w) = [ gl - Op(e)dg
ist 2-Mal stetig differenzierbar in [a,b]. Es ist

Lu = p in [a,b]

Hinweise:
1. Fir ¢ € D(R), Try C |a,b] haben wir als Losung von Lu = ¢ gerade

(Tg o)) :léguwmv—wﬁ
=‘ég@—nwmﬂn

b
Zt/g@—nwmﬂn

Satz 27.1 ist also die genaue Verallgemeinerung von Satz 26.2.

2. Es ist entscheidend, dafl g gerade nicht 2-Mal stetig differenzierbar ist,
sondern, dafl ¢’ moglicherweise auch ¢”, in 0 Sprungstellen besitzen, nicht
aber g. Ware namlich g durchgehend 2-Mal stetig differenzierbar, so wére
mit Lg(z) = 0 fiir x < 0, Lg(x) = 0 fiir x > 0 aus Stetigkeitsgriinden
Lg = 0. Dann wiirde fiir das u des Satzes 27.1 folgen
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b
Lu) = [ (Lo)(a— pe)ag
= 0, z € [a,b],
und ebenso fiir T}, * ¢:

L(T,*p)(z) =0, z € R.

g ist also eine Singularitdtenfunktion, und die Singularitdten &uflern sich in
Sprungstellen. In hoheren Dimensionen geschieht dies durch Unendlichwer-
den (vgl. Ubungen zur ,Mathematik fiir Physiker I11*, Blatt 12, Aufgabe
1). Zum Beweis des Satzes 27.1 wird man also die Integration iiber [a, ] in
eine Integration iiber [a, | und eine {iber [z, b] aufspalten miissen. Daher
brauchen wir

Hilfssatz 27.1: Sei F' : x € [a,b] X £ € [a,b] — R stetig, OF /0x exi-
stiere in x # &, sei dort stetig und beschrdinkt. Dann ist die Funktion

e R

in [a,b] stetig differenzierbar und fir die Ableitung gilt die Formel

(1) % / " Fle €)de = Flo,z) + / " (OF0x)(z. €)de.

(1) gilt sinngemay$ fir /l’ F(z,€)d¢, x € [a,b.
b

Beweis des Hilfssatzes 27.1:

(2) % (/;MF(;U + h,§) — /:F(x,f)d§> —

1 r 1 z+h
ﬁ/a (F(x + h, &) — F(x,€))d¢ + 5/36 F(x + h,&)d¢

Wegen der Stetigkeit von F' konvergiert der letzte Term fiir h — 0 gegen
F(x,z). Es ist, & fest,

1 OF

H(F (et h€) ~ F(2,€)| <D, € £
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Mit Satz 1.2.2 (Satz von Lebesgue) folgt, dal der erste Term in (2) rechts
gegen ["(9F/0x)(x, &)d konvergiert. Damit folgt die Formel (1). Die Ste-
tigkeit der rechten Seite in (1) folgt mit Satz 1.2.2 (Satz von Lebesgue). O

Beweis des Satzes 27.1: Sei G(z,&) = g(x—¢), also G : [a, b] X [a,b] — R,

(2,8) — { f(o?igg .- Dann geniigt Gp den Voraussetzungen des Hilfssat-

zes 27.1 Es ist

J,
L

u'(z) = / a—i (&)dé + Gz, x)p(x),
|

fi(@ = &)p(&)dE + f(0)p(x);

wir wollen jetzt HS 27.1 noch einmal anwenden. Dazu miissen wir F'(x, ) =
fl(x —&)p(&) auf [a,b] x [a, b] stetig fortsetzen; am einfachsten ist es, wir
setzen

F(z,¢6) = {f’(l’ —&)p(&), & < x( entspricht A")
o p(&), & > x( entspricht Al)

Wegen f'(0) = 1 ist dann F' stetig in [a, b] X [a, b]. Natiirlich kann man auch
jede andere stetige Fortsetzung der in A" erklarten Funktion f'(x —&)p(&)
nehmen. Das Ergebnis ist immer das gleiche.

/f“ (€)de + 1/(0)plx).

Also ist
L) = [ (LA - pl€)de + pla).
= p()
Offenbar ist u(a) = u'(a) = 0. O

Hilfssatz 27.1 ist etwas starker als wir ihn jetzt benotigt haben.

Beispiel: p(z) = z, z € [a,b] = [0,7]. Sei Ly = y” + y. Dann ist nach
Beispiel 1 nach Satz 26.2
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B 0, r <§,
G, ) = {sin(a: —§), é<z

(vgl. Beweis Satz 27.1). Eine Losung von y” + y = x erhélt man also durch

e = [ sinte - e
= —/xo(x — t) sin tdt

= x/ sintdt—/ t sin tdt
0 0

= [—x - cost]; — [~tcost + sint];
= —x-cosT + 1 — [—xcosx + sin x|
= x —sinx.

Offenbar ist u(0) = 0, v/(0) = 0.
Zusammenfassung §27:

LT =¢ Lu =1
T = Fundamentallésung = u =T %1 ist Losung

= Also konstruieren wir eine Fundamentallésung um das inhomogene Pro-
blem zu 16sen

FLTg

Gew. Diff. Op. 1 g=nht
mit A = Heavysidef.,
f Losung von L = 0 mit spez. A’werten

Fundamentallésung wird also von Funkt. erzeugt.
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§28. Greensche Funktionen

Der Operator L hatte bisher konstante Koeffizienten. Wir wenden uns jetzt
dem Fall variabler Koeffizienten zu. Seien

ag, aj : [a,b] — R stetig,
sel
LN
= —+a;— + ap.
dz? Ydx 0

Wir suchen eine Funktion G : [a, b] X [a, b] — R derart, da8 fiir jede stetige
Funktion p : [a,b] — R die Funktion

ulw) = [ Gl ol

Losung von Ly = p ist.

Dazu machen wir folgenden Ansatz: @ := [a,b] X [a, b].

Al = {9z, € Q, w < &},

A = {06 eQ x> ¢},

G = G|A

G": = G|A".
Definition 28.1: Sei L = d?/dx® + a1 - d/dx + ag mit stetigem Koeffizien-
tenfunktionen ay, ag : [a,b] — R. Eine Funktion

G:Q—R
heifit eine Greensche Funktion zu L, wenn gilt:

1. G ist stetig,

2. G, G" sind in A" bzw. A" 2-Mal partiell nach x differenzierbar. 0G' /0,
OG" |0x, 0°G' /02, 9*°G" /0x? sind in Al bzw. A" stetig.

3. Fir jedes feste & € |a,b] gilt

2l l

%; (37,5) + al(@%(%f) + do(l')Gl(ZE,g) = LzGl(ﬂf,f) - Oa g > T,
2 r

E(x,f) +a1(x)aG (2, &)+ ap(x)G"(x,&) =: L,G"(x,£) =0, z > &.

ox? ox
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4. Es st

0G" OG"
%(x,x) — %(x,x) =1, x € [a, b)].

Wir haben bereits Greensche Funktionen konstruiert, denn es gilt der

Satz 28.1: Ist L = dd—; + a1% + ag ewn Differentialoperator mit konstanten
Koeffizienten, setzt man fiir beliebiges Q@ = |a,b] X [a, b]

G(Qj‘,f) = g(ﬂ? o 5)7
wobei g aus dem Beweis von Satz 26.2 stammt, so ist g eine Greensche
Funktion zu L.

Beweis:

1. g=h- fist wegen f(0) = 0O stetig, also auch G.

. 0, <0
2. Eswtg(m):{f(x) 2> 0

geniigen G!, G” der Forderung 2. in Definition 28.1.
3. Forderung 3 ist fiir G' klar, fiir G" folgt sie aus (Lf)(x) = 0 in R,
4. (0G"/0x)(z,z) = f'(0) = 1, (0G"/0x)(x, ) = 0. O

Satz 28.2 (G liefert eine Losung von Ly = p): Sei L = d?/dz? +
ard/dx + ayg mit stetigen Koeffizienten

CAlsoist G'=0, G"(x,€) = f(z —£). Also

ai,ap: |a,b) — R.

Sei G eine Greensche Funktion zu L, p : [a,b] — R stetig. Dann ist

u: a,b] — R,

b
o [ Gl n(e)ig
2-Mal stetig differenzierbar und erfillt

(Ln)(x) = p(x).

Beweis: Es ist
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:/xGw;g d§+/bGlx§
/Gw;g £)dé — /Glxg

W(a) = G(walpo)+ [ (0G)08) (2. pl€)dE — G\ a)plo)
* G
b 8x(

= [ @6 a)(w 00t ~ [ (06! 101w )o(6)ie

a

,&)p(&§)dE

Die Funktion

) = { 20100000000 22
’ ((0G'/0z)(x,£) + 1)p(£), © < &
geniigt wegen Eigenschaften 2. und 4. in Definition 28.1 den Voraussetzun-
gen des Hilfssatzes 27.1. Entsprechendes gilt fiir

Fy(x, &) = {<<0GT/ax)(x, O —=1p(&), x> ¢
| (0G!/9) (2, )p(€), v < €.
Damit liefert Hilfssatz 27.1 gerade die Stetigkeit von u” und

W'(a) = (0G"/0x)(w.0)p(x) + [ (0°G7 )07 (2, ©)p(€) —
~(0G f00) . 2)ple) ~ | (0°G!/02?) (z, €)plE) de

b

= o)+ [ (@G )06 e+ [ (@G 0w ol

a T

Also ist

Lu(z) = p(z) + / LG (2, €)p(E)de + / LG (z, €)pl€)de.

X

L, = L, genommen beziiglich der Variablen z.

Also ist mit Eigenschaft 3. aus Definition 28.1 gerade

]

Wir befassen uns nun mit der Herstellung einer Greenschen Funktion. Hier-
zu gilt
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Satz 28.3: Sei [ = d?/dz* + aid/dx + ag ein Differentialoperator mit
stetigen Koeffizienten
ag,ay : |a,b] — R.

Seien

n, 12 - [CL, b] — R

ein Fundamentalsystem zu Ly = 0. Wdihlt man stetige Funktionen

T1,7"2,l1, ZQ . [CL, b] — R
mat
(1) (r1 = l)m + (ra = l2)n2 = 0
(2) (Tl - l1)77’1 + (7“2 — lg)né =1

und setzt

G"(x,8) = ri(§)m(x) + ra(§)ma(),
G'(x,8) = L(Om(x)+L()n(x),

50 18t
G (x,€) fiir (2,6) € A,
G, &) = { Gl(z, €) fir (z,€) € Al

eine Greensche Funktion zu L.

Beweis: Die Determinante in (1,2) ist die Wronski-Determinante

m(z) m2(z)
, x € [a,b],

mx) ()
die in [a, b] niemals verschwindet, da nach Annahme 7,7, ein Fundamen-

talsystem bilden. Zum Beispiel kann man [y = 0, [ = 0 wéhlen und dann
1,79 aus (1,2) bestimmen. Nun ist wegen (1) gerade

G"(z,r) = G'(x, z).

Also ist G stetig. Damit folgt Eigenschaft 1. in Definition 28.1. Eigenschaft
2. folgt aus der zweimaligen stetigen Differenzierbarkeit von 7y, 7,. Eigen-
schaft 3 folgt daraus, dafl bei festem & gerade

L,G"(z,§) = r1(§) L (x) + ra(€) - Lmp(x) = 0,
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LG (x,€) = L(&) Lin () + 12(€) - Lipa() = 0
ist. Eigenschaft 4. folgt aus (2). ]

MIt dem Konstruktionsverfahren des Satzes 28.3 erhéalt man alle Green-
schen Funktionen: Da fiir festes ¢ die Funktionen G (., ), G!(.,¢) die Glei-
chung Ly = 0 16sen, lassen sie sich in der Form

G'(z,§) = r(§m(z) + ra(§)na(z),

G'(2,€) = L(Om(z)+ L(E)n(z)

darstellen. Wahlen wir wie im Beweis des Satzes 28.3 angedeutet {1 = [y =
0, so ist G'(z, &) = 0 in Al Fiir G"(., €) folgt

G'(zr=¢¢) = 0,
o i B

G"(.,€) ist also die eindeutig bestimmte Losung von Ly = 0, die in = = &
die Cauchy-Daten (= ,,Anfangswerte “) y(¢) = 0, ¥'(§) = 1 hat. Hat L
konstante Koeffizienten, ist f die eindeutig bestimmte Loésung von Ly = 0
mit f(0) =0, f/(0) = 1, so finden wir zu beliebigem, aber festem £ € R die
eindeutig bestimmte Losung g von Ly = 0 mit g(§) = 0, ¢'(§) = 1, indem
wir

g(z) = f(z —¢)

setzen. Dies sehen wir auch am folgenden Beispiel: Sei [a, b] beliebig,

Ly=y"+y.

Ein Fundamentalsystem ist gegeben durch

n(x) = cosx, ne(x)=sinz,

also
ny(z) = —sinz, ny(r) = cosz.
AU.S ll = l2 =0 fOlgt
ri(x) cosx + ro(x)sine = 0,
—ri(x)sinx + ry(z)cosz = 1.
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Dies sind also die Gleichungen (1,2) aus Satz 28.3. Auflosung liefert

ri(r) = —sinz,
ro(xr) = cosuw,
Gl(z,€) =0,
G"(z,§) = —sinécosz + cossinz,
= sin(x — &).

Wir gehen nun kurz auf den Fall ein, dafl in L auch die Ableitung héchster
Ordnung mit einem z—abhéangigen Koeffizienten behaftet ist, so dafl L die
Form

2

L fad g
= ay— +a1— +a
2 A2 Yde 0

mit
ag, ay, as : [a,b] — R

stetig hat. Sei

as(x) >0, x € [a,b].

Eine Greensche Funktion zu L ist zunéchst durch die Forderungen 1.
bis 3. aus Definition 28.1 erklart, also:

1. G: Q = [a,b] x [a,b] — R stetig

2. Differenzierbarkeit (2-Mal) von G'(., &), G"(.,€). Stetigkeit der Ablei-
tungen in A’ bzw. A"

3.
L,GN2,8) = ay(x)(0*°G'/0x%)(x,6) + ...,
= 0,
L,G"(x,8) = ay(x)(0°G'/0x%)(x,€) + ...,
=0,
aber
4.

(0G" )0x)(z, x) — (0G")0z)(x, x) = 1/as(x), = € [a, b).
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Dann gilt

Satz 28.4: Sei L wie eben eingefiihrt, also mit x-abhdngigem Koeffizienten
ay vor d*/dx?. Sei G eine Greensche Funktion zu L. Dann ist fiir jedes
stetige p : |a,b] — R die Funktion u : [a,b] — R,

b
ule) = [ Gla.p(e)a
2-Mal stetig differenzierbar und erfillt

(Lu)(z) = p(x), © € |a, b].

Wenn ny,ny ein Fundamentalsystem von Ly = 0 bilden, gewinnt man alle
Greenschen Funktionen wie in Satz 28.3. Dabei ist zu beachten, dafi man
statt (1,2) jetzt

(3)
(r1=lL)m+ (r2—l)p2 =0

(4)
(r1 = l)ny + (ra = I2)nh = 1/as

fordern mufs.

Beweis: Wie Sitze 28.3, 3. Der variable Koeffizient ay vor d?/dx? driickt
sich also nur in der verénderten Sprungrelation von 0G/0x aus. [
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§29. Randwertprobleme

Wir geben zunéchst einige Beispiele:

1. Sei Ly = y” + y in [a, b]. Wir suchen eine Losung y von Ly = 0 mit
y(a) = y(b) = 0. Sei [a,b] = [0, §]. Die allgemeine Lésung von Ly = 0
ist

y(:z:) = (C1CcoST + cosinz, c1,co = Konstanten.

Aus y(0) = 0folgt c; = 0. Aus y(5) = 0 folgt c; = 0. Die einzige Losung
des obigen Randwertproblems ist also die triviale Lésung y = 0.

2. Sei L wie in Beispiel 1., aber statt [0, 5] wéhlen wir jetzt [0, 27]. Die

Randbedingungen sind wieder y(0) = y(27) = 0. Dann folgt ¢; = 0,
¢y = beliebig. Wir haben also die unendlich vielen Losungen y(x) =
c-sinx, ¢ € R. Wir haben in Wahrheit die Frage untersucht, ob -1
Eigenwert von Lo = d*/dz? unter Randbedingungen 0 ist, d.h., ob es
ein y # 0 gibt mit

Loy = (—1)y,
y(a) =y(b) = 0.
Die Antwort héingt offenbar von der Grundmenge [a, b] ab.
Wir befassen uns zunédchst mit der Frage, wann Lu = p unter Randbedin-

gungen y(a) = y(b) = 0 l6sbar ist. Hierzu gilt

Satz 29.1: Se: )

L=a—+a—+a
2 da Yar T
mit stetigen Funktionen
as, a1, aq : [a,b] = R, as >0 in |a,b)].
Wenn das homogene Randwertproblem

Ly =0, y(a) =y(b) =0

nur die triviale Losung y = 0 besitzt, dann existiert eine Greensche Funk-
tion G von L mit

G(a,§) =0=G(b,§), € € [a,b].
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Fiir jedes stetige p : [a,b] — R hat
Lu = p, u(a) =0 =u(b)

genau eine 2-Mal stetig differenzierbare Ldsung, ndmlich

u: a,b] — R,

b
u(x) = / G, )p(€) .

Beweis: Wir haben alle Greenschen Funktionen in Satz 28.4 konstruiert.
Es geniigt, eine zu finden mit G(a,&) = G(b,£) = 0, £ € [a,b]. Dann ist
u(a) = u(b) = 0. Die Eindeutigkeit von u folgt aus unserer Annahme.

Seien 1y, ny Losungen von Ly = 0 mit

m(a) =0, ni(a) =1,
m(b) =0, (b)) = 1.

Dann sind 7, 77 linear unabhéngig. Ware etwa 1y, = ¢, so wére n;(b) = 0.
Nach Annahme ist dann 7, = 0, im Widerspruch zu 7} (a) = 1. 11, 1, bilden
also ein Fundamentalsystem von Ly = 0, und die Wronski-Determinante

il T2
W =

mom
ist immer # 0 in [a, b]. Zur Konstruktion der Greenschen Funktion benut-
zen wir den Ansatz (3,4) in Satz 28.4. Sei

r = O, o = 771/N,
2
h:%ybzo
mit einem zunachst unbekannten Nenner N. Dann ist

)2 m
(r1 — ) + (ra — lo)ne N771 + N772 ;
W
(r1 = L), A+ (ra — L)1y = —2), + Tty = —

N N®ON
Mit N = aoW erfiillen wir also (3,4 in §28) und nach Satz 28.3 ist
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Gr(w,§) = MR, v =&

az(§)W(E)
(1) G(z,§) = o
Gl(z,€) = Ligwa: &2
Nach Konstruktion haben wir G(a,&) = G(b,£) =0, £ € [a, b]. O

Wir bringen fiir die Konstruktion einer Greenschen Funktion unter Rand-
bedingungen ein Beispiel: Sei

1" m

Ly=y"+yin[0,5].

Vergleiche Beispiel 1 zu Beginn dieses Paragraphen zur Eindeutigkeit von
Ly =0,y(0)=y(5) =0.

m(x) =sinz, m(0)=0, ni(0)=1,
m(x) = —cosz, m(5) =0, 15(35) =1
Wegen
sin§  —cosé
W(¢) = =1
cos & sin &

kénnen wir 7y, 79 fiir die Konstruktion der Greenschen Funktion geméf
dem Beweis von Satz 29.1 verwenden. Es folgt

= G"(r,§) = —sinfcosz, x> &,

G(z,¢€)
= GYz,§) = —cosésinz, &> 1.

Man erkennt, daf§ G(z,&) = G(&, x) ist. Dies liegt daran, dal L selbstad-
jungiert ist. Wir kommen spéter darauf zuriick.

Wir gehen noch kurz auf allgemeinere Randbedingungen ein. L sei
wie vorher. Es seien c1, co, dy, ds reelle Konstanten mit

(01762> 7é (070)
(d,dz) # (0,0)

Wir wollen Lu = p 16sen unter den Randbedingungen
(2) cru(a) + cou'(a) =0

(3) dyu(b) + dy'(b) = 0,

(0]



Lu = 0 habe unter den Randbedingungen (2,3) nur die Losung u = 0.
Dann finden wir Losungen 7,72 von Ly = 0 mit

cim(a) + cni(a) = 0,
dinz(b) + damp(b) =0,

die ein Fundamentalsystem bilden. G bilden wir gemé&fl (1, Beweis Satz
29.1). Dann ist

(4) c1G(a, &) 4 c2(0G/0x)(a, &) =0
() diG(b,§) + dy(0G/9x) (b, §) = 0
und

u(w) = [ Gl ol

16st 1. Lu = p und erfiillt 2. die Randbedingungen

cru(a) + cou'(a) = 0,
diu(b) + dau'(b) = 0

Zusammenfassung: Seien ¢;,d; €R, i =1,2, ¢t +c3 > 0, d} +d3 > 0.

Dy, : |a,b] — R = {ulu : [a,b] — R2-Mal stetig differenzierbar in |[a, 0],
cru(a) + cou'(a) = 0, dyu(b) + dou/(b) = 0}

C%[a,b]) = {plp : [a,b] — R stetig}.

Dann ist offenbar L : D;, — C%([a, b]). Dies ist trivial. Weniger trivial ist
das folgende Resultat, das wir bewiesen haben: Wenn

L:D; — C°%a, b))

injektiv ist, so ist L surjektiv. In diesem Fall besitzt L eine iiberall in
C%([a, b)) erklirte Inverse L™t = G mit

(Go)w) = [ Gl o).
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G = Greensche Funktion zu L mit (4,5),

LoG = id:C"a,b]) — C°[a,b]),
GOL = idiDL—>'DL.
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830. Selbstadjungierte Differentialoperatoren

Sei L = agdd—; + a1-L + ay ein Differentialoperator mit Grundmenge [a, b].
Sei ag : [a,b] — R stetig, a; : [a,b] — R einmal stetig differenzierbar,
as : |a,b] — R 2-Mal stetig differenzierbar. Nach Beispiel 3 nach Definition
25.3 konnen wir auch hier die Adjungierte L* bilden und erhalten
* d2 / d 1/ /
L* = ay o5+ (2a5 — al)% + (a5 — ay + ap).

Wir werden daher sagen, L sei selbst adjungiert, wenn a), = ay, d.h. 2a}, =
2a; und aj — a} = 0 ist. Ein einfaches Beispiel ist

d, d
%(p%)
p: a,b] — R stetig differenzierbar,

L = +q,

q : [a,b] — R stetig.
Dann ist ndmlich ay = p, a; = p’ = dj,.
Definition 30.1: Sei p : [a,b] — R stetig differenzierbar, sei p(x) > 0,

x € [a,b]. Sei q : [a,b] — R stetig. Seien cy,cz,d1,dy € R, ¢ + 3 > 0,
d? +d3 > 0. Dann heifit

d,6 d
I = —(p—
betrachtet auf Funktionen u mat
u € D = {v|v 2-mal stetig differenzierbar in [a, b],

c1v(a) + cov'(a) = 0,
div(b) + dyv' (b) = 0}

Sturm-Liouville-Operator mit Definitionsbereich Dy,.
Fiir Sturm-Liouville-Operatoren gilt

Satz 30.1: Sei L S-L-Operator mit Definitionsbereich Dy,. Im reellen Hilbert-
Raum Lsy(]a, b[) mit Skalarprodukt

o= | ' fgda
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qilt

(1) (Lv,u) = (v, Lu), u,v € Dy.

Beweis: Achtung: (1) ist nicht selbstverstéindlich, da keins der Elemente
u, v seinen Tréger in ]a, b| zu haben braucht. Es miissen also Randterme
ausgewertet werden. Wir haben

vLu —ulv = v((pu')' + qu) —u((pv') + qv),
= v(pu) —u(pv'),

(o)~ ulpe)) = - (opud — ),

dx
= v(pu') — u(pv'),

= o((pu') + qu) —u((pv")' + qv),
= vlu—ulv=v-Lu— Lv-u.

Integration iiber [a,b] liefert

b
/(ULu—Lvu)dx = [v(pu) — u(pv)?
= [p(vd/ — w)];.

Wegen
cru(a) + e (a) = 0,

civ(a) + cv'(a) = 0,

(c1,c2) # 0, ist die Determinante dieses Gleichungssystems in den Grofien
c1, ¢y gerade 0. Thr Wert ist —(vu' — wv’)(a). Entsprechendes gilt in b. Also

1st
b b
/ ULu:/ Lv - udzx.

Satz 30.1 zieht die Symmetrie der Greenschen Funktionen nach sich. Hier-

]

zu gilt:

Satz 30.2: Se:t L S-L-Operator mit Definitionsbereich Dy. Lu = 0 habe
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wn Dy, nur die Losung u = 0. Set G eine Greensche Funktion zu L wie am
Ende von §29. Dann gilt

G(x,&) = G(& x) in [a,b] X [a,b].

Beweis: Seien p, : [a,b] — R stetig, seien u, € Dy, mit

Lu, =p,, v=12.
Nach Satz 30.1 ist

(Luy,us) = (uy, Lusy), also

(p1,u2) = (u1,p2),
b b b b
[ 0@ [ cwom©dets = [ mio) [ G op@dsar,

S22 G, &) pi(w) pa(€)de)da

= [2(J) G(x,€) pafw)pu () d) d,

= [2(J G(&, @) pal &) pr(x)dE)d,

ﬁu%%aa—aﬁwmmmm@madzo:
= [,(G(x,€) — G(&,2))pr(2) pa(€) dEd.

Man nimmt nun an: G(x,§) — G(§,x) # 0 in (z,§) = (x0,&). O. E. sei
(x0,&0) €]a, b[x]a,b[. Dann ist etwa

Gz, &) = G(& x) > 0in K((x0,60)) NQ, @ = |a, 0] x [a, ]

Sind p1, p2 > 0, p1(x)p2(§) > 0 in K. j4((20,40)) NQ, Trpipz C K((20,%0)),
so folgt

O<Aw@@—G@@wmwmwwa

und dies ist ein Widerspruch. Il

Ein Argument, dhnlich dem im Beweis von Satz 30.2 verwendeten, zeigt
Satz 30.3: Sei L S-L-Operator mit Definitionsbereich Dy. Lu = 0 habe
wn Dy, nur die Losung u = 0. Dann gibt es genau eine Greensche Funktion
zu L wie am Ende von §29.

Beweis: Sei p : [a,b] — R stetig. Seien G, G2 zwei Greensche Funktionen
zu L. Sei
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b
u(z) = / Gr(, €)pl€)de.
b

w@) = [ Galeple)de

also ui,us € Dp, Luy = p, Luy = p. Nach Annahme ist u; = uo, also

[ (61,9 = Gata )0l 0. 5 € [a.b] pe C(la.b).

Ein Argument, dhnlich dem im Beweis von Satz 30.2 verwendeten zeigt

G1 = GQ. ]

Beispiele:

1. Ly = 4" in [0,1], y(0) = y(1) = 0. Lu = 0 hat in Dy, nur die Losung
u = 0. Die allgemeine Losung von 3" = 0 ist

n(z) = c1x + ¢.
Sei

(vgl. Beweis Satz 29.1). Dann ist

Wi(x) =1,
also nach (1, Beweis Satz 29.1)

Glx,&) = (E—1)z, &>,
G(z,8) =
G'(x,§) = §&-(v—1), 2 >¢

Fiir stetiges p : [0,1] — R ist die Losung von uv” = p mit u(0) =0 =
u(1) also gegeben durch

u(e) = (x— 1) /0 p(e)de +a / (6~ 1)ple)de.

Fiir p(z) = sinx erhélt man z.B.

T 1
u(x):(:z;‘—l)-/o §-sin§d§+m-/ (& — 1) sin&dg,
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= (2 —1)-[~Ecosé +siné]d + z[—Ecosé +siné]l — z[— cos€]l,

= (—1)-[-€cos& +siné]j + x[—cos1 +sinl] + zcosl — x cosz,

= —sinx +xsin 1.

2. Ly = y" in [0,1] mit y(0) = 0, ¢'(1) = 0. Lu = 0 hat in Dy, nur die
Losung = 0. Ein Fundamentalsystem wie in §29, Ende (allgemeinere
Randbedingungen) ist gegeben durch 71(x) = x, n2(z) = 1. Dann ist

und

_ Gl(x7§) = —I, 52337
Gl >‘{Gr(x,£) N
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§31. Sturm-Liouvillesche Eigenwertaufgaben

Sei wieder ¢ : [a,b] — R stetig, p : [a,b] — R stetig differenzierbar, p > 0
in [a, b]. Seien ¢y, co, dy, dy € R mit ¢ +c3 > 0, d? + d3 > 0. Wir betrachten
einen Sturm-Liouville-Operator

Lu = (pu')' + qu in

Dy, = {uu:[a,b) = R
2-Mal stetig differenzierbar,
cru(a) + cou'(a) =0
diu(b) + dou/(b) = 0}.

Das Problem

(1) Lu+ X =0, ueDp

heifit Sturm-Lionvillesche Eigenwertaufgabe. A heifit Eigenwert zu — L mit
Definitionsbereich Dy ), wenn es ein u € Dy, u # 0, gibt, das (1) erfiillt. u
heiffit dann Eigenfunktion von —L zum Eigenwert \.

Lemma 31.1: Seien uy, us Figenfunktionen von L zu Eigenwerten i, Ao
mat

AL F Ao

Dann sind uy, uy orthogonal im reellen Hilbertraum Lo(]a,b[), d.h.

b
(uy,ug) = / uyugdx = 0.

Beweis:

(Lui,uz) = Ai(ug,uz),

(u1, Lug) = Ao(uy, uz),
also

(M = A)(ur,u2) = 0,

(u1, ug)

I
o
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Satz 31.1: Seir L S-L-Operator mit Definitionsbereich Dy,. 0 sei kein FEi-
genwert, d.h. Lu = 0 habe in Dy, nur die Losung u = 0. u ist dann und nur
dann Eigenfunktion von —L zum FEigenwert X\, wenn mit G als Greenscher
Funktion gilt:

b
Lfa) + / Gz, €)u(€)dE = 0, x € [a,b],
d.h.

u(z) + /\/ G(z,&u(€)dé =0, x € [a,b].

Hinweis: u geniigt also einer Integralgleichung von genau der Art wie sie
zu Beginn dieses Kapitels in §18 (vor den Beispielen) erwihnt wurde.

Beweis des Satzes 31.1: Wir beziehen uns auf die Zusammenfassung
am Ende von §29. Auf

Lu+Au=0, ueDy,

wenden wir die Inverse L~! = G an. Dann folgt

u~+ A\Gu = 0.
Umgekehrt folgt aus

w4+ AGw = 0,
w stetig, dafl w € Dy, ist und

Lw+ A w =0

L]

Aus der Umformung der S-L-Eigenwertaufgabe in das Eigenwertproblem
fiir eine Integralgleichung folgt, wie im néchsten Semester gezeigt werden
soll.

Satz 31.2:

1. Sei A Figenwert zu —L. Dann bilden die Eigenfunktionen zu X\ einen
endlichdimensionalen Teilraum von Dy,. Seine Dimension ey heifst die
(geometrische) Vielfachheit von .
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2. Die Figenwerte von —L bilden eine Folge A\, Mo, ..., die sich in der
Form
A< A< A<

anordnen ldfst. Wir denken uns jeden Eigenwert so oft angefiihrt wie
seine endliche Vielfachheit ey angibt. Dann gilt:

_lim >\z = +00.

1—00

Zu den Eigenwerten \; gibt es in Lo(]a,b]) ein VONS ¢; € Dr von
Figenfunktionen. Jedes beliebige f € Ls(]a,b]) erlaubt also eine Fou-

rierentwicklung
(1) F=> (f en)pn
n=1

nach den Figenfunktionen von L. Ist f : [a,b] — R stetig differenzier-
bar und nimmt f die Randbedingungen

af(a)+cf'(a) = 0
dif(b) + dof' (D) = 0

aus Dy, an, so konvergiert die Reihe in (1) gleichmdfig in [a,b].
Hinweise:

1. Teil 1 gilt auch, falls A\ = 0 Eigenwert ist: o(—L) ist wegen fab — Luudz =

fab pu*dz + ff qu’dx nach unten beschriankt. —Lu + ~u hat also nur
positive Eigenwerte p endlicher Vielfachheit. u— v sind die Eigenwerte
von L.

2. Zu Teil 2.: Nach 1. gilt die Aussage auch dann, wenn k£ = 0 Eigenwert
1st.

Beispiel: Wir betrachten eine schwingende elastische Saite der Lénge .
Der Elastizitdtsmodul der Saite sei p(z) > 0, € [0,(]. Die Massendichte
r(x) sei r = 1. Fiir die Auslenkung u(x,t) der Saite an der Stelle x zur Zeit
t gilt die partielle Differentialgleichung (z € [0,(], ¢ > 0).

O(p(x)(0u)(x,1))|0x = (0%u/0t?)(x,1),
(p(x)us(2,1)r = un(z,)

(Schwingungsgleichung). Die Saite sei an ihren Endpunkten fest einge-
spannt, d.h.
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(3) u(0,t) =u(l,t) =0, t > 0.

Die Anfangsposition der Saite und die Anfangsgeschwindigkeit der Aus-
lenkung seien vorgeschrieben:

u(z,0) = f(x),
(4) ut(x,()) - g(ZE)a T € [Ovl]v

f(0) = g(0)=0= f(l) = g(l).

als Ansatz wihlen wir wieder den Separationsansatz

u(x,t) = v(zx) - w(t) mit

Dann folgt mit Lv = %(p%v)

wlLv = vw

(5) L =% —; —\ = Konstant.

g |

v soll die Randbedingungen (3) realisieren. Wir wéhlen also in

Dy = {ulu:[0,l]] >R
2-Mal stetig differenzierbar,
c1u(0) + c2u/(0) = 0, dyu(l) + dou' (1) = 0}

fiir ¢1,co,dy,ds die Werte ¢ = 1, co = 0, dy = 1, do = 0 und verlangen
v € Dyp. Ausv € Dy, Lu/v = —\ folgt

—Lv = Mv, ) ist Eigenwert zu — L,

l !
/ pu?dx = )\/ vidx, A > 0.
0 0

Insbesondere gilt: Die Eigenwerte Ai, Ao, ... zu —L sind also alle positiv.
Aus (5) folgt dann fiir w:

wy(t) = A, cos VAt + B, sin \/Xnt, A, B, konstant,
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und mit v, = Eigenfunktion von L zum Eigenwert )\, gewinnen wir eine
partikuldre Losung

vn(z) (A, cos vVt + By sin \F)\nt)

von (2), die bereits die Randbedingungen (3) realisiert. Die vy, vs, . .. mogen
ein VONS wie in Satz 31.2 bilden. Bei geniigender Konvergenz wird man
also die allgemeine Losung von (2) mit den Randbedingungen (3) in der
Form

(6) u(x,t) = i Un(x) (A, cos VIt + B, sin \F)\nt)

gewinnen. Wegen v,, € Dy, realisiert u also die Randbedingungen (3). Wir
miissen uns nun noch um die Anfangsbedingungen (4) kiimmern. Die Fou-
rierentwicklungen von f und ¢ lauten

(7) = ann, an=(f,vn),
n=1

(8) g = Z bnvn, by = (g7Un)
n=1

Koeffizientenvergleich mit (6) fiir ¢ = 0 liefert A, = a,, Koeffizienten-
vergleich mit der nach ¢ differenzierten Reihe (6), das ist

%(x, t) = Z Un () (= AV Ny - sin VAt + BV, cos VAL,
n=1

liefert fiir t = 0 B, = \br—; Mit den Fourierkoeffizienten a,, b, aus (7,8)
folgt als Losung des Problems (2,3,4) gerade

S b
u(x,t) = 0, (1) (ay, 08 VAt + —— sin V\,t
(2.0 = 3l sin VA
Die Randbedingungen (3) heiflen , fest-fest”. Ist z.B. ein Ende fest (etwa
x = 0), das andere Ende frei und schreibt man «'(l,t) = 0 vor, so 148t
sich dieses Problem ebenso behandeln, indem man in D(L) ¢; = 1, ¢; =0,
di = 0, ds = 1 setzt. Diese Randbedingung heift , fest-frei.

87



§32. Die Legendresche Differentialgleichung

Die Legendresche Differentialgleichung lautet

1) (1= 22)y'Y + Ay =0
oder in ausdifferenzierter Form
(2) (1—2*)y" —2zy + Xy =0

iiber dem Intervall [—1,+1]. Also ist Ly = ((1 — 22)y’)’ mit p(z) = 1 — 22
und A als Eigenwertparameter. Da p in © = +1 verschwindet (sonst ist
p > 0) ist die Theorie aus §31 nicht mehr anwendbar. Man wird also keine
Losungen mit vorgeschriebenen Randbedingungen mehr erwarten kénnen.
Wir suchen statt dessen Losungen, die in 41 definiert, z.B. in [—1,+1]
stetig differenzierbar sind. Dazu wahlen wir einen Potenzreihenansatz

(0.9]

y = E a,x",
n=0
also

n=0

2ay = Znanx”,

z?y = Z(n— Dna,z".
Koeffizientenvergleich ergibt

(n+2)(n+ 1)ay2 — n(n — 1)a, — 2na, + Aa, =0,

(n+2)(n+ Dayi2 = [n(n—1) 4+ 2n — Nay,,
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(n+1)n—A
nt)m+1) ™

(3) Upy2 =
(
Es bleiben also zwei Koeffizienten frei wahlbar, namlich

ag = alle Koeffizienten ag, k € N,

a1 = alle Koeffizienten asy 1, £ € N.

Man kann nun zeigen: die Reihe

(4) Yy = Z a,x"
n=0
divergiert im allgemeinen bei x = 41, es sei denn, sie bricht nach endlich
vielen Gliedern ab. Siehe hierzu: Fliigge, Rechenmethoden der Quanten-
mechanik, Heidelberger Taschenbiicher, Band 6, S. 87.
Die Reihe bricht ab, wenn fiir ein m € Nj

A=\, =m(m+ 1) und eine der GroBen ag, a; = 0 ist.
Genauer gilt:

I. Sei m € Ny gerade, ag = 1, a3 = 0,
A=A\, =m(m+1)
= Die Reihe (4) enthélt nur gerade Potenzen von z (d.h. agy1 =
0, k € N) und bricht nach der m-ten Potenz von x ab.

II. Sei m € Ny ungerade, ag =0, a; = 1,
A=A\, =m(m+1)
= Die Reihe (4) enthélt nur ungerade Potenzen von z (d.h. ag; = 0,
k € Ny) und bricht nach der m-ten Potenz von x ab.

Die sich dabei ergebenden Lésungen p,, der Legendreschen Differentialglei-
chung lauten:

mj ag @ Pm Am
0 1 0 po(z) =1 0
1 0 1 mzr)==x 2
2 1 0 po(z) =1 — 322 6
3 0 1 p3(z) = x — 227 12
4 1 0 pa(z) =1 — 1022 + 224 20
5 0 1 ps(z) = x — Ha* + Zab 30




kurze Rechnung

m=2, Ap=06 = as —Lfao = -3,
m=3, Ap=12 = ag = 1'22:3126L0 = _1_60 - _%7
m=4, A\, =20 = ay = %2q —10,

ay = 2313720(—10), N

Mit p,, ist auch c - p,, Losung der Legendreschen Differentialgleichung,
da diese homogen ist (¢ = konstant). Diese Eigenschaft nutzt man zur
Normierung von p,, aus. Man normiert auf verschiedene Weisen:

1. Py, = ¢ * Pm- €1 wird so gewéhlt, daf§ P, (1) = 1 wird.

2. L, = Com * Pm. Com wird so gewéhlt, daf3
+1
HLmHLQ((le)) =1 Wil"d7 d.h. / L?ndac = 1.
~1
Qm = C3m * Pm- C3m wird so gewihlt, dafl der fithrende Koeffizient im
Polynom @,, gerade 1 ist, d.h. Q,, = 2™ + .. ..

4. Die bereits eingefithrte Normierung ag =0, a; =1 oder ag =1, a; = 0

1 4+ hohere Ordnung, m gerade

pm(T) =
x 4+ hohere Ordnung, m ungerade.

Um die Normierung nach 1. vorzunehmen, mufl man wissen, daf3 p,,(1) #
0 ist. Ware p,,,(1) = 0, so folgte aus (2):

—2p, (1) + Ap(1) = 0,
Prm(1) = 0.

Mit (1) ergibt sich durch Integration

(1 - 2)p),(x) = —A / P(t)dt
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[ ()]

IA

Ein Polynom in z, das auf einem Intervall positiver Lange identisch
verschwindet, verschwindet iiberhaupt identisch, d.h. alle Koeffizien-
ten sind 0, Widerspruch zu (ag,a;) # (0,0) Bei der Normierung 1
ergeben sich die P, wie folgt:

Py = 1,
P1 = I,
1 2
P2 = —(3.%’ —1),
2
1
Py = 5(5x—3:1:),
1
P, = §(35”4_30$2+3)’
1
P = §(63x5—70x3—|—15x).

Zur Normierung 2: Man rechnet aus, daf§

5 +1 ) 1
Pm o = Pmdx =
! HLQ(] LD /1 m + %

ist. Daher ist
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/ 1

Lemma 32.1: Der Differentialoperator
L Ly = ((1-2%)y)

ist selbstadjungiert im folgenden Sinn: Sind f,g : [-1,+1] — R 2-Mal
stetig differenzierbar (ohne bestimmte Randwerte), so ist

+1 +1
/ Lfgd:z::/ fLgdx.

1 1
Beweis:

+1 +1
/ Lfgdz — / ((1— 22) 'Y gde,
1 1

+1

=[(1—2*)f'g)"1 — y f(1—a%)g da,

+1
=— | f(1l-a2%gde
1

+1

— 1=V = [ (g da)
= +1ngda:.

-1

Hieraus ergibt sich
Satz 32.1: Die Polynome L,, sind orthonormiert in folgendem Sinn:

(L, Lin) 12011 = Onm, 1, m € Ny,

Beweis: Die )\, sind jetzt Eigenwerte zum in Lemma 32.1 eingefiihrten
Operator L, der selbstadjungiert ist. Damit folgt die Orthogonalitdt von
L, und L,,, n # m, wie im Beweis von Lemma 31.1. Zur Normierung s.
(5). ]

Satz 32.2: Sei < 1,x,2%,...,2" > der von den Funktionen

fo,fo(l‘) =1,z e [—1,+1],

fos fo(z) = 2", x € [-1,+1]
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aufgespannte Unterverktorraum von Lo(]—1,+1]). Dann ist + Ly, L1, ..., +L,
eine Orthonormalbasis von < 1,x,22, ..., 2" >.

Beweis: Da nach Satz 32.1 die Ly, L1, ..., L, orthonormiert sind in Lo(] —
1,1]), so sind sie dort insbesondere linear unabhéngig. Also ist

dim < Lo, Ly,...,L, >=n+ 1.
Offenbar gilt

< Lo, Ly,..., L, >C< 1,2,...,2, >,
dim<1l,z,...,2" ><n+1,

woraus die Behauptung folgt. [

Hieraus entsteht
Satz 32.3: Das n-te Legendre Polynom P,, L, oder Q, hat in [—1,+1]
genau n einfache Nullstellen.

Beweis: Wir brauchen den Beweis nur fiir P, durchzufithren. Zu beweisen
ist nur etwas fiir n € N. Zunéchst betrachten wir die Nullstellen ungerader
Ordnung von P, in [—1,+1]. Dies sind diejenigen Nullstellen von P,, in
denen P, sein Vorzeichen wechselt. Nach Satz 32.1 ist

+1 +1
0= / P,P,dx = / P,dx, n € N.
~1 -1

Daher hat P,, n € N, wenigstens eine ungerade Nullstelle. Seien also
x1, ...,z die ungeraden Nullstellen von P,. Wegen P(1) = 1 sieht das
ungefahr so aus:

Sei h(x) = (x — 1) - ... (x — xp). Also ist

h(z) - P,(x) > 0 bis auf die endlich vielen Nullstellen von P,.
Insbesondere ist fjll P.(z)-h(z)dxr >0.Ist k <n —1, soist

h e< 1,$,...,$n_1 >=< Py, P,...P,_1>.
Also ist h L P,, d.h. fjll P,(z) - h(z)dz = 0. Dies ist ein Widerspruch. [

Zum Abschlufl 16sen wir ein Variationsproblem:
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Satz 32.4: Sein € N. Man finde das Minimum des Funktionals

+1
Q*(x)dz = ||QII7, 1.1
1

wobei ) alle normierten Polynome

n—1
Qlx)=2z2"+) a,x”
v=0
durchliuft vom Grade n, a, € R, v = 0,...,n — 1. Das Minimum von
HQH%Q(H,HD 1t
2 2
2n + 1 (2n)2

und wird fir QQ = Q,, = n-tes Legendre Polynom mit Normierung nach 3.
angenommen.

Beweis: Nach Satz 32.2 ist zusammen mit der Normierung nach 3.

Q = Qn + Cn—lQn—l + ...+ COQO

mit reellen Konstanten ¢, 1, ..., ¢y und den Legendre Polynomen Q),,_1, ..., Qp.
Nach Satz 32.1 ist

n—1
1@ L1110 = 1@ul7y 1 41p + D AllQulT, -1 41
v=0

> [|Qnllz,( — L, +1]).

Hieraus folgt die Annahme des Minimums fiir () = @),. Zur Formel fiir
1@n]17,(]—1, +1[) s. Abramowitz/Stegun, Handbook of Mathematical Func-
tions, Dover, New York, S. 773 - 775. ]
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