Vorlesung ,,Mathematik fiir Physiker III “

Kapitel 4
Integralsitze

§14. Orientierung von Untermannigfaltigkeiten

Definition 14.1: Set M C R" k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des
R™. M heifst orientierbar, wenn es eine Familie von Karten

;L = Vi=U;N M,
v in einer Indexmenge I, I abzdihlbar, gibt mit folgenden Eigenschaften:
=Jv
iel
(2) Fiir je zwei Karten mit V; N V; # 0 gilt: Setzt man
bij =@t opi o (VinVy) — o (VN V),
so ist det Jy,, > 0.

Im Bild sieht das so aus:

Wir nennen eine derartige Familie von Karten, die also (1,2) geniigen,
einen orientierten (!) Atlas der k-dimensionalen Untermannigfaltigkeit
M des R". Sei A kompakt, A C V; C M. Sei w eine stetige k-Form in
U;. Dann ist vermoge der Definition 13.1 w o ¢; eine stetige k-Form in
T; C R*. Nach Definition 13.2 k('jnnen wir sie iiber jedes Kompaktum in 7;
integrieren, insbesondere iiber ¢; '(A). Wir setzen

ol

Wenn A auch die Menge V; anschneldet, so fithrt dies auf AN (V; NV})
formal zu zwei verschiedenen Integraldefinitionen. Dafl dies nicht so ist,
zeigt

Satz 14.1: Sei M orientierbar mit orientiertem Atlas, V;N'V; # 0, B C
Vin'V;, B kompakt. Sei w eine k-Form auf U D U; N U; und stetig. Dann



15t

o= [, w0
B ;(B)

©; ' (B)
Beweis: Nach Satz 13.2 ist
/ wow; = / (wo%)o%‘i
o; ' (B) ©; ' (B)

¢;(B)

[
Da wir i. f. nur iiber kompakte Teilmengen A von M integrieren wollen,
setzen wir M als kompakt und den Atlas (7}, ¢;, V;) als endlich voraus (vgl.
§7). Ziel: B C M = Wir erklidren [,w unabhingig vom Atlas.

Definition 14.2: M praekompakte k—dimensionale Untermannigfaltig-
keit des R", B C M. M besitze den Atlas (T3, ;, Vi), i = 1,...N. Dann
0

ist Y = disjunkte Vereinigg. U =0,

i=1
N N j-1 N
5=V 2) vi-Uvinv)  nB=> VinB
j=1 Jj=1 N =1 y =1 disjunkt

—.V; pweise disjunkt und cv;

und wir setzen fiir w € QF(U), U D M, U C R" offen

N N
w = Wwo ;= / w
/B ;/soﬁ(%ﬂm : ; VinB

Definition 14.3: Sei M prackompakte k—dim. Untermannigfaltigkeit des
R", es seien (T, o), V), 1 <i < NO, (TP P vP) 1 < j < NO
zwei orientierte Atlanten von M. Die Atlanten heiflen gleich orientiert,

wenn fiir VO AV £ 0 die Abbildung vy = o ® o@D 0

i J J j
V(l)) — 90(-1)_1(‘/]-(2) N V;(l) positive Funktionaldeterminante hat.

(3 (3

Fiir gleich orientierte Atlanten von M erhalten wir dasselbe [ pw wie die

—

folgende kurze Rechnung zeigt: Zu Vi(l), Vj(Q) bilden wir Vi(l) , V@ wie oben.



Damnist B= () VV'nv?PnB

1<i<N(1)
1<j<N(?)
ND NO N©@)
(1) (1) 1 (2)
vnB =1 =1 vy mB
B
D=1y 2
1<l<N(1) ( ) ( )mv( )mB)
1<j<n (2

(Bew. Satz 14.1, det Jy,, > 0)

] o
2) 1 V(l V(2 B) J

1<Z<N(1
1<j<N @

N(@)
-y / w
o vPnB
Wir wollen uns nun die Orientierung von (n — 1)-dimensionalen Unterman-
nigfaltigkeiten M des R™ ndher anschauen. Eine solche Untermannigfaltig-
keit erlaubt lokal eine Darstellung

p>MNU =A{z|zeU, f(x) =0}

mit gradf (p) # 0. f darf von U abhéngen. Aus Stetigkeitsgriinden kénnen
wir annehmen, dafl sogar gradf # 0 in ganz M NU gilt. N,(M) wurde von
gradf (p) aufgespannt.

1

\gradf (p)| gradf(p)

v(p) =

ist Einheitsnormalenvektor.

Definition 14.4: Eine stetige Abbildung v : M — R" mit v(p) € N,(M)
und |v(p)| =1 fiir p € M heifit Einheitsnormalenfeld.

Satz 14.2: Sein > 2, M C R" eine prackompakte (n — 1)-dimensionale
Untermannigfaltigkeit des R", die ein Einheitsnormalenfeld besitzt. Dann
1st M orientierbar.

Beweis: Die folgende Annahme ist keine Einschriankung: Wir haben einen
endlichen Atlas
wj T3 —V;, j=1,...,N,
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N
M =]V
j=1

der aber noch nicht orientiert zu sein braucht (Ford. (2) in Def. 14.1). O.
E. seinen allen 7T} Kugeln um 0.

Zup € M ex. Karte ¢ : T — Vmitp € V C M, T Cc R*! offen
und zusammenhéngend. Weil dies fiir alle Punkte p € V' eine Karte ist, ist

O

det(u (1), 520 (1)) £0

fir alle t € T. Da T zusammenhéngend ist, ist wegen v(p(t)) stetig
det(...) > 0 in T oder det(...) < 0 in 7. Falls det(...) < 0 gehe man
folgendermaflen vor: Es ist keine Einschriankung anzunehmen, dafl T ei-
ne hinreichend kleine Kugel K,(0) um den Nullpunkt vom Radius p > 0
ist. Nun ersetze man ¢,y durch —¢, 1, d.h. t = (¢1,...,t,_1) durch t =
(t1,...,—t,—1). Dann ist auch

0:T=K,)0)—V
eine Karte mit o(t1,...,t,-1) = @(t1, ..., tn_9, —t,_1). Jedoch haben wir

etV (F0), 520, 5 (1)

Op Oy
= det(U(p( s ~tna)) gy (oo tua) o = )
) )
= —det(v(gpl. ..,—tnl)),a—z(. e —tat)s s %(. ooy —ta1) > 0.

Dies denkt man sich fiir jede Karte ¢; : T; — V; durchgefiihrt, falls nétig.
Man kann nun zeigen: M ist genau dann orientierbar, wenn die Basis

(), 220, o0

des R" stets den gleichen Schraubungssinn besitzt, d.h.

det(v(oy (1)), 2220), ..., 221 (1)

" Oty Ot
wechselt nie das Vorzeichen. Das heif3t: Dann und nur dann ist der Atlas
orientiert. Dies haben wir hier erreicht. ]

Wie findet man ein Einheitsnormalenfeld? Hierzu geben wir

Definition 14.3: Se:r A kompakte Teilmenge des R". Man sagt, A hat
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einen glatten Rand OA, wenn es zu jedem p € 0A eine offene Umgebung
U C R" und eine stetig differenzierbare Funktion

v:U—-R
gilt mit
i) gradiy # 0 in U,
i) ANU = {z|z € U, ¢¥(x) <0},
iii) U NOA = {z|z € U,¢(x) = 0}.
Es gibt dann genau ein Einheitsnormalenfeld v : 0A — R" mit

p+Av(p) ¢ Afir 0 < A <e.

v(p) heifit die duBlere Normale in p € 0A an A. Insbesondere ist nach Satz
14.2 O A orientierbare Mannigfaltigkeit der Dimension n— 1. Wir verlangen
wieder det(v(p), 0p/0ty, . ..0p/0t,—1) > 0. Man spricht auch von der durch
die &uBlere Normale v(p) gegebenen Orientierung. Fiir v(p) gilt:

gradi(p)

2 T peUNOA,
\gradi(p)|

v(p) =

Beispiel:

Sp—1 = 0A,

A =A{aflz] < 1},

Y(x) = flz)=a?+ ... +22 -1,
Vip(z) = 2z,

v(p) =p.

Zusammenfassung:

1. Sei M eine orientierbare k-dimensionale kompakte Untermannigfaltig-
keit des R", B C M, w eine stetige k-Form in U D M, U C R" offen.
Dann st

/ w unabhdnig vom orientierten Atlas erkldrt
B

2. A CR", A kompakt, besitze glatten Rand 0A. Dann ist 0A (n — 1)
-dimensionale orientierbare kompakte Untermannigfaltigkeit des R™.
Wir nehmen die durch die duffere Normale gegebene Orientierung.



815. Der Stokes’sche Satz

Es gilt der wichtige

Satz 15.1 (Stokes‘scher Integralsatz): Sei U C R" offen, w € Q" 1(U)
stetig differenzierbar. Set A C U, A kompakt mit glattem Rand OA. OA sei
beziiglich der dufleren Normale orientiert. Dann ist

/dw:/w
A DA

n=1 A=labclabcRw=fecQU), U=a,b],

Jidw = fAf’d:I;
= [ f(x)dz = f(b) - f(a)
faAW = f(b> - f(a)

n=2 AcUCcR?
w = fdx + gdy € Q(U)
dw = (gy — fy)dxz N dy

/A(gx — fy)dz AN dy =
= [ o+ gy
0A

Spezialfille und Beispiele:

:/ (f(z(t), y(®)a(t) + g(z(t), y()y(t))dt

0A ist eine einfach geschlossene Kurve (z(t),y(t)), a <t < b, die in posi-
tivem Sinn durchlaufen wird mit ((¢),y(¢)) # 0. A liegt also immer zur

Linken. 0A — {p = <x(a)) = <x(b)>} hat also nur eine einzige Karte,
y(a) y(b)
nicht aber 0A. Als dulere Normale stehen zunéachst

(9(t), —2(t))
(#2(2) + g2(1))>
(=), (1))
(#2(£) + 97(t))2
in gleicher Weise zur Verfiigung. Die Orientierung ist in der Forderung
gegeben, dafl A zur Linken liegt und wéahlt den ersten Vektor als duflere
Normale aus, weil dann die Basis {v(p),t} positiven Schraubungssinn hat
und v(p) somit nach auflen weist.




Vgl. Satz 6.1, Ecken sind zugelassen.

Nehme (}g> statt (f> =
g

/ (fo +g,)da A dy — / (fdy — gdz)
A 5;)4
_ /(f-y—gi')dt

b
_ / (f> » (&2 + g2)hdt
a g S—r

do=:ds ohne Vektorcharakter

/ (fo + gyde A dy = / (f, + g,)ddy
A A

n=3 A cC U cCR? A kompakt, U offen
w=v-dF = vidry N\ dxs + vodxs N dxy + v3dxy N dxo
dw = divv - dV

Damit folgt

Satz 15.2 (GauBscher Integralsatz): Sei U C R3 offen, A C U, A
kompakt mit glattem Rand 0A. OA sei beziiglich der dufSeren Normale v
orientiert. Sei v : U — R? ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Dann ist

/divde:/ v-dF.
A HA

Wihrend [, divodV das iibliche Volumenintegral ist, ist [,,v - dF die
Ergiebigkeit oder der Flufl des Feldes v beziiglich der geschlossenen Fléache
0A. Nach Ubungsblatt 9, Aufgabe 2, zur ,,Mathematik fiir Physiker I11“ist

namlich
/ y-dE:/ v - vd0
OA 0A

mit dem ,,Oberflachenelement“d0. d0 ist eine geeignete 2-fache Integration
[ .dt1dty in jeder Karte (T, ¢, V). v findet man auch folgendermaBen: Sei
ohne Einschriankung 0A wegweise zusammenhéngend. Beweis Satz 14.2



= U normal, stetig

0< det(’u\, o010, (92@) =

VT Uy U3

%)
= U- algp X (‘3290
. Oipx0
= V= —“0 29
01 X Oap]

= v = 4V auf ganz 0A

Ob nun +7 oder —v das duflere Normalenfeld ist, kann durch Betrachtung
eines einzigen Punktes p € 0A entschieden werden, z.B. v(p) = v(p) =
v = v auf ganz 0A. —U = nach auBen. ty — —to, p(t1,t2) = p(t1, —t2) =
0< det(ﬁm, 81@, 82@/) mit

A~

5 09Xy
(019 x Do
Der Satz von Gauf} gilt auch im R" mit

alt ®

" du,

v=1 0z,

dV = dxi N ... Ndx,

dF = (.., ()" day AL AN de, g Ndaya N N da, )
s—te Stelle

Als Anwendung des Satzes von Gaufl behandeln wir den Satz von Green.
Es sei

divv =

V: = ﬁ, C 0 der Nabla-Operator,
8%1 3.%”
A: = 0%/0%c, + ...+ 0%/0°x, der Laplace-Operator,

d.h. fiir Funktionen f ist
Vf=gradf,
fiir Vektorfelder v ist

Vv: = V-v:=divo,
U1

und fir n = 3



i=e jJj=e k=e3
= 8/&%1 8/&%2 8/&%3

U1 V2 (R

Wir benotigen nun zwei Hilfssédtze aus dem Nabla-Kalkiil:

Hilfssatz 15.3: Es ist
V.-V =A,
d.h. fiir jede 2-Mal differenzierbare Funktion f: U — R st
div grad f = Af

Beweis: Es ist

T
v = (e l)

ox, Oz,
0 of o of
VVf N 8x18x1+"'+6azn8xn’
= Af.

]

Hilfssatz 15.4 (Produktregel): Sei f : U — R differenzierbar, g : U —
R 2-Mal differenzierbar. Dann ist

V- (fVg) =(Vf)-(Vg)+ fAg.

Beweis: Es ist

(0/0x1,...,0(0x,) - (f - Bg/dxy, ..., f-Bg)0x,)T

15153 af dg df 0dg 0? 0%g

3_1:1331:1—’_”'_'—81:“81:”_'_]0 oz

g
ax§+'“+f

]

Satz 15.5 (Greenscher Integralsatz): Sei U C R" offen, A C U kom-
pakt mit glattem Rand OA, der beziiglich der dufleren Normalen orientiert
set.
Seien

u,v:U — R



2-Mal stetig differenzierbare Funktionen. Dann gilt

/(UAU — vAu)dV = / (uVv —vVu) - dF
A DA

Beweis: Wir wenden den Satz von Gauf3 auf das Vektorfeld «Vov an. Dies
liefert

/ uVou-dF = / div (uVv)dV
DA A

HS15.4

= /(UAU + Vu - Vou)dV.
A

Analog folgt
/ vVu - dF = /(UAU + Vo - Vu)dV
04 A

Subtraktion der letzten Zeile von der vorletzten liefert die Behauptung. [

Eine weitere Konsequenz aus dem Satz von Gaufl ist
Satz 15.6: Sei U C R” offen, p € U. Sei

—off
. offen o |
w e Q" (U — {p}) stetig differenzierbar und dw = 0.

Seien A, B C U kompakt mit glattem Rand 0A,0B, der jeweils beztiglich

der dufieren Normalen orientiert sei. Ist p € ;1 N é, so qilt:

0A 0B

Situation:

Beweis: Wir wihlen eine offene Kugel K.(p) vom Radius ¢ > 0 um p
mit K.(p) C AN B. Sei

AE - A_Kg(p)a
B. = B— K.(p).

Dann haben A., B. C U — {p} glatten Rand, also

/ w = / dw = 0,

DA, A,

/ w = / dw = 0.
OB, B.
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Als Punktmengen sind 0A. = 0A U 0K.(0), 0B. = 0B U JK.(0). Jedoch
mufl 0K (p) beziiglich der inneren Normalen von K.(p) orientiert werden.
Man kann dann leicht zeigen

e
0;K.(p) 0a K< (p)

orientiert bzg. der orientiert bzg. der
inneren Normalen von auleren Normalen von
K.(p),det(v;,...) >0 K.(p)

Hierzu vergleiche man Aufgabe 2, Blatt 9 der Ubungen fiir ,Mathematik
fiir Physiker“. Damit folgt

0:/ w = / w—l—/ w
0A, 0A 0:K:(p)
_ / w— / o

0A OK.(p)

_ / w— / o

OB OK.(p)

[ e

(fiir alle hinreichend kleinen € > 0). O

also

Beispiel: v : U — {p} — R" stetig differenzierbares Vektorfeld mit div v =

0. Dann gilt
/y-dE = / v-dF,
9A OB

_ / v dF.
OK-(p)

Die Summe der Fliisse durch die beiden Randanteile ist Null, nicht jeder
einzelne.

11



§16. Der Satz von Stokes fiir Untermannigfaltigkeiten

Wir fithren zunéchst zur Orientierung den Halbraum Hj, ein.

Hy: = {(x1,...,21)|z1 <0} C RF,
also 0H, = {(x1,...,x)|z1 = 0}.

Die duflere Normale ist v(z) = (1,0,...,0).
OH} hat die (einzige) Karte T = R¥"1, V = 9H,,

¢ R = oH,,

(t1, . thr) — (0,21, .. ths)

1 0 0
0 1 .0
I R :
0 0 1

mit

el o
8t1’ Tt atk,1

dufleren Normalen orientierte (k — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit
des R”.

Wegen det (V, > () wird man sagen, OH}, sei beziiglich der

Definition 16.1:

1. Sei M C R" k-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Sei A C M kom-
pakt. Man sagt, A hat glatten Rand OA, wenn es zu jedem p € OA eine
Karte o : ' T'— V von M gibt mit

pelV,

gO(HkHT) = ANV,
go((‘)HkﬂT) = 0ANV

0A st dann (k — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™.

2. Set M orientierbar mit einem orientierten Atlas wie oben unter 1.
Durch

N
OA = U&A NV
=1
12



gplc‘?HkﬂTZ—>8AZﬂVZ

erhdlt man einen orientierbaren Atlas von 0A. Man sagt, OA trage die
durch M induzierte Orientierung.

1) M Fliche im R3, A Cc M
0A geschlossene Kurve auf M

A liege der Einfachheit halber in einer einzigen Karte. det(v(p), g—fl, g—i) >

0. Orientierung von 0A: A zur Linken. Anmerkung: 34 ¢ = Kurvenpa-
rameter (global, z.B. Bogenlinge) a < o < b, t = (t1,t2) € T
¢(t(0)) Kurvenpunkte mit Komp. ¢’

d . 2. 9 dt;
g3 5 (1(0)5-(0)

Hlo)) = Y ilo)1ZE o)

= Linearkombination der Tangentialvektoren

¢ = Tangentialvektor an Flachenkurve

2) S [—1,—|—1]9t2,0':t2 t1 =20

Tangentialvektor: g—;z(o, to = o). Sei t; = 1. Ersetzt man ty durch ty =
—t9, also 0 = ty, so wird der Tangentialvektor %(07 o) = —g—ti((),tNg =
o). Es findet eine Orientierungsumkehr statt. 0A wird in negativem
Sinn durchlaufen.

Da wir letztlich nur iiber kompakte A C M integrieren wollen, kénnen wir
ohne Einschrankung M als kompakt mit endlichem Atlas voraussetzen,

also

N

M=V

i=1
mit dem Atlas (73, ¢;,V;), i = 1,..., N. A hat glatten Rand, 0A = 0)/A
genau dann, wenn es i1, . . ., in(p4) gibt mit

N(0A)
0A= | J 04NV,
A=1

vi,(HrNT;) = ANV,
gph(c‘?HkﬂTh) = 8AﬂV@-A.
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Dann ist 0A mit dem Atlas (0H, N'T;,, ¢i,, 0ANV;,) Mannigfaltigkeit der
Dimension k£ — 1, da A NV}, in geeigneten Koordinaten durch
n — k + 1Funkt. Fu-Matrix

(i (b1, k) — i (0,69, .. tp) = 0,

tr1 =0,
hat max. Rang < k;_H

t, =0
beschrieben ist (s. o., Sétze 7.2, 7.3).

Hinweis: Die Wechselabbildungen );; beziiglich 0A kann man sich mit

Hilfe der Wechselabbildungen 1;; = wl.(JM) von M leicht verschaffen. Aus

det ]¢§M> > 0 folgt dann det I, (0A) > 0. S. Forster, Analysis III, §20, §21.

Nun gilt die folgende Verallgemeinerung des Satzes 15.1: Satz 16.1 (Sto-
kes’scher Integralsatz): Sei U C R"” offen. Sei M C U eine k-dimensionale
Untermannigfaltigkeit des R"; M sei orientiert. Sei

w e QYD)

stetig differenzierbar. Sei A C M kompakt mit glattem Rand OA, der mit
der durch M induzierten Orientierung versehen sei. Dann ist

/dw:/ Ww.
A DA

Insbesondere ist daber OA beziiglich eines Atlanten parametrisiert gemdyfs
Def 16.1, bei dem A zur ,Linken von OA “liegt (0" (ANV) C {t; < 0})

Hinweis: In der Situation des Satzes 16.1 kann man immer einen Atlas
von M finden mit folgenden Eigenschaften:

i) M trage schon einen orientierten Atlas. Dann 148t der neue Atlas die
Orientierung von M ungeéndert.

ii) Der neue Atlas leistet beziiglich 0A das Gewiinschte.
Man spricht von einem an A adaptierten Atlas. Siehe hierzu Forster,
Analysis I11, §20, §21. Wir behandeln nun Beispiele und Erlauterungen.

Satz 16.2 (Satz von Stokes fiir 2-dimensionale Mannigfaltigkeiten

M C R3): Sei M C U, U C R? offen, M 2—dimensionale Untermannig-
faltigkeit des R3. M sei orientiert. Sei A C M kompakt mit glattem Rand,
der die von M induzierte Orientierung trage. Sei

Q:U—>R3

14



ewn stetig differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt

/ y-c@z/roty-dﬁ
OA A

Beweis: w = v-ds ist aus Q1(U) und stetig differenzierbar, dw = rot v-dF
nach Lemma 11.3. U

Fiir eine Untermannigfaltigkeit M und A, 0 A wie in Satz 16.2 beschrieben,
gilt: Es gibt ein Einheitsnormalenfeld v(p) und einen orientierten, an 0A
adaptierten Atlas mit

Op Oy
) 6—?5(]))7 8—t
1 2
in jeder Karte. A ist eine eindimensionale Untermannigfaltigkeit des R3,
also etwa eine geschlossene Kurve, die auf der Flache = 2-dimensionaler Un-
termannigfaltigkeit M des R? liegt. Die Forderung det(v(p), g—fl(gp), g—g(p)) >
0 bewirkt folgendes: Fiir einen Beobachter in Richtung von v(p), p € 0A,
der sich in Richtung der von der Mannigfaltigkeit M in A induzierten
Orientierung bewegt, liegt A immer zur Linken. Genauer: Die induzierte
Orientierung bedeutet die Festlegung der Richtung des Tangentialvektors
beim Durchlaufen der Kurve 0 A. Wahlt man also das Einheitsnormalenfeld
v(p) so, daBB beim Durchlaufen von 0A fiir einen Beobachter in Richtung
von v(p) die Menge A immer zur Linken liegt, so entsteht die klassische
Form des Stokesschen Satzes:
M Fliche im R?, A C M, OA geschlossene Kurve auf M. A liege der Ein-
fachheit halber in einer einzigen Karte. det(v(p), g—fl, g—g) > 0. Satz 16.2
gilt. Orientierung von 0A: A zur Linken. Annahme: d0 = Kurvenparame-
ter (global z.B. Bogenldnge). a < o < b, t = (t1,t5) € T

det(v(p) (p)) >0

©(t(0)) Kurvenpunkte mit den Komponenten ¢/, 1 < j < 3. Also

Ao = 3 G20 L)

. : Oy
p(t(0) = Y (o) pradC))
i=1 !
= Linearkombination der Tangentialvektoren

an die Mannigfaltigkeit M,

= Tangentialvektor an die Fldchenkurve.

15



Es ist

<

3
-ds = / v, dx,

= [ S ulto) Lot

J,

3

_ / (v-t)(t(o)) - (Z(%s@”(t(a))f)

a

INIE

- do mit

v=1
t(t(o)) = Tangentialvektor an die Flachenkurve, auf Lange 1 normiert =
o(t(o))/|@(t(o))| = Tangentialeinheitsvektor an die Flachenkurve,

= 0|8A| v - tds, |0A| = Lénge von 0A,
= [yrotv-dF,

:fArotg-VdO.

[0A|
/ Q-Lds:/roty-ud()
0 A

gilt bei richtiger Richtung des Einheitsnormalenfeldes allgemein,
also ohne, da3 A in einer einzigen Karte liegt.

Die Formulierung

Kehren wir zum an 0 A adaptierten Atlas zuriick mit det(v(p), dp/0t1(p), Op/0ts(p)) >
0.

UE[—I,l]BtQ, o =19

t1=0
Tangentialvektor: g—ti((), to = o). Sei t1 = t1. Ersetzt man ty durch ty = —to,
wihlt man also als neuen Kurvenparameter o = t,, so wird der Tangenti-
alvektor 5 5
¥ PN T
—(0,0) = —=—(0,ty = o).
3 t2( )= =35, )

Es findet eine Orientierungsumkehr statt. 0 A wird im negativen Sinn durch-
laufen. Es entsteht

Oy Oy
det(v , T~ , T~ < 0.
(v(p) prs (p) o7, ()
Der Satz von Stokes (Satz 16.2) gilt natiirlich trotzdem. A bleibt in ¢; < 0,
also links von 0A!
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Man kann sich das an der Formulierung [] klarmachen. Nach [ ist
(1)
|0A]
/ rot v(—vg14)d0 = / U - tneuds
A 0

wegen det(—v,3:(p), g—ﬁ(p), g—g(p)) > 0, also vneu = —v,)4 wie an fol-

gender Figur klar wird.

(1) ist natiirlich gleichbedeutend mit der Formel

(2)

|0A]
/Arotv “Vg1td0 = / v (—tpen)ds
0

|0A]|
= / U -ty ds,
0

Sei nun M kompakte geschlossene Flédche, d.h. ohne Anfang und Ende
bzw. ohne Rand in sich (vom Typ der Ss). Wir wollen zeigen, daf3

von der wir wissen, daf} sie gilt.

Ergiebigkeit von rot v bez. M =

/rotg-dE:/ rot v-vd) =0
M M

ist (det(v(p), S—Z(p), g—t‘i(p)) > 0). Ich nehme A aus M heraus.

/roty-dE = / roty-dﬂ—l—/roty-dﬂ
M M— A A
—

=:B

Sat 162 fir 4 /rotg-dEJr/ v-ds
B 0A

th = —11
ty = —t9

17



det(v(p), g—tf(p), S—?(p»
= det(v(p), —2(p). — 32‘; <p>> >0

= |,rotv-dF — |8A| v t)ds
Jp
M geSChl 0B|= |6A\
rot v -
[protv-dF — | (—t)ds
(—t) ist Tangentialvektor an 0B, B zur Linken
M geschl.

fBrotQ-dE—faBy-d§:O.

Damit ist die Behauptung bewiesen.

Beispiele:

1. U C R", U offen und beschrankt. A C U, A kompakt mit glattem
Rand. U mit sich selbst als Karte ist orientierte Untermannigfaltigkeit
der Dimension n des R", ¢ =id., T,(U) = R", ey, ..., e, ist die (von
¢ induzierte) Basis, d.h.

Op Op
— =€, ——
0x1 ! ox,,
Die in 0A induzierte Orientierung ist gerade die durch die &uflere Nor-

male gegebene. Vgl. Zusammenfassung §14, Nr. 2.

2. Zu Satz 15.2 (Satz von Gaufl).
Sei v : U — R, v stetig diffbar, v = (0,...,0,v,0,...,0)

vy — / v-dF
0A

4 0;
= / v-ydD, i =1,....n
0A

Der Satz von Gaufl ist also die Verallgemeinerung des Fundamental-
satzes der Differential- und Integralrechnung.

3. Zu Satz 15.2 (Satz von GauB).
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Sei v : R? — R3, 2 —— 2. Dann ist divv = 3, rotv = 0.

/ v-dF = / div vdV
K R(0) Kr(0)

~ 3 / qv
Kr(0)

2 AT R?

/ v-dF = / e a0
0K R(0) K (0) ||

=V

_ R / 40
9OKR(0)
— R - Oberflache S

= Oberfliche S, = 47R2.

4. Unterschied zwischen ,, Lokal“und ,,Global“. M&biusband. Unstetigkeit
des Normalenfeldes, global. Stetigkeit, lokal. Also Nichtorientierbar-
keit. In der Vorlesung vorfiihren.

5. Unterschied zwischen , Lokal“und ,, Global“. Ergiebigkeit eines diver-
genzfreien Vektorfeldes beziiglich geschlossener Flédchen.

v:U—{p} =R’
v stetig differenzierbar div v = 0.

Beweis bzw. Beispiel zu Satz 15.6 =

Lo
OK 1, (0) 0K g, (0)

[
Q.
|
I
o;\
[
l&

/~Q'§d0 Satz von Gauf 0
S

Beispiel: v = Vﬁ. Dann ist div v =0 (vgl. S. IV.11),

1
| z[?

19
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Zwar 1ist

aber

/y - 3d0 = —/ udO
S OK g, (0) 2[4

Beisp. 3
=P _an

Insbesondere ist v keine Rotation in U oder in K,(0) — Kg,(0), wohl
aber in der von S berandeten beschrankten Menge (Lemma von Poin-
caré, Satz 12.4).

6. Zu Satz 16.2: Sei
v: R — R
(.T,y,Z) = (_y7x72)7
w = —ydr + xdy + zdz,
dw = 2dz N dy.

Nach Lemma 11.3 ist also rot v = (0,0,2). Sei M = {z = 0} =
M orientierbare Untermannigfaltigkeit des R? der Dimension 2 mit
det(es, er,e0) =1>0, A= {(x,y,0)|z* + 1> <r’} C M.

Dann folgt

/ (—ydz + xdy + zdz) = / 2dx N\ dy = 2mr?.
0A A

Dagegen ist fiir v : R3 — R?, (z,y, 2) — (2,9, 2),

w = zdr+ ydy + zdz
dw = 0, also rot v =0 (vgl. Beispiel 3.),

/ v-ds=0.
0A

Hinweis: Es ist oft einfacher, rot v iiber die Bildung von dw zu bestim-
men.

also

7. Wegunabhéngigkeit des Kurvenintegrals auf einer Untermannigfaltig-
keit, Beispiel zu Satz 16.2.

M sei eine zweidimensionale Untermannigfaltigkeit des R? wie in Satz
16.2. M sei einfach zusammenhédngend, d.h. zwei ein und dieselben
Punkte pi1, po € M verbindende Flachenkurven lassen sich stetig in M
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ineinander deformieren, etwa M = S,.

Sei v : U — R3 stetig differenzierbar (M C U). Sei rot v = 0 in
M, also nicht notwendig in der volumenhaften Menge U.

/y-d§+/ v-ds = / y-d§satz=16'2/ rotv-df =0,
l1 —ly 0A A
= [v-ds = —/ y-d§=/ v - ds.
l =l +la=ly

Ebenso schlieft man fiir geschlossene Fléachenkurven (=Zirkulationen)

/y-d§+/ v-ds = / y-d§satz=16'20,
11 —ly 0A

= y-d§:/v-ds:().
lo

I -

Hat M im ,Inneren“von [ ein , Loch“, so gilt nach demselben Argu-
ment fiir die Zirkulationen

/y-d§=/y-d§
l1 Iy

(M ist dann also nicht mehr einfach zusammenh#ngend, jedoch lassen
sich [y, 5 stetig in M ineinander deformieren!) Dies fithrt auf

. Unabhéngigkeit der Ergiebigkeit von Flachenstiick. Unter geeigneten
topologischen Voraussetzungen an die offene Menge U C R? folgt fiir
ein stetig differenzierbares Vektorfeld v : U — R? mit div v = 0:

S v 11d0 + [ v(—19)d0 =
= Joav-vd0= [ v-dF
= [, div vdV =0, also
fFly-VldO:fFQQ-ngO

Sind F, F5 geschlossen, so kennen wir dies bereits aus Beispiel 5:
Die Gleichheit besteht nur fiir solche geschlossenen Flédchen, die sich
stetig in U ineinander deformieren lassen.
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§17. Differentialformen und Differentialgleichungen

Aus y = —f(,y)/g(x,y), T = —f(z,y)/g(x,y) folgt formal g(z, y)dy +
f(z, )d = 0. Eine bessere Formulierung ist die folgende: Sei U C R?

(f, 9) #(0,0) in U
w = fdx + gdy € QY(U).

Eine Losung der Differentialgleichung
fdx + gdy =0
ist die Kurve x = z(t), y = y(t) mit
f((t),y(@)a(t) + g(x(t), y(t))y(t) = 0

Die auf a <t < b zuriickgeholte Form w verschwindet also.

Definition 17.1: Sei U C R?, w € QYU). Eine stetig differenzierbare
Kurvey : [a,b] = U, t — (x(t),y(t)) mit &,y # (0,0) heifft Losungskurve
der Differentialgleichung w = 0, wenn gilt

wory =0,
d.h (f(z(8), y(0)2(t) + g(z(t), y(£))y(t)) - dt = 0.
Beispiel: U = R* — {0}.

Alte Formulierung: ¢y’ = —%, ydy = —xdx, also

L2 = _1a? ¢
y = v/2c — 22 fiir 22 < 2c,
—V/2¢ — 22 fiir 2% < 2c
Neue Formulierung:
xdx + ydy = 0

Kurve: y(t) = (rcost,rsint), 0 < t < 27. Die neue Formulierung liefert
also die Losungsgesamtheit in der richtigen Gestalt und auf einmal.

Wie findet man nun ~. Hierzu gilt

Satz 17.1: Ist U C R? offen, h € Q°(U) stetig differenzierbar mit Vh # 0,
dh = w(e QYU)), so gilt: Eine Kurve v ist genau dann Lésungskurve,
wenn h o~y konstant ist, d.h. wenn es ein c gibt mit

v([a,b]) C {(z,y)|(x,y) € U, h(x,y) = c}.
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Beweis: dh = w & h, = f, hy = g. Fiir eine Kurve v gilt

%h o Y(t) = hp(y(#))a(t) + hy (v (£))5(2).

Also haben wir

woy=0 & f(y(t)) &(t)+g(v(t))y(t) =
& he(y(1) - 2(t) + hy(v(2)) - y(t

& hory = konstant = c.

0,
) =

Beispiele:
1. Sei U = R?* — {0},

a:2+y2
2

h:

, dh = xdx + ydy,

d.h. die Losungskurven liegen auf 22 + 3> = c.

2. Sei in U = R? — {0} die Differentialgleichung w = ydx + xdy = 0 be-
trachtet (alte Formulierung 3’ = —%). Wegen d(zy) = ydx + xdy liegen
die Losungskurven auf xy = ¢. x = 0, d.h. die y-Achse, ist z.B. eine
Losung.

Bei der Auflosung von w = 0 hilft gelegentlich das Auffinden eines
Fulerschen Multiplikators.

Definition 17.2: Eine Funktion p = u(z,y) heifit Eulerscher Multiplikator
(integrierender Faktor) der Differentialgleichung

w = fdr+ gdy =0,
wenn p(x,y) # 0 und d(pw) = 0 sind.
Beispiel: Sei

w = 2ydxr + xdy
(oder v/ = —2y/x); dann ist f, = 2 # 1 = g,, so daf kein h mit dh = w
zur Verfiigung steht. Nun suchen wir einen Eulerschen Multiplikator p mit
d(pw) = 0. Ist (x,y) € U C R? — {0}, U sternférmig, so gibt es nach Satz
12.4 ein h € Q°(U), h stetig differenzierbar, mit
dh = pw.
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Die Losungskurven von w = 0 sind die von puw = 0, liegen also auf h(z,y) =
c. Fiir dh = pw bendtigen wir nach Satz 6.2

(2yp)y = 2p+ 2ypy
= (Tp)e = o+ Tpy.

Demnach ist p(z,y) = x ein Eulerscher Multiplikator und fiir h(x,y) = 2y
gilt dh = puw. Fiir die Losungen erhélt man 2%y = c.

Satz 17.2: Es gibt lokal immer einen Fulerschen Multiplikator, d.h.: Sei
G C R? offen, seien f,g : G — R lokal Lipschitz, (f,g) # (0,0) in G.
Sei (To,yg) € G. Dann gibt es eine Umgebung U' = U'(Zo,y9) C G wvon
(To, o) derart, dafS in U'(zg, 1) stetig differenzierbare bzw. stetige Funk-
tionen ¢ : U' — R, p:U" — R — {0} existieren mit

Oy _uf Oy

% 8—y:M9

imn U’(foa Y0)-

Beweis: Reduktion auf ein anderes Problem. Sei also (Zy,90) € G. Sei
U = U(xo,5) C G, g # 0 in U, U Umgebung von (Zo, ). Wir be-
trachten die Losungskurven von 3y = —§ in U durch (z,y) € U, die U
ganz ausfiillen. Dann gibt es eine Umgebung U’ = U'(Zy,9) C U mit
folgender Eigenschaft: dp : U" — R stetig differenzierbar, 8—‘5 # 0 in U/,

o(z,y(z)) =const. auf den Kurven (z, y(x)) von 3/ = —g durch (z,y) € U'.

Die Losungskurven von y' = —£ in U’ sind also gerade Niveaulinien von .
Ohne Beweis. Aus ¢(z,y(z)) = const. folgt

22w, y(x)) + Sz, y(x)y'(z) = 0,
% (2, y(x)) — (2, y(a)) Leta) — g
(32/5¢) (@ y(@) = (/9) (@, y(x)).
Die Kurve laufe durch (Z,9) € U'. Also ist

(gi/?@)( B =U/)ED, @Rl

Sei pug = 52 in U’. Dann ist y # 0 und pf = 52. p ist Eulerscher Multipli-
kator. ]

Wenn (f(z,y),g9(x,y)) # (0,0) ist, kann man immer lokal einen Euler-
schen Multiplikator finden.
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Definition 17.3: Sei U C R", U offen. h : U — R, 2-Mal stetig diffe-
renzierbar, heifst harmonisch in U, wenn Ah = 0 ist.

Satz 17.2: Sei U C R", U offen, h : U — R harmonisch. Sei A C U
kompakt mit glattem Rand OA. Sei h|0A = 0. Dann ist h|A = 0.

Beweis: Aus dem Beweis des Satzes 15.5 (Greenscher Integralsatz) folgt
mitu=v=~n

/ th-dE:/(hAh+\Vh\2)dV,
0A A

/ IVh|?dV =0,
A
Vh =0, h = konstant = 0. ]
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