Vorlesung ,,Mathematik fiir Physiker III “

Kapitel 3
Differentialformen

§10. Differentialformen 1. Ordnung

Sei V' ein Vektorraum iiber R, V* sein Dualraum. Zu einer k-dimensionalen
Untermannigfaltigkeit M des R" und p € M heifit (7,(M))* der Cotan-
gentialraum T (M ).

Definition 10.1: Sei U C R" offen. Eine Abbildung
w:U — U 1, (U)
pelU
mit w(p) € T, (U)

heif$t Differentialform 1. Ordnung auf (in) U oder Pfaffsche Form auf (in)
U.

Definition 10.2: Sei f : U — R (stetig) differenzierbar. Das Differen-
tial df (p) ist wegen

df (p)(v) = 5. (Pus, v € T,(U)
eine lineare Abbildung von T),(U) in Typ)—(R) = R, liegt also in T;(U).
Die Abbildung
df U — |JT;0),

peU

pr— df(p)
heifit das totale Differential von f.

Lemma 10.3: dx1(p), . .., dv,(p) ist eine Basis von T, (U).

Beweis: Die ¢; = (0,...,0, 1(i—te Stelle),0,...,0)T bilden eine Basis von
T,(U) = R". Die duale Basis von T;;(U) ist gegeben durch
et ¢ 15 (U),
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e*(e;) = oF.

Wegen dx;(p)(v) = v; ist dzg(p)(e;) = oF. O

Mit QY (U) = {w|w Differentialform 1. Ordnung auf U} hat also jedes w €
QYU) eine Darstellung
w= Z Jidx;
i=1

mit eindeutig bestimmten f; : U — R. w heifit differenzierbar, wenn die f;
es sind.

811. Differentialformen héherer Ordnung
Wir fithren zunéchst alternierende Multilinearformen ein.

Definition 11.1: Sei k£ € N, V n—dimensionaler Vektorraum iiber R,
VF =V x...xV k-Mal. FEine alternierende k-Form auf V ist eine Abbil-

dung
w:VF SR

mit folgenden FEigenschaften:

i) w ist linear in jedem Argument, d.h. w(..., Ao+puw,...) = (..., v,...)+
pw(. .., w,...)

i) Wenn es Indizesi # j gibt mit v; = v, so istw(...,v;,...,vj,...) =0.
Die alternierenden k-Formen bilden einen V' Raum iiber R Er wird mit
A*V* bezeichnet und hat die Dimension (7). Esist A'V* = V* AFV* = {0}
fiir k > n. Sei A°V* = R. Wenn ¢, ..., ¢, eine Basis in V* sind, so werden
wir eine zu @1, . .., ¢, gehorige Basis von A¥V* angeben.

Lemma 11.1: Fiir w € AFV* gilt



Beweis: Es ist

= {U( UL .;—1—
+w(..., 0", 0 )+
+w(...,v 0" )+
+w(. S, )
=0

Damit folgt die Behauptung:
Definition 11.2 (Auleres Produkt): Fiir ¢y,...p, € V* sei

g01/\.../\g0kivk—>R
gegeben durch
pr(v1) . ea()

(U1, ...,v) — det :
pr(vr) ..o pr(vr)
Auf Grund der Eigenschaften der Determinante ist ¢1 A ... A ¢, € APV

Ist p; = @; fiir @ # j, so folgt o1 A ... Ay = 0. Die zur Basis ¢1,..., ¢,
von V* gehorige Basis von AFV* sind die (}) Elemente

O NN, 1< <ig <Ll <g <,
aus AFV*,
Beispiele: k = n, also (}) = 1,V = R", ¢1 = €' = day,...,p, =
e" = dx,,. Es ist bekannt, daf3

(U1, ...,0p) —det (v, ... Uy)

T T
Spalten

eine alternierende Multilinearform (n-Form) ist. Sie spannt demnach A" (R")*
auf.

Wir kénnen nun Differentialformen hoherer Ordnung erkléren.

Definition 11.3: Sei U C R" offen, k > 0. Unter einer Differentialform
der Ordnung k (k-Form) versteht man eine Abbildung

w:U — U /\kT;(U)
pelU
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mit w(p) € A"T¥(U) fiirp e U.
Mit dieser Definition und Lemma 10.3 gilt das

Lemma 11.2: dz; (p) A ... ANdx; (p) = dzy A ... ANdxy,,, 1 < i3 < ... <
1 < n, bilden eine Basis von /\kT;(U). Daher ist jede k-Form w eindeutig
darstellbar als

w = Z lezkdle VANPIVAN d.%’lk

1< <..<ix<n

mit Funktionen f;, ;. U — R,

w heiBt (stetig) differenzierbar, wenn die f;, ;. es sind. Mit Q*(U) wird
die Menge der k-Formen w bezeichnet. Q°(U) ist die Menge der Funktio-
nen f:U — R.

Definition 11.4 (A-Produkt fiir Differentialformen): Sei

w = Z lezkdle VANPAN dZCZk € Qk(U),
1<ii<..<ip<n
o = Z gjl---jldle VANAN da:jl € QZ(U),

1<i1<...<51<n

sel

wNo = Z fil...z’k “Gj1..91

1<iy <...<ip<n,
1<j1<...<j <n

dIiA/\.../\dwik/\dl’jl/\.../\dl’jl.
Es ist w Ao € QFL(U),

Definition 11.5 (AuBlere Ableitung von Differentialformen): Fiir

W = Z lezkdle VANPAN diL‘Zk
1< <..<ix<n
aus QF(U) mit (stetig) differenzierbaren Koeffizientenfunktionen f; ;. sei
dw = Z dflllk N d.%’il VANPIAN dl‘,’k,
1<n<..<ix<n

so daf$ vermdge

do= Y 8];;;i’€dxyAdw-~-Ad%

1<iy <...<ip<n,
1<v<n



die Form dw in Q**Y(U) liegt.

Wir merken einige Rechenregeln an: Es ist
who = (=)o Aw,
dwNho) = (dw) Ao+ (=1)fw Ado.

Die Definition von Q°(U) als die Menge der Funktionen f : U — R steht
in formaler Ubereinstimmung mit A°V* = R, da dann AT (U) = R ist.

Spezialfille und Beispiele

n=1

w € QY(U) ist von der Form w = fdx, f : U — R Funktion. Fiir h € Q(U),
d.h. A : U — R Funktion, und A differenzierbar, ist dh = h'dx

w = fdx + gdy € Q(U)

o = hdz A dy € Q2(U)

(Q%(U) ist eindimensional, Q*(U) ist zweidimensional). Fiir h € QY(U), h
ist stetig differenzierbar, ist dh = %dm + g—Zdy.

dw = (fudx+ f,dy) Adz+ (g.dzx + g,dy) A dy,
= fydy Ndx + gydx N dy
= (9. — fy)dz N dy,

alsow =0 & f, = g,.

Dagegen ist immer

d(dh) = (hgdx + hyydy) A dx + (hydx + hy,dy) A dy
= hgpdx N dx + hyydy A dx + hydx N dy + hy,dy A dy
= 0

n=3



w e QU) =

w = wvidxy + vodxy + v3drs
Seiv = (v, v9,03)
ds = (dxy,dxs,dxs)”
Fognal v-ds = wvidry + vedxy + vsdrs

Wir schreiben zur Verdeutlichung < v, ds > fiir v - ds.

O?(U) hat die Basis dxy A dz3, doy A dx3, dry A drs. Demnach ist auch
dzy A dxs, drs A dvy = —(dxy A dxs), dzy A dxs eine Basis von Q2(U)
(dim Q*(U) = (3) = 3). Fiir w € Q*(U) ist

w = widxy A drs + wodxrs A dxy + wydry A dxs.
Sei

w = (w1,w2,w3)
dF = (dxo A daxs, das A dxy, doy A dag)”

Dann entsteht
w=w-dF =< w,dF > .
Q3(U) hat die Basis dzy Adas Adzs (dim Q3 (U) = (3) = 1). Fiir o € Q3(U)
ist (h € Q°(U)= Funktion)
o = hdxy N dxrs N dxs.
Setze
dV = diL‘l N diL’Q N\ diL’g.

Dann entsteht
o= hdV.

Lemma 11.3: Sei w =< v,ds >€ QYU). Dann ist fiir differenzierbares v
dv = <rotv,dF >,
= rotv-dF,

wobes

rot U — (%3 . (%2 c%l _ (%3 (%2 _ c%l
= Ox9 8%3, 0xs 81}1’ 0xq 0x9

gesetzt ist.



Beweis:

(Op,v1dx1 + Op,v1dxe + Opurdxs) A dxy +
(O, Vodxy + OpyUodxe + Opyvodxs) A dzg +
(0r,v3dx1 + Op,v3dxs + Opv3dxs) A ds

= Op,vi1dze N\ dz + Op,v1dxs N dzy
+0,,v2dx1 A\ dxo + Op,vodxs A dxg +
+0,,v3dz1 N\ dxs + Oxovsdrs N dxs
= (Op,U3 — Opya)dxo A dx3 +
+(0p,01 — Op,v3)dx3 N dy +
+(0p, V9 — Op,v1)dxy A dg

Lemma 11.4: Ist w =< v,dF > Q*(U), so ist fiir differenzierbares v
dw = dw v -dV,

wobel

c%l 4 (%2 I (%3
8%1 81}2 8.%3

div v =

gesetzt 1st.

Beweis: Es ist

dw = (Oy,v1dxy 4 Op,v1dxe + Op,urdxs) A dxg A dxsg +
+(0p, vodxy + Op,Uodxs + Opyv9dx3) A dxg A dxy +
+(0p,v3dx1 + Oy, v3dxo + Oy v3drs) A dxy A das,

= Oy vidry Ndxy Adxs +
+0,,v9dxy A dxs N dxy +
+0,,v3dxs A dxy A dxs.

]

Lemma 11.5: Ist h : U — R differenzierbar, also insbesondere h € Q°(U),
50 18t

dh =< grad h,ds > .
D. h.

grad. fir k=0
d. bedeutet { div. fiir k=
rot. fir k=1
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Lemma 11.6: Sei w =< v,ds >€ QY(U), 7 =< w,ds >€ Q}(U).

Dann st
WAT=<vXw,dF >,
wobert
(%) wo (OR] W3 U1 w1
LXW= ) )
vz  wWs U1 w1 U2 W2

gesetzt 1st.

Beweis: Es ist

wAT = (vidry + vedxs + v3drs) A (widxy + wodzy + widxs)
= (Ugw?, — UgUJQ)diL‘Q N dl’g + (U3UJ1 — UﬂUg)d[Ijg N diL‘1 +
(V1wg — vowy)dxy A dxs.

Damit folgt das Lemma.



§12. Das Lemma von Poincaré

Es gilt
Satz 12.1: Sei U C R" offen, k > 0. Sei w € QF(U) zwei Mal (stetig)
differenzierbar. Dann ist

d(dw) = 0,
woftir wir auch dod = 0 schreiben.

Beweis: k = 0. w = f € Q%U), dh. f : U — R. Dann ist (f 2-Mal
stetig diffbar)

df = zn: fo,dz,,
v=1
didf) = zn:dfxu/\dazy,
v=1

— z": Jeyz,dxy N dxy,

v,p=1

dz, Ada, =0
Ty N\ Z (fova, = fapw, )y A day,

1<v<pun

= 0.
Fir k > 1 betrachte man einen Summanden in Lemma 11.2. Wir setzen
w=fdx; N...Ndz;,.
Dann ist

dw = df Ndzi; N\ ... Ndx;,,
d(dw) = d(df) Ndxy N ... Ndx;, —df Nd(dx;, A...Ndx;,)
nach der Rechenregel fiir d(w A o) auf S. IIL5,
= —df Nd(dz;, A ... N\dx;) wie eben gezeigt.

Nun ist d(dz;, A ... ANdz;) = 0. Z. B. haben wir

d(dl’l N dl‘g) = d(l . dx1 N dl’g)
= dl/\dil?l/\dl’g:o.

Die Umkehrung von Satz 12.1 ist
Satz 12.2 (Poincaré-Lemma): Sei U C R" offen und sternformig (beziiglich
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eines Punktes p € U). Sei k > 1 und w € QF(U) (stetig) differenzierbar
mut
dw = 0.

Dann existiert ein (stetig) differenzierbares o € Q¥~1(U) mit
do =w

Diesen wichtigen Satz kénnen wir hier nicht beweisen. Stattdessen wollen
wir uns mit Anwendungen der Séatze 12.1 und 12.2 beschéftigen. Zunéchst
haben wir im Fall k =1, n = 2 fiir w € QY(U) die Gleichungen
w = fdx+ gdy,
dw = (—f,+ g)dz N\ dy.
(Vgl. S. IIL.8). Falls f, = g, ist, existiert wegen dw = 0 nach dem Lemma
von Poincaré fiir sternférmiges U ein ¢ = h € Q°U) mit dh = w, d.h.

gradh = (f,g).

Satz 12.3 (Folgerungen aus Satz 12.1 d(dw) = 0): Sei U C R? of-
fen. Fir jede 2-Mal (stetig) differenzierbare Funktion f: U — R gilt

rot grad f = 0.
Fiir jedes 2-Mal stetig differenzierbare Vektorfeld v : U — R? gilt
div rot v = 0.
Beweis: Sei f € Q(U). Dann ist
df = grad f-ds nach Lemma 11.5
= < grad h,ds >,

(df) = 0 nach Satz 12.1,

d
d(df) = rot grad f - dF nach Lemma 11.3;
Sei w = v -ds € Q1(U). Dann ist
d(dw) = 0 nach Satz 12.1
d(dw) = d(rotwv-dF)
= div rot vdV nach Lemma 11.4

Damit ist der Satz bewiesen. O]

Satz 12.4 (Folgerungen aus Satz 12.2, Lemma von Poincaré): Se:
U C R3 sternformig und offen. Dann gilt

i) Ist v: U — R? ein (stetig) differenzierbares Vektorfeld mit rot v = 0,
so ezistiert eine (stetig) diffbare Funktion h : U — R mit v = grad h.
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ii) Ist v : U — R3 ein (stetig) differenzierbares Vektorfeld mit div v = 0,
so emistiert ein (stetig) differenzierbares Vektorfeld w : U — R® mit

UV =rotw.

Beweis:

Zui):w=wv-ds € QYU). Dann ist dw = rot v-dF = 0, dw € Q*(U).
Also existiert ein h € Q%(U) mit dh = w, d.h. grad h - ds = v - ds.
Zuii): w=wv-dF ist aus Q*(U). Dann ist dw = div vdV = 0 und dw aus
Q3(U). Daher existiert ein 0 = w - ds € QY(U) mit do = w, d.h.

rotw-dF =wv-dF.

]

Satz 12.5: Sei U C R" offen und sternformig und v : U — R", x

(vi(x), ... v(x)) ein (stetig) differenzierbares Vektorfeld mit
c%l- o an
8xj - 81;2

fir 1 <4, j <n,

so existiert eine (stetig) differenzierbare Funktion h mit
v =grad h

Beweis: Sei

Dann ist

Daher existiert h € Q°(U) mit h stetig diffbar,

dh = Oh dx;,
i1 8%

n
= g v;dx;.
i=1
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§13. Integration von Differentialformen

Wir untersuchen jetzt das Verhalten von Differentialformen bei Variablen-
substitutionen. Sei U C R" offen, V' C R™ offen, ¢ : U — V differenzierbar,
w € QF(V). Dann ist

w = Z Jiyiydziy Ao Ndxg,

1<n<..<i<m

Wir geben die
Definition 13.1: Unter den obigen Voraussetzungen ses

1<ii<..<ix<m
Damit ist wo ¢ € QFU).
Hierzu gilt
Lemma 13.1: Seten U C R", V C R" offen, ¢ : U — V differenzierbar,

seiw € Q"(V), d.h.
w=fdxyN...Ndx,,

wobet x1, ..., x, die Variablen in V' bezeichnen. Wenn tq, ..., t, die Varia-
blen in U sind, so ist

wop =/ (fop)detJ,(t) -dt; N...Ndt,

Beweis: Fir n = 2.
p:U—=V

t = (t1,t2) — (p1(1), pa(t))
dg@l A ngQ = (éklgpldtl -+ (‘9t2g01dt2) VAN (8t1g02dt1 -+ atQQOthQ)

= Oy, 010y padta N\ dty + Oy 101, padty N dis
= (04,101,902 — 0,10y, p2) - dty A dts

]
Integration von Differentialformen bedeutet folgendes:
Definition 13.2: Sei U C R" offen, A C U kompakt, f : U — R stetig,

w=fdryN...Ndzx, € Q"(U).

/w::/fdxl...d:cn.
A A
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Anmerkung Beweis Lemma 13.1: Rechnung wie in §11. Wir leiten die
Transformationsformel fiir Differentialformen her. Das ist kaum Mehrar-
beit. Es ist

wop = Z fir.ip © (Z ?;tpl/l dt, ) (Z 0piy dt, )

1<ii<..<ip<m

n

— Z fir. iy O Z agpil - a%k dt,, RATERA dtl,]/c

1<ii<..<ip<m VeV = 8t”i 6t e
V.o =Py, oo p) mit 1 <y < ... <y, <n (P = Permutation)
dt,, N...Ndty = sign(vy,...,v)dt, A Adt,, also
N —
=P(v1,...,Vk)

_ o a(gpiw"'agpik)
= Y ( > (firiyop)det e t) dty, A...A\dty,

1<ri<..<vp<n \1<i1<..<i<m

89011 89011 89011
oty ata "7 Oty o
mit J, = : = % sind die k X k-reihigen
l/la I Uk
Opi,,  Opi, i,
ot Ote " Ot,

Untermatrizen von J,
k =n=m = 1 Summand = Beh. [
Hinweis: Assoziativitédt des ,pull-back “: (wo @) o1 = wo (v o). Ten-

sorcharakter von d : (dw) o ¢ = d(w o @).

Beziiglich der Integration von Differentialformen gilt

Satz 13.2: Seien U,V C R" offen, sei v : U — V stetig differenzierbar
und bijektiv mit det J, > 0 in U. Ist dann A C U kompakt und w € Q"(V)

stetig, so qilt
/ w = / wop.
e(A4) A
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Beweis:

/ " Def.:13.2 / F(x)dzy .. dzy,
¢(A)

— /f |detJ()| dty ...dt,,

= /fogpdetjwdh/\.../\dtn,
A

= /WOQO
A

Beispiel: Polarkoordinaten in der Ebene.
xr=rcosyp, dr = cospdr—rsinpdyp,
y=rsiny, dy = sinpdr + rcos pdy,

/f(:z:,y)d:z:/\dyz/f(rcosgo,rsingo)-rdr/\dgp.

Das Verschwinden der Funktionaldeterminante auf der , diinnen“Menge
{r =0} dndert an der Giiltigkeit des Satzes 13.2 nichts.
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