Vorlesung ,,Mathematik fiir Physiker III “

Kapitel 2
Vektorfelder, Tangentialrdume

§5. Das Potential eines Vektorfeldes in R?

Sei i.f. D C R? eine offene Menge.

Definition 5.1: FEine Abbildung

v:D =R (x,y) — (f(z,9), 9(z, 1))

heifit Vektorfeld in D. v heifSt stetig, stetig differenzierbar usw., wenn f, g
es sind.

Definition 5.2: Sei v : D — R? ein stetig differenzierbares Vektorfeld.
Fine zwei Mal stetig differenzierbare Funktion U : D — R heifst Potential
2U v, wenn

v=grad U

18t.

Lemma 5.1: Wenn das Vektorfeld v ein Potential U besitzt, dann gilt

9f _ 99

oy Ox
Beweis: Aus v = grad U folgt f = U,, g = Uy, f, = Usy, 9. = Uy, und
mit U,, = U,, erhalten wir die Behauptung. [

Wir kommen zu Kurvenintegralen.

Definition 5.3: Sei v : [a,b] — D, t — (x(t), y(t)) eine stickweise
stetig differenzierbare Kurve, v : D — R? ein stetiges Vektorfeld wie in
Definition 5.1. Dann heifit



das Kurvenintegral von v lings .

Stiickweise stetig differenzierbar heifit: v ist stetig in [a,b]. Es gibt eine
Zerlegung von [a,b] mit a = xg < 11 < X9 < ... <, =0b, yistin |x;_1, x4
stetig differenzierbar, , ¥ sind dort beschréankt, « = 1,...,n. Das Kurven-
integral existiert dann im Riemannschen Sinn. v kann also Ecken haben.

Satz 5.1: Das Vektorfeld v : D — R? besitze ein Potential U. Dann gilt
fiir jede stiickweise stetig differenzierbare Kurve v in D, dafs

/ v-ds = U(y(b) — U(+(a))

ist. Insbesondere ist fiir geschlossenes v gerade

/Q-d§:O.
v

Beweis: Aus v = grad U folgt mit der Kettenregel

iU(l’(t), y(t) = f(=@),y(t) (1) + g(x(t), y(t)) y(t)

dt
—U,(...) =U,(...)

und daraus der Satz. ]

Beispiel: Die Bedingung f, = ¢, ist nur notwendig, aber nicht hinrei-
chend fiir die Existenz eines Potentials. Sei D = R?>—{(0,0)},v: D — R?

I’Q + y2’ I’Q + y2
e’ N\’
=f(zy) =yg(zy)

(ZU2 _|_y2)2 (ZU2 _|_y2)2’

(z,y)

Y

fy =

x2+y2—2x2_ y? — 22

(22 + y2)? o (x2+y2)2'
Also ist f, = g, in D, aber fiir v : [0,27] — D, t —— (cost,sint) folgt
f7 vds = f7 —ydotrdy _ fOQﬂ(siHQt + cos?t)dt = 2m. Wegen Satz 5.1 hat v

gz =

$2+y2
kein Potential.



§6. Stokesscher Satz im R?

Wir wollen ein Integral iiber ein Gebiet des R? in ein Kurvenintegral iiber
die das Gebiet berandende Kurve verwandeln. Seien ¢, : [0, 1] — R stetig
differenzierbar, ¢ < ¢, und D = X = {(z,9)|0 <z < 1,p(z) <y < ¢(z)}.
Die Randkurve v : [0,4] — R? mit y(¢) = (z(¢),y(t)) definieren wir wie
folgt:

t
1
I(t)=< )
3—t
0
\
((o(t), 0<t <1,

P(0) = (t = 3)(¥(0) — ¢(0)),3 <t < 4.

\

Satz 6.1 (Spezialfall des Satzes von Stokes): Sei X wie oben, sei
U C R? offen, X C U. Seiv : U — R?, (z,y) — (f(z,y),9(z,y)) stetig
differenzierbares Vektorfeld. Dann ist

/aX(fda: + gdy) = /X (% - g—;) d(z,y).

1. Zunachst ist

[ e = [ K / ?()) fydy)da

- / (f(, () — £z, o(a))da.

Beweis:



Wir berechnen

[ - [0
/f dt+/ o a(b)dE+

/f3 t,(3—1)) dt—l—/...-a’c(t)dt

_ / F(t o(t))dt — / F(t () dt
/1frcso )dx — /1f (w))de
= /fda:y /{)dex

II. ,,Analog® zweite Gleichung:



Insbesondere folgt fiir f, = g, aus Satz 6.1, daf / (fdx+gdy) = 0 ist.

0X
Beispiele:
1
N
/ (%) de"ap dy) = /(—y—x2)d(w,y),
Q Q 1 1 1
_ vl >
=[] e [ e
_ 115
2 3 6
2.a)
flx,y) =0, g(z,y) =,
— [ d — d
= u(X) /X (z,v) /an y
2.b)
f(z,y) = —y, g(z,y) =0,
— [ d — d
= () ; (z,v) /8Xy T
a),b) =
1
u(X) =5 [ (ady =y

Definition 6.1:

1. Sei D C R? offen. D heif$t sternférmig beziiglich p € D, falls fiir alle
x € D die Strecke px in D liegt, d. h. {p +t(x —p)|[0 <t <1} C D.

2. Fiirp,q € R* sei~y:[0,1] — R?, t — p+t(q —p). Dann setzen wir

q
/y-dg:/g-dg.
P o

Zur Existenz eines Potentials gilt

Satz 6.2: Sei D C R? offen und sternformig beziiglich irgendeines Punktes
pED. Seiv: D — R?. ein stetig differenzierbares Vektorfeld mit f, = g.
Dann besitzt v ein Potential U.

Beweis: Sei ohne Einschrankung p = 0. Sei U definiert durch
P
U:D — R, p»—>/ vds.
0
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Mit p = (z,y) gilt

. @)=ty
U) = [ (Tt ) + glto.t9) Gt

= /0 (xf(tz, ty) + yg(tx, ty))dt.

Wir wahlen e > 0 so, dal K.(p) C D ist. Fiir ein p = p(e) > 0 gilt: Das
Dreieck A mit den Ecken 0, p, (x + h,y), 0 < |h] < p liegt in D.

Nach Satz 6.1 ist [, v -ds = — [,(fy — g.)d(x,y) = 0. Also

(z+h,y) D (z+h,y)
/ v-ds = /y-ds+/ vds,
0 0 (z,y)

(z+h,y)

U+ hyy) - Ule,y) = /( (fdz + gdy)

z,y)

1
= / f(x 4 th,y)hdt,
0

1
- h/ Fx + th, y)dt,
0

U(z+ h,y) —Ul(x,y)
h

1
= / f(z+th,y)dt
0

Satz 3.2

=

Uslz,y) = f(z,9).
Analog zeigt man U, = g. ]

Wie findet man nun ein Potential fiir Vektorfelder v = (f, g) mit f, = g7
Zunéchst suchen wir ein F' mit

Dann machen wir den Ansatz

U(z,y) = F(z,y)+¢(y), also
¢ = oy =Uy,—Fy,
Wegen g = U, 16sen wir dann
¢ =g—F,

mit der Unbekannten ¢. Der Ansatz, dafl ¢ nur von y abhéngt, ist verniinf-
tig, denn a%(Uy—Fy) =Uyy—F,y = (Uy)2—fy = 9.— [y, = 0 nach Annahme.
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Beispiel:

y+x
v(r,y) = ifyzlzgx
x+1
Fx(:lj,y) = y+uz,
1
= F(x,y) = yz + 5o

o =g9g—Fy=ax+1—-—2=1,
=Y =Y,

1
Ulz,y) = yo + 52" +y.

Zum Abschlufl dieses Paragraphen bringen wir noch ein zu Satz 6.2 analo-
ges Resultat in n Dimensionen. Der Begriff der Sternférmigkeit wird dabei
in naheliegender Weise iibertragen.

Satz 6.3: Sei U C R" offen und sternformig beziiglich 0. Set v : U — R",

x+— (v1(x),...,v,(x)) ein stetig differenzierbares Vektorfeld mit
c%z- an ..
dx; Oz — b=n

Dann ist h : U — R mit

ein Potential von v.

Beweis: Mit der Kettenregel erhéilt man auf Grund der Annahme 0v; /0x, =
v, /Ox; leicht

d
dt(tvl (tx)) ax@ le,vv (tx))

v=1
Also ist

aiih(x) = /0 aii(;IVUV(tx))dt

Ld
_ /0 © (tura)r

= v;(z).



Satz 6.3 bleibt fiir einfach zusammengingendes D richtig in der Form, dafl
v ein Potential besitzt, das aber nicht mehr die einfache Form des Satzes
6.3 darstellbar ist.



§ 7. Untermannigfaltigkeiten
Wir studieren Flachen im R™ oder allgemeiner ,,gebogene” Gebilde des R".

Definition 7.1: Sei keN, k£ < n, M C R". M heifit Untermannigfal-
tigkeit des R"™ der Dimension k genau dann, wenn es zu jedem peM eine
offene Umgebung U von p im R"™ und (wenigstens) stetig differenzierbare
Funktionen f1,...fn—r : U — R gibt mat

M NU =A{z|zeU, f1(x) = ... = f_r(x) = 0},
L) .. )
Rang : -
BEp) )

= maximal =n — k

ist. Insbesondere sind also grad fi(p), ..., grad f,_(p) linear unabhdingig.

Eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R" ist also lokal das si-
multane Nullstellengebilde von n — k Funktionen, deren Funktionalmatrix
maximalen Rang hat, und zwar in p. Bei Verkleinerung von U kénnen wir
erreichen, daf§ Rang ((0f;/0x;)(p)) = n — k ist fiir alle peU. Ist M etwa
kompakt, so gibt es Uy, ..., Uy mit

N
M:U U:N M,
=1

U; wie oben mit Funktionensytemen ) = (f(i), ey fﬁk, 1=1,...,N. In
jedem Fall reichen abzahlbar viele Uy, Us, ... der oben beschriebenen Art
aus.

Beispiele:

LSy ={zlzeR" x| =1} k=n—-1,n—k=1. fi=f, f(x) =2} +
o2 =1, grad f(z) =22 #£0,|z| =1. U =R", S,_1NU = {z|ze,
f(z) =0} M = S, ist (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit
des R™.

2a. Der Graph einer Funktion.
Sei U C R", U offen, g : U — R stetig diftbar. Sei
M =Gy ={(z,y)|lzeU, yeR,y = g(x)}.
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k=nU=UxRcCR",

Fu(,) = 1, y) = 9(2)—y, arad £z, y) = (09/021(x), .., (9g/ ) (), ~1)
0.

Also: M ist n-dim. Umf. des R**1,

~ teti
diffb.
filz,y) = qi(x) —wn
felz,y) = gu(x) — i
U=1U x RF

M ist n-dimen. Umf. von R"** beachte: n +k — k = n.
Mit Graphen erfassen wir alle Untermannigfaltigkeiten, denn es gilt
Satz 7.1 (Jede Untermannigfaltigkeit ist lokal ein Graph): Se:

M C R" Untermannigfaltigkeit des R"™ der Dimension k. Sei peM. Dann
qibt es nach eventueller Umnumerierung der Koordinaten offene Mengen.

U c R mit p =(p1,...,px) € U,
U c R  mit p" = prs1,....,pn) € U”

und eine stetig differenzierbare Abbildung

g:U,—>U”

mat

Mn (U xU")={(a, 2"z = (z1,...,zp)el’,
2" = (Tps1, ... 20)eU", 2" = g(2) }.

Graphisch sieht Satz 7.1 so aus:
Man vergleiche hierzu Beispiel 2b).
Bew. Satz 7.1: pe M

U(p) CR"
MNU(p) =A{z|fi(z) =...= fus(z) =0

10



P =i, -, P, P =Rest entspricht j, ﬁ’(p’) X ﬁ”(p”) C U(p) so, dass

0f1 df1
81‘]'1 e amjn—k
Rang : =n—k (&det(...)#£0)
afnfk afnfk
81‘]'1 e 8Z‘jn7k

in U'(p)) x U"(p).

Also
f(z) = (fi(x)) =0
und
O(f1;- -, foi) 20
NTjys- sy, ;)
we(U'(p') < U"(p") 0 M
Mit o’ = (@i, ..., x;), 2" = (xj,,...,xj,_,) schreiben wir x = (2/, 2") und

denken uns dabei die Komponenten in der natiirlichen Reihenfolge anein-
andergereiht.

Impl.F;inktth.El UL U, U c UL U U
g: U — U" stetig diffbar

mit
MU xU") = {(@,2")|z" = g(z')}
= {(«,2")|f(2',2") = 0}
Numeriere um, setze U’ = U’,U" = U" O
Beispiele

1. ”Obere” S, 1,k = n—1, f; = f, wiein Beispiel 1.11.7, 2’ = (x1, ..., x,-1), 2"
T, |2 < 1,V f =2x #0 fir z,, > 0.

Obere Sphére

r, =2" = g(x \/1—3:— -2y

U" = {z]2'eR"~ 1, l2'| < 1}
U’ :]0,2[

11



Ingesamt: Es geht mit difftb. g. nicht auf einmal unter Einschlufl des
Aquators. Obere Halbsphére ohne Aquator.

. By = {z|reR", 2311, ..., 2, = 0} ist k-dimensionale Untermannigfal-
tigkeit des R™, dafi(z) = xg11, ..., fuk(x) = z, die Funktionalmatrix

0...01 0...0
0...00 1 0
0 |
k n—k

haben.
cZu M = {z||z| =1} = S" !, f = f1, wie in Beispiel 1 vorher, k =1

Betrachte {z|zeS" ™, z, > 0}. ' = (21,...,2,1), 2" = 2y
U' = {2|l2'| <1}
U" =0, 2]

g(2') = \/1—:1:%—...—:1:7211
2’ =x, = g(a)
Auflésung von f(x) = 0 nach z,

MN (U xU") = {(@,a")]a" = g(a')} =
{x|zeS" 1 z, > 0}

Ich kann nur {z|reS" ! z, > 0} = M N {z, > 0} als Graph darstellen
(M ist nur lokal als Graph darstellbar, also nur teilweise). Will man
den Aquator einbeziehen, so gibt es Probleme, z.B.:

99 _ —T1

oxr1 2 2
1 l—zi—...—2;_,

— —o0 fur

Das heifit: Will ich den NAantor und seine Umgebung als Graph darstellen,
so brauche ich andere U’,U”, ¢! Um jeden Punkt von M herum kann man
M als Graph darstellen, aber nicht auf einmal!

Wir wollen nun zeigen, dafl jede k-dimensionale Untermannigfaltigkeit lo-
kal sich wie E) verhilt.
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Definition 7.2: Seien U,V C R" offen. F' : U — V heifit Diffeomorphis-
mus, falls F bijektiv ist, F' und F~ (beliebig oft) stetig differenzierbar sind.

Satz 7.2 (Jede k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R" ist
lokal diffeomorph Ej): Sei M C R" eine k-dimensionale Untermannig-
faltigkeit, sei peM . Dann existieren eine offene Umgebung U von p 1m R",
eine offene Menge V im R™ und ein Diffeomorphismus

F:U—->V

mat

F(UﬂM):EkﬂV

Graphisch sieht Satz 7.2 so aus:

Beweis Satz 7.2: ¢ aus Satz 7.1. Sei

det

irgendwas

\

F :U — V Dbijektiv, auf fiir Verkleinerung
U=U"xU" (Bew. Satz 7.1)
F(MNU)=F(U x {2’ = g(z)|2'eU"}
=U'x (0,...,0) = genau die Punkte, die in Ej sind = E; NV

N—_——

~

(n—k)—mal

Graphisch sieht unsere Rechnung so aus: (]
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Wir fithren nun den Begriff der Karte und des Atlanten ein

Definition 7.3: Sei T C R*, T offen, k < n,
o: T —R"
eine Abbildung. Dann heifst
1. ¢ eine Immersion, falls ¢ stetig differenzierbar und
Rang J, = mazimal =k in T
15t.

2. ¢ eine topologische Abbildung (Homomdorphismus) von T auf o(T),
wenn
p: T — o(T)

injektiv ist und @, ! beide stetig sind.

Satz 7.3 (Existenz lokaler Karten):
Sei M C R" eine Untermannigfaltigkeit der Dimension k, sei pe M. Dann
ezistieren offene Mengen U C R™ mit peU und W C R¥ und eine Immer-
5101
o: W —R"
derart, dass
po:W-=UnNnM

topologisch ist. ¢ : W — U N M heif§it eine (lokale) Karte von M.

Beweis: Nach dem Beweis von Satz 7.2 ist

MnNU = FYE.NV),

Sei

W = Projektion von E, NV auf R¥
= {2|2/eR*, (2, 0,...,0)eE, NV},
——
(n—k)-Mal

v = (xqy,...,01),t1 = x1,...,tp = x1. Wir setzen o : W — F~YE,NV),

t, oot = F ... ...,0).
90( 1, 5 k) (tla 7tk7 07 70)
(n—k)—Mal

o ist bijektiv, ¢, ¢! sind stetig, s. die folgende Veranschaulichung:

14



]

Durch Verkleinerung von U,V erreichen wir, dafl W immer eine Kugel
des R” ist. Dann kénnen wir auch zunichst (t,...,%;) einer Translation
unterwerfen so, dafl W eine Kugel des R* mit 0 als Mittelspunkt ist. M
1&8¢t sich in der Form

M=|JMnU;
gedJ
mit
Pj - Wj — M N Uj, Uj,Wj wie oben,
ist eine (lokale) Karte von M, jeJ, darstellen. Die Indexmenge J ist abz&hl-
bar. Sie ist endlich, wenn M kompakt ist, und eventuell abzahlbar un-
endlich, wenn M nicht kompakt ist. Das System der W;, p;,: W; —

MnNU;,V; =MnNUj, jeJ, heifit ein Atlas von M. Wir kommen darauf
in §14 zuriick.

Beispiel fiir eine (lokale) Karte:

k=n—1W=U" = {2/|2/eR" 7} |2/| < 1}, U" =]0,2]

Wir verschaffen uns eine Karte der ”oberen” S,,_;
ohne den Aquator (z,, > 0).Sei g(2') =

:\/1—1‘%—...—1‘%1, ' = (x1,...,2,-1) €U,
U=UxU", 2'=t,....,thq), U =W,
t1,...,tn_1,0) ist der allgem. Punkt in

U x{0} =W x{0},V =U'x] -1,2[=Wx]—1,2].

2. 2"=x,) = t1 = m

( ) t:(tl,...,tn,l),
t=2a

F1n—1(3j 756// = xn) = lp1 = Tpa

F.(2' 2" =x,) = ' — g(a') = x,—g(t) =:t,

I e ¢ )

In =49 (t)
Bei der "unteren” S,_1(x, < 0) verfihrt man entsprechend.
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§8. Tangentialrdume

Wir konstruieren nun die Tangentenvektoren an eine k-dimensionale Un-
termannigfaltigkeit des R".

Definition 8.1: Se: M C R" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkent
des R™. Seip € M. Dann heifit

T,(M) = {v|lv € R", es existiert eine stetig differenzierbare Kurve « :
| —e,e[— M mit a(0) = p,&(0) = v}

der Tangentialraum an M in p.

Die Vektoren des Tangentialraums in p sind also gerade die Tangenten-
vektoren der auf M liegenden Kurven durch p.

Lemma 8.1: Set M C R" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des
R". Seip € M. Dann gilt:

1. T,(M) ist k-dimensionaler Vektorraum tiber R

2. Ist o : W —V =MNU eine Karte, (0) = p, so ist
(00/0t1)(0), - . ., (00 /0t1) (0)
eine Basis von T,(M)

3. Sind fi,..., fax : U — R stetig differenzierbar, M NU = {x|x €

U, filz) =...= fui(xr) =0}, Rang Jp =n —k(f = (f1,..., fu-r)),
so gilt

T,(M) ={vlv e R", vl grad f;(p),j=1,...,n—k}.

Beweis: Sei

T = ((0¢/0t:)(0),...,(9¢/0t;)(0)),
T, = (grad fi(p),.-.,grad foi(p))"

T ist Untervektorraum des R” mit dim 7} = Rang J,(0) = k, T5 ein solcher
mit dim 7y = n — dim( grad fi(p),..., grad f,—x(p)) = k. Wir zeigen

Ty CTy,(M) C T,

Dann folgt 77 C T5, dim7T} = dim 715, also T} = Ty = T),(M). Zunéchst ist
Ty C T,(M). Sei namlich

k
v=>y" Aﬁa—‘”(()).
"0t

16



Seiy:|—e,e[— M, t — @0+ Ait, ..., 0+ \t). Dann ist v(0) = ¢(0) = p,

k
: 0
3(0) = 3 A (0) =,
k=1 K

also v € T,(M). Nun miissen wir noch 7,,(M) C T, nachweisen. Zu v €
T,(M) existiert eine Kurve 7 :] —¢,e[— M mit v(0) = p, ¥(0) = v. Aus
v(t) e MNU, te]—e,¢|, folgt fi(v(t) =0, |t|<e,j=1,....,n—k,

%fﬂ'(w)) = Z gﬁ(v(t)) () =0, |t < e.

Insbesondere ist 4(0) orthogonal zu allen grad f;(p), so dal T,,(M) C T
1st. ]

Definition 8.2: N,(M) = T,(M)* heift der Normalenvektorraum an M
in p. Er wird von grad fi(p), ...,grad f._r(p) aufgespannt und hat die
Dimension n — k.

Beispiel: Der Normalenvektorraum an S,_; in p = x wird nach Beispiel
1, S. ...., von x aufgespannt.

Eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R?® wird man als Fliche
bezeichnen. Eine Karte der oberen bzw. unteren S5 ohne den Aquator ha-
ben wir im Beispiel auf S. .... angegeben. Fiir die obere Halbkugel hatten

wir
]

p(ti,ta) = | 2 ,lt < 1,
V91—t —t2

gefunden. Die Tangentialebenen werden also von

1
dp
—(t1,ty) =10
6t1( b 2) _ ty ’
1-t—t3
5 0
1 1
—(t1,t9) =
8152( 1:12) oty

aufgespannt. Man findet leicht, daf§ Op/0t; x dp/dts proportional zu ¢ ist.
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§ 9. Das Differential einer differenzierbaren Abbildung

Wir befassen uns mit der folgenden Situation: M, My sind Untermannig-
faltigkeiten des R" bzw. des R™ irgendeiner Dimension. Sei U C R" offen,
My C U.Sei F: U — R™ stetig differenzierbar, F'(M;) C M. Wir spre-
chen von einer stetig differenzierbaren Abbildung F' : My — M,.

Definition 9.1: Sei ' : My — M eine differenzierbare Abbildung. Seien
p € My, q = F(p) € My. Dann definieren wir

dF(p) : T,(My) — T,(Ms) durch &(0) — F o «(0).
dF(p) heifit das Differential von F in p.

Damit diese Definition sinnvoll ist, mufl sie von « unabhéngig sein. Dies
zeigt
Lemma 9.1: Fir v = (vy,...,v,)" € T,(M;) gilt
dF(p)(v) = Jr(p)v.
Beweis: Sei v = &(0), F' = (F1, ..., F,,). Dann ist

d N
%Fj o = 2 a—xidy, also

(%F - a> (0) = Jr(p)o.

Hieraus folgt
Lemma 9.2: dF'(p) ist eine lineare Abbildung von T,(M;) in Tr)(Ms).

Beispiel: R” ist n—dimensionale Untermannigfaltigkeit des R"” mit t = x,
¢ = id. als Karte; wegen n —k = 0 treten keine Funktionen f; in Definition
7.1 auf. Sei also

F.R"— R™,
v (Fi(3), -, Ful2))
stetig differenzierbar. Es ist T,(R") = R", T,(R™) = R™,

dF(p)(v) = Jr(p)v

18



Satz 9.1: Seien M, My, M3 Untermannigfaltigkeiten des R™, R™ R! ir-
gendeiner Dimension. Sei

F . M, — M, stetig differenzierbar
G : My — Ms; stetig differenzierbar

Dann st
H:GOFIM1—>M3

stetig differenzierbar und mit ¢ = F(p) gilt
dH(p) = dG(q) o dF(p)

Beweis: Es ist

dH(p)(v) = Ju(p)v,
Ja(F(p))Jr(p)v,
= (dG(q) o dF(p))(v).

L]

Lemma 9.3 (Corollar zu Satz 9.1, Invarianz der Dimension): Se:
My ewne k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R"™, My eine solche der
Dimension [. Seien U,V C R" offen, My C U, My C V. Set F : U —- V
ein Diffeomorphismus mit F(My) = Ms. Dann ist k = 1.

Beweis:
dF(p) - Tp(My) — Ty(Ms), q = F(p),
dF(q) : T,(Ms) — T,(M,),
dF(p) o dF(q) = d(F o F')(¢q) = Identitiit.
Also ist dF(p) Vektorraumisomoprhismus, also ist k = [. O
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Wir geben einige Hinweise zu Lemma 9.3 (Invarianz der Dimension).

Situation 1: M k-dimensionale Untermannigfaltigkeit
des R", M5 [-dimensionale Untermannig-
faltigkeit des R™. U C R" offen,

My Cc U, F:U — R™ stetig differenzierbar
F(Ml) C Ms.
F(U) offen
F U — F(U) bijektiv
F~1: F(U) — F(U) stetig differenzierbar.
Dann ist nach dem Beweis von Lemma 9.3
jedenfalls k = 1.
Vermutlich ist von selbst m = n!
Situation 2: m = n wie in Lemma 9.3.
F U — R" stetig differenzierbar,
Jr # 0 in U. Dann ist F'(U) offen.
Ist also F': U — F(U) bijektiv, so ist
F' Diffeomorphismus.

Wir kommen zum Differential einer Funktion als Spezialfall von Defini-
tion 9.1. Sei U C R" offen, f : U — R stetig differenzierbar. U ist n-
dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™ mit ¢ = x, ¢ = id. als Karte.
Sei M7 = U, My = R. Dann ist
() T,(U) — TR =R,
v — gradf (p) - v.
Mit den speziellen Abbildungen

fi R" = R,
(x1,...,2n) — x5, 1 <5 <n,
folgt:

Lemma 9.4: Set U C R" offen und f : U — R stetig differenzierbar. Fiir
die eben speziellen eingefiihrten Funktionen f; schreiben wir x;, 1 < j <n.
Dann ist mit der Abbildung dx;, definiert durch dx;(v) := dz;(p)(v) = v,
1<53<n,velR" pelU, gerade

iw) = 3L )dru),




Beweis: Es ist

daj(v)

df (p)(v)

Im Spezialfall n = 1 folgt df (p) = f'(p)dz.
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