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Wir verweisen auf die Vorkenntnisse aus Analysis II. Zur Einfithrung wiederholen wir kurz einige Begriffe
und Sétze.

I. Problemstellung. Elementare L6sungsmethoden. Existenzsitze

I.1 Gewohnliche Differentialgleichungen 1. Ordnung

Sei G ein halboffenes Rechteck im R?, G = {(z,y)la < z < b,c < y < d}, wobei wir zulassen, daf}
¢ = —o00 oder d = 400 ist. Sei I = {z]a <z < b}. Im Fall ¢ = —00,d = 400 ist G der Streifen, der durch
die Geraden — begrenzt ist.

Sei f(z,y) eine iiber G erklirte reelle Funktion. Dann heifit die Gleichung vy’ = f(z,y) eine (explizite)
gewohnliche Differentialgleichung 1. Ordnung. Diese Differentlialgleichung nennt man von 1. Ordnung,
weil keine hohere Ableitung von y als die erste auftaucht.

Unter eine Losung dieser Differentialgleichung versteht man eine Funktion y = ¢(x), die iiber I dif-
ferenzierbar ist und fiir die gilt

} fir alle zel

Wir werden im folgenden die Frage untersuchen, ob eine Differentialgleichung stets eine Losung besitzt,
bzw. welches die Bedingungen fiir die Losbarkeit einer Differentialgleichung sind, und ob eine losbare
Differentialgleichung vielleicht mehrere Funktionen als Losung hat.

Eine entsprechendes uns bekanntes Problem ist das Aufsuchen der Lésungen einer Gleichung p(xz) = 0,
wobei p(z) ein Polynom ist. Wihrend ein Polynom iiber dem eindimensionalen reellen Zahlenraum erklért
ist, ist die Differentialgleichung ¢y’ = f(z,y) iiber einem Teil des 2-dimensionalen reellen Zahlenraums
R? erklirt. Daher sind die Losungen einer Polynomgleichung p(x) = 0 von der Dimension 0, also reelle
Zahlen, und die Losungen einer Differentialgleichung von der Dimension 1, also Kurven des R?, die Graph
einer Funktion sind. So wie ein Polynom keine reelle Lésung, eine oder mehrere Lésungen haben kann, so
gibt es auch Differentialgleichungen, die keine Losung haben oder eine oder mehrere. Zunéchst wenden
wir uns einigen speziellen Differentialgleichungen zu.

1.2 Lineare Differentialgleichungen (1. Ordnung).

I.2.1 Definition: y' = f(x,y) heifit eine lineare Differentialgleichung 1. Ordnung, wenn f(x,y) =
A(x)y + B(x) ist, wobei A(x) und B(x) stetige Funktionen dber I sind. Ist insbesondere B(xz) = 0, so
heift y' = f(x,y) eine homogene lineare Differentialgleichung, ist jedoch B(x) nicht identisch 0, so heifst
die Differentialgleichung inhomogen.

Da f(xz,y) fiir —oco < y < +oo erkliirt ist, setzen wir G = {(z,y)|zel, —00 < y < +00}.

Wir betrachten zunéchst homogen lineare Differentialgleichungen (1. Ordnung). Sei A(z) = 0. Dann
folgt ¢y’ = 0. Losungen sind genau die Funktionen () mit ¢ = const. = C, wobei C' eine beliebige reelle
Zahl ist. Die Gesamtheit der Lostungen ist also eine unendliche Menge. Man sieht leicht, dafl durch jeden
Punkt von G genau eine Losung verlduft. Sei nun A(z) nicht identisch 0. Jede Lésung ¢ der Differenti-
algleichung muf} der Bedingung ¢'(z) = A(x)p(x), zel, geniigen. ¢ = 0 erfiillt diese Bedingung, ist also
eine Losung, die sogenannte triviale Losung. Wir fragen nach Losungen ¢ nicht identisch 0. Sei ¢ eine
Losung, sei ¢(x) > 0 fiir zel. Dann folgt aus ¢'(z) = A(x)p(z) die Gleichung



28 = A(w), also (log(x))' = A(),

logp(z) = [ A(x)dz + ¢,
o(x) = exp([ A(x)dz + ¢) = ¢* exp( [ A(z)dz) mit ¢* =€ >0

Man zeigt, daBl ¢(z) = cexp([ A(z)dz) mit jedem beliebigen ceR eine Losung der Differentialgleichung
y' = A(z)y ist, indem man ¢p(z) und ¢’'(z) = cA(z) exp([ A(z)dz) in y’ = A(z)y einsetzt.

Um die Menge der Losungen einer homogenen Gleichung besser beschreiben zu kénnen, verwenden wir
den Begriff des Vektrorraums iiber R. Es ist leicht zu sehen, dal die Menge M der Losungen ¢ der Dif-
ferentialgleichung ¢y’ = A(x)y einen Vektorraum iiber R bilden. Dabei benutzen wir natiirlich wesentlich
die Homogenitéit von 3y’ = A(x)y. Fiir das zugehorige inhomogene Problem y' = A(x)y + B(x) ist die
Aussage falsch.

Wir wollen nun alle Losungen der Differentialgleichung y’ = A(z)y bestimmen. Es ist bereits gezeigt
worden, daB die Funktionen ¢(z) = ¢ - exp([ A(z)dz) Losungen sind. Sind das alle Losungen? Um diese
Frage zu beantworten, setzen wir zur Abkiirzung

oo(z) = c-exp([ A(x)dz)
o) = ¢i(z) =exp([ A(z)dz)
F(z) = [ A(z)dx.

Sei xgel. Dann setzen wir exp(F(xo)) = ¢(z9) = a. Es ist @ > 0. Mit dieser Festsetzung folgt

we(xo) = cp(xp) = - a

Wenn ¢ ganz R durchléuft, so durchlduft auch ¢ - o = p.(z0) ganz R, d.h. durch jeden Punkt (z¢,y) des
Streifens G geht genau eine Funktion ¢.(x).

Es sei ¢(x) eine Losung von 3y’ = A(x)y.

1. Fall: ¢(z) > 0 fiir alle zel.
Es wurde bereits am Anfang der Behandlung von 3y’ = A(z)y gezeigt, daB dann ¢ (z) = ¢ (z) fir ein
geeignetes ¢ > 0 gilt.

2. Fall: () = 0 fiir alle zel.
Das ist die triviale Losung, fiir die ¢(z) = ¢.(z) mit ¢ = 0 gilt.

3. Fall: «(z) < 0 fiir alle xel.
M ist Vektrorraum iiber R. Also ist auch —¢eM,—¢(x) > 0,zel. Daher gibt es ein ceR, so dafl

—1(x) = () ist. Daraus folgt ¥(z) = —pc(z) = p_c(x).

4. Fall: Es gibt ein zgel, so dafl ¥(xzg) = 0 ist.

Da F' in I stetig und I abgeschlossen ist, gibt es ein aeR derart, dafl F(z) = [ A(x)dz > a ist. Daher ist
plx) >e*=1r>0.

1 ist stetig in I, also beschréinkt. Also gibt es ein 3 # 0 mit 3 - ¢(z) < r. Also ist

o(z) — pY(x) > 0, xel

Da ¢, —BveM sind, ist ¢ — B eine Losung, die zum ersten Fall gehort, und es gibt ein ¢ > 0 derart, dafl

p(z) = BY(z) = pe(x), vel

ist. Insbesondere gilt:

@(wo) — BY(w0) = (o)

Da ¢o(xg) = a,¥(x9) = 0 und @e(x0) = ¢ - a ist, folgt @« = ¢- . Aus a > 0 folgt ¢ = 1. Daher ist
o(x) — pv(x) = o(x),zel. Aus B # 0 folgt, daB ¢ identisch verschwindet.

Insgesamt haben wir bewiesen, dafl alle Losungen zum 1., 2. und 3. Fall gehéren und wir kénnen folgenden

2



Satz aussprechen:

I1.2.2 Satz: p(x) ist dann und nur dann Losung der homogenen linearen Differentialgleichung y' = A(x)y,
wenn p(z) Vielfaches von exp( [ A(x)dz) ist. Die Menge der Lisungen ist ein eindimensionaler Vektor-
raum.

Wir betrachten jetzt allgemeine lineare, d.h. inhomogene, Differentialgleichungen erster Ordnung. Sei
1 eine Losung der Differentialgleichung und ¢ eine Losung der zugehorigen homogenen, so folgt durch
Addition der Gleichungen ¢’'(x) = A(x)y(x) + B(x) und ¢'(z) = A(z)p(z), daBl ¢ + ¢ ebenfalls eine
Losung der inhomogenen Differentialgleichung ist. Sind andererseits 1,2 Losungen der inhomogenen
Gleichung, so folgt aus ¥ (z) = A(z)¢1(x) + B(z) und ¥4 (x) = A(x)2(x) + B(z) durch Subtraktion der
beiden Gleichungen, dafl 1)1 — 19 = ¢ eine Losung der zugehorigen homogenen Differentialgleichung ist.
Es gilt also der

I1.2.3 Satz: ¢ sei eine Lisung der inhomogenen Differentialgleichung y' = A(x)y + B(x) und {¢} sei
die Gesamtheit der Lisungen der zugehirigen homogenen Differentialgleichung. Dann ist ¢ + {p} die
Gesamtheit der Losungen der inhomogenen Differentialgleichung.

Es wird jetzt eine Methode angegeben, wie man eine (partikulére) Lésung der inhomogenen Differential-
gleichung bestimmen kann. Diese Methode ist bekannt als der ” Ansatz von Lagrange” oder die ”Methode
der Variation der Konstanten”. Man geht von einer Losung der zugehorigen homogenen Differentialglei-
chung aus, z.B. von ¢(z) = exp([ A(z)dz), und macht den Ansatz 1(z) = ¢(z) - ¢(x), wobei ¢(z) eine
differenzierbare Funktion sei. Wir wollen im folgenden c¢(z) so bestimmen, dafl ¢)(x) eine Losung der
inhomogenen Differentialgleichung 3’ = A(x)y + B(x) ist. Aus ¢ = cp folgt ' = /o + ¢y’

do+ecp = Acp+ B
dop+Acp = Acp+ B
dp = B

Wegen ¢ > 0 ist ¢/ = B/, also

(B,
c(x)-/(p(x)d +d

_ [B@) - p(x
vw) = [ Z5ldr- o

Sei d =0, also

und die Gesamtheit der Losungen von 3y’ = A(x)y + B ist gegeben durch

v = [ Zdsol@) + oolo)

(/B(m)e‘fA(i)dE dx + c) , ceR
Sowohl im Fall des homogenen als auch im Fall des inhomogenen Problems wurde die Bestimmung der

Losungen auf die Quadratur eines Integrals zuriickgefiihrt. Daher spricht man auch bei der Bestimmung
der Losungen einer Differentialgleichung von der Quadratur der Differentialgleichung.

()

Beispiel: ' = ay + b mit Konstanten a,b. Eine Losung der zugehérigen homogenen Differentialglei-
chung ist p(z) = exp([ A(z)dz) = e®*. Die Losungen der inhomogenen Gleichung sind

P(xr) = (f ﬁdm—i—c) o(x) = ([be*dx+c)e™

— _b_—ax ax — ar _ b
= ( o€ +c)e = ce o, ceR.



1.3 Bemoullische Differentialgleichung

1.3.1 Definition: y' = f(x,y) heifit eine Bernoullische Differentialgleichung, wenn f(x,y) = A(z)y +
B(x)y® ist, wobei A(x) und B(x) stetige Funktionen iber I sind und « eine beliebige reelle Zahl bedeutet.

Ein Spezialfall ergibt sich, wenn o = 1 ist. Dann ist ndmlich f(x,y) = A(x)y + B(z)y. In diesem
Fall ist die Bernoullische Differentialgleichung eine homogene lineare Differentialgleichung wie wir sie in
1.2 behandelt haben.

Im weiteren werden wir also voraussetzen, dafl o # 1 ist. Definitionsgemif bedeutet y* = e*!°8¥. Da
logy nur fiir y > 0 erklért ist, setzen wir

G ={(z,y)la <z <by>0}

Sei also ¢ eine Losung, d.h. ¢'(x) = A(z)e(x) + Be*(x). Nach Definition von G ist ¢(x) > 0,zel.
Division durch ¢%(z) ergibt ¢'p=% = Ap'~® + B. Es ist (017%) = (1 — a)p~%/, also (¢'7%) =
(1 —a)(Ap'=® + B). Mit der Substitution ¢ = !~ erhalten wir

Y =(1-0a)(4¢ +B)

Wir sehen: Ist ¢ eine Losung der Bernoullischen Differentialgleichung y' = A(z)y + B(x)y® mit a # 1,
so ist ¢ = ¢!~ Losung der inhomogenen Differentialgleichung v’ = (1 — a)A(z)y + (1 — a)B(x). Sei
umgekehrt ¢ eine Losung dieser inhomogenen Differentialgleichung und gelte ¥ (x) > 0, zel; dann gilt
' = (A(x)y + B(z))(1 — a), woraus durch die Substitution ¢ = e folgt

(@) = (1-a)Ap" *+(1-a)B
1-a)¢p % = (1-a)dp'*+(1-a)B
¢ = Ap+Be"

so daf} ¢ Losung der Bernoullischen Differentialgleichung ist. Das Ergebnis formulieren wir im

1.3.1 Satz: Die Gesamtheit der Lisungen ¢ der Bernoullischen Differentialgleichung y' = A(x)y +
B(x)y®* mit o # 1 erhilt man, indem man die Gesamtheit der Losungen ¢ der inhomogenen Differenti-
algleichung y' = (1 — a)A(z)y + (1 — o) B(x) bestimmt und fiir alle ¢ > 0 die Funktion ¢ berechnet nach

Wir fiihrten das Problem, die Losungen der Bernoullischen Differentialgleichung zu berechnen, auf die
Bestimmung der Losungen einer inhomogenen Differentialgleichung zuriick. Diese Reduktion geschah
durch eine Variablentransformation. Es gelingt héufig, auf diese Weise eine Differentialgleichung in eine
”einfachere” Form zu tranformieren. Eine dhnliche Methode in der Integralrechnung ist die Substitutions-
methode, wobei man ebenfalls durch eine Variablentransformation den Integranden auf eine ”einfachere”
Form zu bringen sucht. Fiir die Variablentransformation einer Differentialgleichung gilt

I1.3.2 Satz: Seiy = f(x,y) eine gewdhnliche Differentialgleichung 1. Ordnung. Durch x = g(u),y =
h(v), wobei g und h umkehrbar differenzierbare Funktionen seien, mdge eine Variablentransformation
gegeben sein. y = p(x) ist dann und nur dann eine Lisung der Differentialgleichung y' = f(x,y), wenn
es eine Lisung v = 1(u) der Differentialgleichung

gibt derart, daf8 gilt
p(zr) =hotog ()

Beweis: Wir leiten zunéchst die im Satz angegebenen Beziehungen durch formale Rechnung her. Aus

Z—Z = f(z,y) folgt durch Multiplikation mit dz die Gleichung dy = f(x, y)dx, ebenso folgen aus ¢’ (u) = %



und aus h'(v) = % die Gleichungen

Einsetzen
= B (v)dv = f(z,y)g'(u)du,
indy = f(z,y)dz

h'(v) # 0 nach

= & = 24 £ (g(u), h(v)),
Annahme

was mit der im Satz angegebenen transformierten Differentialgleichung iibereinstimmt. Sei v = ¢ (u) eine
Losung dieser Differentialgleichung, so folgt wegen v = h=!(y) und v = g~ *(z) die Beziehung

R i(y) = vog (), also
y = hoyog ()

wie im Satz angegeben. Wir diirfen diese Herleitung nicht als Beweis ansehen, dann wir haben die Dif-
ferentiale dy,dx,... genau so behandelt als ob sie selbstindige Grofien seien, wiahrend eigentlich erst
die Quotienten %, g—z, ... definierte Groflen sind. Der Beweis des Satzes 1.3.2 soll nun in einer Richtung
exakt durchgefithrt werden. In der umgekehrten Richtung verlduft er ganz analog. Die Kettenregel der
Differentialrechnung wenden wir in folgender Schreibweise an: Seien o(u) und w = f(x) differenzierbare

Funktionen, so gilt (a0 8)'(z) = o’ o B(x) - §'(x). Weiter ist
-1 _ 1 _ l og~!
e A

fiir Funktionen o und 8 von u und v = (z) gilt

(@oy)(z) - (Bory(x)) = (a-pB)ory(x)

v = (u) sei Losung von v’ = f*(u,v). Also ist

() = £ (@) = =2 pg(u), ho ()

~ W ow(u)
Wir betrachten nun den Ausdruck p(x) = hoog=1(x). Es ist
pll@) = hoyog(z) ¢ og}(x) g7V (2)
= Woyog i(z) ¥ ogi(z) 5 og(x)
= (Wop-Logia)
P(u) = f(u,(u))
= flg(),hodp(.)) o g ()
= fla,hoypog™(2))
v lost also die Differentialgleichung y' = f(z,y). O

Beispiele:

1. Wir behandeln noch einmal die Bernoullische Differentialgleichung y = A(z)y + B(z)y®, a # 1, direkt
nach dem Ansatz des Satzes 1.3.2. Wir setzen « = g(u) = u, y = h(v) = vT% mit v > 0. Dann ist
g'(u) =1,h'(v) = L-vT== also

-«

o

o= (- a)T TR [A)e T 4 Blujrs]
= (1-a)A(u)v+ (1 —«a)B(u) = f*(u,v).
(

Die Losungen von v’ = f*(u,v) seien v = ¥(u). ¢(z) ist dann und nur dann Ldsung, wenn es ein

v =1(u) > 0 gibt derart, dal p(x) = hoyog t(zx) =hot(u) = wﬁ(u) gilt.



2. Methode der Trennung der Variablen

Die Differentialgleichung habe die Gestalt y’ = % mit g(y) # 0. Variablentransformation:
F(z) = eine Stammfunktion von f = f(z); (F71) = & oF 1 = % o F~1
v = G(y) = eine Stammfunktion von g = g(y); (G~1) = é oGt

Die transformierte Differentialgleichung ist
(=
G-y

goG~ foF1
foF~— 1goG 1

'f(FilaGi) =1

v =

Die Losungen dieser Differentialgleichung sind ¢ (u) = u + ¢, wobei ceR beliebig ist. Daher sind die
()

9(y)

Lésungen von y' = gegeben durch

o(z) = GTHF(z) +c), ceR

Auf diese Weise wollen wir ¢’ = % inxz >0,y > 0 losen. Es ist
1, 1,
u=F(x)=§x undU:G(y):§y,

also G71(v) = v/2v. Damit erhalten wir als Lésungen

1 2
o(z) =4/2 <§z3 +c> = \/§x3 + c*,

wobei ¢* = 2¢ alle nichtnegativen reellen Zahlen durchlauft.

I.4 Die Riccatische Differentialgleichung
Wir erklidren G = {(z,y)|la <z < b,—00 < y < +00}.

I.4.1 Definition: y' = f(x,y) heifit eine Riccatische Differentialgleichung, wenn f(x,y) = A(z) +
B(x)y + C(x)y? ist, wobei A(z), B(x),C(x) stetig sind in I = {xla < x < b}. Sind insbesondere
A(xz) = ba*, a0 reell, b # 0,B(z) = 0 und C(x) = 1,zel, so spricht man von einer speziellen Ricca-
tischen Differentialgleichung.

Im Allgemeinen ist die Losung einer Riccatischen Differentialgleichung durch Integration nicht moglich.
Dies gilt sogar fiir die meisten speziellen Riccatischen Differentialgleichungen. In diesen Fillen mufl man
die Loésung durch ein Naherungsverfahren bestimmen. Kennt man eine Losung einer Riccatischen Diffe-
rentialgleichung, so kann man durch Quadratur auch die Gesamtheit der Losungen bestimmen denn es gilt

1.4.2 Satz: Seiy=1(x) eine (partikulire) Lisung der Riccatischen Differentialgleichung y' = A(z) +
B(x)y+C(x)y?. Sei p(z) in I differenzierbar und es gelte p(x) # 1 (z), vel. p(z) ist dann und nur dann
Lésung der Riccatischen Differentialgleichung, wenn m eine Losung der linearen Differentialglei-

chung y' 4+ (2C(z)Y(z) + B(z))y + C(x) = 0 ist.

Beweis: m sei Losung der angegebenen linearen Differentialgleichung. Diese Aussage ist dquiva-

lent mit
(ﬁ'(%)*f(';f)é + S (2C(@)¢(@) + B(w) + C(x) =
V(z) — ¢'(x) + (p(x) — (@) - 2C(2)9(x) + B(x)) + <> (o(z >— P(x))? =0
W) C(x))?(x) — B(x) — A(z)] + [A(z) + B(x)p(x) + C(a)?(x) — ¢'(2)] =0

Da ¢ (x) die Riccatische Differentialgleichung lost, verschwindet die erste eckige Klammer identisch. Also
ist diese Gleichung mit der Aussage dquivalent, dafl ¢(z) eine Losung der Riccatischen Differentialglei-
chung ist. Damit ist Satz 1.4.2 in beiden Schluirichtungen bewiesen.

Mit diesem Satz kennt man neben der Lésung 9 (x) der Riccatischen Differentialgleichung alle Losun-
gen ¢(x), fir die gilt ¢(x) # ¥ (z), zel. Das ist aber bereits die Gesamtheit aller Lésungen, denn wenn
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o(xg) = Y(x0) fiir ein zpel ist, so gilt damit ¢ = 1. Aus Analysis IT wissen wir bereits, dafl nicht nur bei
Riccatischen Differentialgleichungen dieses Verhalten auftritt, sondern bei allen Differentialgleichungen,
die einer sogenannten Lipschitzbedingung geniigen (s. auch spéter in diesem Kapitel). Man berechnet also
die Gesamtheit der Losungen der Riccatischen Differentialgleichung, indem man alle Losungen ®(x) der im
Satz 1.4.2 angefiihrten linearen Differentialgleichung und anschlieffend die Funktionen ¢(z) = ﬁ +(x)
bestimmt.

Das Problem liegt nun darin, eine Losung v (z) der Riccatischen Differentialgleichung zu berechnen.
Im folgenden werden wir fiir einige Félle diese Rechnung durchfithren. Wir beschrénken uns auf spezielle
Riccatische Differentialgleichungen, die nach Definition 1.4.1 von der Gestalt y’ = bx®+y? mit b # 0 sind.

1. Fall: o« =0, also ¢/ = b+ y?. Wir setzen y’ = % mit f(z) = 1 und g(y) = 1/(b+ y?). Nehmen
wir mit b > 0 an, so ist G(y) = ﬁarctg% eine Stammfunktion von g(y) (wie man durch Differentiation
nachweist). Es ist also G~ (v) = v/btg(v/bv). Damit erhalten wir als Losungen von 3’ = b+y? (s. Beispiel
2, Trennung der Variablen).

plz) = G (F(x) + ¢) = Vbtg[Vb(z +¢)]

wobel ¢ alle reellen Variablen durchliuft.

Nehmen wir b < 0 an, so haben wir durch Partialbruchzerlegung

1 1 1 1 1
b+y?  y? bl 2y/]p] (y N \/|b|>

Demnach ist G eine log-Funktion; man gelangt daher zu einem ganz anderen Ergebnis als bei b > 0.

2. Fall: a = -2, also ¢/ = m% + 12, wobei wir x > 0 und y > 0 voraussetzen. Wir fithren folgende
Variablentransformation durch:

1
x :g(u) =uYy = h(’l}) = 57
so dafl die transformierte Differentialgleichung lautet:

! 2
;9 ., ofD 1y v (U
v —Wf—fv (E‘i’ﬁ) —*bﬁ*l—f (5),U>0

Eine Differentialgleichung dieser Gestalt 1d8t sich immer durch eine Integration 16sen; denn sei ¢(x)
cine Losung einer Differentialgleichung y' = f (£), so gilt ¢’ = f (£). Wir setzen ¢(z) = e Eg gilt

T z

' (x) = W/(mggz_‘p(m = f(w(z);_d’(x). (x) geniigt also der Differentialgleichung

_fy -y _gl=) % 1 ~ 1
y= P 8Dy = e )=
T F(y) Fly)—y
Geniigt umgekehrt ¢(x) dieser letzten Differentialgleichung, so ist ¢(x) = z - 1(x) eine Losung von
y =1 (%) Wir haben also gezeigt: Die Gesamtheit der Lésungen von y' = z% + y? 148t sich bestimmen
_ g

aus der Gesamtheit der Losungen einer Differentialgleichung y' = %, deren Losungen durch die Metho-

de der Variablentrennung berechnet werden.

3. Fall: a = —2:11—711,71 = 1,2,3,.... Ohne Beweis sei angefiihrt, daf} alle diese speziellen Riccatischen

Differentialgleichungen quadriert werden koénnen.

1.5. Allgemeine Typen von Differentialgleichungen

Wir behandeln zunéchst gewohnliche Differentialgleichungen hoherer Ordnung. Es sei G ein achsenpar-
alleler Quader im R"*2 = {(x,y0,y1,...,Yn)}, d.h.

G={(z,90,Y1,--sUn)la <x <byc, <y, <dy,,v=0,1,...,n} mit
I ={z|a <z <b}.

Sei f(x,y0,y1,-.-,Yn) eine Funktion iiber G. Wir nennen dann die Differentialgleichung
fayy, . y™)=0
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eine Differentialgleichung n-ter Ordnung. y = ¢(x) heifit eine Losung dieser Differentialgleichung, wenn
©(x) mindestens n-Mal differenzierbar ist und wenn gilt:

De, < o™ (z) < d,,zel,v=0,1,...,n,
2)f (@, 0(x), ¢ (@),..., " (x)) = 0, zel.

Ist eine Differentialgleichung nach der hichsten Ableitung y(™ aufgeldst, so spricht man von einer ex-
pliziten Differentialgleichung. In allen anderen Féllen nennt man die Differentialgleichung implizit. Wir
haben oben die Differentialgleichung n-ter Ordnung in ihrer impliziten Form eingefiihrt. Es ist nicht immer
moglich, eine Differentialgleichung nach ihrer hochsten Ableitung aufzulssen (Beispiel: e¥’ +siny/+y = 0).

Als n#chsten Punkt beschiftigen wir uns mit Systemen von gewohnlichen Differentialgleichungen. Es
sei G ein achsenparalleler Quader im R"*! = {(z,y1,...,yn)}, etwa

G={(z,y1,..,yn)|a <x<byec, <y, <dp,v=1,...,n} mit
I={zla <z <b}.

Seien f1(z,y1,---3Yn), -, fn(T Y1, .., yn) Funktionen iiber G. Wir nennen dann das Gleichungssystem

yll = fl(xayla---ayn)a
y/2 = fQ(zayla"'ayn)a
y;z = fn(xayla---ayn)

ein System von gewohnlichen Differentialgleichungen (1. Ordnung).
Das (n-tupel ¢1(z),...,¢n(x)) von differenzierbaren Funktionen heifit eine Losung des Systems von
Differentialgleichungen, wenn gilt

ey, < pu(x) < dy
2)¢l(z) = fu(z,p1(x), ..., on(x)) fir v =1,...,n und fir zel

Zur Abgrenzung des in dieser Vorlesung behandelten Stoffs gehen wir nun kurz auf partielle Differen-
tialgleichungen ein. Alle bisher angefiihrten Differentialgleichungen waren gewdéhnliche Differentialglei-
chungen. Bei diesen sind die Losungen Funktionen einer Verdnderlichen. Daneben gibt es eine andere
Art von Differentialgleichungen, deren Losungen Funktionen mehrerer Verédnderlichen sind. An Stelle der
"gewshnlichen” Ableitungen 3, 3" usw. in den gewohnlichen Differentialgleichungen treten hier partielle

Ableitungen ;—i, 66_3327 ... auf. Danach haben diese Differentialgleichungen den Namen partielle Differen-
tialgleichungen erhalten. Ein wichtiges Beispiel ist die Laplacersche Differentialgleichung

Py Py _,

ox? = Oz

Die Losungen dieser Gleichung heilen harmonische Funktionen. Sie sind iiber einem Teil des R? erkliirt.
y = h(x1, z2) ist eine harmonische Funktion, wenn sie zweimal stetig differenzierbar ist und fiir sie gemif3
der Laplaceschen Differentialgleichung gilt:

hzlzl + hCEQCEQ = 0

In diesem Zusammenhang sei ein wichtiger Satz erw#hnt.

1.5.1 Satz: Sei G ein Gebiet des R? mit glattem Rand. Auf dem Rand 0G von G sei_die Funktion
g(x1,x2) erklirt, die dort stetig ist. Dann gibt es genau eine Funktion h(xi,x2), die in G stetig, in G
harmonisch ist und fir die gilt: h(xz1,x2) = g(x1,x2) auf dem Rand von G.

Die Bestimmung von h(x1,x2) zu einem vorgegebenen g(x1,z3) ist als Dirichletsches Problem bekannt.

Bei den gewohnlichen Differentialgleichungen 1. Ordnung war in den Lésungen immer eine Konstante
aufgetreten, die man in gewissen Grenzen variieren konnte, wodurch man alle Losungen der Differential-
gleichung erhielt. Bei der Laplaceschen Differentialgleichung variiert man die Funktion g(x1,x2), wodurch
man die in G stetigen, in G harmonischen Funktionen erhlt. Da die Dimension des Vektorraums der auf
dem Rande von G stetigen Funktionen 400 und also grofer ist als die Dimension 1 des Vektorraums der
reellen Zahlen, hat die Laplacesche Differentialgleichung mehr Losungen als die gewohnlichen Differenti-
algleichungen (1. Ordnung).



Wie ein System von partiellen Differentialgleichungen gestaltet sein kann, wollen wir an einem Beispiel
sehen. Sei G eine offene Menge des R™ = {(z1,...,2,)}, iiber der (total) differenzierbare Funktionen
Ar(x1,. . Zn)y oy Az, ..., xy) erklirt sind. Das Gleichungssystem

Yz, = Al(xlv"'v:rn)a

Yz, = An(xlv'-wxn)

ist ein System von partiellen Differentialgleichungen. Dieses System ist sehr einfach gebaut, da in jeder
Gleichung nur eine partielle Ableitung steht und dariiber hinaus die Gleichungen nach diesen Ableitungen
aufgelost sind. Eine Losung dieses Systems ist eine Funktion y = f(z1,...,z,), die iiber G differenzierbar
ist und fiir die gilt

fo, = Av(x1,.. . 20),v=1,2,...,n.

Obiges Gleichungssystem hat nur unter besonderen Bedingungen Lésungen. Nehmen wir an, f(x1,...,2,)
sei eine Losung, also f,, = A,. Da die A, als differenzierbar vorausgesetzt wurden, folgt

Auz“ = fzyz“ = f:c“ac,, = A,uzy
Ave, = Ape,, 1 <vyu<n

Die letzte Bedingung ist also notwendig fiir die Losbarkeit des Systems. Sie heifit Integrabilitédtsbedin-
gung. Wie fiir dieses System, so gibt es auch fiir andere Systeme von partiellen Differentialgleichungen
Integrabilitdtsbedingungen, die fiir die Losbarkeit des Systems notwendig sind. Es ist nun ein wichtiger
Satz, dafl etwa fiir sternférmiges G die Giiltigkeit der Integrabilitdtsbedingung auch hinreichend ist fiir
die Losbarkeit des obigen Systems.

1.6 Homogene gewdhnliche lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung mit konstanten Ko-
effizienten

Wir betrachten die gewohnliche Differentialgleichung
y" + ay’ + by = 0 mit Konstanten a, b

Wie in 1.2 zeigt man auch hier, dafy die Gesamtheit der Losungen dieser Differentialgleichung ein Vektor-
raum ist. Wir werden in diesem Kapitel beweisen, daf} bei jeder Wahl von a und b seine Dimension 2 ist.
D.h., sind ¢1(z) und p2(x) zwei linear unabhiéingige Losungen dieser Differentialgleichung, dann ist die
Gesamtheit der Losungen die Funktionenmenge

{o(@)|p(z) = c1p1(x) + cap2(z) mit 1, c2eR}.

Wir konnen uns i.f. also darauf beschranken, zwei linear unabhéngige Losungen zu berechnen. Dazu ma-
chen wir den Ansatz y = e**, wobei wir X so bestimmen werden, daf y = e*® tatsichlich Losung ist. Aus
y =,y = X’ und y” = A2 folgt durch Einsetzen in die Differentialgleichung e** (A2 +aX+b) = 0.
Daher ist e*® genau dann Losung, wenn A der quadratischen Gleichung A\?> + a)\ + b = 0 geniigt. Wir
haben 3 Félle zu unterscheiden:

1. Fall: a? — 4b > 0. Die quadratische Gleichung hat die zwei verschiedenen reellen Lésungen

A = % (—a +a? = 4b)

Agz%(—a— a2—4b)

Damit haben wir gefunden: y = e** und y = €2 sind zwei Losungen der Differentialgleichung. Da man

zeigen kann, dafl diese Losungen linear unabhéngig sind, ist in diesem Fall die Losungsgesamtheit der
Differentialgleichung bestimmt.

2. Fall: a? — 4b = 0. Es gibt also nur ein ), das die quadratische Gleichung lést. Es ist A = —5. Also
ist y = e~ 37 eine Losung der Differentialgleichung. Eine zweite Losung ist in diesem Fall y = ze™ 37,
Das beweist man durch Einsetzen in die Differentialgleichung. Die beiden angegebenen Loésungen sind
linear unabhéngig, denn aus c1e” 2% 4+ core” 2% = 0 fiir alle z folgt ¢1 + cex = 0 fiir alle  und hieraus
Cl1 = Cy2 = 0.



3. Fall: a? — 4b < 0. Die beiden Losungen der quadratischen Gleichung sind komplexe Zahlen. Wir
konnten auch iiber sie zu reellen Losungen der Differentialgleichung gelangen. Durch einen anderen Ansatz
kénnen wir den Umweg iiber das Komplexe jedoch vermeiden. Der Ansatz ist:

y = e*sinfx, also
y = e*(asinfz + [cosfx)
y" = e (a?sinBx + aff cos Bz + af cos Bz — 3? sin Bx)

Wir setzen y,y" und %" in die Differentialgleichung ein und erhalten

e [(a? — B?)sin Bz + 2a cos Bx + aasin Bz + aBcos Bz + bsin Bx] = 0
e [(a? — 3?)sin Bx + aasin Bz + bsin Bz + (203 + af3) cos ] = 0
[(@? — 8% + aa + b) sin Bz + (203 + af3) cos Bz] =0

Wir sehen: y = e** sin Sz kann nur Losung sein, wenn
o® —B*+aa+b=0und f(2a +a) =0

sind. Die letzte Gleichung ist erfiillt fir § = 0. Dann ist y = e*®sin 8z = 0. und wir erhalten nichts
Neues. Sei also 3 # 0. Dann ist o = —5. Aus der ersten Bedingung folgt 32 = TS tb=b—-%>0.
Also ist

und wir erhalten als Losungen

—a .
y = e 2%sin|x — &

_ _ag . . _ a? . —ag . a2
Yy = € 27sIln ZL'( 4>) = 6281H<1' 4>

Diese beiden Losungen sind linear abhingig. Man erhélt eine weitere linear unabhéngige Losung durch
den Ansatz y = e** cos fz. Eine der obigen analoge Rechnung liefert

a a?
— e 27 b_ — .
y=e cos <x\/ 1 )

Die in diesem Abschnitt diskutierte Differentialgleichung ist in der Physik von Bedeutung. Sie beschreibt
eine geddmpfte harmonische Bewegung, wenn a,b > 0 sind. Folgende Skizzen veranschaulichen den Be-
wegungsablauf in den 3 Féllen.

Nachdem wir an verschiedenen Beispielen mit den Problemen der Theorie der Differentialgleichung ver-
traut worden sind, wenden wir uns jetzt der exakten Behandlung dieser Theorie zu. Dabei ziehen wir die
Vorlesung ” Analysis II” heran.

1.7. Existenzsitze

1.7.1 Satz (Picard-Lindelsf): Sei G C R = {(t,z1,...,2,)} ein Gebiet, f : G — R™ stetig, lokal
Lipochitzstetig bzgl. der n-Variablen x1,...,x,. Sei (to,zo)eG. Seien €,8 > 0 und Q = {(t,z)||t — to] <
g, |z —xo| < B} C G. Sei

M = sup|f(t,z)| und eM < S.
(t, 2)eQ
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Dann existiert genau eine Losung veCt([to — ,t, + &), R™) mit (t,2(t))eG und
' (t) = f(t,x(t)) fir [t —to] < e,
SC(to) =20

Erinnerung an den Beweis: Die Folge

t
Tp41(t) = 2o —|—/ flo,zx(0))do,z1 = x0

konvergiert gegen die Losung. Wegen e M < f3 ist (¢, z(t))eG fiir |t — to] < e. O

1.7.2 Beispiel fiir globale Existenz:
Sei [a,b] x R™ C G. Sei f wie in Satz 1.7.1 und linear beschrénkt, d.h. |f(¢,z)| < A|z| + B, A, B fest.
Dann existiert jede Losung auf [a, b].

Bewesis:
1. A-priori Schranke: Sei z(t) Losung auf [c,d] C [a,b], 7(t) = |z(¢)|*. Dann ist

r'(t) = 2z(t)a’ (t) = 22(t) - f(t, 2(1)) < 202(@)[(|Alz(t)] + B) < (24 + 1)r(t) + B*.
Also ist fiir ¢ < t,tg < d

[r(t)exp(—(2A+ 1)t)] < BZexp(—2(A+1)t),
r(t) exp(—(24 + 1)t) < r(to)exp(—(2A + 1)to) + 2A+1 [exp(—(2A4 4 1)tg) — exp(—(24 + 1)t)]

r(t) < (r(to) + %H) exp((24 + 1)t — to|) < K?(a,b,r(ty)) =: K*.

2. Fortsetzen der lokalen Losung: Setze My = AK + B. Wihle ¢, 8 > 0 so, dafl e(M + AB) < (3 ist, z.B.
e = 5,8 =20 Sei die Losung z(¢) schon auf [c,d] bekannt. Setze yo = z(d — £),tg = d — £ und lose
y' = f(x,y). Nach Satz 1.7.1 existiert die Losung auf |t — #y| < &, denn mit

Q= {tyllt —to|l < e,y —yo| < B}

folgt
sup [f(t,y)| < sup(Aly|+ B) < AB+ B + Alyo
(t,y)e@Q (t,y)eQ

AB+ B+ AK = My + AB

IN

Man kommt immer um ein festes Stiick € weiter, bis man b erreicht, in der anderen Richtung ebenso. [

[.7.3 Folgerung: Ist ein lineares DGL-System gegeben mit
a'(t) = A(t)=(t) + B(1),
wobei A(t) Matrix, B(t) Vektor stetig auf [a, b], so existiert die Losung fiir to€[a, b] zu jedem Anfangswert

xo = x(to) auf [a,b].

L1.7.4 Satz (Satz vom mazimalen Ezistenzintervall): Sei G C R" T G ein Gebiet. Sei f : G — R"
wie in Satz 1.7.1, (to,x9)eG. Dann gibt es dazu ein eindeutig bestimmtes Intervall Lya, = (t—,t4), auf
dem die Losung x existiert im folgenden Sinn: Ist I abgeschlossen, T = Z7eC* (I, R™) mit (t,2(t))eG, tel
und

so folgt Ic Loz und T = :E|I~.t, = —o0 oder ty = 400 sind zugelassen.

Beweis: Sei

(o)

Inaz = U T

T zuldssig im obigen Sinn
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Nach Satz 1.7.1 handelt es sich um eine Vereinigung nicht-leerer offener Mengen. Fiir je zwei I~1, I gilt
toel; N I und die zugehorigen Lésungen %71 und EEB stimmen auf I; N I iiberein. Setzen wir also

[e]

x(t) = T5(t) fiir te 1,

so ist x eine eindeutig bestimmte C*'-(Vektor)funktion. Es ist noch zu zeigen, daf jedes (abgeschlossene)
Intervall I = [a, b] (wic im Satz) in Iq, liegt. Dazu setzen wir mit Satz 1.7.1 die Losung auf I’ = [a—e, b+<]

fort, indem wir
() = [t =(t))

t?
) = z(b)

8

in [b,b+ €] und

in [a — €, a] fiir hinreichend kleines £ > 0 15sen. O

1.7.5 Satz: In der Situation des Satzes 1.7.4 gilt fiir endliches t1 die folgende Alternative: Entweder
15t

a) thm |z(t)| = +o0 oder

b) es gibt in Imqey eine Folge (tm) mit ty, — ty, 2(tm) — 2*eR™,m — oo, und (t4,2*)edG. Die Menge
Q = {a*|x*eR", es gibt (ty,) mit tpelmar, tm — t+, ©(tm) — «*, m — oo} heifit linksseitige Grenzpunkt-
menge. § ist abgeschlossen in R™.

Fiir endliches t_ sind die Aussagen entsprechend zu modifizieren. Ist ty = +oo, so heifst Q auch w-
Grenzpunktmenge (Analog: a-Grenzpunktmenge fiir t— = —oo).

Beweis: Gilt a) nicht, so existiert in I,,q4, eine Folge (t,,,) mit t,,, — t4, z(tm) — z*eR™, m — oco. Zu zei-
gen ist (t4,x*)edG. OffEnbar ist (t4,2") Haufungspunkt von G, da die (tm, z(tm))eG und t,, < t* sind,
meN. Also ist (t4,2*)eG. Angenommen: (t4,2*)eG (=offen) = 36 > 0 mit Bs(t+) x Bs(a*) =: U C G.

v := max(l, ts;l)iU|f(t x)l. Wahle m so groB, dal B s (tm) x Bs (x(tm)) C U. Nach Satz 1.7.1 gibt es

genau eine Losung auf [t —tm| < 3= vony' = f(t,y) mlt y(t ) = x(ts, ). Also liegen alle ¢t mit [t —t,,| < %

in Inae = tm + H < t4. Fiir m — oo erhalten wir einen Widerspruch.
Q ist abgeschlossen: Sei z;, — 2, @7, eQ. Wahle t,, mit [2(tp)—2h,| < = = @(tn) — 2, m — 00 = 2eQ. 0

1.7.6 Beispiele:
2
(1) n =2ty = 0,20 = (1,0)T, f(t,z) = (g) ,G = R3. Losung: (t) = (j) s = (—00,1).

—t

(i) n = 2,t0 = 0,20 = (LO)T.f(t,x) = (:g;) ,G = R3. Losung: a(t) = (60 ),Im - Rt =
—00, 14+ = +00,2 = {(7) }.

(iii) Wie (ii), aber f(x) = (;1 ) Losung: z(t) = (5°7) , Imaz = R,t- = —00,tmaz = +00,Q =
{z]z€eR?, |2| = 1}.

. \% 1—af . sin(arcsin t+m
(IV) n= 27t0 = vaO = (170)Ta G = (_17 1)33 f(ta 33) = 11—t2 (m) . LOSHHgZ Qf(t) = ( ( t t+ /2) -Imaz =
(=1,1), also t4 = 1,2* = (?) und (1,0, 1)edG.

L.7.7 Abschitzungslemma: Sei G C R™! wie in Satz 1.7.1. Sei f : G — R™ stetig. Sei I ein In-
tervall, sei toel,x;eCH(I,R™) mit (t,x;(t))eG fiir alle tel,i = 1,2. Seien L,d,c0 positive Zahlen. Sei

[f(t21(2) = f(E,22(0))] < Llza(t) — 22(t)], tel.

Es seien
25 (t) — f(t, 2:(t)| < 6 tel, |z1(to) — 22(to)| < €0
Dann ist
|z1(t) — 22(t)| < (0 + 20|t — to|)ellt=tol tel.
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Bewelis: Sei

D(t) = (lz1(t) —z2(t)]? +v)2,v > 0 und Klein.
=
D' < oyl (t) = 25(8)) - (21(t) — z2(1))],
< |2h(t) — 2h(t)] < 26 4 Ll (t) — x9(t)] < 26 + L - D(t), tel.
=
(ID'(t)| — LD(t))e~Lt—t0) < 95~ L{t—t0)
=

D(t)e=Et=to) — D(tg) < 26 ffo e~ Llo—to)do t >t
D(t) < D(tg)e(t=t0) — 20 (e=Lt=to) 1) ¢k(t=t0)

= D(to)eL(t—to) + %‘5 (eL(t—to) _ 1) .

MWS auf Klammer anwenden
=

D(t) < (D(to) + 28]t — to|)e"~*)
Im Fall ¢ < ¢, fithre man eine neue Variable r ein durch D(r) = D(—r), —to < r < —t. Dann entsteht
(D'(r) — LD(r))e~Lrtto) < 95¢=L(r+to)
und wir erhalten durch Integration von —tg bis —t das Ergebnis

D(t) < (D(to) + 25t — to])ellt—tol

Mit v — 0 folgt die Behauptung.
”Lokal Lipschitzstetig” bezieht sich i.f. auf z1,...,z9 oder y1,...,ys.

1.7.8 Satz (stetige Abhingigkeit von den Daten): Sei G C R"*! wie vorher. Sei f : G — R"
lokal Lipschitzstetig, (to,xo)eG. Sei I ein abgeschlossenes Intervall, toel, sei xeCY(I,R™) Lésung von
y' = f(t,y) mit x(to) = xo. Sei fiir ein 8> 0 der Streifen

Q=AW y)ltel, [y —x(t) < B} C G.

Seie > 0. Sei G' offene Teilmenge des Rt mit G D EI, G' D Q Seig: G — R"™ lokal lipschitzstetig.
Dann gibt es ein § = 0(¢) > 0 derart, dafy die folgende Aussage gilt: Seien g wie oben,

|z — Zo| < & und

Dann hat y' = g(t,y) eine Losung 2eC(I,R™) mit 2(to) = To. Es gilt (t,2(t))eQ, tel,

lz(t) — 3(t)] < &, tel.

Beweis: Sei L die Lipschitzkonstante von f auf Q. Sei tge ; Wir wihlen § > 0 so klein, dal (6 +
28]t — to|)el!t~tl < min {e, 18} ausfillt. Wir wollen Satz 1.7.7 anwenden. Wegen |2g — Zo| < § tritt § an
die Stelle von g¢. Wir haben

2" = f(t,2(1)] < |7 = g, 2(0)] + [g(t, (1)) — f(£,2(1))| <0
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fiir die Losung @ von y' = g(t,y), fiir die Z(tg) = Zo(e @ nach Wahl von §) ist, solange ¥ in () existiert.
Damit liefert Lemma 1.7.7. die Abschéitzung

o(6) = 7(0)] < min {e. 35}

o ~ o °
so lange T in @ existiert. Wére das offene Existenzintervall I von z nun ;Cé 7 und maximal in @, d.h. mit

Q statt G fiir y’ = g(t, y), so erhalten wir einen Widerspruch, da Z beschréinkt bleibt und (¢, Z(t)), tel, in

Q liegt. Also ist I = I. Unsere Voraussetzung iiber G’ erlaubt die Anwendung von Satz 1.7.1 in der Nihe
der Endpunkte von I und zeigt, dafl = auf I existiert. Ist tg ein Randpunkt von I, so verfihrt man analog. [

Hinweis: In Satz 1.7.8 ist es ausreichend die Lipschitzstetigkeit von ¢ in @) vorauszusetzen.
Wir vereinbaren, die Losung von ¢ = f(t, y) mit Anfangswert xq zur Zeit to mit x(t, to, z¢) zu bezeichnen.

Folgerung aus 1.7.8: Sei x(t) = x(t,to,x0) gegeben. Sei I abgeschlossenes Intervall und I C Inay.
€
|$(t, to,l‘o) Qi(t,%vo,fo)l < C](lto — %vo| + |.Z‘0 — CAL"QD, tel

sup

[t—to|#n

Sei toe ; Dann gilt fiir (fo,fo) By (to, z0) C G, wenn n > 0 hinreichend klein ist, die Abschitzung
mit einer von I und (

|f(t,z(t,to, x0))| abhingigen positiven Konstante Cf.
Beweis: A. Sei I = [tg — a,tp + b]. Wir wéhlen ein 5> 0 mit
ICL=[lo—a—0d,y+b+0] C[to—a—2d,t+b+20] C Lnas
(nur die letzte Inklusion ist wirklich eine Forderung). Es ist
|2(to) — Zo| < |a(to) — 2(to)| + | 2(to) ol
——

=x9

< M|ty — to| + |zo — To| = €0

Wir wenden Satz 1.7.8 auf x(¢, tg, 29) und das Intervall fg an. to ist Anfangszeitpunkt und f = g. Damit

folgt x(t,to, To) existiert auf fg, wenn 7 und somit £ hinreichend klein ist.
B. Nach Satz 1.7.7 ist _
|.T(t, to, $Q) — Qi(t, to, .%0)| S C[Eo, tel

O
I1.7.9 Satz (Differenzierbare Abhdingigkeit von den Anfangswerten): Sei G wie vorher, sei f :
G — R" partiell nach 1, ...,x, differenzierbar. f und 0f/0x; 1 < i < n, seien stetig in G. D, f(t, x)
bezeichne die Jacoli-Matriz (0f;(t,x)/0x;). Dann ist auch die Lisung x(t,to,y) partiell nach y1,...,yn
differenzierbar, und fir (to,y0)eG ist

vi(t) = (%z) (t,to,yo)
Losung des DGL-Systems

v = ((Dmf)(ta I(ta to, yO))U,
v(tg) = e; = i — ter Finheitsvektor des R™,

das auf Lynqe X R™ definiert ist.

Beweis: Es ist
f(tazl) - f(t,l’g) = (sz)(tva)(xl - 1'2) + R?
|R| < |x1 — x2|e(|z1 — 22]) mit e(r) — 0 fiir r — 0.

Sei h #0
A(ta h) = %(z(ta to, yo + hez) - ‘T(ta tOvyO))a also A(th h) = €4.

Nach der Folgerung aus 1.7.8 ist
|A(t, h)| < Cy fiir I abgeschlossen und I C I, und fiir || klein.
Weiter haben wir
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(Al) (%A) (t7 h’) = %(f(ta I(ta tO; Yo + hez))) - f(t,l’(tto, yO))v
(AQ) = Dmf(tvx(tvth yO))A(ta h) + %a

|1'(t,t0,y0 + hez) - ‘T(ta t07y0)| S Cf|h|a |h’| kleinv also
|R| < Crlhle(Crlhl),

so daf}
(LA) (t,h) = Dy f(t, (t,to, y0))Alt, h) + R(t, h)

entsteht mit dem Restglied R(t,h), das nach (A1, A;) stetig von ¢ abhéngt und fiir das auf I gilt:
|R(t,h)| < Cre(Cr|h]). Gleichzeitig ist das System

vi = Dy f(t,2(t, to, yo))vi, vi(to) = e;
zu betrachten. Aus 1.7.7 folgt mit f(¢t,y) = D, f(t, z(t, to, y0))y,e0 = 0,0 = Cre(Cy|h|) die Schranke

IA(t,h) —vi(t)] < Cre(Crlh]) — 0 fiir |h| — 0,

so daf3

0
vi(t) = a—j(t,to,yw

ist. O
1.7.10 Beispiel(Kleine Schwingungen): Wir betrachten das Problem

2" = —sinz,x(0) = £,2'(0) = 0.
Néherungsweise ist sinz = « fiir kleine z. Die Losung von z” = —z mit 2(0) = ¢,2'(0) = 0 ist nach

1.6 gerade x(t) = ecost. Sie ist periodisch mit der von ¢ unabhingigen Periode 27. In Wahrheit ist das
Verhalten anders.

= =t = () =)= (1) w0 = ().

= Losung hiingt beliebig oft diffbar von e ab. x(t,¢) = xo(t) + ex1(t) + ... + 0(e™)

' (t,e) = a((t) +exi(t) + ... z.B.: %kzo t)=21(t) = %|€:0 usw.
2ot=0)=0=22(t=0)=23(t=0)=...; 21(t=0)=1
zi(t=0)=0
zf +ex + 2l + ... = —sin(x(t,€))
e=0
= (= —sinzg,xz0(0) = 0 = z((0), also 29 =0
ex] + e + ... = —sin(z(t,e)) = eal + e%af + ... = —(ex1 + 2w2 + 333) + 323 4+ 0(?)
= af =—x1, alsox(t) =costnach 1.6, af =—x9, alsoza =0
$1(0) =1 332(0) =0
z1(0) =0 25(0) =0
Z'g:71‘3+%1€’:71‘3+%(3083t 1 t
x3(0) =0 = wx3(t) = —=(cost — cos 3t) + — sint.
T 192 16
25(0) =0

x(t,e) = ecost +e®xz + 0(?).
Wir stellen die Bedingung der Periodizitit an x,2’. Ist T, die Periode, so soll also z(T;, &) = z(0,¢) = ¢,

' (Te,e) = 2/(0,¢e) = 0 sein. Nach dem eingangs Gesagten ist es naheliegend, T% in der Form T, = 27+ p(¢)
anzusetzen. Im Unterschied zur linearen Approximation z” = —z, (0) = ¢, 2/(0) = 0, deren Losung die
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Periode 27r hatte, héingt hier die Periode von € ab und muf bestimmt werden. Sei h(t,) = 1a/(t,e) =
—sint + &2z (t) + 0(e?). Gesucht T. mit h(T.,e) = 0. Es ist

oh (

ot
T. wird mit dem Satz iiber implizite Funktionen bestimmt. Danach ist 7. beliebig oft differenzierbar.
Ansatz:

27,0) # 0, h(27,0) = 0.

T. =21+ ep1 + e2pa + 0(e3); 2/ (t,€) = —esint + 3 (155 (—sint + 3sin3t) + 15 sint + st cost) + 0(c?),
:s-sinnggs(...)—i—O(E)smT—5( )—1—0( 3,

sinT, = 62(...)+0(53),sin(€p1 +e2py +0(e3)) = £2(...) +0(e?),

ep1 +e%pe +0(e?) =2(...) +0(e%), alsoplf()und

p2 = Nullter Koeﬁiment der Potenzreihe i3 (—sinT: + 3sin37%) + 15 sin 7. + 157 cos T

Setzen wir rechts den Potenzreihenansatz fiir 7. ein und lassen € gegen 0 streben, so folgt

1 2
p2:1_6.27r,T5:2ﬂ'( +1—6+0( ))

1.7.11 Satz (Differentiation nach Parametern: Sei P C R* ein Parameterbereich (z.B. eine offene
Menge, ein abgeschlossener Quader). G C R"! sei wie vorher. f : G x P — R™ sei partiell stetig diffe-
renzierbar nach x1,...,%n,p1,...,pk. Dann ist auch die Lisung x(t) = x(t,to, o, p) von &' = f(t,x,p)
stetig nach p1,...,pr differenzierbar und

ox
Z(t) = %(ta th -TOaPO)
J

lost fiir poeP das DGL-System
Zl(t) - Dmf(t7x(t7t03-r0’p0)7p0)z(t) + g_zf;(tam(t;thanpO)apo)
Z(to) = 0

Beweis: Setze y = (z,p)eR"*. Definiere auf G x P : fA(t,y) = (f(t,z,p),0,...,0), so daB fA’: Gx P —

R, Lose y = J?(t,y) mit y(to) = yo = (zo,po). Es ist y(¢,t0,y0) = (x(t,to, 0, po),po) die eindeutig
bestimmte Losung dieses Problems. Nach Satz 1.7.9 ist y(¢, to, yo) partiell stetig differenzierbar nach jeder
Komponente des Anfangswerts und 3% (t to,yo) T 16st

V'(t) = DyfA(t,y(t, to, yo))v(t) mit dem Anfangswert
v(0) = enyy-

T
Nun ist 20510000 — (92,1, 1,20, po), ;)
A j

Dxf(t,l',p) Dpf(t,l',p)
Dyf(t, y) = , also
0 0
Zl(t) = sz(t7x(t7t0;$05p0)7p0)z(t) + %(tam(tat03x03p0)7p0)7
bj

1.7.12 Lineare Differentialgleichungssysteme

Wir betrachten z/(t) = A(t)z(t) + b(t) mit AeCO(I,R™), beC°(I,R™), I ein Intervall. Bekanntlich gilt:
L = {zeC (I,R")|2'(t) = A(t)z(t)} ist Vektorraum iiber R der Dimension n. Die Lésungen z(t, to, xf),
1 < i < n, toel, bilden dann und nur dann eine Basis in £, wenn die xf, 1 < i < n, ein Basis des R"
bilden. Es ist

x(t, to, xo) = Zal (t to,xo falls g = Zalaco

1.7.12.1 Definition: Ist {z(t,to,x})|1 <i < n} Basis in £ und ¢(t) die Matriz, die durch spaltenweise
Anordnung entsteht, so heifit ¢(t) Fundamentalmatriz.
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@(t) ist reguldr in I, denn wiren die Spalten von ¢(t) in tel linear abhingig, so wire
n
0= x(t,t0,z0) = Zc@x(ﬁ,to,xﬁ))
i=1

fiir ein n-Tupel (a1, ...,a,) # 0. Nach dem Eindeutigkeitssatz ist x(,to,z0) = 0 in I, und die = sind
linear abhingig. Offenbar gilt
¢'(t) = A)o(t).
Mit dieser Bezeichnung folgt x(t,to, o) = ¢(t)a. Da xg = ¢(tg)a ist, ist a = ¢(to) " wp, und wir erhalten
a(t,to, o) = ¢(t)p(to) " wo.

Jedes Ul(t,tg) = ¢(t)p(to) ™" heiBt Ubergangsmatrix. Sie ist eindeutig bestimmt und hiingt nicht von der
Auswahl der Fundamentalmatrix ab.

1.7.12.2 Satz: Sind ¢(t) und ¥(t) Fundamentalmatrizen in I, so gibt es ein requlires C' mit
¢(t) = P(t) - C, tel
Es gilt
det (t) = det 1)(to) exp (/t spur (A(U))da) ,t,toel.

to

Beweis: Zur zweiten Behauptung seien x1(t),...,x,(t) die Spalten von (t), d.h. 2(t) = A(t)z;(¢) und

@i;(t) =) am(t)zr;(0).
k=1

Schreiben wir eine von t abhéngige differenzierbare n x n-Matrix als Funktion ihrer Zeilen in der Form

Y1
< : ), so liefert die Multilinearitdt der Determinante die Formel

Yn

hn
v ' n Yi—1

det | : = Z det Y,
Yn i=1 Yitr1

Yn

Y1
Mit ( : ) = (21 ...%y) ist, wenn jede Determinante in der Summe nach den Elementen von y, entwickelt

Yn
wird
/
yl n n +.
(det (1)) = | det | = 3OS (1)l () det
i=1 j—1 J
Yn
SISO aik(t)wgg (t) det
i=1j=1 k=1 J
Y1
n Yi—1
= a;(t) det Yk = spur A(t)det ¥ (t)
i,k=1 Yit+1
Yn
=0 fir k#1

17



Satz 1.2.2 liefert die zweite Behauptung. Zur ersten: Folgt aus ®(¢)®(to) ™! = U(¢)¥(¢o) L. O

1.7.12.3 Hilfssatz: Sei A(t) wie vorher, sei SeC'(I,R™),S(t) sei regulir, tel. x(t) st «'(t) =
A(t)z(t) + b(t) dann und nur dann, wenn y(t) = S~1(t)x(t) die Differentialgleichung

y'(t) = STHO[AB)S(E) — S"()]y(t) + S ()b(t)
lost.

Beweis: z(t) = S(t)y(t) = o' = S'y+ Sy, Ao +b = S'y+ Sy, Sy = ASy— S'y+0b, ¢y =
S=HAS — S")y + S~ 1tb. O
Nun wahlen wir S(t) geeignet, ndmlich A(¢)S(t) = S'(t) und S(t) regulér, d.h.S(t) = ®(¢) Fundamental-
matrix. Dann ist

y =@~ ()b(t),

y(t) = ylto) + / (o) b(o)do

to

x(t) =<I>(t)<b(t0)’1x(to)+/ ®(t)®(0) " b(o)do.

to

Damit schreibt sich die Losung des inhomogenen Problems o' (t) = A(t)z(t) + b(t) als

o(t,to, z0) = U(t,to)z + [} U(t, 0)b(0)do

Betrachten wir den Spezialfall A(t) = A. Sei

Da die ® in C°(1, R”Z) konvergieren, folgt fiir den limes ® die Differentialgleichung
D' (t) = AD(1).
Sei -
et = Z %tkAk,teR.
k=0

Dann ist ef4e™*4 = E = (nzn)-Einheitsmatrix und ®(t) = e/ eine Fundamentalmatrix mit ®(¢)~! =
®(—t). Fiir konstantes A(t) = A ergibt sich daher die Losungsformel

¢
z(t, o, mo) = et~y +/ et~ p(o)do.
to

Wie berechnet man e*4? Das charakteristische Polynom det(A — zE) iiber R(C) zerfalle dort in Linear-
faktoren. Dann gibt es eine reguldre Matrix S derart, daf3

J1 0
Jo
STIAS =J = ) ist mit Jordanmatrizen Jy, ..., Jp,.
0 Im
Die Diagonalelemente der Jordanmatrizen Ji, . . ., J,, sind die Eigenwerte von A, doch kénnen verschiede-

ne Jordanmatrizen zum selben Eigenwert gehoren. Die Jordanmatrizen J,, 1 < p < m, haben die Gestalt
AE 4+ N mit N = (n;;), ny; =1, falls j =i+ 1 und n;; = 0 sonst, d.h.

Ay 1 0
Jy = !
0 A

18



Damit ist S1A*S = J¥ und S~ 1et4S = et also
A= Get g1

Es ist
JF 0 et 0

, also e/ =

0 . etdm
Berechnen wir JF = (AE + N)*. Da AE mit N vertauscht, folgt

Fk
k __ k—v ptv
=3 () v

v=0

k k
k _ k—v _ k—j+1
J#)ij* E <V>>\ 5i+”j<]—l)>\ -J 0<]71<k

v=0
(Jff)ij = 0 sonst.
Demnach ist
k y L .o . .
(etn)y; = g L 5 (Jk)w = Zj%i’}ﬂ Z_' (jfi) NIt figr > 4,
(eti);; =0 fiir j <4,
Jj—i _ _ Jj—i .
(e")i; = (;‘—i)! Zzozjfi (k—j-i—i)!tk THINe=IH = (5 l)uet’\ Jz1,
=0,5 <.
Also hat die Matrix e!/» folgendes Aussehen:
et
ot — et et
0 et

so daB |et4x| < p(|t|)e P - |z| entsteht. p ist ein Polynom mit positiven Koeffizienten und —3 =
max{ ReA|\ Eigenwert von A}.

1.7.12.4 Satz: Ist —3 < 0, so gilt fiir alle Losungen von z'(t) = Axz(t) + b(t) die Beziehung

|x(t, to, zo) — x(t,%,%ﬂ — 0 fiir t — oo

Beweis: Aus z(t,t, zo) = e~ Az, + ftto e(t=9)4p(g)do folgt
[2(t, to, 0) — @ (t, o, To)| < [e" (eT10Am — e 0ATG)| + | [ © et Ap(s)ds| < ep(t])e "

1.7.12.5 Klassifikation fiir n=2:

1= ()

Im Fall n = 2 lassen sich die Losungen von 2’ = Ax darstellen als Kurven, mit Ausnahme der stationiiren
(oder singuldren) Punkte. Das sind diejenigen zg, fiir die Az = 0 ist. Ist zy ein Vektor mit Azy # 0,
so lauft x(t,to,xo) nie durch einen stationéren Punkt, da wegen der Eindeutigkeit der Losung sonst

x(t, to, Tg) bestéindig gleich diesem stationiren Punkt sein miifite. Dies ist ein Widerspruch zur Annahme
Azxqg # 0.
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Wir behandeln den Fall, da3 A regulér ist.

Fall 1: Die Matrix A hat zwei reelle Eigenwerte A1, A mit Ay > 0,A2 < 0. In diesem Fall existiert

sogar ein reelles regulédres S mit
_ A0
_o-lpq_ 1
y=S5"AS= ( 0 A ) .

Setzen wir = Sy, so folgt (c1 # 0)

/ _ At
Y = A1 0 y YT = Ay, y1 = 016/\1
- / _ _ t
0 X ’ Yy = AolYa, Yo = €™
A2 A
A2 34 X1 2 Az
_ oAt Y1\ ca1>0 co A1 c1<0 o) X
Y2 = C2e71 = C2 (Cl) = (c1)*2/M1 U1 und Y2 (ler)>2P1 |y1| !

usw. Man erhilt nachstehendes Bild und sagt, der stationire Punkt (0,0)7 sei ein Sattelpunkt.

Fall 2: Die Matrix A hat zwei reelle Eigenwerte A1, Ao mit Ay Z A2 Ay >0, A2 >0oder A; <0, X <O0.
Sei zunéchst Ay > 0, A2 > 0. Es existiert ein reelles regulires S mit

o140 [ M O
msas— (4 0)

Es ist wie oben .
2

22 %
yo=cy;', ¢ >0undys =clyi|™, €1 <0

usw. Wir erhalten folgendes Bild, wenn etwa i—f = % ist.

Man sagt, der stationdre Punkt
(0,0)T sei ein Knotenpunkt.

Sind A1, A2 < 0, so erhalten wir die umgekehrten Pfeilrichtungen.

Fall 3: Die Matrix A hat zwei konjugiert komplexe Eigenwerte
A2 =aFif mit 8 #0.

Ohne Beweis sei erwéhnt, dal man ein reelles reguléres S finden kann derart, dafl

_ a f
SlAS<_ﬁ a>.

ist. Hinweis: Az = (a + i)z, = g + ix; = man nimmt S = (zrzry). Es entsteht

v = ayr+ Py
Yy = —Py1+ay

Ansatz:

= r(t) =roe, o(t) = —ft + o
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Damit erhélt man folgendes Bild

Man sagt, der stationire Punkt (0,0)7 sei ein Strudelpunkt.

70,
r

8 <0
Bild wie nachstehend. Man sagt, der stationire Punkt (0,0)7 sein ein Wirbelpunkt

a=0 };$ r(t)

J—

1.7.12.6 Lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung fiir eine Funktion

Wir betrachten Ausdrcke

y(k)

wM:

mit Funktionen areCO(I,R), 1 <k <n—1, an(t) = 1, iiber einem Intervall I. Es ist

= Az + b mit
y
Yy ~
b =
Ly=1b o
fiir ein yeC™(I,R) 0
A=
0 0 1
—ap —ax —0n-1

Infolgedessen gilt

L = {ylyeC™(I,R), Ly = 0} ist n-dimensionaler Vektorraum
‘Cb = {y|yec’n([a R)v Ly = b} = Ypart + L.

Sei eine Basis y1, . ..,y, von £ gegeben. Dann ist die Wronski-Matrix

Y1 Yn
i Un

W (t) :
n—1 ' n—1
NI

regulér. Nach Satz 1.7.12.2 ist

det W (t) = det W(to)exp(f/ an—1(0)do).

to
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II. Periodische Lésungen linearer Systeme

Wir betrachten das System a'(t) = A(t)x(t) + b(t). A(t) sei periodisch mit der Periode w > 0, d.h.
A(t + w) = A(t), teR. Zunéchst untersuchen wir wieder die homogene Gleichung: Ist z(¢) Losung von
' (t) = A(t)x(t), so auch Z(t) := x(t + kw), keZ, da ' (t) = o' (t + kw) = A(t + kw)z(t + kw) = A(t)Z(1).

Insbesondere ist mit ®(¢) auch (¢t + w) eine Fundamentalmatrix und wir erhalten nach 1.7.12.2, daf
(t+w)=d(t)-C

ist mit einer reguldren Matrix C. C heifit Monodromiematrix. Ist ¥(¢) ebenfalls Fundamentalmatrix,
so ist

U(t+w) = U(t)-Cund U(t)=(t) T
U(it+w) = Qt+w)-T=2t)CT
= yrtor

mit reguldren Matrizen C ,T. Erste und dritte Zeile liefern
C=17'CT

Demnach sind sich alle Monodromiematrizen &hnlich. Doch gilt hiervon auch die Umkehrung: Ist C
Monodromiematrix, C' ~ C, so ist mit 7" aus C' = T~'CT auch ®(¢)T Fundamentalsystem und C' Mon-
odromiematrix zu ®(¢)7T.

Die Eigenwerte der Monodromiematizen sind demnach universell. Sie heiflen charakteristische Multi-
plikatoren.

II.1. Satz: 2/'(t) = A(t)x(t) mit A(t) w—periodisch besitzt genau dann eine nichtriviale Lésung x(t)
mit z(t +w) = Aoz(t), wenn g charakteristischer Multiplikator ist.

Bewesis:
A. 2/(t) = A(t)x(t) besitze nichttriviale Losung wie im Satz angegeben.

= x(t) = ®(t)zg, 0% z0=P(0) 1zp mit 29 = z(0),
z(t+w) = P+ w)zp = P(t)Cz mit irgendeiner Monodromiematrix C,
(I)(t)(CZO — )\020) = O, CZO — )\02:0 =0.

B. Sei \g charakteristischer Multiplikator, so dafl ein zg # 0 existiert mit C'zg = Agzo. Dann ist z(t) :=
®(t)zo Losung, die nichttrivial ist. Es ist (t + w) = ®(t + w)zo = P(t)Czo = AoP(t)z0 = Aoz (t).

O

Korollar zu Satz I1.1: Es gibt genau dann eine nichttriviale w—periodische Lisung, wenn 1 charakte-
ristischer Multiplikator ist. Dies sind genau die Losungen x(t,0,x), fir die xo Figenvektor von U(w,0)
ist zum FEigenwert 1.

Beweis:
Der erste Teil ist klar. Zum zweiten: Zunéchst ist U(w,0) = ®(w)®(0)~! Mondromiematrix, denn es ist

P(t+w) = P(t)C,
Ut+w,t) = ®(t+w)d(t)',
= O(t)CP(t),
Uw,0) = &0)C®(0)"

Es ist (t,0,20) = ®(t)®(0) Lo, 2(t + w,0,70) = ®(t + w)P(0) " Lzg = ®&(t)CP(0) 120 und somit

2(t,0,20) = x(t+w,0,20) & ®(0) " zo = CP(0) ' zo,
sx9 = ®(0)CP(0) tw,
= U(w,0)zo.
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I1.2 Satz (Satz von Floquet): Beim System z'(t) = A(t)z(t) sei A(t) w—periodisch. Dann kann jede
Fundamentalmatriz in der Form
d(t) = P(t)e

geschrieben werden, wobei P(t) aus C1(R, R”2), w-periodisch und requlir ist; R ist eine konstante Matrix.
R st nicht eindeutig, aber fir die Eigenwerte p; von R gilt stets
R L In |\,
ep; = —In|\;
Hi="0 J
bei geeigneter Anordnung, wobei \; die charakteristischen Multiplikatoren durchluft.

Bemerkung zum Satz von Flogquet: Die Transformation z(t) = P(t)y(t) ergibt fiir eine Losung x(t) von
2/ (t) = A(t)z(t) die Beziehungen

() = P'(t)y(t) + P()y'(t), A)x(t) = P'(t)y(t) + P(t)y'(t)

P(t)y'(t) = APy (t) — P'(t)y(t)

Nach Satz I1.2 ist auBerdem ®’(t) = P’(t)e® + P(t)Ref und A(t)P(t) = A(t)®(t)e T, also
)

P'(t) = ®{t)e ™ -PH)R
P(t)y'(t) = A@)P(t)y(t) — @' (t)e” My(t) + P()Ry(1),
= (A)@(t)e ™ — @' ()™ ) y(t) + P(H)Ry(1),

=0 Wegen ()
Fundamentalmatrix

P(t)y'(t) = PHRy(t), v (t) = Ry(t).

Die Transformation z(t) = P(t)y(t) heifit Poincaré-Transformation.

Beweis des Satzes I1.2 (Satz von Floquet): Sei ®(¢) Fundamentalmatrix

A. Setze
Pt): = ®(t)e ™, wobei R so zu bestimmen ist, daB
e = (C = Mondormiematrix zu ® ist.
Dann ist
Pt+w) = O+ w)e el = o(t)Ce Fre it

Daher fallt P w—periodisch aus.

B. Sei C' = T*1~JT mit Jordanmatrix J. Ist allgemein J = el mit einer Matrix E, so ist wegen
T—1eRwT = ¢T7'RTw jedenfalls

C = eTfléTw

und wir kénnen R = T~LRT setzen. Es reicht, einen Jordanblock J = AE + N zu betrachten. Ist nédmlich
Ry 0
fiir die Jordanblocke Jy, 1, < k < m, gerade J;, = ef** so ist J = ef* mit R= . Sei

0 R,
AE + N eine r x r-Matrix.

Wir wollen zeigen:
r—1 t’u+1

L(t):E—tN:exp<—Zv+l

v=0

N”H) =: exp R(t)
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Zuniichst ist L(0) = E = exp R(0). Dann ist L'(t) = —N = —N(E — tN)~'L(t),
(exp R(t))/ = (— Ti: t”N”) N -exp R(t),
(E—tN)'SS 0N = S (10N — gt oy,
Y BN = E,
(exp R(t))' — _N(E—tN)"Lexp R(t).

Die Eindeutigkeit der Losung fiir lineare Systeme zeigt L(t) = exp R(t). Also ist L(z) = exp R(2) fiir zeC.
Mit z = 7/1\ folgt:

1 S0
N = _ AN Nvt
E+ )\N exp ( Z o1 N )

v=0

Jr = AE 4+ N = exp(log A\E — >_...) mit logA = log|\| 4+ ip(A) und mit einem geeigneten Zweig des
Logarithmus. Man beachte: A # 0 fiir die Eigenwerte von C, da C regular ist.

Somit wahlen wir

U+1
Ry <log A\E — § - 1”“ N”H)
v

ist der einzige Eigenwert von Ek, da R;, obere Dreiecksmatrix mit log A in der Diagonalen
log |A| 0
w

und p = —105) A

ist. Insbesondere ist Reu =

Wir wenden uns nun dem inhomogenen Problem z’(¢) = A(t)x(t) + b(t) zu , bei dem b(t) w—periodisch
und A(t) ebenfalls w—periodisch sind.

II1.3 Satz: Sei

= {z]zeC*(R,R™),2(t) = A(t)z(t), = ist w—periodisch},
Lf = {z]|zeC* (R, R™), 2’ —A(t)Tx(t), = ist w—periodisch}.

—~
~+

~
I

Dann ist dim L,, = dim L}, = dimker(U(w,0) — I).
Das inhomogene Problem besitzt zu gegebenem b genau dann eine w— periodische Ldsung, wenn
/ (b(0),y(0))do = 0 ist fiir alle yeL.
0

Beweis:
A. z(t) ist w—periodische Losung des homogenen Problem d. u. n. d. wenn z(w) = U(w, 0)x(0) = x(0)
ist (Koroller zu Satz II.1). Dies ist #quivalend mit zoe ker(U(w,0) — I) =

dimL,, = dimker(U(w,0)—1)

dimL, = dimker(U(w,0)—I) mit U(t,ty) als Ubergangsmatrix zum System #'(t) = —A(t) T z(t).

Ist XeC'(I,R™") und reguliir, so ist
0=FXBOX(H)™)=XBHXH)" +XO)FX(H)™,

also

d -1 _ —1 -1
ZXOT =X X X0

Ist X'(t) = A(t)X(t), so folgt £X (1)1 = —X(t)71A(t), L(X(t)™H)T = —A)T - (X(¢t)~1)T. Also ist
(X(t)~HT Fundamentalmatrix zu —A(t)T, U(t, to) = (U(t, o)~} und

U(w,0) =1 = (U(w,00™)" = I = =(U(w,0)") " (U(w,0)" - 1),

Rg(ﬁ(w,@) -1I)= Rg(U(w,O)T — 1) = Rg(U(w,0) — I),

dim L,, = dim L},
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B. z(t) w—periodische Losung von z’(t) = A(t)x(t) + b(t) < x(w) = x(0), da y(t) = x(t + w) ebenfalls
Lbsunzg )Wege?ij "(t) = A(t + w)y(t) + b(t + w) = A(t)y(t) + b(t), und aus z(w) = x(0) folgt y(0) = x(0),
also y(t) = x(t).

‘H endlichdimensional euklidisch

Erinnerung: { Az = f losbar < fLN(A*)ker A*

Beweis: H = R(A) P N(A*), denn: R(A) abgeschlossen, da H endlichdimensional = R(A)"ex.
(Ax,y) = OWzeH = (z, A*y) = 0, zcH = ye N (A¥)
yeN(A*), A= A (z,A*y) =0 = (Az,y) = 0V zeH = yeR(A)*

Zur Abgeschlossenheit: dim R(A) = m, eq,...e;m ONS in R(A)

m

xeR(A),x = Z(x, eje;

j=1

Xy — T, xp€R(A)

T = i (Taej)e;
I3 |
T o= YL (T e5)eieR(A)

Stetige Diffbarkeit von X(¢).

t N t . mn+1 N n+1
(o) = (Cxga) = €5 =

Beweis:

Li(t,x) =1t,La(t,x) = Zalk Ty ooy Lny1(t,x) = Za”k
k+1
1 0 ... 0
Ly
Je(t,z) = ) = det J, (¢, x) = det X (¢t) # 0.
: X (t)
L4

_( ¢ t) _ t
£t,2) = (xine ) = (1) = £ (x to) =
= X ~1(t)y stetig nach ¢ diffbar fiir alle yeR™.
= alle Koeffizienten der Matrix X ~!(¢) stetig nach ¢ diffbar.

Sei zo := [, U(w,0)b(0)do. Somit ist die Auflosung dieser Gleichung nach z(0) gleichbedeutend mit
der Existenz einer w—periodischen Losung. Azg = 2z 16sbar < zoL ker(AT). Demnach hat —(U(w,0) —
Ix(0) = zp dann und nur dann eine Losung, wenn
20 L ker((I — U(w,0))") = ker(I — U(w,0)7)
&z Ly fiir alle yoe ker(ﬁ(w,(}) -1
< (20,y(0)) = 0 fiir alle yeL,.
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Nun ist fiir yeL} gerade

/w<b<o>,y<a>>do - /w@(o,my(o»b(a»da: /w<y<o>,U<o,o>*1b<o>>da,

0 0 0
- / (0). U0, (e = [ 4y(0), U0, 00w, )) o
_ /Ow<[7(w,0)y(0),U(w,a)b(a)>da,

= (T (w.0)y(0), / * U(w, 0)b(0)do),

= <l7(w70)y(0)720> = <y(0)7ZO>
(I

I1.4 Korollar zu Satz I1.3: Die inhomogene Gleichung x'(t) = A(t)x(t)+b(t), A(t),b(t) w—periodisch,
besitzt fiir jedes w—periodische b genau dann eine w—periodische Losung, falls A = 1 kein charakteristi-
scher Multiplikator ist.

Beweis: Sei A = 1 kein charakteristischer Multiplikator. U(w, 0) ist Monodromiematrix nach Seite 22,
Beweis des Kor. zu Satzes II.1. Also ist ker(U(w,0) —I) =0, L¥ = {0}, f0w<y, bydo = 0 fiir ale yeL?,. Sei
A = 1 charakteristischer Multiplikator. Nach dem Korollar zu Satz II.1 ist dann L # {0}. Sei zeL3 —{0}.
Dann ist

/ |z|?do # 0 = Nach Satz I1.3 hat das Problem 2’(t) = A(t) - 2(t) + 2(t) keine w — periodische Losung.
0

(]
Auf S. 24 unten hatten wir fiir eine w—periodische Losung von z/(t) = A(t)x(t) +b(t) (A, b, w—periodisch)
die Formel

z(0) = U(w,0)z(0) +/ U(w,0)b(o)do
0
hergeleitet, aus der im Fall L = {0} nach II.4 die Formeln
z(0) = xo=({— U(w,O))fl/ U(w,o)b(o)do,
0

8
—~

~+
~

U, 0)(I — U(w, 0))"1 /w U (w, 0)b(c)dor + / U(t, 0)b()do,
0 0
x = w — periodische Losung von x'(t) = A(t)x(t) + b(t)

folgen. Im Fall L} = {0} 148t sich also jede beliebige Losung schreiben als

x(t)

Ut 0)z0 + / Ut 0)b(o)do

= U(t,0)(xzo — oper) + U(t, 0)2oper + /0 U(t,o)b(o)do
=  Zper (t) + U(t, 0)(330 - xOpeT)

mit dem periodischen Anteil pe, () und dem nichtperiodischen Anteil U (¢, 0)(zo — Zoper)-

I1.5 Satz: Ist die Bedingung aus Satz 11.3 fiir die Existenz einer periodischen Ldsung nicht erfillt,
s0 ist jede Losung von x'(t) = A(t) - x(t) + b(t) unbeschrinkt iber R (Resonanzfall).

Beweis: Es gebe also ein yeL}, mit

| o) bonds a2 0.

Mit y(o) = U(,0)yo = U(0,0) yo ist
o = (v, /0 U(0,0)b(0)do).
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Sei z(t) eine beliebige Losung von 2/ (t) = A(t)x(t) + b(t). Dann ist

t
2(t) = Ult to)r +/ Ut
to
Mit t = kw, to = (k — 1)w, keZ, folgt
kw
s(kw) — Uumxk—uwn«k—mwy+/ U (kw, 0)b(o)do,
(k—1)w

U(kw, (k— Dw)z((k — Dw) + /Ow U(kw, (k — 1)w + o)b(o)do.

Nun ist
Ut +mw, o +mw) = ¢(t+mw)p(c +mw)™?

= ¢(t)C™C " p(0) ", C Mondromiematrix,

= ¢(t)g(o)! =U(t,0),
also

z(kw) = U(w,0)z((k—1)w)+ U(w,0) /0“’ U(0,0)b(o)do,
= U(w,0)[z((k — Dw) + /w U(0,0)b(o)do],
0
(Yo, x(kw)) = (U(w,0) yo, 2(k — Dw + /Ow U(0,0)b(o)do),
y(w) = y(0)

= (Uw,0)TU0,w) Ty, z((k — D)w)) 4+ (U (w, 0)TU (0, w)Ty /Ow U(0,0)b(0)do),

= (Yo, 2((k = Dw)) + a,

Induktion tiber k&
=

(Yo, x(kw)) = (yo, o) + kav.

(]
Beispiel: Sei p : R — R w—periodisch und stetig. a, b, ¢, deR seien feste Zahlen. Sei i(a —d)? + be =:
7’(0(2) < 0, wg > 0,
p(t) +a b
At) = .
®) ( ¢ plt)+d
Gesucht: Fundamentalmatrix beziehungsweise U (t,0) zu ' = A(t)xz. Setze
_ ([ E(t)e 0 : _ '

D(t) = ( 0 B(t)ett ) mit E(t) := exp (/0 p(o)do |,

x(t) = D(t)z(t)
Dann folgt D=1(t)x(t) = 2(t), 2’ = fD 'D'Dtx + D72’ = —D7'D'2+ D7'Ar = —D7'D'z +

D 'ADz = D7Y(AD — D’')z. Sei B(t) = D™Y(AD — D’)(t). Wegen

Do = (P p(t>°+d)D(t><A<2 0 )p)

ist

up-o)0= (0 0 )o0=( o O,
20 = 50580 =007 (e 07 )= (PO gt )



= beld=Dtz (1),
)

(d —a)2i(t) + be(dfa)tzé(t) =(d—a)zy + be(dfa)tce(afd)tzl(t),
+ (a—d)z1(t) —bez1(t) =0

i
_ eT“t

1t
At
t
t
1(t
ot

I\

N

I\

/"
1
/

(
(
(
i
(
(

I

1

= Q cos wot + Bsin wot),

N

N M N N o

(
“

N

— % 'ycoswotJrchmwot)

U(t) sei Fundamentalmatrix zu B(t). In t = 0 stehe in der ersten Spalte z(0) = (1,0)7, in der zweiten
(0,1)T. Fiir die erste Spalte von W(t) folgt: @ = 1,7 = 0. ¥ und 3 bestimmen sich aus

25(t) = (a ; dgsin wol + dwp cos w0t> ea_gdt,
= ce(“_d)te%t(cos wot + Bsinwot)
zu
b= Be=b25t = = 52
Fiir die zweite Spalte folgt: & =0, 7 = 5A B bestimmen wir analog. Dies liefert
el5tt (cos wot + ‘;T_j sin wot) wio(sin wot)e%t
v = wioe“%dt sinwgt e 7t (cos wot + g;wg sinwot) ’
U(t,0) = D(#)¥(t)
= E(t)ed%at ( - wo%;ﬁ;m ! cos thLJrS P wostln wot )

=:F(t),det F(t)=1,teR (siehe unten)

A charakteristischer Multiplikator

Periode: w <\ Eigenwert von U(w, 0),

Eigenwert von F(w).

E(w)e 4w
Es ist
a—d . —a . be . 4
det(F(w) — pI) = | coswow + sinwow — i | | coswow + sinwow — p | — —5 sin” wow,
2wy 2wg Wy
—d\? b
= (coswow — M)Q — (a ) sin? wow — —C2 sin? wow,
2wq wj
—(a—d)?/4—b
= u? —2ucoswow + cos® wow + ( (a >2/ c) sin? wow,
Wo

=1
= pu? —2pcoswow + 1
— (’u _ eiwow)(lu _ e—iwow)-

Die gesuchten Eigenwerte von U (w, 0) sind daher

At = E(w)eazd

we:i:iwgw )

Kontrolle der Rechnungen: Ay - A_ = det(U(w,0)) = exp( [, spurA(c)do) = E(w)?e** v also
bestétigt dies die Rechnungen.
A=1s E(w)ev(@td)/2 =1 und wow/2meN.

Fall 1: E(w)e®(@+®/2 £ 1 oder “2% nicht eN. Dann ist dim L,, = dim L, = 0 (d.h. L,, = L* = {0}) und
z'(t) = A(t)z(t) +b(t) hat fur Jedes w—periodische b eine w—periodische Losung, d.h. es gibt genau einen
Anfangswert derart, dafl die Losung w—periodisch ausfiillt (siche Beweis des Satzes 11.3, I1.4 Korollar zu
Satz 11.3).
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Fall 2: F(w)e®(@+9)/2 = 1 und 2N,
Dann ist U(w7 0) = E, also dim Lw = dim L’Tu =92

L = {x|zeC*(R,R?), 2'(t) = A{t)x(t)} = L.

Daher besitzt nach Satz I1.3 2/(t) = A(t)x(t) + b(t) eine w—periodische Losung genau dann, wenn

/w<b(o),y(0)>do = /w<b 0,0)” 1)Ty0>do =0, yoeR?
0

0
= </ U(0,0)b(0)do,yo), yoeR?
0
s / U(0,0)b(0)do = 0,
0
Y F(=o)blo) ,
& /0 7E(J)eo(d+a)/2dgfo'

Ausblick auf die Frage der periodischen Lésungen: Sei 2’ = f(t, ) zu 16sen. Sei f(t+w,x) = f(¢,x)
fiir alle ¢, x. Gesucht: eine w—periodische Losung.

Sei die Integralgleichung (IGL)

£(t) = C + / f(o,2(0)) — / " J(pr(p))dpldo

betrachtet. Die Losungen dazu sind w-periodisch, da z(w) = C' = x(0),
Sttw) = frwatro) -1 [ foa).
= Sttt ) - 2 [ ot
und z(t +w) Losung in [0, w] mit Anfangswert x(0), also z(t) = z(t + w) ist. Die Lésung der "richtigen”
Differentialgleichung erhalten wir durch die spezielle ’ Zusatzanforderungung” L fow p,x(p))dp = 0,

die fiir periodische Lsungen von (IGL), also von ' = fo P, T dp von selbst erfiillt ist.
Ahnliches gilt fiir

C=z(0)+T <l/ f(p,a:(p))dp) , T regulére Matrix.
w Jo

Konsequenz: Eine Losung von

2(t) = F(e(t)) = 2(0) + T (i I f(p,x<p>>dp) v (e alo) - = | #ostonanas

ist w-periodische Losung der zugehorigen Differentialgleichung. Also ist # = F'(x) als Fixpunktproblem
in den stetigen w—periodischen Vektorfunktionen zu betrachten.
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I1I. Ljapunov-Stabilitat

Zur Einfithrung betrachten wir einige Beispiele: i) " + wz =0, 2(0) = a, 2/(0) = b

b
= z(t) = acoswt + — sinwt
w

a— a+ Aa
b—b+ Ab = Losung z(t) = z(t) + Az(t) mit

Ab
Az(t) = Aacoswt + — sinwt,
w
1
= |Axz(t)| < |Aal + —|Ab|, Stabilitét
w

i)
' =ar,a>0 = x(t)=mzee™,
= Ax(t) = Azge®, Instabilitit fiir o > 0.

iii) Der Ubergang w — w + Aw in i) zeigt ein anderes Langzeitverhalten.

Es seien b, Ab, Aa = 0. Dann ist

Aw Aw
x(t) = acoswt = a cos erT tht ,

x(t) + Az(t) = acos(w + Aw)t = acos <<w + ﬂ) t— ﬂt) ,

0 oo (22 4 20) o 2) - &)

A A
|Ax(t)] = 2]a|| sin “”th sin =2

Fiir t, = 25T jst zum Beispiel

|Az(tg)] = 2]a]| cos Aﬂw (1 + 2kr) |, keZ

Es ist also vorstellbar, daf fiir unendlich viele #, die GroBe |Ax(tx;)| > c|al ist mit einer positiven Kon-
stante ¢, auch wenn Aw sehr klein ist.

III. 1a) Definition: Wir betrachten die DGL x’' = f(t,z), f : [7, +00) x B-(0) — R", es sei f(t,0) = 0.
r = 400 ist zugelassen Boo(0) = R™. Also ist © = 0 Lésung. FEine solche Lisung heifit auch stationdrer
Punkt oder Gleichgewichtspunkt.

Die Beschrankung auf x = 0 bedeutet keine wesentliche Einschrankung der Untersuchungen, wenn man
sich fiir das Verhalten der Losung nahe bei einer gegebenen Losung 1 (t) interessiert: Betrachte

(t,y) = f(t,y +21(t)) — f(t,z1(t)) und

’ & v Losung von 2’ = f(t,x
"=g(t,y),y =z —a1(t) } & f)

)
)

Da g(t,0) = 0 ist, ist 0 Gleichgewichtspunkt, auf welchen Fall wir uns in der folgenden Definition be-
schréanken.

III 1b) Definition: Der Gleichgewichispunkt O heifit stabil dann und nur dann, wenn es ein p,r > p > 0
und ein t§ > 7 gibt derart, daf fir €,0 < e < p, to > t§, ein 6(e,to) > 0 existiert mit

|x(t, to, x0)| < € fiir t > ¢, falls |xg| < d(e, to).

Hinweis: Bleibt |z(t, to, xo)| auf jedem Existenzintervall [to,to + 1) kleiner als oder gleich p, so existiert
die Lésung nach Satz 1.7.5 auf [tg, +00).

Der Gleichgewichtspunkt 0 heiffit instabil, wenn er nicht stabil ist. Der Gleichgewichtspunkt O heif§it
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gleichmifig stabil dann und nur dann, wenn 6(g,to) unabhingig von to gewdhit werden kann.

Der Gleichgewichtspunkt 0 heifit attraktiv dann und nur dann, wenn es ein pe(0,r), ein t§ > 7 und
zu tg > t§ ein §(tg) > 0 gibt derart, daf8 fir |xo| < 8(to) gilt: |x(t,to,x0)| < p, so daff die Lisung fiir
t > to existiert, und |z(t,to, zg)| — 0 fir t — oco. E(tyg) = {xol|z(t,t0,2z0)| < p, t > to, x(t,t0,20) — 0
fiir t — oo} heifit Einzugsbereich des Nullpunkts.

Der Gleichgewichtspunkt 0 heifit gleichmdfSig attraktiv dann und nur dann, wenn es ein t§ > T und
ein 6 > 0 gibt derart, dafl gilt:

1.) |z(t, to, o) < p <7, |To| <9, to > tf, so daff die Losung insbesondere auf [t§, +00) existiert.

2.) Zu jedem € > 0 existiert ein T, > 0 mit |x(t, 0, x0)| < e, |xo| < I, t > to+ Tz >ty + Te.

Der Gleichgewichtspunkt 0 heifit asymptotisch stabil genau dann, wenn er stabil und attraktiv ist. Er
heifst gleichmdfig asymptotisch stabil dann und nur dann, wenn er gleichmdfSig stabil und gleichmdfig
attraktiv ist.

Die Forderungen |x(t,t9,2z0)] < p < r an verschiedenen Stellen garantieren die Existenz der Losung
fiir ¢ > tp und koénnen gegebenenfalls durch die Forderung der Existenz fiir ¢ > ty ersetzt werden. Die
Attraktivitdt impliziert nicht die Stabilitédt, da bei der Stabilitidt die Losung ab einem universellen tj
gleichméBig mit dem Anfangswert klein gemacht werden kann, wihrend sie bei Attraktivitdt nur gegen
Null konvergieren muf}, wenn ¢t — oo strebt.

III.2 Satz: Sei f w—periodisch in t (oder unabhingig von t, d.h. die Differentialgleichung ist autonom,).
Dann ist T = 0. Sei t = 0.

1) Gleichgewichtspunkt 0 stabil < 0 gleichmdfig stabil,

2) Gleichgewichtspunkt 0 asymptotisch stabil < 0 gleichmdf$ig asymptotisch stabil.

Beweis: Sei 0(c,tg) = sup{d = 8(c, to)||zo| < & = |z(t, to, x0)| < € fiir t > to}. Dann ist d(e, to) > 0. Sei

o~ ~

5(e) = to;flofw]é(s,to). Wir behaupten 6(g) > 0. Angenommen, es sei §(¢) = 0, d.h. §(e, tx) — 0 fiir eine

Folge (t;) aus [0, w]. Ohne Einschrénkung gelte ¢, — t*¢[0,w] fiir ¥ — oco. Dann ist g(s,tk) < %g(e,t*),
k > ko. Nach Definition gibt es x; mit 0 < |zg| < %g(s,t*) und t®) mit

(™), b, )| > e, t W) > 1y,

Da die zj in Blg(s 1t*)(O) liegen, ist es keine Einschrinkung, anzunehmen, dafl x; — z*, K — oo. Sei
35(e,
2k = x(t*, tg, xr). Wegen der stetigen Abhiingigkeit von den Anfangswerten und Anfangszeiten folgt

2z — ("t 2%) =2k — o0

(Satz 1.7.8 und Folgerung). Also ist

2] < 3(e,t*), k> ka,

= |x(t, t", 2;)| < e fiir t >tk > kq,
= x(t, t%, zx) = x(t, 7, x(t", ty, xx)) = x(t, t, x), k > k1
= 1R < 1Bty 1], k> ki
= t®) ¢k — oo
lim
= latl=, e kw2 e

Dies ist ein Widerspruch zu |z*| < %g(s,t*) < 5. Alsoist 5(2) > 0.Ist |zo| < d(e), soist |z (t, to+kw, z0)| <
e fiir ¢ > to + kw, wenn keZ so gewihlt ist, dafl tg + kwe[0, w] ist. Also ist

|z(s + kw, to + kw, xo)| < € fiir s > 1.
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Mit der w—Periodizitit von f folgt, dal die Losung Z(s) von o’ = f(s,z), die in tg den Anfangswert xg
annimmt, gerade z(s + kw, to + kw, ) ist. Damit folgt

|Z(s, to, x0)| < &, 5 > to, |zo| < d(c),

also die gleichméafBige Stabilitat.

Zu 2): Sei der Gleichgewichtspunkt 0 asymptotisch stabil, d.h. stabil und attraktiv. Nach 1) ist er
dann gleichmiflig stabil. Sei also §(¢) nach 1) bestimmt fiir €€(0, p). Sei

d(tg) = sup{5e(0,g(€))||x0| <6 = x(t, to, zg) — 0},
~ Hlf(;(to)
(S =

toe[oaw]

Wir behaupten: > 0. Der Beweis verliuft analog zum entsprechenden Teil unter 1). Ist |zo| < 8, so
erhalten wir x(t,tg, o) — 0. Der Beweis verlduft analog zum entsprechenden Teil unter 1). Es ist noch

die GleichméBigkeit zu zeigen. Sei e > 0. Fiir |zo| < £,t0€[0, w] sei

T(e,x0,t0) = inf{T > O|x(¢, to,x0)| < e fiir t > tg+ T},

T. = sup{T'(e,xo,t0)}

\I0\<§

toel0,w)]
Wir zeigen: T, < 4o0o0. Angenommen, es gilt eine Folge (T}), T = T(e,x,tr) > 0, mit Ty T 4o0,
k — oo. Ohne Einschrinkung sei xp — x*, tp — t*. Es ist |x(tx + Tk, tr, k)| = . Auf [tg, tr + Tk]
gilt |x(t, t, zx)| > g(%), da sonst wegen der gleichméBigen Stabilitat |x(ty + Tk, tr, zx)| < § wire, im
Widerspruch zu |z(ty + Tk, t,2x)| = €. Wir betrachten das Intervall [t* + n, T, fiir das [¢t* +n,T] C
[tk tr + Tk], k > ko, gilt. Dann ist

|x(t, ty, 1) > g(g) auf [t* +n, T,

k—o0
- ~re
|zt t*, )] > (5) auf [t* +,T],
n—0
Tjoo e
|zt t*,a*)| > 6 (5) auf [t*, +00).
Dies ist ein Widerspruch, da wegen |z*| < 6/2 jedenfalls z(t, t*, z*) — 0 ist fiir ¢ — +oc. O

II1.3 Satz: Sei speziell das System ' = f(t,z) mit f(t,z) = A(t)z, A(t)eC°([r, oo),R”Z),ta = 7 be-
trachtet. Dann ist r = +00, x(t, to, o) = U(t, to)xo und die verschiedenen Stabilititsbegriffe driicken sich
durch U(t, tg) wie folgt aus:
i) Der Gleichgewichtspunkt 0 ist stabil < ||U(t,t0)|| < a(to) fiir t > to.
ii) Der Gleichgewichtspunkt 0 ist attraktiv < ||U(t,t0)|| — 0 fiir t — oo und jedes to.
111) Der Gleichgewichtspunkt 0 ist gleichmafig stabil < a(ty) < a fir alle ty

iv) Der Gleichgewichtspunkt 0 ist gleichmdf$ig asymptotisch stabil < Ja, 8 > 0 mit ||U(¢t,to)|| <
4aePlt—to),

Hier gilt weiter: Aus der Attraktivitit folgt die Stabilitdt. Im Fall der Attraktivitit ist E(to) = {xo|z(t, to, zg) —
0} = R"

Beweis: i)”= 7: Sei €€(0,7) = |z(t, to, xo)| < € fir |xo| < (e, to),t > to,

= |U(t,t0)l‘0| < e fiir |.Z‘0| < 5(5,t0),t > to.
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Setze xg = ﬁé(s,to) mit z £ 0 = |zo| < d(e, to) = |U(2t|’i‘i)l (e,to)| <e=||U(t,to)|| < 5(6 -

=" Ja(t, to, 20| < € fiir |zo] < ——,t > to.
a(to)

=" U(t, tg)xro — 0 fiir t — oo, |zo] < §(to),

= Ut to)e; — 0 fiir ¢ — oo,

= Ui;(t,to) — 0 fiir t — oo,

= ||U(t,t0)|]| — 0 fiir t — oc.

Sei to > 7 beliebig. Mit U(t, o) = U(t, to)U (to, o) folgt ||U(t,to)|| — 0 fiir t — oo.
7<= 7 Trivial
iii) Analog zum Fall i).

iv) 7=": Sei der Gleichgewichtspunkt 0 gleichméiBig asymptotlsch stabil. Da 0 gleichméBig attraktiv
ist, folgt: |U(t, to)xo| < € fir t > to +T€,t0 > 7, |zo] < 6. Mit zg = le’ x # 0 erhalten wir [|U(t,20)|| < §

fiir t > tg+To,tg > 7. Wahleef S = ||U(t,to)]] < % 5 fir t > to + T5/2. Sei Ty = T2, Es ist

Ut,tog) = Ut t—To)U(t —To,t — 2Tp) ... U(t — kTo,to)
fiir keN derart, dafl to <t — kTy < tg + 1o, also
to+ ko <t <ty+ (k/’—‘r 1>TO ist.

Also erhalten wir
U to)ll < |[U@Et=To)|l-[|UE— To,t —2T0)| - ... - [|U(t — kTo, o)l

k-1
1
= <§> U (t — kTo, to)|| = 4e~ DD U (¢ — kTo, to)]],t > to + To.

0 ist gleichméBig stabil = ||U (¢t — kTo, t0)|| < . Weiter ist (t — t)|To < k + 1 nach Konstruktion =

WU (¢, to)ll < 40&6_%“_“’) = dae P=10) it g = % und fiir £ > to + Tp.
Ist Ty >t —tg > 0, so ist
U (t, t0)|] < a < aefTreAlt=to) — 9qe=At=to),
Fiir t —to <0, t,tg > 7, ist ||U(t,to)|| < @ < e BEt0),

7" Trivial
Die beiden letzten Aussagen sind offensichtlich. 0

Produkteigenschaft Erdutionsoperator:

Sei = {to,...,tn} eine Zerlegung von [a,b] mit a =tg < t; < ... <t, =b. Dann ist

Ub,a) =[] U ti-1),

also

|U (b, a) H (tssti—)l]

III.4 Satz: Sei A eine konstante n x n-Matriz. Dann gilt mit r = 400, t; =7 =0:
i) Der Gleichgewichtspunkt 0 ist stabil < 0 ist gleichmdfig stabil
< ReA <0 fiir alle Aeo(A) = Spektrum A,
und falls ReA =0, so ist A
halbeinfach, d.h. dim E()\) = dim (Eigenraum zu \)
= algebraische Vielfachheit von A
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it) Der Gleichgewichtspunkt 0
ist gleichmdf$ig asymptotisch stabil

< Re) <0 fiir dea(A) = Spektrum A

Beweis: Esist U(t,tg) = et und ||U(t,t0)|| < C|le*"t)|| < Cp(|t])e Pt mit —3 = )\2?’;1) {ReA}.
Also ist o _
[U(t,to)]| < Ce™?071), 5 <

Hieraus folgt die Richtung 7<= in ii). Ist 0 gleichmé#Big asymptotisch stabil, hat A einen Eigenwert A
mit Re\ > 0, so ist fiir einen Eigenvektor o zu A jedenfalls Azg = Azg und z(t) = e*zy die kom-
plexe Losung x(t,0,20) von ¢’ = Ax. Es ist |x(t)| > |zo| wegen ReX > 0. Rex(t,0,20) = z(t,0, Rexg),
Imax(t,0,20) = x(t,0,Imxg) sind, da A reell ist, ebenfalls Losungen von 2’ = Az. Wenigstens eine von
ihnen konvergiert fiir ¢ — oo nicht gegen Null, wie klein auch |zg| gewiihlt wird. Dies ist ein Widerspruch
zur Annahme, also ist ReA < 0 fiir Aeo(A). Ist 0 stabil, woraus nach Satz III.2 die gleichméflige Stabilitét
folgt, hat A einen Eigenwert A mit Re\ > 0, so fiihrt dies fiir z(t) = e’z wie oben auf |z(t)| > efeM ||
und damit einen Widerspruch. Die weiteren Behauptungen werden in den Ubungen bewiesen. (I

Erinnerung: Betrachte y' = A(t)y mit w—periodischem A. Fundamentalmatrix: ®(t) = P(t)eft.
M = e ist Mondromiematrix, P(t) ist w—periodisch.

Pt)z=y ;L . . . v -

y Losung & 2/ = Rz (Poincaré-Transformation). o(M) = {\;} = {charakt. Multiplikatoren},
o(R) = {p;} =: {charakt. Exponenten}.

Siehe hierzu Satz I1.2 (Satz von Floquet).

a’ = Ax mit reeller (n x n)-Matrix A
A Eigenwert, zg # 0 Eigenvektor, also Azg = Axg

x = eMzxg ist Losung, aber komplex

A reell . .
= Re(eMap), Im(eMao) sind auch Losungen

Eindeutigkeitssatz

Re(eMxg) = x(t,0, R
= e(eMxg) = x(t,0, Rexg)

Im(eMxg) = z(t,0, Imxg)

Explizites Ausrechnen zeigt

z(t,0, Rexg) = el (cos[(ImA)t] - (Rexo) — sin[(ImA\)t] - (Imaq)),
z(t,0,Imzg) = eBM(cos|(ImA)t] - (Imaxo) + sin[(ImA)t] - (Rex)).
Ber.
Rex(t,0,29) = x(t,0, Rexy),
Imx(t,0,20) = x(t,0,Imxg).

III.5 Satz: A(.)eCO(R,R”Z) sei w-periodisch, M sei eine Mondromiematriz. Dann gilt:
i)
o(M)C B1(0) in C = Der Gleichgewichtspunkt 0 ist asymptotisch stabil.

(& gleichmifSig asymptotisch stabil)

i) o(M) C B1(0) in C und fiir alle Aea(M) N St gelte: Geometrische Vielfachheit (\) = algebraische
Vielfachheit (X) = 0 stabil.

Beweis: Nach Satz I1.2 sind im Fall i) die Realteile der Eigenwerte von R negativ und ®(t) fallt

exponentiell ab. Nach Satz I1.2 miissen wir im Fall i) nur e betrachten. Die Eigenwerte j; von R haben
die Eigenschaft Reu; < 0. Mit Satz I11.4 folgt die Behauptung. O
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Bemerkung: In ii) gilt: Fiir alle peo(R) N iR ist auch: Geom. Vielfachheit (u)= algebraische Viel-
fachheit (p). Beweis: Ubungen.

Die Betrachtung von o(A(t)) hilft, wenn A(¢) periodisch ist, bei Stabilitéitsfragen i.a. wenig.

I11.6 Beispiel: Sei

A(t)— —1 — 2cos4t 2+ 2sin4t
T\ —2+2sin4t —1+2cosdt )

Dannist 0(A(t)) = {—1,1}. Die Losung zum Anfangswert zo = (0,€)7 in 0ist z(t) = ee!(sin 2t, cos 2¢t)T (¢t >
0, > 0). Daher ist der Gleichgewichtspunkt 0 nicht stabil. Insbesondere ist die Bedingung Satz II1.5 ii)
verletzt.

Bei nichtlinearen Problemen 2’ = f(t,z), f(¢,0) = 0, ist es i.a. schwierig, Aussagen iiber die Stabi-
litdt von Nulllosungen zu gewinnen. Methoden, die dies ohne explizite Kenntnis der Losung erlauben,
heiflen ”direkte Methoden” (2. Methode von Ljapunov).

IT1.7 Beispiel: =’ = f(x), f(0) = 0. Es gelte

(@, f(2)) < —afa]”.

Dann ist 0 gleichméBig stabil, falls > 0 ist, und gleichméflig asymptotisch stabil, falls @ > 0 ist.
Skalarmultiplaktion von ' = f(z) mit « liefert

%% ) = (2(t), f(z(t)) < —alz(t)]?,
= |$(t)|2 < |l‘(t0)|2e_20‘(t—to)

|(t)|? heiit Ljapunov-Funktion.

II1.8 Definition: Sei r > 0, WeC°(B,(0),R). r = +o0 ist zugelassen, Bioo(0) := R™. Dann heifit

W positiv definit genau dann, wenn
W(zx) > 0 fiir alle x # 0.

Sei VeCO([r,00) x B,(0),R), V(.,0) = 0. V heifit positiv definit (auf I' x B.(0),I' C I = [r,00)) ge-
nau dann, wenn es ein positiv definites W wie oben gibt derart, daf8 W (z) < V(t,x) auf [1,00) x B,(0)
(auf I' x B,(0) fir ein p,0 < p < r). V heifit positiv semidefinit genau dann, wenn 0 < V(t,z) auf
[1,00) x B(0) ist. Analog werden negativ definit und negativ semidefinit erklirt.

Beispiele:

V(t,x) = |z|? ist positiv definit,

V(t,x) = x? ist positiv semidefinit

V(t,x) = e~ t|x|? ist positiv semidefinit auf [r, +00) x B,.(0), positiv definit auf [, 7] x B,.(0).

IIT1.9 Lemma: Sei VeCO([1,00) x B,(0),R),V(.,0) = 0. Es gebe ein WeC°(B,(0),R) mit W(z) > 0
fiir x # 0 derart, daf8 V(t,z) > W(z) auf [7,00) x B-(0). Diese Aussage ist gleichbedeutend mit: Es gibt
a:[0,7] — R stetig, streng monoton wachsend, a(0) =0 mit

V(t,x) = al|z]) auf [r,00) x B,(0)

a heifst a-Funktion.

Beweis: "=": Sei W wie oben. Sei
min
a*(p)

= w > 0.
p§|.’L‘|§T (‘T)ap_

Dann ist a* schwach monoton wachsend, stetig und a*(p) = 0 ist gleichbedeutend mit p = 0 (Es ist
W(0) =0, weil V(.,0) =0). Nach Konstruktion ist

a*(|z]) < W(a).

a* mufl noch streng monoton wachsend gemacht werden. Sei neN, p, = sup{p|0 < p <r,a*(p) = aT(T)}

Dann ist a*(p,) = GT(T) Aus a*(pn+1) < a*(pn) folgt pni1 < pn, denn wire pp11 > ppn, so wire
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lim
n—ooPn

nt1) > a*(pn). Aus a*(r) > 0, a*(pn+1) < a*(pn) folgt die Existenz von . Wegen a*(p,,) =
lim

a*(p
GT() ist poo = 0 pn = 0, also a*(ps) = 0. Verbinde (pn11,a"(pn12)), (pn,a*(pr,,,)) linear. Damit
erhalten wir a auf (0,r]. @ wéchst streng monoton. Sei a(0) = 0. Dann wichst a streng monoton auf
[0,7] und ist stetig. In [ppt1, pn] ist a(p) < a*(pnt1) < a*(p). Insgesamt erfiillt a alle Bedingungen des
Lemmas. Die Richtung "< ist trivial. U

Seien f, VeC([r,00) x B,(0),R), zeC*(I, B,(0)) Losung von 2’ = f(t, ) iiber I C [r,00). Dann ist

V(1) = Gt a(0) + (VY (5 a(h), a0,
= Wt 2)) + (VaV(t.2(0), £ (1),
Sei
V(t,z): = aa—‘t/(t,z)+<VIV(t,x),f(t,:z:)>.

V  heipt die Ableitung von V lings der Lésung von «’ = f(t,z).

II1.10 Definition: Seien f,V wie oben. Seien f(.,0),V(.,0) = 0. V heifit Ljapunovfunktion fir «' =

f(t,x) genau dann, wenn ein pe(0,r] existiert derart, dafi
V' positiv definit auf [T, 00) x B,(0)
V negativ semidefinit auf [T, 00) X B,(0) ist, d.h.
V(t,z) <0 auf [r,00) x B,(0)

III.11 Satz: Wenn eine Ljapunovfunktion fiir & = f(t, ) existiert, ist der Gleichgewichtspunkt 0 stabil.
Der Beweis dieses Satzes wird spéter erbracht.

Wichtiger Hinweis:

Es ist keine Einschrinkung anzunehmen, dafi die Voraussetzungen des Lemmas I11.9 gelten. Wegen pe(0, r)
haben wir VeC%([r,00) x B,(0),R). Indem wir p gegebenenfalls etwas verkleinern, kénnen wir auch
WeC%(B,(0),R), V(t,z) > W(z) auf [, 00) x B,(0) annehmen.

II1.12 Lemma: Sei I' C R™ ein Gebiet, I C B,.(0), (to,zo)e[r,00) x I', VeC'([r,00) x B,(0),R).
Fiir ein aeR sei

Z) V(to,mo) <a,
ii) V(t,x) > a auf [r,00) x JT,
i) V <0 auf [1,00) x T

Dann gilt: Die Losung x(t,to, o) von ' = f(t,x) bleibt in [to,t4) im Gebiet T, to > 7. [to,t+) ist das
maximale Existenzintervall nach Satz 1.7.4. Es ist t4 = co, wenn r < +00 ist.

Beweis: Bleibt die Losung nicht in I', so existiert ein t~6[t0, t4) mit x(f, to, xo)edl'. Sei
t* = inf{t]x(t, to, x0)edT'}.
Da OT" abgeschlossen ist, folgt x(t*, to, xo)edl'. Es ist z(t, o, zo)el" auf [to,t*). Nun betrachten wir h(t) =

V(t,z(t)). Es ist h(to) = V(to,z0) < a. Nach Annahme iii) des Satzes ist h'(t) < 0 auf [to,t*), so daB
h(t*) < a ausfillt. Nun ist h(t*) = V(¢*,2(t",to,29)) > a nach Annahme ii) des Satzes. Dies ist ein
—_———

eor
Widerspruch. Sei r < 400. t4 = oo folgt aus Satz 1.7.5. ]
Bemerkung: " mit x(., %o, xo)el in [tg, t4+), wenn nur zoel’, heifit (positiv) invariant.

Beweis des Satzes IIL.11: Sei a eine a-Funktion auf B,(0

Dann existiert ein d(g,tg) derart, dal V(to, o) < a(e), |zo]

)th( x) > a(]z]). Sei 0 < & < p.
d(e, o), da V(tp,0) = 0 und V stetig ist.
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Wir wollen Lemma II1.12 anwenden. Sei I = B.(0). Es ist V(tg, z0) < a(e), inf V(¢,2) > a(e).

Es ist V < 0, da V Ljapunovfunktion ist. Lemma II1.12 liefert also |z(.,to,20)| < € auf [to,t;). O
ist stabil. 0

II1.18 Korollar zu Satz III.11: Gilt insbesondere V (t,x) — 0 fiir x — 0 gleichmdfSig in te[r,c0),
dann ist der Gleichgewichtspunkt O gleichmdjig stabil.

Beweis: Im Beweis des Satzes II1.11 wird V' (to, o) < a(e) fiir |zo| < d(¢) fiir alle to > 7.

II1.14 Beispiel: Pendelgleichung: 3" + siny = 0. Man vergleiche hierzu Beispiel 1.7.10, in dem peri-
odische Losungen derselben Gleichung gesucht wurden. Die Gleichung ist dquivalent mit dem System

7' = f(z) = ( o ) , wobei (y/) =: (xl) gesetzt ist.
— ST Yy X2

V(z) =123+ 1—cosz1 >0, V(z)=0& z = (2’8”), keZ. Dann ist V(z) = VV - f(x) = (sinz; )z +

xo(—sinz1) = 0. V ist Ljapunovfunktion im Sinn von Definition II1.10, wenn r = 27 gesetzt wird. Also
ist 0 nach II1.13 gleichmiflig stabil. 0 ist aber nicht attraktiv, da V(x(t)) = V(zo), t > to.

V=2 & %x% = coszy +1
= cos? L —sin® L +1

= 20052%1

S 1o = i?cos%

IIT.15 Lemma: Betrachte ¥’ = f(t,z) in [1,00) X B,.(0). Sei VeC([r,00) x B,.(0)), sei

i) V(t,x) <0
it) V(t,z) > —M auf [1,00) x B,(0) fir ein pe(0,r).
iii) Sei |f(t,z)| < G.

Ist nun x(t,tg,x0) Lisung von =’ = f(t,x), die fir alle t
Grenzpunkt x*: Fiir jedes in B,(0) stetige W mit 0 < W(x)

to in B,(0) liegt, dann gilt fir jeden w-
TSPV () st W (z*) = 0.

>
S t>T

Bemerkung: Eine solche Losung existiert nach Lemma II1.12, falls z.B. mit a = inf{V (¢, z)|t > 7, |z| =

p} gilt
V(zo,to) < inf{V(t,2)|t > 7,|z| = p}

fiir ein tg > 7, o mit |zg| < p.
Beweis des Lemmas II1.15: Angenommen, es sei W(z*) = v > 0 fiir einen w-Grenzpunkt z* mit
z(ty) — 2*. Dann ist W(z) > 2 auf |z — 2*| < 8. Ist dann |z(t,) — 2% < £, v > vy, so ist wegen
v O 0 !
j2(t) — 27| < 5 +lz(te) 2Ol < 5+ | flo,2(0))|do
ty
jedenfalls

0
— i + —J],v>vp.
|z(t) — ™| < & in [ty, Ly G],U (o)
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Also ist W (z(t)) > % auf [t,, t, + 125]. Sei Ly =t, + - Es ist nach Annahme

. v )
< 1L —_
Vit,z(t)) < 5 in [ty + 4G]
N V(@) = Vitsa(t)) < —2 - 2
v;z % v7x % — 2 4G
76 ~
V(tvﬂ-,z(tvﬂ-)) S V(tv,l'(tv)) — 5 . E fur tv+i Z tv
Y6
V(tvj7‘r(tvj)) S V(tvmx(tvo)) - ‘7@
fiir eine Indexfolge vj, j — oo, im Widerspruch zur Annahme ii). O

Folgerung aus Lemma III.15: Verschérft man ii) zu ”V Ljapunov-Funktion”, so kann man die Be-
merkung oben erfiillen, d.h. alle Losungen, die in ¢ zur Zeit ¢ starten mit V (¢o, o) geeignet klein,
bleiben in B,(0) und fiir alle ihre w—Grenzpunkte gilt W (z*) = 0, W aus Lemma III.15. Verschérft man
i) zu ”V negativ definit” (d.h. fiir W aus Lemma II1.15 gilt W(z*) = 0 & 2* = 0), so ist 0 der einzige
w-Grenzpunkt, d.h. z(t) — 0 fiir t — oo.

ITI.16 Satz: Sei V' Ljapunovfunktion gemap Definition II1.10, V(t,x) — 0 fir x — 0 gleichmdfig
int, V(¢ x) negativ definit. Dann ist der Gleichgewichtspunkt O gleichmdfig asymptotisch stabil.

Beweis: Nach IIL.13 ist 0 gleichméBig stabil. Zu zeigen ist: 3§ > 0, Ve > 03T, > 0: |z(t,to, z0)| < &,
t > to+ Ty, |xo| <9, tog > 7. ¢} aus Definition III.1b) ist 7 nach Lemma IT1.12, Beweis des Satzes III.11.
Angenommen 32 > 0 mit |z(t*,to, zo)| > € fiir ein t*(£) = t* > to + T, wie grof Tz bzw. klein |zo| auch
sind. Dann ist V(t*, z(t*, to, zo)) > a(€) > 0, also V (¢, x(t,to, x0)) > a(€), in [to, to + Tz], da V lidngs der
Losung monoton fillt. Also ist

|1'(t,t0,1‘0)| > Me > 0 auf [tO;tO + Tg]

mit einem von 7z unabhéingigen uz, da V' gleichméfig in te[r, 00) gegen Null konvergiert, wenn z — 0.
Fiir die Funktion W zu V gilt

W (x(t,to, 20)) < vz > 0 auf [to, to + T2,
da W positiv definit ist. Also folgt

V(t,z(t to, o)) — V(to, z0) < —va(t — to), telto, to + T,
a(€) < V(to, o) — veT=(t = to + T2),

und dies fiihrt fiir grofles 7= zu einem Widerspruch. O

II1.17 Beispiel: Wir betrachten die geddmpfte Pendelgleichung y” + 8y’ + asiny = 0 mit Konstanten
a, > 0. Umschreibung auf ein System: 2’/ = f(z) = (v2, —fr2 — asinz)? mit 2 = (z1,22)7. Sei
V(z) = 323 + a(l — coszy) = V(z) > 0, V(z) =VV - f=asinz -xy + zo(—frs — asinz) = —fa3.
IM1.15 = 25 = 0 fiir 2* = w—Limes-Punkt einer beschriinkten Losung. Ansatz fiir definite V, V:

V(z) = gacf + bxixe + gacg + a(1 — cosxy)
= V(x) = 22(b— Be) + (a — b1z + (1 — ¢)xg sinxy — abry sinz
= V(z)= —gacg - a—fxl sinzy < —¢lz|? e > 0 geeignet, |z| klein
— _B
Cc = 17 b= b)
_ B
=7
62 2 ﬁ 1 2 I oel2 o : :
Viz)= R + 51122 + %2 + a(l —cosxy) > &'|z|*, &’ > 0 geeignet, |z| klein

III.18 Hilfssatz Sei G C R™ offen, f : G — R™ lokal Lipschitz, ¥’ = f(x) ein autonomes System. Sei
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z(t) eine beschrinkte Lisung iber RT = {t[t > 0}. Dann ist die w- Grenzpunktmenge Q0 nicht leer, kom-
pakt, zusammenhingend, und ti”;odist(x(t),(l) = 0. Ferner ist Q invariant, d.h. ist z*eQ, z(t*) = a*
fiir ein t*, so ist x(t, t*, x*)eQ fir alle t.

Beweis: Nach Bolzano-Weienstra$ ist Q2 nicht leer. 2 ist beschrénkt, da {z(t)|teR} beschrinkt ist, insbe-
sondere ist Q C Bjs(0), falls |z(t)] < M, teR, ist. Wir zeigen jetzt, dafi Q@ abgeschlossen ist: Seien x7 €S2,
xf — x*, neN bzw. n — co. Zu z gibt es ein t, mit |z(t,) — x| < 1/n. Es ist keine Einschrinkung,
anzunehmen, daf die ¢,, monoton wachsend gegen oo konvergieren, falls n — oco. Wir erhalten z(¢,,) — z*,
n — oo, d.h. z*eQ. Q ist also kompakt. Angenommen, dist(z(t,),) > d > 0 fiir eine Folge (¢,) mit
tp — 00,n — oo. Dann haben wir x(t,,) — z*, j — oo, fiir eine geeignete Teilfolge (t,;) von (t,), und
dist(x*,Q) > d > 0. Dies ist ein Widerspruch. Nun zeigen wir, dafl  zusammenhiingend ist. Angenom-
men, es ist @ = Q; + Qo mit Oy, Qs abgeschlossen, # @ ("+” bedeutet disjunkte Vereinigung). Seien
xFefd, x(tgf )) — 7} fiir geeignete Folgen ( < )), die fiir n — oo gegen oo konvergieren. Ohne Einschrinkung
sei 2 >t Sei d;(t) = dist(x(t),Q;), i = 1,2. d; ist stetig, und wir haben mit d(t) := da(t) — dy(t)
gerade
dtVy  —  dist(xt, Q) > 0,

)
dit?) —  —dist(z},Q1) < 0.

n

Fiir n > ng ist d( %1)) > 0, d( %2)) < 0. Also existiert nach dem Zwischenwertsatz ein £\ mit d( S’)) =0
fiir ein tg{g’)e(t%l), tg)). Wir wihlen eine Teilfolge ( S;)) von ( S’)) aus mit x( S;)) — x5eQ. Da d( S’)) =0
ist, ist dist(x3, Q1) = dist(z5,€Q2). Ist eine der Grofen dist(xj,$);), i = 1,2, positiv, so ist dies ein
Widerspruch zu x5eQq + Qs. Ist eine der Gréflen dist(z},Q;) = 0, so ist 2521 NQg, und dies ist ebenfalls
ein Widerspruch. Zur Invarianz von Q: Sei t* = 0. Sei (¢,) eine Folge mit ¢, — oo, x(t,) — z*, n — oo.
Sei xp(t) = z(ty, +t). z, ist Losung auf R, da das System autonom ist, x,(0) — x*. Sei I irgendein

abgeschlossenes Intervall. Sei Oe ; Dann ergibt sich aus der Folgerung aus 1.7.8:

Tu(t,0,2,(0)  a(t,0,2%), tel

n — oo
”

x(ty, +1)
ln—o
Element aus 2

so daf z(t)eQ fiir alle t. O
Einige Bemerkungen zum typologischen Zusammenhang

II1.18 A Definition 1: Sei A C R™, A kompakt. A heifit nicht zusammenhdingend dann und nur
dann, wenn

A= A1 + A2 mit
Aq, A abgeschlossen
A, Ay # 0O
15t.
”Zusammenhéngend” soll das logische Gegenteil von "nicht zusammenhéngend” sein. Andererseits ist

zusammenhéngend folgendermaflen erklédrt: A ist dann und nur dann zusammenhingend, wenn es keine
disjunkte Zerlegung A = A; + A, in (relativ) offene Mengen gibt, die beide # @ sind.

II1.18 B Satz: Die beiden eingefiihrten Begriffe ”zusammenhdngend” stimmen tiberein.

Beweis: Es gebe also eine disjunkte Zerlegung
A=A+ Ay
in relativ offene Mengen mit A; # @, i = 1,2. Sei
dist(Ay, A2) = 0.
Also gibt es Folgen (p\)), (p2)) mit
dist(pV, p?) = 0,m — oo,
pg)eAl , pg)eAg, meN.
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Dannfolgtpgn)ep Pm )Hp,mﬂoo

peA_1 N A_g
Es ist peA. Sei etwa peA;. Es ist

A;offen
A1NAy=0,04A,NA, =~  0,i=1,2
1 2 A ?é ) 1
pGAl N O04sAs

ANU,(p) enthilt also einen Punkt ¢”eAs = A — A; und einem Punkt ¢’¢eA — Ay = Ay, p > 0. Also ist
pedaA;. Dies ist ein Widerspruch. Insbesondere ist A NAy =2 und A = A + A,. Die zweite Losung
ist trivial. 0

II1.19 Satz: Sei G C R™ ein Gebiet. Sei f : G — R™ lokal Lipschitzstetig. Wir betrachten das au-
tonome System x' = f(x). Sei VeC (G, R). Sei Gy ein Gebiet mit 0eGy C Go C G, auf Gy sei V <0, auf
Gy sei V positiv definit im Sinn von Definition II1.8. V ist also Ljapunovfunktion (in Go) zu 2’ = f(x).
Gibt es aufer x = 0 keine weitere Losung von «’ = f(x), die in {x|xeGo, V(z) = 0} liegt, ist der Gleich-
gewichtspunkt 0 asymptotisch stabil.

Beweis: Nach II1.13 ist der Gleichgewichtspunkt 0 gleichmé&fig stabil, da er wegen der Existenz einer
Ljapunovfunktion nach II1.11 stabil ist und die Ljapunovfunktion nicht von ¢ abhéngt. Fiir € > 0 gibt es
also ein 6(¢) > 0 mit |z (¢, to, xo)| < € fiir ¢ > ¢, |xo| < 0(g). Ohne Einschrénkung sei B.(0) C Gy. {2 sei die
w—Grenzpunktmenge von x(t, to, 2o). Nach II1.15 gilt: Q C {z|zeGo, V() = 0}, da V nicht von ¢ abhiingt.
Sei z*€Q), z* # 0. Dann ist nach TIL18 z(t, 5, 2*)eQ, t > t& > to. Also ist x(t, 15, 2*)e{x|zeGo, V(x) = 0},
im Widerspruch zur Voraussetzung. Also ist z* =0

II1.20 Beispiel: Gedémpftes Pendel. Sei V(z) = 123 + (1 — coszy), V(x) = =23, Go = B.(0),
siehe TIL.17 Beispiel erster Teil. Ist #(t) Losung in {z|zeB.(0), V(z) = 0}, so folgt z»(t) = 0, z4(t) = 0.
Es ist 24(t) = —fz2(t) — asinzy (t), sinx;(t) = 0. Sei € < 7. Dann folgt 21 (¢) = 0 und 0 ist nach IT1.19
asymptotisch stabil. Weiterhin ziehen wir die folgende Konsequenz: Jede beschrinkte Losung konver-
giert gegen einen Punkt (kw,0) mit keZ: Da wir in Lemma II1.15 fiir W die Funktion —V selbst wihlen
konnen und jede beschriankte Losung in einer Kugel B,(0) C B (0) = R™ liegt, gilt fiir alle Grenzpunkte
x* = (xf,23) : @5 = 0. Daraus folgt, da wir beschriinkte Losungen betrachten, z5(t) — 0, t — oo, fiir
jede solche Losung, also wegen x} = x2 auch z(t) — 0, t — oo. Differenzieren wir die zweite Zeile des
Systems xf, = —fBxo — arsinzy, so folgt

xly + Bry = a(cos ) - 7}
|24 | bleibt beschrinkt fiir ¢ — oo, a(cosx)z] - 25 konvergiert sogar gegen Null. Es folgt

d
% (e*Pta?) = e*2a cos a1 - 27

Ist 2|acosxy - @) - ah| < e fiir t > T'(e), so erhalten wir
a2 (1) — TR (T) < e

xh(t) — 0,t — oo,

> T(e),

sinz(t) — 0,t — o0

x} C {km|keZ}

fiir alle Grenzpunkte x* einer beschrinkten Losung. Da nach II1.18 die Menge der w-Grenzpunkte zusam-
menhéngend ist, besteht sie aus genau einem Punkt der Form (k7,0). Bisher hatten wir vorausgesetzt,
daB die jeweils betrachtete Losung der gedampften Pendelgleichung beschrinkt ist. Diese Annahme ist in
Wahrheit iiberfliissig, da jede Losung beschrinkt ist. Sei also (¢, tg, 2o) eine Losung. Wegen | f(z)| < C|z|
existiert sie global in ¢ (siehe 1.7.2). Da V < 0 ist, ist V (z(t)) monoton fallend. V > 0 = V (z(t)) bleibt
beschréinkt = z2(t) bleibt beschréinkt. Sei v(x2,t) = 323+ (1 — cosz1(t)) mit gegebener Funktion z1(t),
der ersten Komponente der Losung. Lings x2(t), der Losung der Gleichung fiir die zweite Komponente:
xh = —Pxo — asinxy gilt

Fo(aa(t),t) = o (t)zh () + alsinz: (1)) - ) (1),
= —Bz3(t) — a(sinz(t)) - 22(t) + a(sinz(t)) - z2(t),
— —Ba3(0).
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In I11.15 kénnen wir daher W (x3) = Sz3 wihlen und erhalten, daf der einzige Grenzpunkt von x5 gerade
Null ist, also z3(t) — 0, t — oo.

Wie oben folgt sinz;(t) — 0, ¢ — oco. Dann bleibt x4 (¢) beschrinkt fir t — oo.

II1.21 Satz (Tschetajew): Sein = 2,f : [r,00) x Br(0) — R™ lokal Lipschitzstetig beziiglich der
n Variablen x1,. .., 2., f(t,0) = 0. Sei VeC'([1,00) x B,.(0)),T' C B,(0). dT" sei glatte Jordankurve. Fiir
ein €e(0,r) gelte

i) 0 < V(t,x) <k auf [r,00) x (I' N B(0)),

i) V(t,x) > a(V(t,z)) auf [1,00) x (I' N B(0)) mit einer a-Funktion a gemdf II1.9
iii) V(t,z) =0 auf [r,00) x (T N B.(0))
i) 0edl.

Dann ist der Gleichgewichtspunkt 0 instabil.

Beweis: Wihle zgel’ N B.(0) mit |zo| < § (dies ist wegen iv) fiir jedes § > 0 moglich). Dann ist nach i)
V(to,x0) > 0 fiir jedes beliebige toe[T, +00). Angenommen, es sei x(t, to, xo)el’ N B:(0) fiir alle te[ty, 00).
Aus i), ii) folgt

V(t, I(t, to, :L'())) > V(to, SC()) > 0.

Andererseits ist nach i) auch V (¢, (¢, to, z0)) < k, also

k> +ft Jzoto,zo))daz
> )+ [ a(V(e,z(0,to, 20)))do
> V(t()v ) + (t - to) (V(to, 1'0)) — 00,

0

>

t — oo. Dies ist ein Widerspruch. Also existiert ein ¢* > to mit z(t*, to, 0)ed(I' N B-(0)). Angenommen,
es sel x(t*,to, £9)edl' N Be(0). Dann ist 0 = V(¢*, x(t*, to, xo)) nach iii), und aus ii) folgt

V(t*,x(t*,to,:L'())) > V(to,SCo) > 0,

also ein Widerspruch. Wir erhalten eine Folge (t7), t& > to, t) — oo, mit x(t},to, zo) = € > 0. ¢ ist die
GroBe aus dem Satz. O

Zu Satz I11.21 gibt es einige Varianten, ndmlich

I11.22, Variante I: a, b seien a-Funktionen. Ersetze in Satz I11.21 i) durch die Aussage i): 0 < V(¢,z) <
a(|z]), ii) durch die Aussage ii): V (¢, z) > b(|z|).

Die Reduktion auf II1.21 geschieht durch

a(lz]) < a(r)=k
lz| > a '(V(t,2))
1)’ V(t,z) > boa '(V(tx))

mit boa~! als neuem a in ii).

IT1.23 Variante II (autonomer Fall): V' hingt nur von = ab,
V>0aufl,

1

il V>Oauf1"

i)
i)
iii) V =0 auf OT N B.(0),
) 0€dr.

iv

Zur Reduktion auf ITI.21: Aus i) folgt die Beschrénktheit von V auf I' N B.(0). Zu ii): Sei 6 > 0. Die

Menge Ss = {x|V (x) > 6, zel N B.(0)} ist kompakt. Also ist zlfsf V(x) =: as > 0. Wire niimlich a; = 0,

so existierte ein z¢eS; mit V(zo) = 0. Also ist nach ii) der Punkt o aus dI'. Dies ist ein Widerspruch zu
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iii). Wir wiihlen eine a-Funktion mit a(d) < as. Dann ist V(z) > a(V(z)) fiir  mit V(z) > 8, also erst
recht auf I' N B.(0).

I11.24 Beispiel: Wir betrachten die DGL 2. Ordnung
y'+ht)y —y=0.

Umschreibung auf ein System:

xl == 1‘2,
vy = —h(t)ze + 1,
V: = xi12o.

r = o0, d.h. B, = R2.

I' = offener 1. Quadrant. Es ist (r, ¢ Polarkoordinaten)

1
V(t,z) = z2+22 —h(t)zizs =r*(1 - Qh(t) sin 2¢p),
2 2 — in 2
_ T ging, 2 hB)sin2e.
2 sin 2¢
V(z)

Dann sind 1), iii), iv) in II1.21 erfiillt (Zu iii): 2¢ = 0 oder = « auf 9I'). ii) in II1.21 ist erfiillt fiir
2 — h(t)sin2¢p > nsin 2¢p, teR, mit einer positiven Konstante 7n; insbesondere gilt ii), wenn h(t) < 2 — 17
ist. Nach III.21 liegt dann also Instabilitdt des Nullpunkts vor.

Weiter betrachten wir die geddampfte Pendelgleichung " + 8y’ + asiny = 0 mit a, 3 > 0 oder als
System

/
Ty = T2,

xh = —fry— asinz;.
Ersetzten wir x; durch 1 + (2k + 1)m =: 1 und setzen x5 =: T, so entsteht

~ =
Ty = T,
~/

Ty = —pT2+ asiny,

und der Nullpunkt bei diesem System entspricht dem Punkt ((2k 4+ 1)7,0) im urspriinglichen System. Sei
wieder x1,xo statt 1, To geschrieben, sei

V(xz) =21 - 22, = offener erster Quadrant.
Dann ist

V(m) = x% + riasinz; — Bxi1Ta.
V > 0 gilt fiir z; klein, 2 + (o — )22 — fBxy20 > 0,
d.h. fiir z; klein, 8 < 2/«

Nach II1.23 folgt Instabilitit des Nullpunktes, d.h. des Punktes ((2k 4+ 1), 0) fiir das urspriingliche
System, wenn 3 < 24/« ist.
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IV. Das Prinzip der linearisierten Stabilitét

Uns interessiert die klassische Fragestellung inwieweit bei nichtlinearen Systemen z’ = g(¢, z) mit g(¢,0) =
0 das Verhalten der Losung durch den linearen Anteil von g(t,.) in der Taylorentwicklung um (¢,0) be-
stimmt ist. Zunéchst gilt:

IV.1 Satz: Wir betrachten z'(t) = A(t)x(t) + f(t,x) mit lokal Lipschitzstetigem f : R x B.(0) — R™.
Sei f(t,0) =0, zu e > 0 gebe es ein §(¢) > 0 derart, daff

[f(t,2)] < efa] fiir [z] < 6(), teR
ist. Ist der Gleichgewichtspunkt O des linearisierten Systems y'(t) = A(t)y(t) gleichmdifig asymptotisch

stabil, so ist er es auch beziiglich des nichtlinearen Systems.

Beweis: Wir benétigen Satz II1.3. Mit ihm folgt aus der Voraussetzung des zu beweisenden Satzes
||U(ta t0)|| < aeiﬂ(tito)a

wobei «, 3 geeignete positive Konstanten sind. Sei jetzt x(t,to,20) Losung des nichtlinearen Systems in
(t—,t+). Dann ist
t
ot) = Ut to)an + [ U(t.0)f(0,0(0))dortelt- )

to

t
lz(t)] < ae Pt 50| + a/ e P9 | f (0, x(0))|do.
to
Wiihle ,0 < € < (8. Dazu existiert ein §(¢), min(r, =) > d(g) > 0 derart, daB8 | f(¢,z)| < S| fiir [z| < 0(¢)
ist. Sei |zg| < d(¢)/a. Angenommen, fiir t*e(tp, t4) gelte zum ersten Mal |z(t*)| = d(e). Auf [to, t*] gilt
dann

t
(1)) < ae=PU=t0) gy | + / e=B=2) 3o
to

¢
= ePa(t)] < aePto|zo| + 5/ ez (0)|do
to

Mit der Ungleichung von Gronwall, die gleich bewiesen wird, folgt

ePtz(t)| < alzoleftoes(t—to)
= |2(t)] < alagleE=AE—t) < §(e).

Daher bleibt stets |z(t)| < d(g), und das Existenzintervall ist (t_,00). Wegen € < § in der Abschétzung
fiir |2(t)] ist der Nullpunkt gleichmé#Big asymptotisch stabil. O

Nun das angekiindigte
IV.2 Lemma (Ungleichung von Gronwall): Seien auf einem Intervall I zwei stetige Funktionen
0(t),e(t) > 0 gegeben. Sei fiir ein toel

t

0<y(t) <d(t)+]| t e(o)y(o)dol, tel.

Dann folgt
t t

y(t) <o) +[ | d(o)e(o)exp| [ e(p)dplda]|

t() g
Beweis: Setze w(t) = fti g(0)y(o)do. Dann ist w(ty) = 0und w'(t) = e(t)y(t) < e(t)d(t)+e(t)w(t)sign(t—
to), also
w'(t) — e(t)sign(t — to)w(t) < e(t)d(t).
Diese Ungleichung multiplizieren wir mit exp(] |, ;) e(p)dp|) =: v(t). Dann steht links die Ableitung von
w(t)y(t), so dafl wir erhalten:

w@wngewwwW®w,

to

to v(t)



und dies ist auf Grund der Definition von 7 die Behauptung. O

Spezialfall: § = §y > 0, e = eg > 0, t > ty. Dann besagt die Voraussetzung des Lemmas IV.2:

t
0<y(t) <do+eo|l | ylo)dol,

und aus Lemma IV.2 folgt

t
y(t) < do +€050/ exp(eo(t — o0))do,

to
= doexp(eo(t —tp)).

IV.3 Satz: Wir betrachten das System x' = Az + f(t,x), wobei beziiglich f die Voraussetzungen des
Satzes 1V.1 gelten mdgen und der lineare Teil der rechten Seite also konstant ist und durch die Matriz
A gegeben ist. Der Nullpunkt ist gleichmdfSig asymptotisch stabil, falls fiir Aeo(A) gilt: ReX < —f mit
B > 0. In diesem Fall haben wir: Es gibt ein § > 0 derart, dafl

|z(t, to, z0)| < c(B)|aole™ 710 0 < B < B,

wenn |xg| < & ist. Der Nullpunkt ist instabil, falls fiir mindestens ein Aea(A) gilt: Re > 0.

Beweis: Der erste Teil des Satzes folgt aus Satz IV.1 und seinem Beweis. Statt III.3 iv) mufl man die
Abschitzung fiir ||U(t,%o)|| im Beweis des Satzes II1.4 benutzen. Nun zum zweiten Teil, der Instabilitéit
des Nullpunktes. Sei

T~ 'AT = J (= Jordanmatrix)

(man vergleiche 1.7.12). Es ist J = Diagonalmatrix D 4+ N. Zwischenbehauptung: Es gibt zu veR ein
Ty, Ty reguldr, mit T, AT L' = D + vyN. Beweis der Zwischenbehauptung: Ist Al + N ein Jordanblock
1 0

A mit & x k Elementen, so setzen wir
0o . 1
A
1 0
8l
Sy =
0 ,yjc\—l

Dann folgt ST (A +N)S, = A +~N. Setze die S, zusammen zu §7, bilde dann T, = §,Y_1T_1. T, leistet
das Gewiinschte. [J Seien jetzt die A1, ..., A\ die Eigenwerte mit positivem Realteil und Re); > a > 0,
1=1,...,k, wihrend ReX < 0 sonst, A\ Eigenwert. Sei

[ Eg 0
e )
die Projektion auf die ersten k£ Koordinaten. Dann ist mit J, = D +yN

Re(Pz,PJ,z) > (a —7)|Pz|?, zeC",

weil
Re(Pz,PJyz) = Re(PJ,z, Pz)
k
= RGZZ(AJZ] + ’yéjzj+1) mit 5]' =0 oder = 175k = 0,
j=1

k—1

> alPz? = Alzllzral =7 Y lzllzi4al,
j=1

> (a—29)Pz* —7]Qz.

ist. Analog folgt fir @ =1 — P:
Re(Qz,QJy2) <7|Q2|"
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Wir wihlen jetzt v = &, dann € > 0 mit 16||T}|[[|T; '/|e < §. Dann
|f(t,z)| < elx| fur x| < I(e), teR.
Angenommen, 0 wire stabil. Zu obigem () gibt es ein dp = Jo(d(€),t0) > 0 mit
|zo| < 8¢ impliziert |x(t, to, x0)| < d(g),t > to >t

(Vgl. TIL1). Wir withlen zoeT, ' P(C") N R™ mit 0 < |zo| < do. Sei o(t) = |[PTya(t)]* — |QTx(t)[?,
x(t) = x(¢, to, xo). Es ist
o(to) = |PTyxol* > 0.

Angenommen, es gibt t; < 400 mit (1) = 0. Ohne Einschréinkung sei ¢; minimal mit dieser Eigenschaft.
Nun ist
¢'(t) = 2Re(PTya(t), PT,2'(t)) — 2Re(QT,x(t), QT 2’ (¢)),
= 2Re[(PTyx(t), PT,(Ax(t) + f(t, (1)) — (QT,x(t), QT (Ax(t) + f(t,2()))],
= 2Re[(PTyx, PT AT 'Tyx) — (QTyx, QT AT, ' T,x)] + 2Re[(PTyx, PT, f) — (QT4x, QT f)],
> 20— 29)|PTyaf> — 49|QTaf? — AT, alela|[Ty .

Auf [tg,t1] ist p(t) >0, d.h. |PT x| > |QT, x|, also insbesondere |Tyz| < 2|PT,z|. Damit folgt

Ft) > 2a—4y)|PTyaf? — 8|PTyale ||| T3 |11,
> 2(a — 49)|PTyxf? — 16¢[PTy |75 [T .
> 2(a—4y— J)PTya? > SIPTyal® > Se(t),

also o(t) > @(to)el®/2E=to)  Also ist ¢(t) > 0 in [tg, +00). Da |p(t)| < c|z(t)| ist, folgt |z(t)| — oo, und
die Annahme |z(¢)| < §(¢) ist falsch. Anders formuliert: Ist der Startwert o wie oben angegeben, verlit
die Losung die Kugel Bs(.)(0). € und damit §(¢) hangen von o ab. Wir gehen zum Abschluf noch auf die
Wahl des Anfangswerts ein: Es ist U = T, ' P(C") NR™ # {0}, denn: Ist Aw = Aw, ReX > «, dann ist

T AT ' Tyw = XTyw = J, Tyw

T w Eigenvektor zu J, mit Eigenwert .

h=T,w= hgt1,...,hn =0=T,w = Pov

fiir ein veC™ — {0}, w = T ' Pv. Ist

weR™, so ist man fertig. Sonst: Sei Rew # 0, AW = \w

v JQF weTJIP((C”) und eR"™ — {0}. Sei Rew =0

1
Dann betrachte man —w.
)

IV.4 Satz: Wir betrachten x' = f(x) mit f : Br(xo) — R™ 3 Mal stetig differenzierbar. Sei xg stationdrer
Punkt, d.h. f(z9) =0. Sei

of oh

Oxq e ox,
Df(x) = :

Ofn Ofn

Oz e ox,

xo ist gleichmdflig asymptotisch stabil, falls ReX < —f < 0 fiir Nea(Df(xg)). Er ist instabil, falls
a(Df(z0)) N{z|Rez} # 0 (Zu diesen Begriffen vgl. II1.1 und nachfolgenden Beweis.)

Beweis: Setzen wir das Restglied in Integralform an, so folgt

) = DI~ )+ Y- [ G+ e = ro)(1 D ( —w)e? )

ij=1
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=: Ay + g(y) mit y = x — o,

also
y'=Ay+g(y)
Nun wenden wir Satz IV.3 an. O
Beispiele: 1.) f(x) = ( 2 ) mit «, > 0 (ged. Pendel), Df(z) = 0 L
. —Bra—asinzy ’ ’ ’ —Q COS T *ﬂ
f(x) =0= 29 =0, 1 = km, keZ. Spektrum von Df(z) : A\(A+ ) + acoszy =0 =
2

)\Lgifg:l: %70&COSI’1

Einsetzen von (km,0), keZ, liefert:
) __B, |5 K
ST L |
)\172 2 4 a( ) )

k ungerade, k = 21+ 1, A" > 0 = (kr,0) instabil,

k gerade, k = 21, Re)\gg < —g = (km,0) gleichméBig asymptotisch stabil.

In der Nihe der stabilen Gleichgewichtspunkte haben wir fiir 8 < 2/c.

2. Rauber-Beute-Modell: Man sucht Lésungen x1, 2 > 0 von

¥y = zi1(a— Pry— Ar1) = x1L(7) (x1 = Beute)
xh = xo(—vy+0x1 — pxe) = 22R(z) (2 = Réuber)

mit Parametern a, 3,7,0, A > 0.

L$< %. Stationire Punkte?

=0, b) r1 =0, R(z) = 0 = keine Lésung in (RT)?2, ¢) 23 =0,L(x) =0 =z = (£,0),

x) =0, R(z) =0 fiir ¥ <  nicht méglich in (RT)2.

o
=
~ 8
—~

Genaue Erlduterungen zu den obigen Beispielen

la.) Losung geddmpftes Pendel. Zusammenfassung richtig, weil jede Losung beschrénkt ist. Es fehlte
die genauere Diskussion der geraden bzw. ungeraden Vielfachen von 7.

1b.) Dy f(xg), zx = (km,0)
Eigenwerte: )\gk% =-8+ %2 —a(-1)*

k gerade: Stabilitat )\gkg) = —g + \/§2 —«

8 <a e p<2/a R <0, Tma) £ 0.

Losung verhélt sich ungefihr wie Losung der linearen Gleichung geméf 1.7.12.5 Strudelpunkt
Z>aep>2/a ") <0 (und reell)

k ungerade: Instabilitéit
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Ungefihres Bild fiir alle Fille! Die Kriitmmung der Kurven braucht nicht zu stimmen!

AR = =84/ 4 o= AP > 0,0 < 0. Sattelpunkt nach 1.7.12.5.

22(0) >0, 2} =z x1 wichst an
21(0) =37 zh = —fry — asinz; s fillt
b)

z1(0) =31r+¢ ebenso

72(0) =0 2, >0
21(0) =3r+e xh=—[fxs —asinz; w9 wichst >0

22(0) < 0  Spiegelverkehrt(3m — € statt 37 + ¢)

Nur (km,0), k ungerade, lduft nach (k7,0)

Frage: Wie zeichne ich ein ungefihres Phasenbild in der Nihe einer Gleichgewichtslésung eines ebe-

nen autonomen Systems?

Idee: Vor einer instabilen Gleichgewichtslosung laufen die Losungen der DGL weg, zu einer stabilen
hin, wenn sie in der N#he der Gleichgewichtslosung starten, oder bleiben in der Néhe (periodische Losun-

gen)

1. Analysis:

Eigenwerte linearer Anteil D, f(xz¢). Stab., Instab. Linearer Anteil nach 1.7.12.5. klassifizieren, sofern

moglich.

2. Zeichnung;:
Werte das System fiir Anfangswerte in der Ndhe der Gleichgewichtslosung aus.

3. Wenn 1. nicht moglich:

Funktionale V. Nicht moglich heifit etwa: Eigenwerte beide Null, z.B. D, f(x¢) = 0, ein Eigenwert < 0,

einer Null. Beide rein imaginér. Tschetajew gilt auch fiir n > 3.

I ¢
A
Fall b) mit z; = 0, R(x) = 0 ist in (R*)? nicht moglich.

> 1. Stationére Punkte: a) 2 =0, ¢) z = (§,0),d) 2 = (‘;Zig}, 3‘2;}3)
)
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. . a — Bry — 2Axq — B . o « 0 .
Es ist Df(x) = < Ss Sy —y — 2wy )’ also ist Df(0) = 0 B . Daher ist
— _ Ba
o(Df(0)) = {a, —v} und der Gleichgewichtspunkt 0 ist instabil. Weiter ist D f($,0) = ( Oa y Jr/\ Sor
- By

o(Df(%,0)) = {—a,—v+ 570‘}, so dafl im Fall I der Gleichgewichtspunkt (5, 0) gleichméfig asymptotisch
stabil ist, wihrend er im Fall II instabil ist. Endlich haben wir

A+ B8 A+ 36 0o — T
T
=71 =T
— U(Df(fl,fg)) _ _/\55142r;[:52 + \/(X:Eltl,ufz)z . (55‘1‘ )\’u)%{x\Q
~—_— ———
>0

Der Gleichgewichtspunkt (21, Z2) ist somit gleichmiiflig asymptotisch stabil.

. 7 -T2 + x?
3. Sei f(x) = ( 1+ 23
folgt: 1 + 29 = 0, also 1 + 2% = 0 fiir 1 # 0, Wid., also 1 = 2o = 0. Es ist

>. x = 0 ist der einzige Gleichgewichtspunkt, da aus xo = 23, 21 + 25 = 0

oo = (o o= (] ) oo = i

Demnach ist eine Entscheidung gemifl Satz IV.4 nicht moglich. Sei 72 = 22 + 23 = rr' = 112 + 220, =
rf + 23 > 0 auf der Losung auBerhalb (0,0) = 7’ > 0 = r wichst. Es liegt Instabilitsit vor:

~ e — 3 ~
Nun betrachten wir f(z) = ;2 ;,1 ) Dann ist wieder 0 der einzige stationire Punkt, o(Df(0)) =
1742

{£i} und rr’ = — (2] + 23),, d.h. 7 fillt. Vermutung: r — 0, Stabilitiit.

Da wir die Eigenwerte als Nullstellen von Polynomen gewinnen, ist das folgende Kriterium niitzlich,
das wir hier nicht beweisen.

IV.5 Satz (Kriterium von Routh-Hurwitz): Sei

n
p(x) = Z apz”
k=0

ein Polynom mit axeR, k= 0,...,n, und a, = 1. Dann und nur dann haben die Nullstellen von p einen
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negativen Realteil, wenn alle a, > 0 und die Hauptunterdeterminanten von

Gn—1 ap—3

1 an—2

0 an—1

H= 1 = (hij)lgi,jgn = (an_2j+i) mit a; =0, falls I < 0 oder > n
0
positiv sind.

as Qo
Beispiel: n = 3. Das Kriterium lautet a; > 0,7 = 0,1, 2, 3, die Hauptunterdeterminante von 1 a
a

sind ag, asa; — ag, ap(aza; — ag).
Die Bedingungen lauten also as > 0, asa; > ag > 0.
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V. Der Einzugsbereich eines asymptotisch stabilen Gleichgewichtspunkts

Wir betrachten das System z’ = f(z), f : B,(0) — R” lokal Lipschitzstetig. Sei f(0) = 0 und 0 der
Gleichgewichtszustand, den wir betrachten. Zur folgenden Definition vergleiche auch Definition III 1b).

V.1 Definition: Der Einzugsbereich der 0 ist die Menge E = {xo|xz(t,0,2z0) existiert fiir t > 0 und es
gilt z(t,0,z9) — 0 fiir t — oo}.

V.2 Satz: Sei tj = 0, sei der Gleichgewichtspunkt 0 asymptotisch stabil. Dann ist E offen, zusam-
menhingend und invariant, d.h. x(t,0,x0)eE firt > 0, wenn xocE ist. Letzteres gilt sogar fir te(t_, 00).

Beweis: Sei t1€(t—,0), zpeF. Dann existiert x(t + t1, —t1,zo) fiir ¢ > 0 und konvergiert fiir t — oo
gegen Null. Nun ist @(t 4+ t1, —t1, x0) = (¢,0, 2(t1,0,20)). Also ist x(t1,0,zg)eE.

Da 0 asymptotisch stabil nach Voraussetzung ist, ist B.(0) C FE fiir ein € > 0. Sei zgeE. Nach Vor-
aussetzung ist |z(T,0,z0)| < 5, T > to, |zo| < 0(e,to). Wir betrachten [0,T]. Es gibt ein 6 > 0 derart,
dal |x(t,0,21) — 2(t,0,20)| < 5 ist fiir |2 — 20| < § und te[0,T] (Stetige Abhéngigkeit von den An-
fangswerten). 0 hiingt von £,T ab, 8 = 6(¢,T). Also ist |#(T,0,z1)| < & und somit z(T,0,z1)eE. Also
existiert z(t,0,2z(T,0,21)) fir alle ¢ > 0 und konvergiert gegen 0 fiir t — oo. Wegen z(t, 0, z(7,0,x1)) =
z(t+ T,0,21) ist x1el und somit By(xg) C E. Seien x1,z0eE. Also x(t,0,21) — 0, x(t,0,29) — 0 fiir
t — oo. Ist T > tg, so sind z(T,0,21), (T, 0,20)eB:(0) C E. Wegen der Invarianz von F sind z(¢,0, z1),
x(t,0,x0)eE fiir t > 0 und wir haben folgendes Bild:

Also ist E zusammenhéingend. O

Nach Satz IT1.2 folgt fiir Systeme =’ = f(x) aus der (asymptotischen) Stabilitdt die gleichméBige (asym-
ptotische) Stabilitéit.

V.8 Satz (Zubov): Wir betrachten das System x' = f(x) wie eben. Sei E C R" ein Gebiet mit
0eE C E C B,(0). Es gebe VeC'(E,R), heC°(E,R) mit

a) 0 <V <1,0<hinE—{0},V(0)=h(0)=0,
b) V=—h(1-V) auf E (Erinnerung: V(zx) = VV (z) - f(x), siche Seite 36),
¢) V(z) = 1 fiir zeE — yedE (bzw. |x| — oo, falls E unbeschrinkt).
Der Gleichgewichtspunkt 0 sei asymptotisch stabil mit t§ = 0. Dann ist E der Einzugsbereich von 0.

Beweis: Sei z0eE = V(x0) < 1, also V(xg)+0 < 1 fiir 6 > 0 geeignet. Sei " := {z|zeE, V(z) C V(zo)+d}.
Dann ist I' offen und wegen c¢) auch beschrénkt. Wegen c¢) ist OT' = {z|zeE,V(x) = V(z¢) + d}. Nach
Lemma III.12 ist
x(t,0,zq)el fir ¢t > 0,

insbesondere bleibt x(t,0,x¢) fiir ¢ > 0 beschrinkt. Angenommen, xy ist nicht im Einzugsbereich ent-
halten, d.h. |z(¢,0,20)] - 0 fir ¢ — oo. Dann ist tlim |z(t,0,20)] = 61 > 0. AuBerdem ist auch
A 2(¢,0,20)| = J2 > 0. Wire dies némlich nicht so, so wire |z(t,,0,20)] — 0 fiir eine geeignete
Folge (t,,) mit t, — oo, n — oo. Also ist |z(t + t,),0 x0| |z(t,0,2(tn, 0,20))| < 61/2 fiir t > 0, falls
n > n(8;), da 0 stabil ist. Nun wihlen wir eine Folge (t,) mit |x( n:0,20)| > 16; und erhalten einen
Widerspruch. Also ist |z(¢,0,z0)] > 6 > 0, ¢ > 0, h(z(t,0,20)) > a > 0. Aus V = —h(1 — V) folgt

2 (2(t,0,20)) = —h(z(t,0,20)),
V(2(t,0,20)) '
ln V(2(0,0,70) /0 h(z(0,0,x0))do,
1>1-V(z(t,0,z9)) = (1—=V(xo)) eXp/O h(z(o,0,20))do,

Y

(1 —V(zo))e™.
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Indem wir ¢ — oo streben lassen, sehen wir, daf§ dies nur méglich ist, wenn V() = 1 ist. Dies ist ein
Widerspruch zu zgeE. Damit ist gezeigt: E C Einzugsbereich. Sei jetzt x¢ aus dem Einzugsbereich. Zu
zeigen ist xpeE. Es gilt x(t,0,2¢) — 0 fiir t — oo. Es ist aber x(t, 0, zg)eE, wenn t grof} genug ist, da 0eE
und F offen sind. Insbesondere existiert ein ¢* mit x(t*,0, z¢)edE, x(t,0,x0)eE fir t > t*. Fir t > t*
folgt dann wie eben

t
1—V(x(t,0,z0)) = (1 —=V(x(t*,0,z0))) exp/ h(z(0,0,x0))do
"
=0 nach Voraussetzung c), da z(t,0,z0)—a(t*,0,20),t1t*
also
V(x(t,0,20)) = 1,t > t*,
und dies ist ein Widerspruch zu V < 1 in F. |

Einige Bemerkungen zur Eindeutigkeit und Existenz von h, V. Zunéchst gibt es zu gegebenem h héchstens
ein V' mit den Eigenschaften a) bis ¢), das den Einzugsbereich der 0 zu ' = f(z) gegeben, charak-
terisiert. Wir setzten W = —In(1 — V). Dann entsprechen Vi,V die Funktionen W7, W5 in E. Sei
W (z(t) = LW (x(t)). Es ist W (z(t,0,20)) = —h, also W (z(t,0,20)) = Wa(z(t,0, z0)),

W1 (m(t, 0,.’)3‘0)) - Wg(m(t, 0,.’)3‘0)) = Wl(l‘o) — Wg(xo),t > 0.

Lassen wir ¢ — oo streben, so folgt

0 = Wl(O) - WQ(O) = Wl(mo) — WQ(.Z‘o),.roGE,
Vi = 1l—e™M=1-—e"=1;.
Gibt es V zu gegebenem h? Es mu8 W = —h sein. Sei ¢ im Einzugsbereich. Dann ist
t
W(x(t,0,20)) — W(xg) = f/ h ((0,0,x0)) do,
0 —_—

¢ Einzugsbereich nach V.2
da 0 asymptotisch stabil ist,

W(xo) — W(0) = / h(z(0,0,x0))do
0
und das Integral rechts existiert, da h > 0 ist. Also setzen wir an
W(xg) = / h(z(0,0,x0))do.
0

Da der Einzugsbereich der 0 invariant ist nach Satz V.2, gilt

W(z(t,0,29)) = /OOO h(x(o,0,x(t,0,20)))do = /OOO h(z(o +1,0,xz0))do,

/ h(z(0,0,x0))do,
t

W = —h
Zu zeigen ist noch: WeC?. Dies hiingt von h ab.

—xq +2zfz2

Beispiel: f(z) = ( —o ) Null gleichméflig asymptotisch stabil nach Satz IV.3. h := —2x3(1 —

ZL'llL'Q).
Dann muB W = —222(1 — z;25) sein. Sei W = § + 2(1_175112) = g(l + ﬁ) Also ist
0 1 x? To 2 —zixy 22 To
— W = 14+ —— 1 — i S S o 902
81'1 e ( + 1-— £L‘1.CC2) + 2 (1 - £ZZ1£L'2)2 “ 1-— X1T9 + 2 (1 — £ZJ1£L'2)2| ( T+ 3711'2) ’
0 x? T1
— W = =+t
81'2 2 (17131:62)2 ( $2),
. 2 — 2122 xi’xg 1— 22129 1
W o= —a2?2=—""=(1-2 —
Ill —.%‘1.%'2( le?) 2 (1 —.’L‘1$2)2 (1 —.’L‘1$2)2
_ _x%(Q—xlacg)(l — 211%3) _ By 1
17131:62 ! 2171‘11‘2’
1
= fﬁ(x%@ — z129)(1 — 2x120) + 2320) = —222(1 — 2120).
— X1T2
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Alsoist V =1 —e~W  E = Einzugsbereich = {x|r1z2 < 1}.
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VI. Stabilitidt periodischer Losungen

Wir betrachten Systeme 2’ = f(t,z), f : R x B,(0) — R"™ lokal lipschitzstetig, mit w—periodischem f
(beziiglich t). Sei *(t) eine w—periodische Losung, sei z(t) irgendeine Losung, sei z(t) = x(t) — x*(¢).
Dann ist

() = a'(t) 2" (1) = (tw(t) — [t 2" (1),

( ) z () = (¢,

= Do f(t,a"()-2() +r(t

_,_/
=A(t)

wenn wir ausreichende Differenzierbarkeitseigenschaften von f voraussetzen. A(t) ist w—periodisch in

t,r(t, 2) ist w—periodisch in ¢, |r(t, 2)| < €|z| fiir || < 6(¢), teR, da r periodisch in ¢ ist. Sei ®(¢t) = P(t)ef

die Fundamentalmatrix zu A(t) geméaf Satz I1.2 (Satz von Floquet, S. 23). Sei z(t) = P(¢)y(¢t). Nach der
Bemerkung zum Satz von Floquet ist

y' = Ry + P~ (t)r(t, P(t)y).

Mit Satz IV.3, Seite 44 folgt nach geeigneter Ubertragung der Begriffe (vgl. IIL.1 b)) die Aussage

VI.1 Satz: z*(t) ist gleichmdfig asymptotisch stabil, falls o(R) C {z|Rez < 0}, d.h. alle charakte-
ristischen Multiplikatoren sind dem Betrage nach < 1 (Analog: Instabil).

Sei 2/ = f(x) autonomes System mit w—periodischer Losung z*(¢). Dann ist 2*" = D, f(z*(t)) - 2%/,
so daB y/(t) = D, f(z*(t))y(t) eine w-periodische Losung hat, nimlich x*’. Ist z* nicht konstant, so ist
nach dem Korollar zu Satz II.1 auf Seite 22 die Zahl 1 charakteristischer Multiplikator, so dal Satz VI.1
nicht anwendbar ist. Die Erkldrung hierfiir lautet wie folgt: z.(t) = x*(t + ). Fiir ¢ klein wird auch
|2 (0) — 2*(0)]| klein, aber a*(t + &) — 2*(¢t) wird wegen der Periodizitéit von z* nicht gegen Null konver-
gieren, falls t — oo strebt.

VI.2 Definition: Sei x*(t) eine w—periodische Lisung von x’' = f(x). Dann heifit v = {x*(t)|te[0, w]}
der orbit von x*. x* heif$t orbital stabil dann und nur dann, wenn es zu € > 0 ein §(g) > 0 gibt mit

dist(x(t,0,xz0),7) < e&,t >0,

falls
dist(zo,v) < 0(e).

x* heifft orbital asymptotisch stabil genau dann, wenn es ein § > 0 gibt mit
dist(x(t,0,xz9),v) — 0,t — 00,

falls
dist(xo,v) < 0.

~ heifit dann Grenzzyklus (limit cycle). x* heifst orbital asymptotisch stabil mit exponentieller asymptoti-
scher Phase, wenn es ceR, C, 3 > 0 gibt mit

|2(t,0,20) — 2*(t +¢)| < Ce Pt 1 >0

falls
dist(zg,y) < 0.

VI.3 Satz: Sei [ zwei Mal stetig differenzierbar, x*(t) nicht-konstante w-periodische Lésung von x’ =
f(x). Sind n—1 charakteristische Multiplikatoren zur Matriz D, (f(x*(t))) betragsmdifig < 1, so ist *(t)
orbital asymptotisch stabil mit exponentieller asymptotischer Phase.

Beweis: 1.) Es ist keine Einschrinkung, anzunehmen, dafl *(0) = 0, 2*(0) = ey ist: Ist * nicht
konstant, so existiert nimlich ein invertierbares S mit Sz*'(0) = ey. Sei y = S(z — 2*(0)),

y*(t) = S(z"(t) —2(0)), also
y(t) = Sz*'(t),y"(0) =0,y (0) = e1.
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Hinsichtlich der Differentialgleichung haben wir
y =S’ = Sf(x) =SSy +27(0) = g(y),
Dyg(y) = SD.f(S™ 'y +27(0))S 7,

Dyg(y*(t)) = SD, f(z*(t)S™".

)) dieselben charakteristischen Multlphkatoren Ist ®(t) = P(t)ef
fla*(t)x, so ist S®(t) = SP(t)ef eine Fundamentalmatrix zu

(2(1))5~ 5B(t) = Dygly* (1)) SB(1).

IT. 1 ist charakteristischer Multiplikator, da x* nicht konstant ist (s. Seite 53) und nach Vorausset-
zung einfacher Eigenwert der Mondromiematrix C. Setzen wir fiir diese die Jordansche Normalform an,
die man nach Seite 23 stets annehmen kann, so hat C' die Form

Also haben D,g(y*(t)) und D, f(x

eine Fundamentalmatrix zu 2’

*(t
- D
y' = Dyg(y*(t))y, da S®'(t) = SD, f

1 0
C= Bk

0 c

da zu 1 nur ein Jordanblock gehort, der aus der Matrix (1) besteht. Vgl. hierzu Seite 18. Sei ®(¢) die
zugehorige Fundamentalmatrix, d.h.

Ot +w) =2)C, (1) = (pr1(t))1<ki<n

Siehe hierzu Seite 23. Dann ist g1 (t+w) = ©k1(t)011 + @r2(t)d21 +. . . + ©in ()01 = w1 (t) und die erste
Spalte 1 (t) von ®(t) w—periodisch. Sei ¢1(0) = e;. Es ist ®(t) = P(t)ef!. Auch R, e’ haben nach S.
23, 24 Beweis des Satzes I1.2, dann mit C' eine besondere Form, ndmlich

0 0 1 0
R= , eftt=
0 Ry 0 eftrt

Es ist 0(R1) C {z|Rez < 0} nach Satz I1.2. Sei —3 > Re\, Aeo(R1) mit einem § > 0. Sei

0 0
=N 1
P = ) die Projektion auf die letzten Komponenten,
0 1
1 0
~ ~ 0
also@Q=1—-P=
0 0
Sei
®i(t,s) = Bt)PD(s),
Dy(t,s) = B()QD(s),
also @1 (t,s) + Pa(t,s) = ®(t)®1(s). Dann ist
~ 0 0
@1t 8)l| = [|[P(t)e Pe” P (s)]| = ||P(t) P=(s)]]
0 eRl(t s)
< Ke PU=9) ¢ >4
@2t 2)|| = ||Pt)e™ Qe * P (s)|| < K, t, seR.

ITI. Sei z(t) = x(t) — 2™ (¢) mit irgendeiner Losung von 2’ = f(z). Also haben wir
2'(t) = At)z(t) + r(t, 2(t))
nach Seite 53. Nach S. 45 existiert zu € > 0 ein 6(g) > 0 derart, daf§
|r(t, z1) — 7(t, 22)| < €lz1 — 22| ist fiir |z;] < d(e),i = 1,2, teR.
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Wir wihlen € > 0 so, daf} fiir € < g gilt:
8Ke < f3.

Sei
A = {w|weC?([0,00), R"), [[w]| = "7 3 [w(t)| < 5(c)}

A ist ein vollstandiger metrischer Raum. Fiir wy = Pwo mit |wo| < sei

G
2K|[|2(0)]]

Flw)(t) = d(two + /O ®1 (¢, 0)r(0, w(o))do — /t ~ ®at, o) (0, w(o))do.

Wir wollen zeigen, dal F' den Raum A in sich abbildet. Zuniichst ist |r(o, w(o))| < e|lw(o)| fir |w(o)|
§(¢) wie aus unserer Lipschitzbedingung mit r(0,0) = 0 folgt. Dann ist |®(t)wg| = |P(¢)e? Py
12(0)]]. [|P(£)e PO=(0)][|wo| < ||B(0)]| K e Jwol, also

INIA

) oy /K 8= (o) dor + / Kelw(o)|do,
(

S 625 —ﬁt (/ 6 ——G' —ﬁ(t U)d0.+/ 6 UdO'),

@ at+§5(€)<%eﬁt+%e 2)<5() 4,

[Fw)®)] <

IN

IF)[| < 4(e).

Analog zu der eben durchgefithrten Rechnung zeigt man mit der Lipschitzstetigkeit von r bei kleiner
Lipschitzkonstante, daf gilt:

1
1E(ws2) = Fw)]] < 5|lw2 —wr]]

Demnach hat F' in A genau einen Fixpunkt w(t, wo) in A. Sei z(t) = w(t, wp). Dann ist

2'(t) = Flw(.,,wg))' (t) = @ (t)wo +/O & (t,0)r(o, w(o,wg))do — /too &L (L, 0)r(o, w(o,wo))do + r(t, w(t, wy)),

= A@®)P(t)wo + /0 A(t)®1(t,0)r(o,w(o,wy))do — /too A(t)Do(t, 0)r(o,w(o, wy))do + r(t, w(t, wp)),
= A@t)w(t,wo) + r(t, w(t, wo)).

Die Zuordnung wo — w(t, wo) ist stetig, denn:

|lw(.;wo) —w(,wi)l| = [|®()(wo —w1) +/O D4 (t,0)(r(0, w(o, wo)) — r(0, w(o, wr)))do —

— t Dy (t, 0)(r(o,w(o,wy)) — (o, w(o,wr)))do||,

1
120)[[ K wo — wi] + 5[w(., wo) — w(., wi)]-

IN

Also ist

2K|2(0)[[[wo — wnl,
2K||2(0)[|wol-

[lw(.; wo) — w(., wi)|

<
lw(, wo)ll - <

Nun berechnen wir den Anfangswert von z(t) = w(t, wo). Es ist

z0=2(0) = w(0,wy) = P(0)wy — /OOO ®2(0,0)r (o, w(o, wo))do,
N 1 * 1 0
©3(0,0) = @(0)QP"'(0) = 7o) = Q2 (o)
0 * 0 0
=z0 = P0)wy—Q /000 O (o)r(o, w(o, wp))do =: ®(0)we + H (wp),
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|H(wp)| < KE/ |w(e,wo)l|do,
0

4K?%e
B

2
< Keffulwo)ll- 5 < |wol,

|H(w)] — 0 firw= ﬁw,w — 0.
|w]
1 *
Es ist Pw(0,wp) = P®(0)wp, da wie eben gezeigt ®2(0,0) = Q®~1(o) ist. Sei ®(0) =:
0 \
Wegen det ®(0) = det ¥ existiert 1. Es ist
0 0 0 0 & oo b
Po(0) = , P®(0)wo = ={ 0 -
0 v 0 v : :
Wn Wn,
= Mit ¥ := ist wo = WPw(0,wp),
0 (\a
20 = ®0)VPw(0,w) + H(VPw(0,w)), (VL)
= ®(0)U Pz + H(VPz).

Ist umgekehrt zoeR™, geniigt (VI.1) und ist klein genug, so setzen wir wg = \T/on. Dann ist z(t) = w(¢, wo)
der einzige Fixpunkt von F'in A und somit zg Anfangswert der Losung z(t) von 2/ (t) = A(t)z(t)+r(t, 2(t))
mit |2(t) — z*(t)| = |2(t)] < 8(e)e™P/2t. Wegen x*(0) ist dies 2 zugleich Anfangswert einer Losung z(t)
von 2’ = f(z). (VL.1) ist gleichbedeutend mit

n 21
7 = — Z bizi + G(za,...,2,), wobei zg = und
i=2 .
(=b1, —b2,...,—by) die erste Zeile von cI)(O)\TJ ist.

Was G anbetrifft, so ist H = (G,0,...,0)T, also mit 2 = (22,...,2,)T gerade |G(2)|/|Z] — O fiir |Z] — 0.
AuBerdem ist

1 —by ... —b,
~ 1« 1 0 1 0
0 1
so daf} die Zeilen 2 bis n in (VI.1) einfach zo = z9,..., 2, = 2, lauten. Sei
- o(e) 2Ke
S={z]z1=- bizi + G(za,...,2n), 2| < =% + =—~}
; 2K pll2(0)|
Dies ist ein etwas verbogenes Hyperebenenstiick mit der Normalen (1,bs, ..., b,)/|(1,ba,. .., by)| im Null-

punkt.

IV. 2*(t) durchsetzt S im Nullpunkt. Jeder hinreichend kleine é-Schlauch um z* mufl S durchsetzen und
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daher auch jede Kurve in diesem Schlauch. Man beachte hierzu, dafl =*(¢) nicht konstant ist, also fiir
hinreichend kleine € > 0 von Punkten ¢ S im Nullpunkt durch S nach Punkten ¢ S lduft und somit auch
jede Kurve im J-Schlauch dasselbe tun muf}. Sei nun

dist(xo,7y) < p, d.h. |2%(to) — x| < p fiir toel0, w].
Sei p so klein, dafl
|x(t,0,20) — x*(t 4+ to)| < 0, te[0, w].

Dann ist z(7,0,20)eS fiir ein geeignetes 7€[0, w], also

|x(t +7,0,2(7,0,20)) — z*
= |z(t,0,20) — 2 (t+ ¢)| <

)] < 8(e)e” W/t ¢ >0
G
= 3C >0 mit |z(t0,20) — 2*(t +c)

e~ B/ 4 >, fiir ¢ = —7,

< 66_(5/2)t,t >0

(
(
|
V. Wir miissen zeigen, dafl die Annahme ¢1(0) = e; keine Einschrinkung der Allgemeinheit bedeutet.

Sie wurde erstmals auf Seite 55 benutzt. Nach Satz 11.3 ist dim L,, = 1, also @1 = nz*’, ¢1(0) = ne;. Der
Faktor 7 macht nichts aus. [0 VI.4 Satz: Es seien die Voraussetzungen des Satzes IV.3 erfiillt. Sei

A= /0 spur D, f(x*(0))do = /0 div f(z*(0))do.

Ist A > 0, so ist der Orbit instabil. Ist n = 2, A < 0, so ist der Orbeit orbital asymptotisch stabil mit
exponentieller asymptotischer Phase. Beweis: Wir haben

et = exp(/w spurA(o)do) = det(®(t+w)® (1)) =det C =
0

Dy f(z"(0))

H Ais Ay ..., Ay charakt. Multipl.
i=1

Ist A > 0, so ist |[A| > 1 fiir ein ¢ = Instabilitét.

Ist A <0, n =2, s0ist [\jA2] < 1. Da 2*' nicht-triviale periodische Losung ist von y' = D, f(x*(t))y,
muf ein charakteristischer Multiplikator A; = 1 sein, etwa A;. Dann ist |Az] < 1. Mit Satz VI.3 folgt die
Behauptung. O

R N
Beispiel: f(z) = ( (I —ai —23)71 — 22

(122 — 22)zs + 21 > Dann ist z*(t) = (cost,sint) eine 27-periodische Losung.

Es ist
divf(ry,2e) =1 —32] — 23 +1 -2} — 323 =2 — 4(27 + 23),

2
/0 divf(z*(o))do = —4m,

also x* orbital asymptotisch stabil mit exponentieller asymptotischer Phase.
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VII. Ebene autonome Systeme

Wir betrachten autonome Systeme 2’ = f(z) mit f : B,(0) — R™ unter geeigneten Regularititsbedin-
gungen an f; fiir p = +o0 sei wieder By, (0) := R™. Zuniichst ist n beliebig, dann durchgingig = 2 bis
auf eine Ausnahme (Satz VII.12 und Korollar zum Beweis).

VII.1 Definition: Sei x0eR"™, H eine Hyperebene durch 0. Dann heifit eine offene Umgebung V =V (x¢)
von xqg in xo + H ein lokaler transversaler Schnitt, falls f(x) nicht eH fiir zeV .

Beispiel:

n=2H={x2=0}V={zg+7(}),7e(=01,02)}
F@) #7 (o)

VIIL.2 Lemma: Sei 2(t,0,y0) Lisung von ' = f(x) mit z(to,0,y0) = xo. Sei V.=V (x0) wie in Defini-
tion VII.1. Dann gibt es € > 0 und eine Funktion 7eC(Bc(yo),R) mit 7(yo) = to und x((y),0,y)eV fiir
alle yeB:(yo)-

Eine spezielle Situation dieses Lemmas ist
Yo = Xo, to =0.

Beweis des Lemmas VII.2: Sei H = {z| < z,h >= 0}. Es ist < f(xg),h ># 0. Sei g(t,y) =
=< x(t,0,y) — w0, h >. Dann ist g(to,yo) = 0,

0

a_g(t()vyo) =< I/(to, 07y0)7 h>=< f(l’(to, 05 yO)); h >=< f(mo), h >7£ Oa

so daB es nach dem Satz iiber implizite Funktionen eine auf B.(x¢),e > 0 und hinreichend klein, erkldrte
stetig differenzierbare Funktion 7 mit reellen Werten derart gilt, daf 7(yo) = to und

g(T(y)7 y) = 07 yEBE(zO)a

sind, d.h. z(7(y),0,y)exo + H,yeB:(xp). O

In der dargestellten speziellen Situation ist {yeU|7(y) # 0} = UN lokaler transversaler Schnitt S — {z},
wenn U eine hinreichend kleine Umgebung von zg ist. Im Beispiel spricht man auch von einem transver-
salen Segment.

Sei von jetzt an n = 2.

VIL.3 Lemma: Sei V =V (zg) ein transversales Segment. Sei x(t,0,Zg) eine Lisung von ' = f(x),t >
0. Seien yr = x(tx,0,Zo) Punkte mit t;, T oo, k — oo. Seien yreV, keN. Sei H = {Ax1|\eR} fiir ein
x1 # 0. Dann gilt

Yk = To + TRT1

mit einer monoton wachsenden bzw. fallenden Folge (11). Kurz gesagt: Sind die yy, yxeV, monoton wach-
send, so wachsen bzw. fallen sie auch monoton auf dem Segment.

Beweis: Wir betrachten 3 Punkte yg, yx+1, Yrt+2 mit tx < tg+1 < tgro. Ohne Einschréinkung sei yi41 der
erste Riickkehrpunkt auf V nach yj. Einen solchen muf} es geben, da V' transversales Segment ist. Sei ~y
die durch die Lsung z(t, 0, 7o) gegebene Kurve, v = (R*, z(.,0, %), z(R*,0,7)). Nach dem Jordanschen
Kurvensatz wird vom Teil von v zwischen y; und yi41 und der Strecke zwischen y, und yi41 auf V
eindeutig ein Innengebiet D und ein AuBengebiet festgelegt. Die Kurve v verlasse D in yj41. Sei T C V
die Strecke zwischen yy und yg+1. Sei Ty = {zeT'| Trajektorie (=Losungskurve) von 2’ = f(x) durch =
geht nach R? — D}, T_ = {ZeT| Trajektonie von 2’ = f(z) durch Z geht nach D}. Es ist Ty # (), da
ypr1€ly. Ty ist offen in T, T = Ty + T—. T ist ebenfalls offen in T (T'y offen, da T' C V' = transversales
Segment). 7' ist zusammenhiingend. Also ist 7' = T’ ein abgeschlossenes 7-Intervall. Es ist y;42¢R? — D.
Denn wiire yo€D, so miiBte yx 26D NV sein. Dies ist wegen ¢, < tx41 < tx42 nicht moglich. Insbeson-
dere ist yi+2€V —T. V — T besteht aus zwei disjunkten 7-Intervallen, von denen eins in D liegt, da v die
Menge xg + H nach y, wegen T' = T mit ”entgegengesetzter” Tangentenrichtung trifft. Also liegt ypio
im anderen. (|
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VIL.4 Lemma: Sei Q(xg) die Grenzpunktmenge der Trajektorie {x(t,0,x0)}, die fir t > 0 existie-
ren mdoge und beschrinkt sei. Dann hat ein transversales Segment V =V (xo) hdchstens einen Punkt mit
Q(xg) gemeinsam.

Beweis: Angenommen, es gilt y1,y2eV N Q(xg) mit y; # ya. Seien ( Sf)), i = 1,2. Folgen mit £ 00,
n—o0o,i=1,2, x(tﬁ),O,fo) — i, n — o0, i = 1,2. Nach Lemma VIIL.2 existieren 7;¢C*(Bc(y;), R) mit

2(7i(y), 0, y)eV, 7i(yi) = 0.
Sei ohne Einschréankung € > 0 so klein, dafl

x(1:(y),0,y)el;, I; abgeschlossenes Intervall auf Vi = 1,2,

Il n 12 - @
Wir setzen
Sok = t;(cl), Sok41 = t;f)
ar, = x(r1(z(s2k,0,70)),0,2(s2%, 0, %0)) = (2% + 71 (2 (2%, 0, 70)), 0, T0),
b = x(re(x(s2641,0,%0)),0,2(52k+1,0,20)) = z(s2641 + T2((@ (52841, 0, 20)), 0, o).

Ohne Einschrinkung seinen sop41 — Sog > 1, Sogt+2 — Sop+1 > 1 und €, also |7;(y)|, hinreichend klein. Dann
sind die ag, b, ax+1, bg+1 monoton wachsend auf y. Mit Lemma VII.3 folgt, dafl sie auch auf V' monoton
sein miissen. Dies ist ein Widerspruch, da die a, by, ax+1, bx+1 zwischen I; und /5 hin und her springen. [J

VIL.5 Lemma: Ist Q(zo) N {x(t,0,20)[0 < t < tT} # 0 fiir ein tT > 0, wobei wieder die Trajek-
torie {x(t,0,20)} firt > 0 existieren mdége und beschrinkt sei. Dann ist x(t,0,x0) periodisch.

Beweis: Sei yeQ(zo) N1 (zg) = {(£,0,20)|0 < ¢ < ¢*}. Ohne Einschriinkung sei f(y) # 0 (Wére
f(y) = 0 = y wire kritischer Punkt = x(¢,0,20) = y). Wir legen ein transversales Segment V = V(y)
durch y. Wegen f(y) # 0 existiert ein solches. Sei v (y) = {z(¢,0,y)|t > 0}. Dann gilt v " (y) NV 2 {y}.
Esist v7(y) € Q(z0), da vt (y) invariant ist nach Hilfssatz I11.18. Also hat nach Lemma VIL4 v(y)NV C
~v(y) N Q(xo) mit V hochstens einen Punkt gemeinsam, und wir haben

YY) NV ={y}.

Da yey™(xg) ist, ist y = x(t1, 0, x0) fiir ein geeignetes 1. Da yeQ(zo) ist, existiert zu e > 0 ein 51 > 1+ 1
mit x(s1,0,20)eB:(y). Aus Lemma VII.2 folgt bei geeigneter Wahl von € die Relation

x(1(x(s1,0,20)),0,2(s1,0,20))eV mit 7(y) =0
t=s, —t + 7(x(s1,0,20)) > 0.
Es ist
z(gvoay) = I(EO,Z‘(tl,O,Z'On :I(Sl —11 +T(I(Sl,o,xo)),o,ﬂf(tl,o,ZL'()))
= z(r(x(s1,0,70),0,2(s1,0,20))eV Ny (y) =y
Also ist

z(t,0,y) =y = z(t1,0, 0)
I
z(t 4 11,0, x0)
und (¢, 0,z0) periodisch mit der Periode .

O

VIL.6 Satz: Sei wieder x(t,0,z0) Lésung von x' = f(x) fir alle t > 0 und die Trajektorie y*(xo) =
{x(t,0,20)[t > 0} beschrinkt. Q(xqg) enthalte einen periodischen Orbit ~y, der nicht kritisch sei, d.h. auf
diesem Orbit liege kein Punkt x mit f(x) = 0. Dann ist Q(z¢) = .

Beweis: Sei Q(zg) — v # 0. Q(zg) ist zusammenhingend nach Hilfssatz II1.18. Es gibt ein zey mit:
z ist Haufungspunkt von Q(zo) — 74, oovveveeneene Dann ist f(z) # 0. Durch z legen wir ein transversales
Segment S = S(z). Nach Lemma VII.2 haben wir

x(7(p), 0, p)eS fir peB.(z)
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Wir wihlen ein poe B:(2)N((xo)—7). Da die Punkte aus (z¢) invariant sind, ist z(7(po), 0, po)eSN (o).
Auch z liegt in S N Q(zp). Nun ist z # x(7(po), 0,p0), da zey und pg nicht ey sind. Nach Lemma VII.4
ist z der einzige Punkt aus S N Q(zg), also z = 2(7(po), 0, po). Dies ist ein Widerspruch. O

VII.7 Satz (Poincaré-Bendixzson): Die Lisung x(t,0,x0) von ' = f(x) mdge wieder fir t > 0
existieren und die Trajektorie v ¥ (zo) = {x(t,0,z0)|t > 0} sei beschrinkt. Enthdlt Q(zo) keinen kriti-
schen Punkt, so ist Q(xq) ein periodischer Orbit.

VII.8 Korollar zu Satz VII.7: Sei K C B,(0) kompakt und positiv oder negativ invariant, d.h. fir
zoeK emistiere die Losung von ' = f(z), (0) = x¢ firt > 0 und es sei v+ (zo) = {z(¢t,0,20)|t > 0} C K
bzw. es existiere die Losung von ' = f(x), (0) = xo firt <0 und es sei v~ (xo) = {z(t,0,2z0)|t <0} C
K. Dann enthilt K einen kritischen Punkt oder einen periodischen Orbit (oder beides, d.h. ”oder” ist im
mathematischen Sinn zu verstehen,).

Beweis des Korollars: Sei K positiv invariant. Enthélt K keinen kritischen Punkt, so auch Q(z¢) C K
nicht. Nach Satz VII.7 ist Q(z¢) periodischer Orbit. Sei K negativ invariant. Sei t=—t, f: —f. Dann ist
(dz/di)(1) = f(Z(1)) mit (1) = x(—1), £ > 0, und Z(0) = xo. K ist dann positiv invariant bez. ¥ = f(Z),
y ist kritisch bez. # = f(#) dann, und nur dann, wenn y kritisch ist bez. 2/ = f(z). O

Beweis des Satzes VII.7: Nach Hilfssatz ITI1.18 ist Q(x¢) kompakt und invariant. Sei also yeQ(xo).
Dann ist 7" (y) C Q(zp). Also ist Q(y) # 0 und C Q(zg). Sei zeQ(y). z ist kein kritischer Punkt. Sei
S = S(z) ein transversales Segment durch z. Fiir jedes (kleine) € > 0 existiert ein (grofies) t* = t*(&) mit
x(t*,0,y)eB:(z). Betrachten wir in Lemma VII.2 die Lésung (¢, 0, z), so daf§ also 2(0,0,z) = z ist, so
folgt aus Lemma VII.2

z(r(z(t*,0,y)),0,2(t*,0,y))eS

also wegen (7 (x(t*,0,9)),0,2(t",0,y)) = =(t* + 7(2(t",0,y)),0,y), daB

a:=z(r(z(t",0,)),0,z(t",0,y))ev" (),

aeyT(y) NS C Qxo) N S.

Auch z ist in Q(x¢) N S. Nach Lemma VII.4 ist a = zeyt(y) N Q(y). Nach Lemma VIL5 ist x(¢,0,y)
periodisch. Da vT (y) C Q(x) ist, folgt mit Satz VIL6, dal Q(x¢) = v (y) periodischer Orbit ist. O

VII.9 Definition: Ein nicht kritischer periodischer Orbit v der DGL x' = f(x) heifit Grenzzyklus
(limit cycle) dann und nur dann, wenn es ein xg nicht ey gibt derart, daf§ x(t,0,x¢) firt > 0 existiert,
v (o) beschrinkt und v C Q(xg) ist. Nach Satz VIL6 ist dann v = Q(xg).

VII.10 Satz: Sei K C B,(0) kompakt, positiv invariant, und sei xoeK mit K — {xo} # 0 einziger
kritischer Punkt in K. Sei Rea(Df(xo)) > 0. Dann gibt es mindestens einen periodischen Orbit in K.
Entsprechendes gilt, wenn K negativ invariant ist.

Beweis: Ohne Einschrinkung sei 2o = 0. Also ist yeK — {zo} nicht Null. Dann ist y*(y) € K — {0},
Qy) C K und zp = 0 nicht eQ(y). Letzteres sieht man folgendermaBen: Ist |z(t,0,y)| < €, so ist nach
Voraussetzung (Vgl. Seite 45) (|(t,0,)|?)" > a|z(t,0,y|*> mit einem o > 0. Sei 0eQ(y), t1, t2 so gewiihlt,
daf

t1 <ta, |£L'(t“ Ovy)| <g, |I’(t1, 0, y)| > |£Z?(t2, Ovy)|

|z(t, 0, y)|? hat iiber [t1, t2] ein globales Maximum in (1, t2). Gibt es {iber [t1, t2] auch ein globales Minimun
in (t1,ta), so ist dort (Jx(t,0,y)|?)" = 0. Dies ist ein Widerspruch. Das Maximum werde in ¢,,q.€(t1,t2)
angenommen. Dann ist [x(t, 0, y)|? > |x(t2,0,y)|?, tmaz < t < t2, da sonst ein lokales Minimum vorhanden
wiire. Also ist (|(t,0,)|?)’ in t2 < 0, was nicht méglich ist. Nach Satz VILT ist (y) periodischer Orbit. [J

Ist es moglich, im Beweis des Satzes VII.10 den Punkt y so zu wihlen, dafl y nicht eQ(y) ist, so ist
Q(y) sogar Grenzzyklus. Dies ist jedoch u. U. leicht, denn ist yeK, 0 < |y| < € mit dem oben gefunde-
nen ¢, so wichst |x(t,0,y)| zunéchst streng monoton auf |y| + ¢ < e zur Zeit t; und kann dann zu einer
Zeit to > t1 nicht auf einen Wert < |y| + ¢ abfallen wie die Rechnungen im Beweis des Satzes VII.10
zeigen. Also ist y € Q(y).

Wir stellen uns die Frage, wann K positiv invariant ist. Hierzu gilt
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VII.11 Lemma: Sei K C B,(0) kompakt. K ist positiv invariant genau dann, wenn fir alle xoedK
gilt: Es gibt ein €5, > 0 mit x(t,0,z0)eK fir 0 <t <ey,.

Beweis: Die Richtung ”=-" ist klar. Zur Richtung ”<"”: Angenommen, K sei nicht positiv invariant.
Dann gibt es ein yeK mit z(¢,0,y) ¢ K fiir ein ¢t > 0. Es gibt ein § > 0 und ein s¢[0,¢) mit (s, 0, y)eK
und z(5,0,y) ¢ K fiir s < § < s+ §. Wir konnen annehmen, dafl s > 0 ist. Andernfalls ist yeOK und
wir wenden die Voraussetzung an. Also ist x(s,0,y)edK und z(7,0,2(s,0,y))eK fir 7 < e505,0,), d. h.
x(s + 7,0,y)eK. Dies ist ein Widerspruch.

VII.12 Satz: Sei G C R™ ein Gebiet, VeC'(G), VV # 0 auf V=1(0). Sei K = V~!((—00,0]) C B,(0)

und beschréinkt fiir p = oco. Dann ist K = V~1((—00,0]) positiv invariant genau dann, wenn V < 0 auf
0K ist.

Beweis: Sei also K = V~!((—o0,0]), V < 0 auf K. K ist abgeschlossen, also kompakt. Es ist
dist(K,0G) > 0 und es gibt eine beschrinkte offene Menge U mit

KcUcUCcG,dist(K,G—-U) > 0.
Wir approximieren V durch g.eC?(G) in C1(U), d.h.
|[VV —Vg.|<einU.
Sei 20edK. Dann ist |[VV (y)| > ¢ auf B.(x¢) C U. Sei g = g5/2. Dann ist
<VV,Vg> = <VV,Vg—VV+VV >>|VV]? - |VV||Vg-VV]|,

1 62
IVVI(IVV] = 55) =y auf B:(zo).

Y

Fiir yeOK N Be(xo), A > 0 gilt:
. 62
<VV, f=AVg>=V - A< VV, Vg >< —/\3.

Also gibt es eine offene Umgebung Vy = B, (y) mit €y > 0 derart, dal < VV, f —AVg >< 0 ist in V). Sei
zx(t,0,y) die Losung der DGL 2’ = f(z) — AVg(z) mit dem Anfangswert z(0) = y. Dann ist (¢, 0, y)eVy
fir t, 0 < ¢ < tx, mit einem ¢, > 0. Es gilt V(y) = 0, da yedK ist, und somit

t
V(aa(t,0,9) = V(ea(t,0,4)) — V(y) = / < VV.zh > (@)dE
0
t
= / <YV, f(aa) = AVg(zr) > (H)dE < 0,0 <t <ty y,
0

TA(t,0,9)eK, 0 <t <ty ,.

Nun betrachten wir x (¢, 0, zo). Wegen der stetigen Abhéingigkeit von Parametern wissen wir, dafi x (¢, 0, zg)e
B.(xp) ist fiir ein (A, 1), 0 < A < A, 0 <t <ty mit A\, ¢; > 0. Angenommen, es ist 2 (¢,0,z9) ¢ K fiir ein
ta,0 < ta < t;. Dann gibt es (s. Rechnung oben fiir x statt y) ein t*, 0 < t* < to, mit y = x5 (t*, 0, z)ed K,
xx(t,0,20) ¢ K fiir t, t* <t < t* + a fiir ein @ > 0. Da yedK N B (x) ist, ist dies nach obiger Rechnung
nicht moglich. Also ist xy(¢,0,x0)eK fiir t < ¢;. Lassen wir A gegen Null streben, so folgt mit der Ab-
geschlossenheit von K, dafl x(¢,0,z)eK ist, 0 < ¢ < t;. Lemma VIL.11 liefert die Behauptung. Sei nun

K = V~((—00,0]) positiv invariant. Angenommen, es sei V() > 0 fiir ein zoedK. Dann ist V > 0 auf
B.(z0). Da z(t,0, z)eB: (o) fur t klein, folgt

t
Via(t,0,20)) = V(w0) = [ Va(s.0.00))ds >0,
0
V(z(t,0,x0)) ¢ K fiir diese t,
im Widerspruch zur Annahme. O

Korollar zum Beweis von Satz VIL12: Sei p = oo, G C R" ein Gebiet, VeC*(G), VV # 0
auf V=1(0). Dann ist K = V~1((—o0,0]) positiv invariant genau dann, wenn V <0 auf OK ist.

Beweis: Im Beweis des Satzes VII.12 ersetzt man g durch V und betrachtet z’ = f(z) — AVV(z2).

61



([
Satz VIL.12 und das Korollar zum Beweis von Satz VII.12 gelten fiir all n und nicht nur fiir n = 2. Statt
mit B,(0) in Satz VII.12 kann man mit einer offenen Menge G mit G C G operieren. G' braucht nur offen
und mit seinem AbschluB G in G zu liegen wie eben angegeben.

Hinweis: Die Bedingung VV # 0 auf V~1(0) wird im Beweis wirklich benétigt.

VII.13 Beispiel: Die Liénard-Gleichung 3" + ¢g(y,3")y’ + y = 0 mit ¢(0,0) < 0, g(z1,22) > 0 fir
|z| > R fiir ein R > 0. Als das System 1. Ordnung erhalten wir die Gleichungen

¢ 10~ ( Ly )

Sei R > 0, Vi(z) = 1(|z|> — R?). Dann ist mit K = Bg(0) gerade V;'(0)
V=H0) und Vi = (VV, f) = 21 - 22 + 22(—g(21, 22)22 — 71) = —g(71, 72)23

= {z||z| = R},VV1 # 0 auf
<0 auf {z||z| = R} = 0K.

Nach Satz VII.12 ist K positiv invariant.

Sei 0 < r < R, Va(x) =
V, 1 (0) = 0K und

(r? — |z|?). Sei K = {x||z| > r}. Dann ist V, *(0) = {||z| = r}, V2 # 0 auf

1
2

Vz =(VV, f) = —z123 — x2(—g(21,22)72 — 1) = 9(931@2)5”% <0

auf {z||z| = r} = JK, falls r so klein ist, daf g(z1,22) < 0 ist auf |z| = 7.

Also ist R? — B,(0) positiv invariant, also Br(0) N (R* — B,(0)). Dort liegt ein periodischer Orbit,
denn der einzige kritische Punkt ist der Nullpunkt. Es ist

0 1
Df(O): a)‘()‘+g(070)>+120a
-1 —g(0,0)

2
v 90,0 [g(0.0)
2 4

Satz VIL.10 und die auf Seite 60/61 unten gezogene Folgerung aus dem Beweis dieses Satzes gelten fiir
K = Bpr(0), da K genau einen kritischen Punkt enthélt. In K gibt es also einen Grenzzyklus.

—1=0(Df(0)) < {z|Rez > 0}.

Wir fragen nach der Anzahl der periodischen Orbits. Hierzu gilt

VII.14 Satz: Sei G C R? ein einfach (bzw. zweifach) zusammenhingendes Gebiet, sei divf # 0 auf
G. Dann existiert kein (bzw. héchstens ein) periodischer Orbit in G. G "zweifach” zusammenhingend
bedeutet: Das Komplement R? — G hat genau eine beschrinkte Zusammenhangskomponente.

Beweis: Angenommen, v sei ein periodischer Orbit und G sei einfach zusammenhéngend v berandet
ein Gebiet D mit D C G. Nach dem Satz von Gan8 ist (w=Periode)

/Ddivfdx/’y(fldIQde'Tl)/o (fizy — fox})dt =0

Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung, denn divf hat nur ein Vorzeichen in G. Sei nun G zweifach
zusammenhéngend. v umlaufe nicht die Ausnahmemenge wie in der Figur eingezeichnet. Dies fithrt wie
eben zu einem Widerspruch. Also mufl 7 die Ausnahmemenge umlaufen wie in der Figur eingezeichnet.
Haben wir zwei verschiedene periodische Orbits 71, y2, die die Ausnahmemenge umlaufen, so schneiden
sie sich nirgends und beranden wieder ein Gebiet D in G. Wie oben erhalten wir einen Widerspruch. O

VII.15 Beispiel: Sei p = +00. z sei Losung von 2’ = f(x) mit
—mgy — m1 + 21 (22 + 223) -1 -1
flz) = , also Df(0) = ,0(Df(0)) € {§|Re€ < 0},

x1 — X9 + 22 (23 + 223) 1 -1

iiber (t_,t4), wobei die folgenden Rechnungen zeigen, wann mdoglicherweise ¢— bzw. ¢4 gleich —oo bzw.
~+00 sind.
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Sei = ein kritischer Punkt. Dann ist zsf; — x1f2 = —(a:% + m%) = 0. Also ist 0 der einzige kritische
Punkt. Nun gehen wir iiber zu z(t) = z(—t), t > 0, d.h.

z' = —f(z) mit f wie oben, also o(D_¢(0)) C {{|Re > 0}.
Sei V4(2) = |2|?> — R?. Dann ist

Vi(z) = 2z1(z1 + 20 — 21(22 + 222) 4 229(22 — 21 — 22(22 + 222)),
= 2 42— (31 + ) (31 +22)),
= 2(28+22)(1 — (27 +222)) <O fiir [2] = R> 1.

Fiir R > 1 ist Bg(0) positiv invariant beziiglich z. Analog erhélt man mit Va(z) = 72 — |2|2, dafl

. 1
Va(z) = 203 + 2)((23 + 223) — 1) < 0 fir |2] < =,
V2

K=R?- B% (0) positiv invariant beziiglich z sind.

Also ist Bg(0) — B%_(O) positiv invariant beziiglich z, insbesondere By(0) — B
2
periodischer Orbit «, ndmlich z(t) = z(—t).

21 (0). Dort existiert ein
7

Weiter ist

divf = —1+42? 4223+ 223 + (1) + 2% + 223 + 423
= 24 4a? + 83 =4|2]* — 2+ 423
div f verschwindet also in B1(0) — B%(O) nur in den Punkten z; = :I:%, x2 = 0 und ist sonst positiv.

In diesem Fall zeigt der Beweis des Satzes VII.14, dafl v der einzige periodische Orbit in B;(0) — B% (0)
ist. Wir betrachten jetzt

1
V(@) = o - 5

Dann ist V(z) = 2(2? + 223 — 1)(2? + 23) <0 in B% (0). Also ist B%(O) positiv invariant. (¢, 0, zo)
2 2

beginne in o mit |zo| = 1/v/2. Sei z¢ # (0,41/v/2). Dann ist V(zo) negativ, also fillt |z(t,0, zo)| und
mit z(t) = z(t,0,z0) ist

~{F((t),2(0) = ~ 3V (@(t) > YD) mit einem 5 > 0

1
SOz @)* + Az <0,¢ >0,

so daB |z(t)| exponentiell schnell gegen Null konvergiert. Ist 29 = (0,+1/4/2), so ist 2/(0) # 0 und
ist tangential an B = (0), so daBl wir dasselbe Ergebnis haben. Sei D das zum periodischen Orbit ~
2

gehorige Innengebiet. Beginnt x(¢, 0, z¢) in zoeD — B%_ (0) und trifft 9B (0) nicht, so enthélt nach Satz
VIL.7 die Menge Q(x¢) einen periodischen Orbit. Dieser muf} «y sein (offenbar kann x(t) = z(t,0, z¢) den
periodischen Orbit « nicht durchsetzen). Betrachten wir V (z) = 1—|z|?, so sieht man leicht, da8 {|z| > 1}
positiv invariant ist. Sei |z| > 1. Bleibt |z(¢, 0, z¢)| beschrénkt fiir ¢t > 0, so ist Q(zp) periodischer Orbit,
der vom bereits gewonnenen periodischen Orbit « verschieden ist. Dies kann nicht sein, da

vin |J Bal0) - B (0)
R,R>1
der einzige periodische Orbit ist. Also muf} |z(t,0,x0)| fiir ¢ T ¢4 unbeschrinkt wachsen. Es ist nun von
Interesse, die Frage zu studieren, wie sich x(¢,0,xg) in der Nihe eines periodischen Orbits verhilt. Im
Beispiel VII.15 bedeutet dies die Untersuchung der Frage nach dem Verhalten der Losung, wenn xy im
rot schraffierten Bereich der nachfolgenden Figur liegt.
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Hierzu gilt:
VII.16 Satz: Sei x*(t) eine periodische Losung von x' = f(x) mit der Periode Ty > 0. Sei vy ihr Orbit.
Sei
Tg TU
/ spurD f(x*(0))do = / divf(x*(o))do,
0 0
<0
Sei € > 0. Fiir alle yeU = U(e), U eine geeignete Umgebung von v, gilt
|(£,0,y) — 2" (t)] <e.

Ist fOTO spurD f(x*(0))do = fOT° divf(z*(o))do > 0, so gibt es eine Umgebung U von ~y derart, daf8 fiir
alle yeU, die Lisung x(t,0,y) von einem individuellen t* an U verldift.

Beispiel: In Beispiel VIL.15 ist divf > 0 auf |z| > % Also ist auf 7 jedenfalls

To
/ spurDf(x*(o))do > 0
0

Nach Satz VII.16 verlassen also die in einer geeigneten Umgebung von v beginnenden Losungen diese
Umgebung. Man sagt auch, der Orbit v sei abstolend. Diese Situation haben wir bereits in der vorletzten
Figur eingetragen.

Zum Beweis des Satzes VII.16: Wir konnen den Satz hier nicht vollstdndig beweisen und zeigen
statt dessen: Sei v ein nicht-kritischer periodischer Orbit, d.h.

-T(TOa 0,.%'0) = Zo,

und die Periode sei Ty. 7y liege in einem zweifach zusammenhdngenden Gebiet, auf dem f erkldrt und
divf #0 sei . Sei S = {xo+ 0(y — 20)|0€[0, 1]} transversales Segment durch xq, seien x1,x2eS. Dann ist

sign fOTO spurD f(x(0,0,z¢))do =
= sign fol det(f(x1 + o(xe — x1)), 22 — 21)do
= signdet(f(xo),x2 — x1).

Ist zeBs(xo), € > 0, so folgt |z(¢,0,2) — x(t,0,z0)| < € fiir te[0, Tp], wenn nur 0 < & < §(¢) ist. Nach
Lemma VIIL.2 gibt es ein 7¢C!(Bs(z0), R) mit

x(To + 7(2),0,2)eS, T(x0) = 0.

y—x0), I = {(5,0)0 < 0 < 0;,0 < 5 < Ty + 7(z)}. Sei #7 = 2%, 25 =
). Wir fithren eine neue Menge K ein:

Sei z? : +

= X9 0
x(Ty + 7(x1),0, 2%

Siehe auch die letzte Figur auf Seite .... . K werde berandet von v, dem geraden Segment zwischen
x1 und 29 und der Trajektorie z(,0,2¢) fiir 0 < t < Ty + 7(2%*). Ohne Einschréinkung nehmen wir die
Lage von z1,x2 in der letzten Figur an. Wir definieren eine Abbildung

A1 - K

durch
A(s, 0) = z(s,0,z%).

Dann ist A injektiv, denn ist z(s’,0, me/) = (5,0, atg), so folgt, dafl die Losungen iibereinstimmen, also
2% =2, 0’ = 0. Damit haben wir

z(s',0, xa) = (3,0, xeA).

20 liegt nicht auf ~. Sei etwa s’ > 5. Dann erhalten wir aufler v einen weiteren periodischen Orbit mit
der Periode s’ — 3, was nicht moglich ist (in der letzten Figur mit Bild o.4. gekennzeichnet, s. Satz VIIL.1
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im folgenden Kapitel VIII). Anschaulich ist klar: A ist auch surjektiv, A ist auch C'! invertierbar: Es ist

_ x’l(s,O,x‘g)%xl(s,O,me)
met) = (S T

fog) = (50,250 (5,0,0%)
Ja(s.6) = (:c'g'(s,(),il?e)i;zlz(saovxe)
Nun ist
@y = fi(x(s,0,2%),
v = fala(s,0,2%),
of of
A= 5t o,
of of
B = T o
Dy DhOn Oh Or
90" T Oxy 00 Oy 00
By - Oh0m  0hom
90" T Oxy 00 ' Oxy 00
also

Ti(5,0) = Df(x(5,0,2%))Ja(s, 0).
Fiir festes 6 ist also J4(s,0) Losung der Matrixgleichung X’ = D f(x(s,0,2%)) X, also
det Ja(s,0) = det J4(0,0) exp(/ spurD f(z(o,0,2%))do.
0

Man vergleiche hierzu 1.7.12.2, S. 17
Nun ist

_( h@E®) (y—=zoh
Ja(0,6) = ( fa(2?) (y—ﬂfg)z )

(Beachte: 2’ = f(x), 2(0) = w = 2£(0) = ¢; nach Satz 1.7.9, Seite 14). Da S ein transversales Segment
ist, sind f(2?) und y — z¢ linear unabhingig. Also ist det J4(s,6) # 0 in I. Sei

H = spurDf.

Dann ist
/ H(u,v)dudv = /H(:C(s,(),are)) -|det Ja(s, 0)|dsdb
K 1

01 To+7(z?) S
= / | det J4(0, 9)|/ H(x(s,0,27%)) - exp(/ spurD f(z(o,0,2%))do)dsdd.
0 0 0

Ist nun fOTO spurD f(x(a,0,2° = 20))do > 0 (bzw. < 0), so ist fiir 61 klein der Ausdruck
6
fOTO—H(m ) spurDf(z(a,0,2%))do > 0 (bzw. < 0). Einsetzen der Definition von H liefert

01
/ H(u,v)dudv :/ | det J4(0,0)|
K 0
To+7(x?) s
(/ spurDf(xz(s,0,z%)) - eXp(/ spurD f(x(0,0,2%))do)ds)db
0 0

61 T0+T( 6)
= / | det J4(0,0)] - [exp(/ spurD f(z(o,0,2%))do) — 1]d6.
0 0
Demnach ist

To
sign/ spurD fdudv = sign/ spurD f(x(0,0,20))do
K 0
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und

/spuerdudv:/ div fdudv,
k K
— [ (fudis - pod),

oK

= /(f1d52 — f2dZ1) mit ¥ = 1 + t(x2 — 1), te[0, 1],

o

= /0 (fr(z1 + t(x2 — 21)) (@22 — T12) — fo(x1 + t(z2 — 21)) (221 — 211))dE,

1
= / det(f(rl + t(:L‘Q — .Tl)), To — Il)dt,
0

1
sign/spuerdudv = sign/ det(f(z1 + t(x2 — 1)), x2 — x1)dt.
k 0

Da nach Definition VIL.1 auf einem transversalen Segment S der Vektor f(z), zeS, und der aufspannende
Vektor xo — z; linear unabhéngig sind, ist

sign/ spurD fdudv = sign det(f(xo), z2 — 21).
K

Mit der Gleichung oben fiir das Vorzeichen des Spurintegrals, folgt

To
sign/ spurD f(x(0,0,20))do = signdet(f(xo), z2 — x1)
0
wie behauptet. (I

Die im Beweis des Satzes VII.16 gezeigte Aussage gibt uns also ein Kriterium an die Hand, das es
erlaubt zu entscheiden, wann ein periodischer Orbit v anziehend oder abstoflend ist. Da x5 — z; das
transversale Segment S aufspannt, ist det(f(xg), z2 — 21) # 0.

Zur Fortsetzung von fiir ¢ > 0 erkldrten Losungen von 2’ = f(x) nach ¢t < 0.

A. Hamiltonsche Systeme: G C R"

E(.,pr) = E(.,—px)
= Epk('7pk) = _Epk(-v —Pk)
(1) i = Epy. b = —Ey, fiir t >0,

Qr(t) = qr(—t), pr(t) = —pr(—t),t <0, kurz

(2) @k — Q. Pk — —pr,t — —t,

G = —Ep, (@, ~Pr) = Ep, (@, D) = Eg, (@i, D),
Bi = —Eq (G, =),

= —FEg, (qr, Pr.)-

E:Gx B,(0) — R,

Es wird also eine Symmetrieeigenschaft benétigt, damit das System ¢, = E,, , pr = —E, unter g — qx,
Pk — —pk, t — —t in sich iibergeht. Auf der Losung ist

Pk = Mgk, t > 0,
also

pe(t) = —pr(=t) = —mrd_pqr(-1)

My,

£10 = Gu(t) = By (qu(t), pe(t)) — Ep (¢, )

— B, (g1, p)
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Dadurch ist keine analytische Fortsetzung der Losung nach ¢ < 0 gewonnen, da py in ¢ = 0 springt. Man
muf also erst das gegebene System auf den Fall p,io) = 0 reduzieren. Dazu setzen wir fiir ¢ > 0

a(t) = a(t)
pe(t) = pi(t) — p;(co)
Dann folgt
@t) = Ep(ax,pe— 2y +p)
= Ep (@ by + 1) = Ep (G Bk + 1Y)
Pe(t) = —Eg, (qr, px + p;(co))

In Wahrheit nimmt man die neue Hamiltonfunktion E(Zj,ﬁ) = E(¢q,p + p'©). Diese Hamiltonfunktio-
nen besitzen aber nicht die vorher benutzten Symmetrieeigenschaften. Daher mufi man (1) zuerst fiir
q(0) = ¢, p(0) = p(® 16sen, dann fiir ¢(0) = ¢@, p(0) = —p©, in dieser Losung die Ersetzung (2)
vornehmen und dann die Losungen zusammensetzen. Insbesondere fallen —t_ = =T, und t4 = Tyeq
i. allg. unterschiedlich aus.

B. Das System x’ = (—x2 — X1 + X1 (X2 + 2x3),x1 — X2 + x2(x? + 2x2))T
Hier entscheiden erst die Rechnungen, wann ¢t_ bzw. {1 gleich —oo bzw. 400 sind.

VIIL.17.1 Beispiel: Die van der Pol-Gleichung y” + ¢(y? — 1)y’ + y = 0. Es handelt sich um einen
Schwingkreis, falls das Ohmsche Gesetz nichtlinear ist. Da € > 0 vorausgesetzt wird, handelt es sich um
eine spezielle Liénardsche Gleichung (Beispiel VII.13). Umschreibung auf dein System erster Ordnung;:

r =y, 20 =y +e(y®/3 —y), also
) a?

Ty =Y :932*5(?*951),

wy =y +e(y’ — 1)y = —a1,

o = ( vz = Fla) ) mit F(t) :5(2 1)

—x1

Offenbar ist o = 0 der einzige stationdre Punkt. Berechnung von D(0) liefert

(57 5)=(4 o)

und fiir das Spektrum gilt A(A —¢) +1 =0, d.h. A2 —eX +1 =0,

Mit 1.7.12 ergibt sich fiir € < 2 fiir das zugehorige lineare System ein Strudel und fiir € > 2 ein Knoten-
punkt, genauer zeigen die Richtungen der Tangenten in der x1 — z2-Ebene von 0 weg (Quelle).

Wir iiberlegen als Nichstes, dafl eine Losung stets fiir alle Zeiten existiert. Sei V = %|:E|2 Dann ist
2

3 + ex? < elx?,

V = T1T2 — IlF(Il) — Ix1 = —€

(&) < |2(0)] - e*".

Nach Satz 1.7.5 existiert die Losung fiir alle Zeiten.
Wir behaupten: Es gibt genau eine periodische Losung x(¢,0, ) und ihr Orbit ist global attraktiv,
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d.h. ist T # 0, so gilt dist(z(¢,0,7),v) — 0 fiir £ — oo. Beweis der Behauptung:

Wir beginnen eine Trajektorie in (0,p),p > 0. Dann wiichst x; zunichst streng monoton und zo fillt
streng monoton. Dies Verhalten setzt sich fort bis die Kurve x5 = F(x1) erreicht ist, etwa in (z1p, z2p)-
Danach fillt z; streng monoton, ebenso xo. Die Trajektorie trifft die wo-Achse in a(p) < 0. Da mit
(x1,29) auch (—xz1,—x2) Losung ist, trifft die Kurve die Achse wieder in o(p) = —a(—a(p)). Die
Losung ist offenbar periodisch, wenn o(p) = p ist. o(p) ist streng monoton wachsend, denn p > p
impliziert a(p) < a(p), da die Losung zu p ganz innerhalb der zu p gehérigen verlaufen mufl; also

—a(p) > —a(p) = a(=a(p)) > a(—a(p)) = o(p) > o(p). Sei

Wir behaupten: Die Losung ist dann und nur dann periodisch, wenn I(p) = 0 ist. Beweis: Sei die Lésung
periodisch. Wére —a(p) < p, so wire a(—a(p)) > a(p), also —a(—a(p)) < —a(p), o(p) < —a(p), o(p) < p
im Widerspruch zur Periodizitdt. Wire —a(p) > p, so wire a(—a(p)) < a(p), —a(—a(p)) > —ap),
o(p) > —a(p) > p im Widerspruch zur Periodizitit. Umgekehrt folgt aus I(p) = 0 sofort die Periodizitiit.
Wir zeigen also: I(p) > 0 fiir 0 < p < pg, I(p) — —oo fiir p — oo und streng monoton fiir p > py. Dann
folgt: Es gibt genau ein p; > po mit I(p;) = 0. Hierbei ist po dadurch definiert, da8 z(¢, 0, (0, po)) = (v/3,0)
fiir ein ¢t > O ist.

po finden wir so: Wir starten bei (\/g, 0) und laufen in negativer Richtung. Irgendwann wird die xs-
Achse getroffen. Sei V(z) = 1|z|*>. Dann ist

I(p) = V(a(ts,0,p)) = V(2(0,0,p))
ts .
= / V(z(0,0,p))do, wobei t3 so gewihlt ist, dafl
0

x(ts3,0,p)) = (0, a(p)) ist, vgl. Figur vorher.

Dann haben wir

b o 2 ac‘ll(a) 2
/0 V(z(0,0,p))doc = /0 (—ET + exi(0))do,
- / S22 (o) (0) — 3)do, (0,0, p) = (21(0), 22(0)) ",

> 0 fiir 0 < p < po weil dann z1(0) < V3 ist.
Fiir p > po zerlegt sich I(p) entsprechend in 3 Teile, ndmlich

I(p) = /0 1 V(:E(U,O,p))da+/2 V(I(J,O,p))d0+/3 V(I(J,O,p))do‘

t1 2]

(s. Figur vorher) Entsprechend setzen wir

I(p) = Li(p) + LIx(p) + I3(p)

und erhalten

L) = [ -5eeete) 30 -

/“§ e 23(a}-3)
0

T3 aa(z1) — F(;z:l)dml'

Da x5(21) wichst, falls p wichst, und der Zihler positiv ist, fillt 1(p) fiir wachsendes p. Die gleiche
Uberlegung gilt fiir das dritte Integral I5(p), da sich bei der Substitution ¢ — x; der Durchlaufungssinn

umkehrt. Auf dem mittleren Teil ist 1 eine Funktion von x5 und z4(0) = —z1(x2(0)). Wir erhalten
t t 2 2
2 e 2 exi(o)(ai(o) — 3)
o) = [ -5reee) - so = [ HO I 0 0)do

Y2 ¢ e
= / —x1 (2] — 3)dxy = f/ —x1 (2] — 3)dze < 0.
Y1 3 Y2 3
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I>(p) fallt monoton fiir p — oo, da sowohl z1(z2) > 0 als auch y; — y2 monoton wachsen. Weiter haben
wir die Abschétzung

LEap= Y1 1
)= [ Sn@-adden, e = [ Fads 50w V).
Y2 —— Y2
—F(z1)

Ohne Beweis merken wir an, dal b mit p — +o0o monoton gegen unendlich wéchst. Also gibt es genau
einen periodischen Orbit «. Sei D das beschrinkte Innengebiet von . Aus dem Beweisteil vorher folgt:
0eD. Sei 7eD —{0}. Dann ist {Z(¢,0,7)|t > 0} beschréinkt und in D enthalten. In der Nihe des Nullpunkts
ist V(zx) > 123, Also enthlt Q(Z) keinen kritischen Punkt. Nach VIL.7 (Satz von Poincaré-Bendixson) ist
Q(F) = 7. Sei TeR? — D. z(t,0,7) durchliuft ohne Einschriinkung (0, ) mit p > p;. Dann ist o(p) > o (p1)
und mit I(p) < 0 folgt p > |a(p)| = —a(p), —a(p) > —a(—a(p)),p > o(p). Insbesondere ist die Folge
(c™(p)) monoton fallend und o™ (p) | p; fiir n — oo. Also ist o(p}) = pT und p} = p;. O

VII.17.2 Beispiel: Das Riauber-Beute-Modell.

¥ =Lz, L =a— By — Az mit a, 5, A > 0,
y = Ry,R=6x —~ — puy mit §, v, u >0
und

a_7
NS5

Man vergleiche hierzu Beispiel 2 nach IV.4 auf Seite 46.

Wir haben folgendes Bild

I: R>0,L<0,dh gy >02 <0,
II: R<0,L<0,dh gy <0,2’ <0, ; als Teile des ersten Quadranten
IIT: R<0,L>0,dh 3 <0,2">0
IT U III ist positiv invariant: Dazu reicht es, V' = R zu nehmen. Dann ist
V = 6Lz — pRy, also V = §Lx auf V=1(0),
also V < 0 auf V71(0)

Wir wenden hier das Corollar zum Beweis des Satzes VII.12 an, indem wir p = +00 setzen und als Gebiet
G den offenen ersten Quadranten nehmen.

IIT ist positiv invariant: G sei wieder der offene erste Quadrant, V' = —L. Dann ist

V = ALz + BRy, also V = Ry auf V=10),
also V < 0 auf V1(0).

Wie oben wenden wir das Corollar zum Beweis des Satzes VII.12 an.
Bei einer Losung des Réuber-Beute-Modells wie eben eingefiihrt kann nicht

a(t) =

S

>0
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sein, denn wiire 2/ = z(a— By — Az) < x(a— ML) = Az (§
Null konvergieren im Widerspruch zur Annahme. Sei also x(
ist

=

) < —eq1z und z(t) wiirde fiir t — co gegen
) < Fund 2/(t) <0, t; <t <ty +p. Dann

+~ o

/

y = (6r—v—py)y <yldxr—7),
< =gy, t1 2t >t +p.

Also fillt y exponentiell. Wir haben zwei Moglichkeiten: Die Losung bleibt in IT oder geht nach III. Aus
dem Beispiel 2 auf S. 46 entnehmen wir die Vermutung: x(t) — §, ¢t — oco. Dies zeigt man so: Wire
x(t) > § +e3, so folgte mit 2’ = (a—Az)r— Py, y — 0 fiir t — oo da 2’ < —Fiw, also v — 0 exponentiell.
Also gilt in jedem Fall: z(t) — §, t — oo. Bleibt die Losung in I, so konvergiert 2(¢) von oben gegen $.
Uberschreitet die Losung L = 0, so bleibt sie in ITI, da III invariant ist, und x(t) konvergiert von unten
gegen 5. Siehe auch Figur.

Hinweis: {x > 0,y > 0} invariant. Denn: {y > 0} invariant. Vo = —y, VVh = (_01), Vo = —Ry(= 0 auf
y = 0}. {z > 0} invariant. V; = —z, VV] = (Bl), V= —Lx(= 0 auf 2 = 0).
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VIII. Periodische Losungen nichtlinearer Gleichungen

Sei G C R™ ein Gebiet, sei f: R x G — R” stetig. Sei f beziiglich z1, ..., z, stetig differenzierbar, d.h.
%feC’O (R x G,R™), i =1,...,n. Beziiglich ¢ sei f w-periodisch. Sei (¢_,¢;) das maximale Existenzin-
tervall von x(t,0,xq) (t— =t_(xg),t+ = t4(xg)). Sei

G1 = {zo|z0eG, w < t4(x0)}

Aus der stetigen Abhingigkeit von den Daten (Satz 1.7.8) folgt, dafli G; offen ist. Sei die Poincaré-
Abbildung P, gegeben durch
Py (z0) = z(w, 0, z0) fiir zoeG1.

VIII.1 Satz: ' = f(t,x) besitzt eine w—periodische Lisung genau dann, wenn P, einen Fizpunkt in
G1 besitzt (P, ist eine im allgemeinen nichtlineare Abbildung).

Beweis: ' = f(t,z) besitze eine w—periodische Losung. Fiir ein geeignetes x; ist dann x(¢,0,21) =
x(t + w,0, 371),:0131 = z(w,0,21) = Py(x1). Py, besitze einen Fixpunkt, etwa xo = P,z also insbeson-
dere G1 # 0. Sei z(t) = z(t + w,0,x0) auf t_(z9) — w < t < t4(xp) — w. Dann ist

z(0) = z(w,0,z0) = zo,2'(t) = f(t +w,z(t)) = f(t,z(t)), also
x(t) = x(t,0,z9) in max{t_(xg), —w} <t < ty(x0) — w.

x(t,0,20) kann also auf umfassendere Bereiche fortgesetzt werden, ist dann periodisch und wir haben
t_(xg) = —00, t4(x9) = +00. O

Ist f(t,z) = A(t)x + b(t), so verweisen wir auf II. Speziell fiir b = 0 ist P, = U(w,0), d.h. P ist li-
near.

Eine Fragestellung, die uns interessiert, ist die Charakterisierung der Stabilitdt einer Losung mittels
P,. Wegen z(t + w,0,z9) = x(t,0, P, (z0)) folgt

2(2w,0,20) = P2 (z).
Induktiv folgt

z(kw,0,x0) = P¥(x0), also
z(s 4+ kw,0,20) = z(s,0, PXx()

Sei x1,0(t) = 2(t,0,210). Dann ist, wenn o, 21 auf RT existieren,

sup |z1(t) —zo(t)] = sup |x(t,0,21) — x(¢,0,20)],
t t
= sup |x1(s + kw) — zo(s + kw)],

0<s<w,

keN

sup |z(s,0, Pkzy) — x(s,0, Pymo)|.
0<s<w,

keN

Aus dem Satz tiber die stetige Abhéngigkeit von den Anfangswerten folgt, dafi Stabilitdt insbesondere
dann gegeben ist, wenn die Abbildungen PF gleichmiig beziiglich k stetig sind. Ist P, linear, so reicht
also ||Pk|| < C mit eienr von k unabhingigen Konstante aus.

Beispiel:
T1 = T
/! __ — 0 =
=o' = A(t)x, A(t) = ( —w2(t) 0 ) = spurd(t) =0,
iy = —w?(t)x
det U (t,0) = det(U(0,0)) exp( [y spurA(o)do) = 1
=det P, =1
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VIII.2 Lemma: Sein = 2. Wir betrachten x'(t) = A(t)x(t). Sei det P, = 1. Sei |spurP,| < 2. Dann
ist || PE|| < C.

Beweis: Seien )\, Ay die Eigenwerte von P,, = det(P,, — AE) = A2 — spurP,\ + det P,, = 0. (det P, =
A1 g, spurP, = A1 + A\2). Hier ist det P, = 1 nach Voraussetzung. Damit folgt

Ny — spurP, n (spuer>2 1,
’ 2 w
<1
AL =g, M| = A = 1.
A0 PUI
Alsoist P, =S S—l pk=3g ! k) ST PR < (SIS O
0 A 0 A3
2

VIII.3 Folgerung und Hinweis: Ist |spurP,| < 2, so ist der Nullpunkt von ' = A(t)z stabil, A(t)
wie oben. Ist in Lemma VIIL.2 die GréBe |spurP,| > 2, so wachsen die Ausdriicke ||P¥|| unbeschrinkt.

Beispiel:
z" + ¢ sinz = 0 von unterer Ruhelage an (7),
2" — $sinz = 0 von oberer Ruhelage an ().

Wir betrachten nur z in der Ndhe von 7 bzw. kleine x und ersetzen sinxz durch m — x bzw. z und
schreiben im ersten Fall x statt @ — x. Dann haben wir
z" — 42 = 0 von unterer Ruhelage an (1),

2" — gx = 0 von oberer Ruhelage an (]).
+c,c= f—‘; ist die konstante Beschleunigung des Auflagepunktes wihrend der Zeit 7. Es sei ¢ >> g.

Wir betrachten die Probleme

0 = 2'- g—li_cac auf [0, 7],
0 = 2”2 ; o auf [T, 27],
also
' —k’x = 0auf [O,T},k‘Q:g—l’_c,
o —Kk*r = 0auf [r,27],Kk% = £

Py, stellt sich also dar als Hintereinanderausfithrung P, Py mit P; = Uy(7,0), P, = Us(7,0). Nach 1.7.12
haben wir

cos hkt L sin hkt cos Kkt L sin Kt
— k — K
Ui(t,0) = ( k sin hkt cos hkt ) Ua(t,0) = ( — K sin Kkt cos Kt ) ‘

k? auf [0, 7]

Also ist det P, = 1. Unsere Gleichungen haben die Gestalt "/ = f(t)z mit f(t) = { 2 auf [, 27]

oder als System

fA@LMU<f% é>

Obwohl A(t) unstetig ist, iibernehmen wir die Resultate aus Lemma VIII.2. Daher haben wir zu kontrol-
lieren, ob |spurPs,| < 2 ist. Es ist

k
spurPor = 2 cos kT cos hkT + (— — %) sin K7 sin hkT.
K

Es ist mit u? = g/e << 1,2 =a/l << 1,
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kr = TUngrCT\/gvl+u2\/8—f§v1+ﬂ2\/§5\/1+ﬂ27
KT = Twlc;g:\/gm/lfﬁﬂ

k Kk 1442 1 — p2 22
- = 3 3 = :2,u2+0(:u6)5
k k 1—p 1+u m
kr)? kr)4
coshk7:1+%+(;) +...:1+452(1+u2)+254(1+u2)2+...,

8
cos kT = 1 —4e2(1 — p?) + 554(1 -
sin hkTsin kT = krer + ... = 8*(1 — p?) + ...,
16 64
spurPy, = 2(1 + 8%u? — 16e* + ?54 )+ 162 (1 — p?) ... =2+ 32677 — ?54 +....

Soll |spur Py, | < 2 sein, so bendtigen wir 3262 < et & 2¢2 > 342, d. h.

g 2a 3¢l 8a , 16a? 4a 1 V39l
ST <= & —— & & —> :
c <31 20 T RT3 gl T V3gl 21 8a

Fir I = 20 cm, ¢ = lcem folgt also % > 10@ = %, so dafl man fiir eine Frequenz etwa ab 31 Hz
Stabilitat erhilt.

Wir betrachten jetzt das System a’ = A(t)z + b(t, ) mit b: R x R™ — R™ und beweisen

VIII.j Satz: Seien A : R — R”Z, b: R xR™ — R"™ stetig. b sei lokal Lipschitzstetig beziiglich x1, ..., xy,.
Beziiglich t seien A und b(.,x) w—periodisch. b sei asymptotisch linear, d.h.

b(t, )| < e|z| + C.,e > 0, teR, zeR™.

Dann besitzt das Problem x' = A(t)x + b(t,x) eine w—periodische Lisung, falls 1 kein Eigenwert von
U(w,0) ist.

Beweis: Es ist (Die Losung existiert immer auf R nach 1.7.2)
t
x(t,0,20) = U(t,0)xo +/ U(t,o)b(o,2(0,0,20))do.
0

Sei
@ = max I|U(t, o),
0<ogt<w

also

t

ot 0,0)| < alleall + [ alela(o,0.20)| + Co)dor
0

|x(t,0,20)| < v]|zo|] + K auf [0,w] mit v = e,
t

| atelato,0.20) + o
0

aw(e(v|zo| + K) + C),
awey|zo| + K.

|z(t,0,z0) — U(t,0)xo|

ININIA

Nun betrachten wir F: R® — R™ mit

F(z) = (I —U(w,0)) " (Py(x) — U(w,0)x)

und erhalten
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C| Py (@) — U(w, 0)z| < Cawnelz|+ K,

=
N
IA

IN

1
~|o| + R fiir £ =
2|:L'|+ iir e Caw’

F: BQR(O) — BQR(O) stetig.

Nach dem Brouwerschen Fixpunktsatz gibt es ein xgeBag() mit F(x¢) = zo. Dies ist dquivalent damit,
daB

Py (z9) — U(w,0)xg = o — U(w, 0)zp,
Pw (330) =20
ist. xp ist nach Satz VIII.1 Startwert einer periodischen Losung. O

VIIL.5 Satz: Sei A konstant, o(A) N {3Zk|k € Z} = ®. Dann hat das Problem &' = Az + b(t,z)
aus Satz VIII.4 eine periodische Ldsung.

Beweis: Es ist U(w,0) = e*4] also

d
In Satz VIII.4 haben wir gesehen, wie ein Fixpunktsatz erfolgreich zur Losung eines Anfangswertproblems
fiir gewohnliche Differentialgleichungen eingesetzt werden konnte. Wir wollen uns jetzt ndher mit diesem
Methodenkreis beschéftigen und zwar mit dem Abbildungsgrad, zu dem wir i.f. einige Uberlegungen
anstellen. Sei G C R™ offen und beschriinkt. Sei f : G — R™ stetig. Sei p € R" gegeben. Existiert € G
mit f(x) = p. Gesucht ist eine Grofe d(f, G,p) € Z mit

L. d(f,G,p) #0=p € f(G),

2. d ist invariant unter "kleinen Stérungen”,
Ist 1+ Q2 CGund p ¢ f(G— (1 + Q2)) dann folgt d(f, G, p) = d(f, Q1p) + d(f,Qa,Dp),

Homotopieinvarianz,

oro W

d(id,G,p) =1 fiir p € G.

Fiir n = 1, p = 0 konnte man d(.,.,0) als die Anzahl der Nullstellen von f erkléren. Dann ist z.B. 2.
verletzt. Eine andere Moglichkeit ist,

d(f,1,00= > signf'(x)
z, f(x)=0

zu setzen. Diese Idee verallgemeinern wir im folgenden Abschnitt
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IX. Der Abbildungsgrad

Nach unseren Voriiberlegungen am Ende von VIII. beginnnen wir gleich mit
IX.1 Definition: Sei Q C R™ offen und beschrdinkt mit glattem Rand 02 und duflere Normale v. Sei

feCHQ,R™) NC%(Q,R"), sei 0 ¢ () (also |f(x)] > o > 0 auf IQ). Wir wihlen ein @eCO(RT, RT)
mit suppp C (0,€) fiir eine,0 < e < e und [y, ¢(|z])dx = 1. Dann fikren wir den Abbildungsgrad durch

deg(1.9.0) = [ @(lf(a)) det Df @)do
ein. Beachte: Kein Betrag bei der Determinante. Fir p ¢ f(0Q) sei
deg(f,$2,p) = deg(f —p,Q,0).
IX.2 Lemma: Die Definition IX.1 hingt nicht von ¢ ab.
Beweisskizze: Sei h(z) = A(z)g(f(z)), wobei A(z) die Adjungierte zur Matrix der Minoren von D f(z)

und geC°(R™, R*)NCH(R™ — {0}, R"), |Vg| < G ist. Dann folgt divh(z) = det D f(x)(divg)(f(x)). Weiter

setzen wir g(y) = y - ¢(ly|) mit ¥(r) = & [7 w(p)p" "V dp. Dann ist (divg)(f(x)) = @(|f(2)]), und mit
dem Satz von Gauf} erhalten wir

deg(f,Q,0) = /Qdivh(a:)dx,

|
o
2
b
—
"
S—
e}
—
~
—~
o
=
[aa)
S~—
QU
2

1 () -0(€)d, wy, = Oberfliche von ™. (1)

Il

N
—~
o
~

O
IX.3 Lemma: Seien fi,i = 1,2 wie oben, und fir ein e1 > 0 gelte |f;| > Ter auf 02, [f1 — faf < &1 in
Q. Dann ist
deg(fl,Q,O) = deg(anQaO)‘

Dieses Lemma bringen wir ohne Beweis.

IX.4 Folgerung: Mit (1) ist deg(f,,0) fir beliebige feC*(Q,R™) mit f(0Q) Z 0 definiert durch
lim . 9 = . 1=
deg(fi,,0) fiir fr, € C*(Q,R"), fr — f in C*(Q,R"),
k— o0
k € N bzw. k — oo.
IX.5 Satz: Sei Q wie oben, sei f € CH(Q,R™), p ¢ f(0Q) und

deg(f, € p) # 0.

Dann ist p € f().

Beweis: Angenommen, es sei p ¢ f(Q). Dann ist fiir ein g9 > 0 jedenfalls |f(z) — p| > &g auf Q,
also

/ o(|f(z) — p|) det Df(z)dx = 0 fiir alle ¢ wie in Definition IX.1 mit sup ¢ C (0, &0).
Q
Dies ist ein Widerspruch zur Annahme. a

IX.6 Satz: Seien Q1,Q2,Q wie oben, Q1 NNy =0, Q1,0 C Q, f € Cl(ﬁ,R")p ¢ F(Q - (1 UQ9)).
Dann ist

d@g(f7Q,p) = deg(valvp) + deg(fa Q?vp)'
Beweis: Es ist |f(z) — p| > g0 auf Q — (Q1 U Qy),
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/ o(1f(x) — p|) det D (x)dx /, o(1f(x) — p|) det Df (z)dz + / o(1f(x) — p|) det D f (z)d,
Q Q—(Q2:UQ2)

QUQ,

= /( (| f(x) — pl) det Df(I)dIJr/Q ¢(|f(x) = pl) det D f (z)da.
3% 2
_ (I
IX.7 Satz (Homotopieinvarianz): Sei Q) wie oben, I : I = [0,T]x) — R™ stetig, 0 ¢ (I x 08). Sei
f(t,.) = F(t,.) € C*(Q,R"), sei 52-f(.,.) € C°UI x Q,R"), i =1,...,n. Dann ist

deg(f(T,.),0,0) = deg(f(0,.)2,0)

Beweis: I x 99 ist kompakt. Sei also €9 > 0 so gewiihlt, daB |F(¢t,z)| > 8¢ ist auf [zdQ. Es ist
|F(x,t) — F(z,t')] < % fiir [t — /| < &, N € N geeignet. Sei 7, = k%, k =0,...,N. Zu k wihlen wir
fr € C*Q) mit |fr — F(mk,.)| < 2 auf Q. Dann ist |fi — fes1]| < €0 auf Q, [fi| > Teo auf 9Q. Aus
Lemma IX.3 folgt

deg(fk-‘rla Qa O) = deg(fka Qa O)

deg(foa Q, O) = deg(fNa Q, O)

Ersetzen wir €9 durch ¢, 0 < € < gp, und lassen € gegen Null streben, so folgt aus Folgerung IX.4 die
Gleichheit

deg(F(0,.)2,0) = deg(F (T, .),,0),
also

deg(f(0,.),Q,0) = deg(f(T,.),,0).

Sei Q wie oben, seien fi, fo € CY(Q), 0 ¢ £;(0Q), i = 1,2, f1|0Q = f»]0Q.

Dann ist
deg(f1,,0) = deg(f2,,0),

denn aus Satz IX.7 folgt fiir F'(¢t,z) = (1 —t) f1(x) +tf2(x), 0 <t <1,
deg(F(L ')7 Q7 0) = deg(an Qa 0) = deg(F(07 ')7 Q7 O)a

— deg(f1,2,0).
IX.8 Satz: Sei Q) wie oben. Dann ist

deg(id, Q,p) = 1 fiir p € Q.

Sei f € C1(Q),0 ¢ f(99Q). Dann ist
deg(f,Q,0) € Z.

Beweis: Sei p € Q. Dann ist B, (p) C Q fiir ein g9 > 0. Insbesondere ist id — p # 0 auf 9 und
deg(id, Q,p) = /QQQE/Q(LT —p|) - ldx = 1.

Die zweite Behauptung sieht man leicht, falls f=1(0) = {z1,...,2,}, det Df(z;) # 0ist, i = 1,...,n.
Dann ist fiir ein € > 0

f: Uc(x;) — B:(0) bijektiv

mit geeigneten offenen Umgebungen U, (z;), die wir als glatt berandet voraussetzen konnen und fiir die

UE(ZL'z) C Q, UE(ZL'z) N UE(:L']') = @,i %]
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ist. Nach Satz IX.6 ist

deg(f,2,0) = Y deg(f,U(x:),0),

= > signdetDf(e) [ p(lf(a))|det Df(a)ldz,

i=1 Ue(x4)
= YosigndeeDie) [ elluhiy
i=1 B.(0)
=1 fiir ¢ mit sup pc(0,e)

Sonst muBl man das Lemma von Sard anwenden, das besagt: Bei glatten Funktionen liegt die Menge
der Punkte f(z) mit det Df(z) # 0 dicht in f(Q), genauer: f : Q@ — R™ sei aus C'!(Q). Dann ist
f{z € Q|det Df(x) = 0}) eine Nullmenge. Demnach existiert eine Folge (¢,) mit |¢,| | 0,n — oo
so, daB fiir alle x € f~1(c,) gilt det Df(x) # 0. Wegen 0 ¢ f(09) ist 0 ¢ (f — ¢,)(02),n > no und
deg(f — ¢n,Q,0) ist jedenfalls eine wohldefinierte endliche Zahl, n > ng. Aulerdem ist

fen) € Qn > ng.

Nun enthalte ein f~!(c,), n > ng, unendlich viele z1,z2,..., von denen wir also annehmen konnen,
daB sie fiir v — oo gegen ein z € Q konvergieren. Sie mogen in U(Z) liegen, U(T) C Q. In U(T) sei
det D f(z) # 0. Ohne Einschrinkung sei det D f(z) dort > 0. B = {x1,x2,..., T} ist kompakt, dist(B, A =
f~Ycn)—B) > 0. Daher gibt es offene Mengen V,Umit ACV cV CcQ,BC U C U C Qmit VNU = 0.
Ohne Einschréinkung sei U = U, V und U seien glatt berandet. Es ist 0 ¢ (f — ¢,) (@ — V UU), n > ny.
Nach Satz IX.6 ist

deg(f — Cn, Qa 0) = deg(f — Cn, ‘/7 0) =+ deg(f — Cn, Ua 0)

Sei N € N, §(N )B5 (@) C U >0, x1,...,2, € U~ Bsn)(T). Anwendung des eingangs benutzten
Verfahrens liefert

deg(f — ¢, U,0) = Zdeg — n, Ue(24),0) + deg(f — ¢n), Bs(n) (), 0 => N

(Hinweis: f(T) = en. U C U(@), V = V(e,) mit f : U — V bijektiv. z; € Uj>jo flzj) = cn,
Widerspruch gegen Bijektivitit.) im Widerspruch zur Endlichkeit von deg(f — ¢,, U, 0). Also ist f~(c,)
endlich, n > ng, deg(f — ¢n,2,0) € Z nach dem ersten Teil des Beweises.

Fiir n > ny ist deg(f — ¢n, Q,0) konstant, da fiir hinreichend kleine ¢ die Grofle deg(f — ¢,Q,0) ste-
tig von ¢ abhingt. Also ist deg(f,Q,0) € Z. O

IX.9 Satz (Brouwersche_r Fizpunktsatz): Sei B C R", B # Q)_oﬁen, B kompakt und konvex und
glatt berandet. Sei f : B — B stetig. Dann hat f einen Fizpunkt in B.

Beweis:

1. Sei B = Bgr(0), F(t,r) = x—tf(x),0 <t < 1.Sei f € C'(B,R"). Angenommen, es ist 0 = F(tg, z0)
fiir ein 29 € 0B und ein tg € [0,1]. Ist to = 1, so folgt f(zo) = zo und wir sind fertig. Ist ¢o < 1, so
folgt R = |zo| = [tof(x0)| < |f(x0)| im Widerspruch zur Annahme f : B — B. Also ist nach Satz
IX.7 und IX.8

deg(F(1,.),B,0) = deg(F(0,.),3,0),
= deg(id, B,0) = 1.

Nach Satz IX.5 existiert ein 29 € B mit F(1,20) = 0, d.h. 29 = f(x0).

2. Sei B C Bg(0). Seip : Br(0) — B definiert durch: Jedem x € Bg(0) wird derjenige Punkt p(x) € B
zugeordnet, fiir den |p(x) — x| = inf |y — x| ist. Dann ist p(x) = z fiir € B. Ist © € Br(0) — B, so
gibt es wegen der Konvexitéit von B genau einen solchen Punkt p(z) € 0B. x liegt auf der dueren
Normalen auf 9B in p(z). p ist, da OB glatt ist, stetig differenzierbar. Die letzten 3 Aussagen
beweisen wir hier nicht. Sei i : B — Bg(0) die Inklusionsabbildung. Dann ist f : Br(0) — Bz(0),
]? = dofop stetig differenzierbar in Br(0) und hat nach Teil 1 dieses Beweises einen Fixpunkt
20 € Br(0), d.h. f(zo) = zo. Also ist z € B, also p(zo) = zo), also f(x0) = zo.
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3. Der Satz gilt auch, wie angegeben, fiir stetiges f, doch beweisen wir dies hier gleich. O

Wir behalten die Voraussetzungen an {2 bei und zeigen, wie man die Unternummern 1X.2, IX.5, IX.6,
IX.7, IX.8 und IX.9 auf nur stetige f : & — R" verallgemeinert. Sei also f € C°(Q,R™). Sei (fx) eine
Folge mit f, € C'(Q,R").

fr — fin C°(Q,R™), k — oo
Sei 0 ¢ f(0). Dann ist auch 0 ¢ f5(0€), k > ko und fiir ein € > 0 gilt

| fiel > 7,
|fk*fl|§€a kalzkl

Ohne Einschriankung sei kg = k1. Wegen I1X.3 und IX.8 ist

deg(fx,Q,0) = konstant € Z,k > k.

Wir setzen
deg(f,Q,0) = deg(fx,2,0),k > k1.

Aus IX.3 folgt auch, dafi die Definition von deg(f,{2,0) nicht von der Auswahl der approximierenden
Folge (fi) abhiingt. Das entscheidende Hilfsmittel ist Lemma IX.3.

IX.10 Satz (Igelsatz): Sei By = {x|x € R*"* |z| < 1}. Sei S*™ = 9B;. Sei f € CO(S?™ R2™m+1),
Sei f(x) Lx, x € S*™, d.h. f ist Tangentialfeld. Dann existiert ein xo € S*™ mit f(xo) = 0 (" Jeder stetig
gekimmte Igel hat einen Glatzpunkt”).

Beweis: Sei also f € C°(S?™ R?™+1), Wir setzen f stetig auf B, durch

_ @l =Df(E) i f2f > 3
H() _{ 0 " sonst :

fort. Sei Fy(t,z) = (1 —¢t)H(x) £ tz, t € [0,1]. Angenommen, fiir ein € 9B; und ein ¢ € [0,1]
sei Fy(t,z) = 0. Dann folgt zunéchst fiir dieses z, dal H(z) = f(x), also (1 — t)f(z) &tz = 0 ist.
Skalarmultiplikation mit x liefert +¢|xz|? = £t = 0, also H(x) = f(x) = 0. Demnach kénnen wir uns auf
den Fall

Fy(t,x) #0,t €[0,1],z € 0By
beschranken und erhalten mit Satz IX.7 die Gleichungen

deg(Fﬂ:(lv ')73150) = deg(Fﬂ:(O? ')73150) = deg(Ha BI;O)

1
deg(+id, B1,0) = [ ¢(|z]) det(£E)dz = £1,
da die Raumdimension ungerade ist. Also ist
deg(H, B1,0) = 1 und deg(H, B1,0) = —1

und nach dem ersten Teil des Beweises gibt es ein zg € S*™ mit f(zg) = 0. O

IX.11 Lemma: Sei Q C R"™ wie oben, f € CO(R x Q,R™) und lokal Lipschitzstetig beziiglich x € €.
Wir betrachten das System x' = f(t,x) fir Anfangswerte xo € K C Q, K kompakt. Sei 0 < T < t4(xo),
xo € K. Dann ist die Funktion

stetig auf [0,T] x K.

Beweis: Fiir t > 0 ist wegen der stetigen Abhéngigkeit von den Anfangswerten nichts zu beweisen
(siehe Folgerung 1.7.8). Sei also (¢,y;) — (0,y0), j — 00, in [0,T] x K. Sei t; >0, j € N. Dann ist
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(0 = FO0,m0)] = |-(2(t5,0,85) = ) — £(O, o)l
J

I
— I3 [ #0.0.,)d0 - 70.30)
J J0

1 [b
|t_/0 (f(o,2(0,0,y;)) — f(0,y0))do| — 0 fir t; — 0,y; — yo.
J

O
IX.12 Satz: Sei Q C R"™ wie oben, f € CO°(R x Q,R") wie in IX.11. Sei f T'—periodisch beziiglich t. Sei
U C Q offen, beschrinkt und mit glattem Rand OU. Sei U C Q und T < t4(xg) fiir g € U. Ferner gelte

1. 9 € OU habe zur Folge, daff x(t,0,20) # xo fir t,0 < t < T, d.h. es gibt keine t—periodische
Losung, die auf OU startet,

2. f(0,z0) # 0 auf OU,
3. deg(f(0,.),U,0) #0.

Dann gibt es eine T—periodische Lisung in U.

Beweis: Wir wollen Lemma IX.11 anwenden. F liefert die Homotopie. Nach Forderung 1. und Forderung
2.ist F(t,y) # 0 auf [0,T] x 9U. Satz IX.7 zeigt dann, daBl

deg(%(m(T, 0,.) — id)U,0) = deg(£(0,.),U,0) # 0

ist, und aus Satz IX.5 folgt, daB es ein y € U gibt mit

z(T,0,y) = y.

Das Problem besteht jetzt in der Verifikation der Bedingungen des Satzes 1X.12.

IX.18 Lemma: Sei Q C R™ wie oben, f € CO(RxQ, R™) wie in IX.11. Sei f T—periodisch beziiglich t. Sei
V € CHQ) und fiir ein a € R sei U, = U = {z|V(z) < a} mitsamt seines Abschlusses U = {z|V (z) < o}
in Q enthalten und besitze den Rand OU = {z|V (x) = a}. Ist V < 0 auf [0,T] x dU, so gilt: Fiir zo € U
ist t4(zo) > T und fiir xo € OU ist x(t,0,20) # x0, 0 <t < T, d.h. 1. in Satz IX.12 gilt.

Beweis: Wir wenden einen Kunstgriff an: Sei 7 = (;), also @'(s) = A(E(s)) mit f = (}), und das

neue System ist autonom. Sei V(Z) = V(z). Dann ist V = (VV, f) = (VV, f) = V < 0 auf [0,T] x 9U.
Insbesondere ist V < 0 auf 0U, wenn U = {2|Z = (t,z) € [0,T] x U} = {F|7 = (t,2),V(Z) < a}.

o~

Nach Satz VIL.12, Seite 61 und der Bemerkung auf Seite .... ist U invariant, d. h. insbesondere, Z(s,0,Zp)
existiert fiir alle s, falls g = ( ) cl. x(t,0,x0) existiert also fiir alle ¢, d.h. mindestens fiir ¢ € [0, T.

0
. o
Weiter ist V' < 0 auf [0,7]x Umgebung (9U). Ist V(z) = a, d.h. zg € 9U, so erreicht also x(t,0, z¢)
den Rand OU nicht mehr, denn wire z(¢,0, o) ein Punkt auf OU, so wire z(c, 0, z¢) in einer Umgebung
(OU), t —e < o <t mit e > 0, also

t
o= V(a:(%v, 0,70)) = V(a:(%v— g,0,z9)) + V(:C(o, 0,z0)) do,
T—e ——
<0

< V(x(t—e,0,z0)).

Wegen V <0 auf [0,7] x U ist V(x(t,0,20)) < , 0 < t < & mit § > 0 und wir kénnen annehmen, daf
t der erste Zeitpunkt nach 0 ist, zu dem V(z(t,0,z0)) = o wird. Dann ist V(x(t — €,0,2¢)) < a und wir
erhalten einen Widerspruch. |

IX.14 Satz: Seien Q2 C R™ wie oben, h, f € CO(Q,R™), (h, f) < 0 auf 0Q. Dann ist

deg(h,Q,0) = deg(f,2,Q) - (-1)"

Beweis: Sei F(t,z) = th(z) — (1 —t)f(z),t € [0,1]. Fiir z € 9Q ist (F(t, ), f(z)) = t(h(z), f(z)) — (1 —
)| f(z)|? < 0 fiir alle ¢ € [0, 1]. Also ist F(t,z) # 0 auf [0,1] x 9Q. Aus Satz IX.7 folgt

deg(h7 Qa 0) = deg(ifv Qv 0)
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Approximieren wir f € C°(€2,R"), im Raum C°(Q2,R™) durch f;, € C1(£2,R"), so sehen wir aus Definition
IX.1, daB
deg(f‘ﬂ Qa O) = (71)71 deg(f7 Qa 0)

ist. (]
Das Ziel ist deg(Vg, £2,0) # 0 fiir geeignete Funktionen g. Hierzu gilt
IX.15 Lemma: Seien Q C R™ wie oben, g € CYH(Q,R), W5 =W = {z|z € Q,g(x) < B} und W C Q

fiir ein 3 € R. Ferner sei x < 3 und {z|z € Q,g9(x) < a} C B(xg) C W fiir ein xo € Q. Auflerdem sei
Vg # 0 auf {z|z € Q,a < g(x) < B}. Dann ist

deg(Vg,w,0) = 1.

Beweis:

A. Wir wihlen v € (a, 8) mit B, (zo) C {z]z € Q,g(z) <~}. Sei p = min{|Vg(z)|jz € Q,a < g(z) <
(3}. Dann ist nach Voraussetzung p > 0. Wir wilhlen eine in einer Umgebung von W einmal stetig
differenzierbare Vektorfunktion h derart, daff in W gilt: |h — Vg| < £. Dann ist

p
52 |lh —Vg| > |Vg|—|h| > p—|hl,a < g(x) < B,

1 = £.a < gla) < 5.

Durch F(t,z) = th(z) + (1 — t)Vg(z), (t,x) € [0,1] x W, fithren wir eine Homotopie ein. Es ist
[th+ (1 —t)Vg| > |[Vg| —t|h — Vg| > £ > 0 auf [0,7] x OW, also

deg(Vg, W, 0) = deg(h, W, 0)

2. Wir betrachten die Differentialgleichung 2’ = —h(x). Sei V() := g(z) —~. Dann ist V = (Vg, —h)
und (Vg, —h) = (Vg,—h+ Vg — Vg) = —|Vg|? + (Vg,Vg — h), also

V= (Vg —h) < |Vgl(5—[Vgl) < -EIVyl

2
< 7% <0 auf {z|z € Q,a < g(x) < B}

Nach VIIL.12, Seite 61, und der Bemerkung auf Seite ..... ist C., := {z|z € Q, g(z) < 7} invariant fiir
x' = —h(z), und es gilt fir y € 9C, sogar: z(t,0,y) € C, fir ¢ > 0. Wire stets g(z(¢,0,y)) > «,
dann folgte

o(2(t,0,1) — gy) = vwwawwwwn=4vww&mmU
.2
- t
g(@(t.0,y) < v-5t

und dies ist ein Widerspruch fiir ¢t > Ty = w. Also existiert ein ¢ > Ty mit g(z(£,0,y)) < o
Dann ist jedoch

9(z(t,0,y)) < ot > t,
da V <0 auf o < g(z) < j ist.
C. Wir betrachten die Homotopie

1
_(y - I(t707y))?TO Z t> Oa

—J 1
Fe.) { h(y),t =0,

die nach Lemma IX.11 stetig auf [0, 7] x C, ist. Nach A. und B. ist F(t,y) # 0 auf [0, To] x 9C,,.
Weiter ist h # 0 auf W — C. Damit folgt

deg (%’Q’@ - el &0,

= deg(h, W,0).
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D. Wir betrachten die folgende Homotopie:

G(t,y) : [0,1] x Cy — R" mit
G(ty) = (1= OF(Toy)+tly -~ 20)7-
= ly— (1= 1) X (To,0,9) + t2o)].
0

Es ist |y — xo| > r fiir y € AC,, und es bedeutet keine Einschréinkung, Ty = 2(y — )/p* durch
To = 2(y — @)/p? + 1 zu ersetzen. Dann ist z(Tp,0,y) € {z|z € Q, g(z) < o} fir y € C, und

|2(T0,0,y) — x| < 7.

Fir ¢t € [0,1], y € 0C, folgt

1
Gt 9)l 2 7 [ly = zol = |#(To, 0, y) = 2ol > 0

id — 2(Tp, 0,. id—
deg <7Z I;O’ ’),C’,Y,())deg <—Z TT/O,C’V,O) =1
0 0

nach Satz IX.8. Mit den letzten beiden Gleichungen aus Beweisschritt C. folgt die Behauptung. O

also

IX.16 Korollar zu Lemma IX.15: Sei g € C1(R™,R), g(x) — oo fiir |z| — oo, |Vg(z)| # 0 fir
|z| > rog. Dann ist

deg(Vyg, Br(0),0) =1 fiir r > ro.

Beweis: Sei @ = max g(z), ¥ = max{|z||g(x) < a}. Dann ist co > 7 > rg, denn wire 7 < rg, so Iz’ mit

¥ < |2'| < ro und g(x) > a, Widerspruch. Sei 8 > 1;17?3)9' Mit Q@ = R", W = {z|z € R", g(x) < B} ist

W CQ a<p {rlr € R" g(z) < a} C Bx(0) C W und wegen 7 > rq ist Vg # 0 auf {z|z € R",a <
g(x) < B}. Nach Lemma IX.15 ist deg(Vg, W,0) = 1. Wegen Vg # 0 auf W — B, (0) folgt mit Satz 1X.6
daf

deg(Vg, B;(0),0) = 1,7 > 7o.
0

IX.17 Satz (Krasnoselskij): Sei f € C°(R x R",R"), T'—periodisch beziiglich t, lokal Lipschitzstetig
beziiglich x € R™. Sei V € CY(R"™,R) mit V(t,x) < 0 fir |z| > ry > 0, t € [0,T]. Sei V(z) — oo fiir
|x| — oo oder V() — —oo fiir || — oo. Dann hat ' = f(t,x) eine T—periodische Losung in B, (0) mit
r=max{|z|[V(z) < 3 max V}

Beweis: Falls V(2) — 4oo0 fiir 2] — oo, wollen wir Satz IX.12 anwenden. Es sei

max

U={azlz € R V(2) <a}a= 5

\%4

U ist offen und beschriinkt wegen unserer Annahme iiber V. Aus demselben Grund ist U = {z|z €
R™, V(z) < a} C R™. Auf U ist V(x) = a und umgekehrt. Also ist B,,(0) C U. Sei ¥ € oU N B,,(0).
Dann existieren ein B.(Z) C B,,(0) und ein y € B.(Z) mit V(y) > «, Widerspruch. Demnach ist
lz| > 7o auf QU und V(t,z) < 0. Nach Lemma IX.13 ist 1. in Satz IX.12 erfiillt. Insbesondere ist
V(t,x) = (VV(x), f(t,z)) <0 fiir z € OU, t € [0, T], und f(0,z0) # 0, 20 € OU. Also ist IX.12, 2. erfiillt.

Weiter haben wir nach Satz 1X.14

deg(f(07')7U7 O) = (71)7’1 deg(v‘/v U7 0)7
also deg(£(0,.),U,0) = (—=1)"deg(VV, B,(0),0) wegen VV # 0 auf U — B,,(0),
= (—1)"nach IX.16.

Nach Satz IX.12 gibt es eine T—periodische Losung in U. Mit U C B,.(0) folgt die Behauptung im Fall

V(z) — +oo fiir |z] — oo. Im anderen Fall setze man V = —V, f(t x) = —f(—t,z). Dann gibt es
nach dem bereits bewiesenen Teil eine T—periodische Losung @ von 2/ = f(t,z). Also ist y(t) = z(—t)
T—periodische Losung von ¢’ = f(t,y). a
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IX.18 Beispiel: ¢y’ + ¢'(y)y’ + by = h(t) mit b > 0, g(y)y > 0, h T—periodisch. Sei

I =Y, = Ill :.T27g(171),
xo =gy +y, = z5=nh()—bx.

Sei e > 0, § < min{b, 1},
2 2 €\ 2 €\ 2 .
V(z) = ba{ — exya9 + 25, also V(x) > (b— 5)301 +(1- 5)302 — o0 fiir |z| — oo.

Dann ist

V(t, x) = (2bxy —exa)(x2 — g(x1)) + (222 — ex1)(h(t) — bay),
= —53:% — 2bx1g(x1) 4 2bx129 + EX2g(21) + Eba:% + h(t)(2z2 — 1) — 2bx122.

Zusatzvoraussetzungen: g(y)y > dy? mit einem ¢ > 0, |g(y)| < Aly| mit einem A > 0. Dann ist

. g [3)
Vita) < —20aF - Sad+ So(en)? + ebad + h|(2laal + o),
2

A
(e(b+ ) — 266)a3 — =3 + Bl (2las| + el ),
< 0 fiir € > 0 klein und |z| > R = R(e).

IN

Eine Verallgemeinererung auf den Fall |g(y)| < Aly| + Bly|?/? ist moglich, wenn B geeignet ist. Wir
wenden IX.17 an mit rog = R.

Falls man keine, wie man auch sagt, Leitfunktionen V findet, kann man versuchen, Fixpunktsétze in
Banachrdumen anzuwenden.

Sei T > 0,
Cr = {yly € C*(R,R),y T — periodisch}.
Dann ist Cr ein Banachraum, wenn wir als Norm ||y|| = o<ieT |y(i) (t)| zu Grunde legen. Wir betrachten

i=0,1
i.f. das Problem y"” = g(t,y,y’) mit g T periodisch und geeignet regulir.

Ohne Beweis geben wir das folgende Ergebnis an:
IX.19 Satz: Wir betrachten die Probleme
(Py) y" =gt y,y'), A € (0,1]

mit g wie eben eingefiihrt. Sei D C Cr offen und beschrdnkt. Es gelte

i) Isty eine T—periodische Losung von Py, so isty ¢ 0D
it) Sei go(a) = % fOTg(t,cuO)dt. Ist go(a) =0, so ist a(t) :=a ¢ 0D
iii) Fir D = {ala € R,a(t) = a € D} ist deg(go, D,0) # 0 (D ist offen und beschrinkt).
Dann hat Py eine T —periodische Losung in D.

IX.20 (Anwendung des Satzes IX.19): Sei g wie eben eingefihrt. Sei
a) g(t,—M,0) <0< g(t, M,0) fir ein M >0 und fiir alle t € R.

b) |g(t,y,2)| < ®(|z|) fiir alle t € R, fiir alle y mit |y| < M und alle z € R und mit einer Funktion
@Rt — RT, fiir die

sei.
Dann gibt es eine T —periodische Lisung y von y" = g(t,y,y") mit |y(t)] < M.
Beweis:
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A. Sei y(t) eine T—periodische Losung von Py. Sei y(tg)? = tes['(l)I;’T]y(t)2 = [oRy(t)®. Alsoist 2y(to)y' (to) =
0, 2(y'(t0))? + 2y(to)y” (to) < 0. Ohne Einschrinkung sei y(tg) # 0. Dann ist y'(top) = 0 und

y(to)g(to,y(to),0) < 0. Also ist |y(to)| # M nach Voraussetzung, also tes[%f’T ly(t)] # M.

B. Aus Voraussetzung b) folgt, dal eine T'—periodische Losung von Py mit |y(t)| < M auch |y/(¢)] <
C(M) erfiillt. Siehe hierzu [Hartmann, ODE, 1964]. Wir zeigen dies fiir den Spezialfall ®(|z|) < K.
Es ist

L o2y,

y(T) —y(t) = (T =)y’ (t) + 3

y(0) — y(t) = —ty/ (1) + 517" (€).

Aus diesen beiden Gleichungen folgt

y(T) = y(0) =Ty'(t) + %(T — )%y () - %to”(E’),
v0) = 1 T) — () + (5o~ T Eyey),

1
ly' (1) < TQM + KT =:C(M).

Sei D = {yly € Cr, S (1) < M, tes[‘(‘)pT] |y’ (¢)] < C(M)+1}. Dann ist D offene und beschréinkte

Teilmenge von Cr. Ist y € 9D, so ist te o [y(@) = M oder tes%pT |y’ (t)] = C(M)+1. Demnach ist
IX.19 i) erfiillt. Sei a(t) = a € ID. Dann ist a € {—M, M}. Nach Voraussetzung a) ist go(£M) # 0.
Also ist Voraussetzung ii) in IX.19 erfiillt. Es ist id(z) - go(z) > 0 fiir z € D = {—M, M}. Damit
folgt nach Satz IX.14 die Gleichung

deg(go, D, 0) = deg(—id, D,0)(~1)! = (-1)? = 1.
Also ist auch iii) in IX.19 erfiillt. Aus I1X.19 folgt die Behauptung. O
IX.21 Variante fiir

Y+ /\%(G'(y)) + Aby = Af(t) mit b # 0,

Gly) = ay™ + G(y), |G ()] < ey + 2
und Konstanten p € N, G > 0,c¢1,c2 > 0, A € (0,1] wie vorher.

Speziell ist p = 2, G(y) = 12y — 2y mit positiven Konstanten ¢, a zulissig. Dies fithrt auf G'(y) =
gy?’ — ay und damit auf die van der Pol-Gleichung

v '+ @y —a)y +by=f(a=70)

(fiir A =1). Von f setzen wir voraus: f ist T—periodisch und fOT f(s)ds = 0. Wir zeigen nun, daf§ IX.19
i), ii) und iii) gelten. Es ist g(¢,v,vy°) = f(t) — by — G"(y)y', also

go(a) = %/0 (f(t) — ba)dt.

go(£a) # 0 fiir |a| grof. Insbesondere ist auch g(t,+M,0) # 0,t € R,
signg(t, M,0) # signg(t,—M,0),

wenn M > 0 grof} ist. Nun haben wir zu beweisen, daf fiir T'—periodische Losungen y(t) stets |y(t)| < M,
|y (t)] < C(M) ist in [0,T]. M.a.W.: A-priori Abschitzungen liefern, daf§ keine periodischen Losungen
auf 0D liegen, wenn die offene beschrinkte Menge D geeignet gew#hlt wird. Sei also y € C’T Losung
von y" + /\%(G’(y)) + Ay = Af(t) mit b # 0, A € (0,1]. Dann ist fOTy”dJ =0, fT (G (y))do = 0,

r fdo = 0. Daraus folgt
fo g
T
/ ydo = 0.
0

Sei Y (t fo o)do — & fOT (fy y(o)do) du. Dann ist

Y(T) = f% /OT (/Ou y(a)da> du = Y(0)



/0 Y(o)do =0,Y'(t) = y(t).

Nun multiplizieren wir y” = A% (G’ (y)) + Aby = Af(t) mit Y (¢) und integrieren von 0 bis T'. Dies ergibt
T T
/ y'Ydo = f/ y'Y'do + [y YT,
0 0

T T 1 /T
= —/ y’Y’dU:—/ y'ydoz——/ (y*)'do = 0.
0 0 2 Jo
d

| G@wvar=— [ cwyar
! Ydo = TWY _1 Y3(T) - Y?(0)) =0
/Oby da—b/o da—2b( (T) =0,

T T T T T
aso  + [ pvdo—— [ Glydnazp [ o < [ (el v alido+| [ pvdol
0 0 0 0 0

sup

0,7 Y.

T
< [ (s + calyldo + o)
0

Als Einschub behandeln wir nun eine Abschétzung fiir Funktionen w € C1([0, T, R), mit fOT w(o)do = 0.
Dann ist w(tg) = 0 fiir ein ¢t € [0, 7] und

to T
w(s)? = (w(s) — w(ty))? = ( / W (0)do)? < ( / W (0)2do)T

Damit ergibt sich

T
a2p / y*Pdo
0

IN

T T
| (ealyPr o+ calylydo + VTC@)( [ lyPdo’,
0 0

IN

T o1 T T
al / ly[*Pdo) "5 + & / ly[*Pdo) 7 + 25( / ly[*do) =7,
0 0 0
G=6(T),i=1,2,3;
Mit z = (fOT |y|2pd0)ﬁ heiBit das
2 <P 1 G2, = G(T),i = 1,2,

T T
Z§K1,/ |y|2pd0§K1,/ |y|2do§K1,K1 = K(T).
0 0

Wir multiplizieren die Differentialgleichung mit y und integrieren von 0 bis T'. Es ist (y € Cr)

T T T
/ O4(G' (v))ydo = / G (y)ydo = — / O4(G(y))do =0,
0 0 0
also wegen y € Cr
T T T
/ Iy [2do < & / y[2do + / Fllyldo), & = &(T).
0 0 0

Mit dem Einschub folgt |y(T")| < Ko = K5(T'), 0 < ¢ < T. Nun multiplizieren wir die Differentialgleichung
mit " und integrieren. Es folgt

T T T T
/ Iy |?do + )\/ (G (y))y" do + )\b/ yy'do = / My'do,
0 0 0 0

T T T
[ wpde < e[ o [l do). e = ex(T K)
0 0 0
T 1 T 1 T 1
< al([ o)t ([ WP P e = a1 K
0 0 0
T ) T
< el | M) =T K, [ lyPdo)
0 0
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Da y € Cr ist, ist fo o)do = 0. Mit dem Einschub folgt
T
W (8)] < & = é(T, K2,/ ly/2do),0 <t <T.
0

Mit der bereits gewonnenen Abschétzung fiir fOT |y/|2do erhalten wir
[y ()| < K3, K3 = K3(K>3),0<t<T.

Man wird also M = Ko + 1,

su

D = {yly € Cr, ly(t)] < M, te, T]Iy()l < K3(M) + 1}, C(M) = K3(M)

te[OT]

wéhlen. Damit liegt keine T'—periodische Losung von Py auf dD. Verlangen wir auch noch, dafi M >
ﬁ fOT |f(o)|do ist, so gelten auBler IX.19 i) auch IX.19 ii). Mit derselben Methode wie im Beweis von
IX.20 zeigt man I1X.19 iii).

IX.22 Variante fiir y" + ey’ + h(y)) = A\f(t) unter den folgenden Voraussetzungen: ¢ # 0,

sign(h(y)y) = const # 0 fiir |y| > Ry und f T—periodisch, fo o)do = 0. Der Parameter \ variiert wie-
der in (0, 1]. Wir wollen wieder die Existenz einer T'— perlodlschen Losung y € Cr zeigen und benétigen
dazu entsprechende a-priori Abschéitzungen. Wir multiplizieren mit ¢’ und integrieren von 0 bis 7. Dann

folgt
T T
/ "y'do =0 / h(y)y'do = 0,
0

T
c|/ o)do = |/ fy'do| < clT(/ |y/|2do)%,
0

/ y?(0)do < ca,c0 = co(T).

0

Sei n(s) = y(s) — % o yl(o)do. Dann ist fo o)do = 0, und es gibt ein ¢y € [0,7] mit n(ty) = 0. Also

ist [n(t)] = |n(t) —n(to)| = | ft o)do| < g, c3 = c3(ce, T). Nun integrieren wir die Gleichung von 0 bis
T. Dann folgt:

fOT h(y)do = 0, also existiert t; € [0,7] mit h(y(t1)) = 0 und |y(t1)] < Ri, da sich sonst ein Wider-

spruch zur Voraussetzung ergibt. Also ist

1 T
7 [ ool = Int) - y(er)] < o + B,
0

1 T
O] < Inlo)) + |7 [ (o)) <2604 R0t 2T,
0

Nun multiplizieren wir die Differentialgleichung mit y”” und integrieren von 0 bis 7. Dann ist fOT y'y"do =
0,

T T
[ hwlits < euenen ) ([ 4ok,
0 0

T
/ Fllydo
0

T T
/ y"?do < c5(ca, c3,T) und wegen / y'do = 0 auch
0 0

IN

T
caleaT) - ( / y"do)?,
0

also

|y/(t)| S 06(023033T)70 S t S T.

Damit ist klar, wie D in IX.19 i) zu wéhlen ist. Es ist

go(a) = %/O o(t,a,0) = %/O h(o)do — h(a) = —h(a)(# 0 fiir |a| > Ry)

85



und IX. ii) erfiillt. Zu IX.19 iii): Wir haben
deg(go, D,0) = deg(—h, Bg, (0),0).

Mit g fest, |y| > Ry, F(t,z) = th(z) + (1 —t) sign(h(y)y) =,0 <t <1, |z| < Ry folgt
—_———

=+1 fiir |g|>R,

deg(go, D, 0) = deg(—sign(h()7)id, Br, (0),0) = —signh(y)j # 0.
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X. Aspekte der Verzweigungstheorie

Wir betrachten Probleme der Form z’ = f(¢,z, ) mit A € A, A eine Parametermenge, und interessieren
uns hauptsichlich fiir die qualitative Verinderung des Losungsverhaltens in kritischen Punkten (zq, Ao),
d.h. f(t,l‘o, )\0) =0.

X.1 Verzweigung bei kritischen Punkten autonomer Systeme x' = f(x,\)

Sei f(xg, o) =0, d.h. z¢ ist kritischer Punkt. Problem: Gibt es fiir A € U(\g) ebenfalls einen kritischen
Punkt 2(X)? Ist D, f(xo, Ao) eine regulidre Matrix, so existiert nach dem Satz iiber implizite Funktionen
lokal eine eindeutig bestimmte Vektorfunktion z(A) mit f(x(X),A) =0, A € U(Ao).

Beispiel:

1. f(x,\) =22 - X\ A>0, 2 €R. Zu A =0 hat 22 — X = 22 = 0 nur die eine Lésung x = 0. Zu A > 0
existieren die beiden Losungen 1 = v/, 2o = —V/\. Es ist % = D, f =01in (0, \). Solche Punkte,
bei denen sich die Anzahl der kritischen Punkte &ndert, sollen Verzweigungspunkte heiflen.

2. Sei A € R, (z1,72) € R?,
A\r1 + xo(23 + 23)
flz,A) =

A\ro — 11 (23 + 23)

D, f(0,)) = < A >

Obwohl det D, f(0,0) = 0 ist, sind {(0,\)|]A € R} alle Nullstellen, d.h. in (0,0) dndert sich die
Anzahl der kritischen Punkte nicht, und wir haben keine Verzweigung.

Dann ist

3. Sei A € R, (1‘1,1‘2) S RQ,
Fla ) = ( Arq + xo(23 + 23) )

\vg + 21 (23 + 23

Dann ist (0, A) kritischer Punkt fiir A € R und

A 0

Dy f(0,A) =
0 A

@A) =0 = Az = \a2, @y = £a9, Azy + 223 = 0, Azo + 223 = 0, also A = —222(z; = a2),
A = 223(z1 = —x2). Demnach haben wir folgendes Bild:

4. Sei A € R, (z1,22) € R,
- 2

Stationdre Punkte: z = 0, A € R und z mit |z|?> = X fiir A > 0. Es ist

N A —z3 — 323 —27122
Dyf(z,A) =
—2x129 A — :c% — 3:1:%
N A 0 N —2z% —2x1To
D.f(0,\) = ,Df(x,)\) = fir A = |x|?
0 A —2x129 —235%

Spektrum: p? + 2u(x? + 23) + 42?23 — 42222 = 0 & p? + 2uN =0, ug = =2, po = 0.

In den Fillen 2., 3., 4. ist p = 0 Eigenwert der Vielfachheit 2 (gerade) von D, f(0,\), D, f(0,)),

~

D.f(0,)). In 3., 4. liegt in (0,0) ein Verzweigungspunkt vor, in 2. nicht.
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Die Stabilitét der kritischen Punkte (zq, Ag) richtet sich gem&8 Satz IV.4, S. 45 nach 2’ = (x — z¢) =
f(ma )‘0) - f(an )‘0) mit

n(=2)

_ _ 0% f
[z, A0) = f(zo,Xo) = f(z,X0) = Daf(wo, Xo)(x — 0) + ”2231 zi0z; (z0)-
n(=2) B
(@~ ap)le’ —ai) ”;1 2] / axlaxgamk (20 + tw —20))(1 ~ &)"dt
(2 — b)) (2! — af) (2" — xf)

Daraus ergibt sich mit Satz IV.4, da8 in Beispiel 4. die kritischen Punkte (0, \) fiir A < 0 stabil und fiir
A > 0 instabil sind. Durch Beriicksichtigung von Termen hoherer Ordnung (s.o.) oder Betrachtung von
Funktionalen zeigt man die Stabilitidt von |z| = VA, A > 0. Ahnliche Uberlegungen lassen sich in den
anderen Fillen durchfiihren.

X.2 Dynamische Verzweigung, Beispiele

Sei (2 1 a2 )
xo —x1(x] + 25 — A
\) =
f(z,2) ( —z1 — xo(2f + 23 — N )
A 1
Die kritischen Punkte sind genau (0,\), A € R. Es ist D, f(0,\) = und das Spektrum
-1 A

bestimmt sich aus (A — M)Q +1=02zup2=A=xi Fir A = 0 wird die imaginédre Achse gekreuzt. Wir
betrachten das System z’ = f(z, A) und fithren Polarkoordinaten ein, d. h.

z1(t) = 7(t)cosp(t), z2(t) = r(t) sinp(t),
xp = 7r'cosp—r(sinp)y,
xh, = 7r’'sing+r(cosp)y,
Toxh —xiah, = —r?(sin® ¢ 4 cos? go)go = —r?y/,
1 1
o = T—2($1x2 xomy), v’ = ;(xlx'l + z0ab).

Da (z1,22)T das DGL-System 16st, ist

rixh — xox) = —x —xywa(r? = \) — 23+ zya(r? — \) = —r?
¢ = -1,

T1x) + ez = —a2(r? = N) —a3(r? = \) = —r?(r* = \),
ro= =34

Fiir A < 0 folgt v < —r3, also r(t) — 0, r — oo, und 0 ist fiir alle Anfangswerte stabil. Fiir A > 0
erhalten wir 7/ = —r(r? — \). Eine Losung ist 7 = \/_ X, o(t) = —t, d.h. 21 (t) = VAcost, zo(t) = —V/Asint

An diesem Beispiel sehen wir, daf sich zusétzlich zu den stationdren Losungen (0,)), A € R, zeitlich
periodische Losungen einstellen. Dieses Phiinomen heifit Hopf-Verzweigung (E. Hopf 1942). Ursache:
Repi 2 =0, Im p7 9 # 0 fiir A = 0. Mit anderen Worten: Es liegen rein imaginire Eigenwerte vor, die # 0
sind.

Einige Literaturangaben zur Verzweigung: Iooss-Joseph: 1980 Springer, Chow-Hale: 1982 Springer, Gucken-
heimer-Holmes: 1983 Springer.

Wir interessieren uns fiir das folgende Problem P(A): o' = f(t, 2z, \) besitze fiir A = Ao eine nichttri-
viale T'(Ao)-periodische Losung. Es sei f(t,z,A) beziiglich ¢ gerade T'(A)-periodisch mit einmal stetig
differenzierbaren Funktionen T, f. Wann besitzt P(A) fiir A € U(\g) eine T (\)—periodische Losung, die
nichttrivial ist?

Beispiel: 3" + ay = sinwt, a > 0.

2r 2m
w  (Projektion auf 2. Komp. von \) = Ao

f(t,;z:,/\)< 2 >,>\(a,w)€R2, T(\) =

—ax + sinwt

88



Fiir w? # a existiert genau eine —perlodlsche Losung. Fiir séimtliche Werte A\ = (ag, wp) mit Nw3 # a>
gilt dies auch in einer Umgebung von \g.

Im néchsten Satz untersuchen wir das Problem P(\) das kein Verzweigungsproblem ist. Die Metho-
de zu seiner Losung heifit Poincarésche Kontinuitédtsmethode.

X.3 Satz: Wir betrachten das Problem P(\) wie vorhin eingefithrt. Das linearisierte Problem

y' = Dy f(t,z2, (1), M)y mit der T (\o)—periodischen
Lésung xx,(t) von ' = f(t,x, \g) besitze keine nichttriviale

T (\o)-periodische Lisung

Dann hat P(\) in einer Umgebung U(Xg) von Ao fir jedes A € U(X) genau eine T'(N)-periodische Lisung
xx(t) mit folgender Eigenschaft. Zu e > 0 existiert ein §(c) > 0 derart, daff

A (ET(N)) — 2, (ET(Ao))| < € fiir [ — Ao| < 8(¢), ¢ € R,

15t.
0 1
Bemerkung: Im letzten Beispiel ist D, f(t, zx, (t), Ao) =
—a 0
Beweis: z(t,0,z,\) sei die Losung von 2’ = f(¢,2,\) mit Anfangswert z. Dann gilt offenbar fiir

2o = ,(0) die Gleichung zy,(t) = x(t,0,20,Ao) und x,(¢) existiert fiir alle ¢ > 0. Es gibt also
Umgebungen Uy X Vj von (zg, Ag) in R™ x A derart, da8 (¢, 0, z, A) fiir mindestens ¢ > T'(\) existiert. Sei
P : Uyx Vo — R™ gegeben durch P(z,\) = x(T(\),0,2,)). Esist P(29,\o) = 20. P ist von der Klasse C*,
da f und T von der Klasse C*! sind. Sei g(z,\) = P(z,\) — z. Gesucht sind Punkte (z, \) mit g(z,\) = 0.
Notig fiir die eindeutige Auflésung um (zg, Ao): D.g(z0, Ag) nicht singulér. Dann wiire g(h()\),\) =0
in einer Umgebung U(Ao). Es ist

DZQ(ZOa A0) = DZ:E(T(/\())a 07 205 /\) - Lk
Nun 16st 0z/0z; das System y' = A(t)y, y(0) = e; mit A(t) = Dy f(t,xx,(t), o) (siche Satz 1.7.11).
Also ist D,2(T(X o), 0,20, ) = X(T(A ))7 wobei X'(t) = A(t) - X(¢) und X(0) = E sind. Wie nach
dem Korollar zu Satz I1.1 bemerkt, ist X (T (\o)) Mondromiematrix. Nach dem Korollar zu Satz II.1 und
Voraussetzung ist 1 kein Eigenwert von X (T'(Xo)), also ist X (T'(A\g)) — E regulér. Noch zu zeigen ist

lz(tT(N), 0, (), A) — z(tT(Xo), 0, h(Xo), Xo)| < €

fiir t € R, |]A—Xo| < d(¢). Das Vektorfeld v(t,x) = x(t-T(\), 0, h(A), A) ist 1-periodisch. Also ist fiir e > 0
gerade
[u(t, A) —v(t, Ao)| < € fiir |A — Xo| < d(e), t €[0,1],

denn sonst existieren ein €9 > 0 und Folgen ()\;), (¢;) mit A; — Ao, @ — o0, t; € [0,1], &; — t*, i — o0
derart, daf}

[v(ti, M) — v(ti, Ao)| > &0, also fiir i — oo

|U(t*a)‘0) —’U(t*,)\o)| > €0
sind, und dies ist ein Widerspruch. ]
Betrachten wir wieder die Verzweigung stationdrer Losungen von z' = f(z,)), d.h. von Lésungen

(0, X0) von f(zo,Ao). Wie durch die Erérterungen in X.1 nahegelegt wird, tritt jedenfalls dann kei-
ne Verzweigung ein, wenn D, f (o, \g) regulir ist. Notwendig ist also, dal D, f(xq, Ag) singulér ist. Bei
der Verzweigung periodischer Lésungen bei 2’ = f(¢,x, A), bei der man also von einer T'(\g)-periodischen
Losung xy,(t) von o' = f(t,x,\g) abzweigende T'(\)-periodische Lésungen x)(t) von ' = f(t,z, \)
sucht, liegen die Dinge so: Wir haben keine Verzweigung, falls y' = D, f (¢, xx, (t), Ao)y keine nichttriviale
T'(\o)-periodische Losung hat, was damit dquivalent ist, dafl 1 kein Eigenwert der zugehorigen Mondro-
miematrix D,2z(T(Xo),0,2,(0), Ao) ist. Notwendig ist also entsprechend (damit Verzweigung auftritt),
daf} die Linearisierung eine nichttriviale periodische Losung besitzt. Dies ist jedoch nicht hinreichend, da
jedes autonome Problem wegen

(@) = Daf (2 (£), M)y,
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eine nichttriviale periodische Losung besitzt, wenn z, nichttrivial ist.
X.4 Beispiele: Wir betrachten P(\):
y" + oy’ + By + vy* + dsiny = e sin® wt (2)

mit A = (0[757’}/,5787(4}) € R67 T(A) = i_: = 2% Sei )\0 = (a07505070507w0) mit ag 7é 07 /80 7& 07 wo 7& 0.
Demnach ist P(\p):
y" + agy’ + Boy = 0, oder als System (3)

]

—Bor1 — o2

Wegen oy # 0 folgt aus 1.6, dafBl die einzige T'(\o)-periodische Lésung x5, = 0 ist. Die Linearisierung
stimmt mit dem urspriinglichen System iiberein, so dafl nach Satz X.3 die Gleichung (1) fiir alle A nahe
bei Ao genau eine T'(\)-periodische Losung nahe 0 hat.

Bemerkung zum Stabilitédtsverhalten: Der Satz VI.1 sagt aus, daf eine T'(\g)-periodische Losung
von xy, (t) von ' = f(t,x, \o) gleichmiiBig asymptotisch stabil ist, wenn in

sz(t7 Txo (t)7 )‘0) = A(t)
mit Fundamentalsystem ®(t) = P(t)e’"

0 1 0 1
gerade o(R) C {z|Rez < 0} ist. Im Beispiel (2) mit 2’ = xist A=
—Bo - —Bo —ag
o(R) C {z|Rez < 0} ist dquivalent damit, daB alle Eigenwerte der Mondromiematrix e? ()% he-
tragsméBig kleiner als 1 sind. Die Mondromiematrix ist in Beispiel (2) gerade eT(0)A und wir ha-
ben g(eTP0)A) = ¢T(h0)o(4) (siche Korollar zu Satz IL.1, Seite 22). Die Eigenwerte von A sind Ay =

—50 4 4/ 245 — Bo. Ist also ag > 0, By > 0, so ist Rez < 0, z € a(T(Ag)A).

X.5 Satz: Sei vyx, nichtkritischer periodischer Orbit eines Problems x' = f(x, o), Tx, sei die mini-
male Periode (> 0). y' = D, f(xx,(t), \o) besitze 1 als charakteristischen Multiplikator, der algebraisch
einfacher Eigenwert von eftT(X0) sei. Fiir X\ nahe bei \g gilt dasselbe, es gibt zu X einen periodischen Orbit
Y mit der Periode T(\) und es sind |T'(N\) — T'(No)| und

drr(Yn, Vo) Klein in der Hausdorff-Metrik

dp (A, B) := max{ xSZpAdist(a:,B), ysngdist(A, y)}

Hierfiir geben wir keinen Beweis.

Der Parameterraum A sei jetzt eine offene Menge eines R™. Bevor wir definieren, was wir unter ei-

nem Verzweigungspunkt verstehen wollen, reduzieren wir das Problem. Sei f(¢, 2, A) nun T'(\)-periodisch
beziiglich ¢, A € A. Sei z(t) eine Familie von T'(\)-periodischen Losungen. Wir setzen

T()) T(\

Fite ) = 220 T2 (152, — e B2, a2 ),

Dann ist f gerade 27-periodisch beziiglich ¢, f(t, 0,A) =0,t€R, A € A. Demnach hat

:C,\(t

2’ = f(t,x,\) die Losung 0 fiir alle A € A.

y ist 2m-periodische Losung von y' = f(¢,y, ) genau dann, wenn

2(t) = y@%) NG

T (\)-periodische Losungen von o’ = f(t,z, A) ist. Also geben wir folgende

X.6 Definition: Sei m € N, A C R™ offen, f : R x B.(0) x A — R"™ stetig differenzierbar, f 27-
periodisch beziiglich t und f(t,0,\) = 0. Sei \g € A. (0, \g) heifit Verzweigungspunkt zu &’ = f(t,z, \),
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wenn es in jeder Umgebung U(Xo) von Ao in A ein X\ # Ao gibt derart, dafi ' = f(t,z,\) eine 27-
periodische nichtkritische, d.h. nichttriviale Losung xy besitzt.

Das uns interessierende Problem besteht also darin, 2m-periodische nichttriviale Losungen von z' =
f(t,xz,\) zu finden. Nach X.3 ist notwendig dafiir, da§ (0, Ag) Verzweigungspunkt ist, daf

y/ = Dmf(ta 07 >\O)y

nichttriviale 27-periodische Losungen besitzt. Wir betrachten die Poincaré-Abbildung und setzen g(z, \) =
z—2(2m,0,2,\). Dann ist g(0,A\) = 0 und g(z, A) = 0 ist dquivalent dazu, daf§ x(¢,0, z, ) 2w-periodische
Losung ist. Wir beginnen mit einem Kriterium fiir die Verzweigung stationirer Losungen autonomer
Systeme, das aber auch auf die eben eingefiithrte Abbildung g Anwendung finden kann. Es stammt von
Krasnoselskij.

X.7 Satz: Sei A CR offen, g € C*(R™ x A, R), g(0,\) =0, A\ € A (2.B. g wie oben eingefiihrt).
Es gelte fiir ein Ag € A:

i) g(z,X0) = 0 nur fir z=0, falls z € U(0), U(0) geeignet.
i) D,g(0,\) sei nichtsingulir fir A, 0 < |A — Xo| < €.
iii) det D,g(0,\) wechsle in Ao das Vorzeichen.

Dann ist (0, ) Verzweigungspunkt stationdrer Lisungen 0 = g(z, ).

Beweis: Angenommen, (0, Ag) ist kein Verzweigungspunkt. Dann gibt es nach ii) und dem Satz iiber
implizite Funktionen zu jedem A mit 0 < |\ — Ag| < &/2 eine Umgebung U, (0) x J(A) mit g(z, A) # 0,
(z,A) € (Ux(0) — {0}) x J(A). Fiir Ap nach Annahme und i) ebenfalls richtig. Es ist

g
-xl=itc U I
Ae{[A=Xol<5}

Endlich viele J(A1),...,J(An) iiberdecken [A — Ag| < 5. Sei

~ N
U= (Ux(0).

U ist Nullumgebung. Also ist g(z,A) # 0 auf U — {0} x {|A = Xo| < 5}. Insbesondere ist [g(z, A)| > €9 > 0
auf dU x {|A — Ao| < 5}. Aus Satz IX.7 folgt, indem wir zwei Punkte X', X mit [A — Ag| < § durch eine
Gerade verbinden, dafl

deg(g(.,\'),U,0) = deg(g(.,\"),U,0)

ist. Insbesondere haben wir, weil A C R ist,
deg(g(-+ Mo — 5),U,0) = deg(g(-s ho + 5), U, 0).

Verkleinern wir U eventuell, so ist det Dog(z,A0£5) #0in U und die Rechnungen zu Satz IX.8 zeigen
deg(g(0, \o £ %, U,0)) = signdet D,g(0, Ao = %)

und somit Ubereinstimmung der Vorzeichen, im Widerspruch zu iii). g

Der Nachweis von Verzweigungspunkten beinhaltet im allgemeinen schwierige Untersuchungen. Zu diesem
Zweck studieren wir jetzt die Ljapunov-Schmidt-Reduktion. Wir betrachten wieder die Poincaré-
Abbildung g. Sei also g(0,\) = 0, A € A. g sei von der Klasse C* fiir ein k € N. Sei ohne Einschrinkung
)\0 = 0. Sei

N = kerD,g(0,0) # {0},
R = ImD,g(0,0).

Dann ist
R*"=N&N*+ R"=R& R,
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dimN* = n—dimN =n —dimker DX ¢(0,0),
= n—(n—dimImD,g(0,0) = dim R.

Wir betrachten Umgebungen der Null der Gestalt U = Uy @ Uy mit Uy C N, Uy € Nt. P:R" — R
sei die orthogonale Projektion. Es sei

hg(l‘n,.’I]J]\},)\) = Pg(xN _’_le\_[,)\)’
hi(zn,zx,A) = (I—P)glzn + x5, ).
(z

g(x,\) = 0 ist also #quivalent zu hi(rn,2%,\) = 0 und ha(zy,z%,A) = 0. Es ist h1(0,0,0) =
h(0,0,0) = 0,

D1 h2(0,0,0) = PD,g(0,0)|y: : N* — R,
weil Pg(0+ x5 +6+,0) — Pg(0+ 2%,0) — PD,g(0 + z7,0) - 6+ + o(]|61]]) ist. Wir schreiben -t fiir x7;.
Weiter folgt aus PD,g(0,0)|y.2zt = 0 fireinz € N+, daB D,g(0,0)|yrxt = 0ist. Alsoist 2+ € NNN*,

xt = 0 und PD,g(0,0)|y. ist reguliir. Nach dem Satz iiber implizite Funktionen ist demnach in einer

Umgebung der Null (0 € N,0 € N+,0 € A)
0= ha(zn, 2, \) & 2 = p(xy,\) mit einer CF-Vektorfunktion ¢.
Damit ist die Gleichung g = 0 reduziert auf
hy (Xn, p(A\,xn),A) = 0.
Sei i. f. h(zn, A) := hi(zn, (A, xn), A). Es gilt also, und dies ist die Reduktion,
h(xn, A) =0 < g(xn + ©(xXN, A),A) = 0 mit
h(0,0) = 0, h € CX(Un x V,R™).

Diese Rechnungen gelten unter Zusatzvoraussetzungen auch, wenn fiir Banachrdume Bi, By gilt: g :
Bl X A — B2.

E F seien Banachrdume, U C FE offen. f : U — F heifit differenzierbar in p € U, wenn es eine li-
neare Abbildung g : £ — F gibt mit

f(@) = f(p) = g(x —p) + o(llx — pl])
g heiit das Differential von f in p: Df(p) oder D, f(p) mit = als Variabler.

Beispiele:
1.) zy fest. hy : Nt — R. Ist hy differenzierbar? Ja, denn

hQ(xviJI\_f + 5JZ\77>‘) - hQ(xNazJ]\_/'aA) = PDIg(xN +IJI\_H/\) ' 5JI\_/ +0(||5J—||>

Also
Dm]%,hQ(/\v TN, SC%) = PDIQ(IN + xﬁa /\)|m]%,
2.
Wir zeigen die Differenzierbarkeit von g(. + 27, A) als Abbildung von N in R™. Sei ey, ..., e,, eine Basis

von N, xy = t'e;, 0y = 0'e;. Dann ist

01
g(@n + 08 + a5, A) — g(xn + 25, ) = Daglan + a5, A) - Deh(t) - [0 | +o(][6%i])
5m
mit
trey + t2e9 + ... + tTe,
€1 €9 N )
Dth(t) = . . . ;
51
Dih(t) | - = ' €N,
dm
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also (vgl. 1) wegen der Assoziativitit der Matrixmultiplikation:
glzy +0n + 23, \) — g(zn + 23, \) = Dog(zn + 235, A) - O

Es wird eine verallgemeinerte Form des Satzes iiber implizite Funktionen benutzt. Die Berechnung von
D.yp(zn, \) geschieht folgendermafen:

o:UNCNxVcCcA—Nt

0=PD.g(xn + o(xn,\),\)(w+ Dy yo(zy, Nw), w € N
DmN‘P(xNa)‘)w = _(Png(xN + (P('IN’A)’)‘”N*)_I : (PDﬂEg(mN —‘,—(,D(IN,)\),)\)U), weN

mit der Inversen (PD.g(zn + @(xn,A),N)|y2)~t von PD.g(xn + @(zn,\),A)|nt : Nt — R, was fiir
(xn,A) € Uy x V moglich ist (Determinantenbedingung).

Es ist D, ¢(0,0) = 0= D, h(0,0). Dies zeigen wir wie folgt: Es ist g(0,\) = 0. Also ist h2(0,0,A) = 0.
Wegen der lokal eindeutigen Auflosung folgt ©(0,A) = 0. Nun differenzieren wir Pg(zn + @(xn, A), A)
nach z . Das ergibt
0 = PD,g(xn + e(xn, A\, N (w+ Dy yp(xn, Nw) fiir alle w € N,
0 = PD,g(0,0)(w+ Dyye(0,0)w) fiir allew € N, xxy =0, A =0.
Da w € N ist, ist D,g(0,0)w = 0 und wir erhalten
0= PD,g(0,0)D,,(0,0)w, w € N.
D, (0,0) bildet N in N+ ab, da ¢ dies tut. Auf N+ ist jedoch PD,g(0,0) injektiv nach Seite 92. Also
ist
Dy 0(0,0)w =0, w € N, also D;,¢(0,0) =0.
Analog behandelt wir h(zy,\) = (I — P)g(zn + ¢(xn, A), A). Es ist ndmlich
D, h(0,0)w = (I — P)D,g(0,0)(w+ Dy, (0,0)w = 0.
0 0

AuBlerdem folgt: h(\,0) = 0. Soweit der allgemeine Teil der Ljapunov-Schmidt Reduktion. Zur weiteren
Untersuchung benétigen wir spezielle Voraussetzungen.

X.8 Satz (Verzweigung bei einfachen Eigenwerten): Sei k € N, A C R, g wie oben eingefiihrt
und aus CF(R™ x A,R"™), g(0,\) = 0. Mit

9 Dg(0,0)

A= D,g(0,0) und B =
9(0,0) un B\

gelte: o
B(ker A) ¢ ImA, ker A = {Xe|A € R}, d.h. ker A ist eindimensional.

Dann ist (0,0) Verzweigungspunkt, d.h. die Nullstellenmenge von g(x,\) in der Nihe von (0,0) besteht
neben der trivialen Kurve (0,\) aus einer weiteren Kurve von T' von der Klasse C*~1, die eine Parame-
terdarstellung o
(A(s), se + sy(s)) mit (\,y): (—&,6) = V x {de|\ € R},
(A(0),(0)) =0
hat.

Beweis: Es ist dim N = dim R. Sei also Rt = {\é|A € R}. Durch h(te,\) = ¢ (t, \)&, h: V x N — R*,
ist eine Funktion (¢, \) definiert. Wir haben, wie eben gezeigt.

D, h(0,0) = 0.

Es ist also (¢ # 0)
h(te,0) — h(0,0) ¥(t,0) —1(0,0)
t t
Die linke Seite konvergiert gegen Null fiir ¢ — 0, die rechte gegen %—‘f(0,0)E. Insgesamt erhalten wir
92(0,0) = 0 = Dy, h(0,0). Aus 1(0,0) = 0 folgt 1(0,0) = 0. Sei

€.

— Dy h(0,0)e =

Yo(t, \) = %w(t, A), t#£0.
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Aus h(0,\) = 0 folgt (0, A) = 0, A € V. Daher erhalten wir als stetige Fortsetzung von ¢y nach t = 0
die Funktion

Po(0,) = %(O,A),AGVmit
¥0(0,0) = 0.

Es war nach Seite 93
Dy h(0,N)w = (I — P)D,g(0,\)(w + D, (0, Mw),

woraus

0

)

Dy h(0,0)0w=(I —P)Blw+ Dgzyp(0,00w + (I—P)A 2Dchp(O,O)w

=0 nach Seite 93 =0 nach Seite 93
= (I — P)Bw
folgt. Nun ist Dy, h(0,A) = 22(0, A\)E = ¢0(0, A&, also

) o,
ﬁDzNh(O,O)e = W(O,O)e

Nach Voraussetzung ist Be = ¢ + r mit r € R, § # 0. Also ist
(I — P)Be = d¢, da Pe =0, Pr =r sind.
Aus & D, h(0,0)e = (I — P)Be = 922(0,0)¢ folgt

by _
50.0) =5 #0.

Nach dem Satz iiber implizite Funktionen folgt mit 10(0,0) = 0, da} in einer Umgebung von (0, 0) das
Nullstellengebilde von 1y durch eine Kurve (s, A(s)) mit A(0) = 0 gegeben ist, d.h.

Yo(s,A(5)) =0, —e < s <e.

Also ist

0 = so(s,A(s))e = (s, A(s))e = h(se, A(s)),
g(se+ o(se, A(8)),A(s)) =0, —e < s < ¢,
oo X)) 4

o
|

0 = g(se+sy(s), A(s)) mit y(s) =

Wegen ¢(0,A) = 0 nach Seite 93, A € V ist %‘/‘\9(0, A) = 0 und somit 0 die stetige Ergénzung von y in 0.
1o ist von der Klasse C*~1, also auch \. O

X.9 Lemma: Es liege die Situation des Satzes X.8 vor. Die Nichtentartungsbedingung B(N = ker A) ¢
ImA mit A= D,g(0,0) gilt genau dann, wenn

d(\) = det D, g(),0)
in 0 eine einfache Nullstelle hat und also in A\g = 0 das Vorzeichen wechselt (vgl. Satz X.7).

Beweis: Sei {Xfﬂx € R} = ker A. Sei Ey der verallgemeinerte Eigenraum = ker A™, m geeignet. m
ist die algebraische Vielfachheit von 0. Mit Af; = fi—1, ¢ = 2,...,m, erhalten wir eine Basis {f1,... fm}
von Ey, die wir durch die Basis f,11,. .., fn zu einer Basis von R" = Ey @ Ey- ergiinzen. Seien e1, ..., e,
die iiblichen Einheitsvektoren des R™. Wir wihlen eine invertierbare n x n-Matrix C' mit Ce; = f; und
setzen e;(\) = Dyg(A,0)Ce;. Dann ist

) = dei S det(er(N) - en(N)
40) = detc_ det(e1(0). .. ej-1(0), €4(0). e51(0), . en(0)).
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Wegen e1(0) = Af; = 0 folgt

1
~ detC
Mlt 6/1(0) = (%ng)((),(])fl = Bfl, 62(0) = Afg, ceey em(O) = Afm, €m+1(0) = Aferl, ey en(()) = Afn
folgt: d'(0) # 0 & Bf; ¢ Teilraum, der von Afs, ..., Afp, Afmy1, ..., Afn aufgespannt wird, sofern

Afa, ..., Af, linear unabhingig sind. Diese Vektoren spannen jedoch den (n — 1)—dimensionalen Teil-
raum I'mA (siche Seite 92 oben) auf. O

d'(0) det(e](0),e2(0),...,e,(0)).

X.10. Eine Anwendung. Wir betrachten ' = f(¢t,2,\), A C R, nahe bei A\ € R. Es sei wieder
f(t,0,\) = 0 und beziiglich ¢ sei f(t,z,\) wieder 2m-periodisch. Die Lésungen x(t,0,0, ) verschwinden
identisch. Sei

9(z,\) = z — x(2m,0, 2, A\ + X\g).

Dann ist
A = D.,g(0,0)=FE — D,z(2m,0,0, X\),

0 0
= ang(0,0) = 75DZ1'(27T,070, Ao)

Weiter ist 2/(¢,0,z,A) = f(t,2(¢,0,2,A), A), also

0

§sz(t, 0,2,A) = D, f(t,x(t,0,2,A),A) - D,x(¢,0, 2, \) und
D,z(0,0,z,\) = E.

Insbesondere gilt dies fiir z = 0, also %sz((), 0,0,)\) =0.

Damit folgt

o (0 ' o 0

E (ﬁsz(t7O;07)\)> = 5Dmf(t70, )\) 'DZZC(t,O,O, )\) +sz(t,07)\) . 5DZ$(t,O,O, )\)7
0
5DZ$(O,O,O, )\) = 0.

Insbesondere ist dies richtig fiir Ag. Betrachten wir das lineare System y' = A(t)y mit A(t) = D, f (2,0, \).
Zu ihm gehort der Evolustions- oder Ubergangsoperator U (¢, s). Nach 1.7.9 ist D, x(¢,0,0, \) ein Funda-
mentalsystem zu y' = A(t)y. Sei (¢, ) = D,x(t,0,0,A). Dann ist

Ult,s) = U(t,s,\) = ®(t\)®(s,\)~",

0
—D
a)\ zx(ta 07 Oa )‘0)

t
U(t,O)%sz(O,O,O,)\O)—i—/O U(t,a)%sz(a,O,)\O)sz(a,O,O,)\o)da,

B

2m
- / U(t, J)gDmf(U, 0, Xo)U (0,0, Ao)do.
0 OA

Nun untersuchen wir die Bedingung Be ¢ ImA, e € ker A # {0}. Sei Be = Az, et € ker AT. Dann folgt
(Be,et) = (Az,et) = (x, ATel) = 0. Die Giiltigkeit der Nichtentartungsbedingung ist also insbesondere
dann gegeben, wenn (Be,el) # 0 ist fiir ein et € ker AT = ker(E — U(27,0, \)T), d.h.

27
0 # [ UCR00) D (.0 00)U (0. M), e )do
0

2m

0

= / (ﬁsz(a,O, Xo)U (0,0, Xo)e,U(2m, 0, M) et )do
0

Mit A(t) = D, f(t,0,)o) ist w(o) = U(27, 0, )T et Losung von 3y = —A(t)Ty und v(o) = U(a,0, Xo)e

Losung von y' = A(t)y. v(.) ist 27 periodische Losung von y' = A(t)y. Mit diesen Erérterungen erhalten

wir

X.10.1 Satz: Seik € NJA C R, f € CF(R x R® x A,R"). f sei 2w-periodisch, f(t,0,\) = 0. Fiir
Ao € A besitze y' = D, f(t,0, )y genau eine linear unabhingige 27-periodische Lisung v. Ist dann w
eine nichttriviale 2m-periodische Lisung des dualen Problems z' = —D, f(t,0, X\o)L und gilt

/0 W(%sz(ta 07 )\O)U(t),(d(t))dt 7£ 07
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so ist (0, o) Verzweigungspunkt von 27-periodischen Lésungen, d.h. neben den Lésungen (0, ) gibt es
noch einen Losungszweig (us(t), A(s)) mit A(0) = Xo, |us(t)| klein, —e < s < e, und us(t) # 0 fir s # 0.

Beweis: Nach S. 94/95 sind die Voraussetzungen des Satzes X.8 erfiillt. Als Anfangswerte von uy dienen
die in Satz X.8 konstruierten Vektoren se + sy(s), —¢ < s < €. O

Beispiel: Wir betrachten y” + Ay = f(t,y,y’). f sei beziiglich ¢ 2r-periodisch, f(¢,0,0) = g—i(t, 0,0) =
%(t, 0,0) = 0. Umschreibung auf ein System liefert

i) 0 1

¥ =F(tr) = , F(t,0,0) =0, D.F(t,0,) = :
—Ax1 + f(t7l‘1, $2) -0 0

also F' 2m- periodisch beziiglich ¢, F'(¢,0,\) = 0.

Die 2m-periodischen Losungen von 3§’ = D, F(t,0, \)y fithren auf die Differentialgleichung y” 4+ Aoy = 0.
2m-periodische Losungen gibt es nur fiir \g = k2, k € Z, und zwar sind dies y(t) = \;sin VA2t +
Az cos VEk2t, A\, A2 = 0. Der Losungsraum hat also nur fiir Ay = 0 die Dimension 1 und wir kénnen

0 0 0
fiir v den Vektor (1,0)7 wihlen. w finden wir aus w’ = — wzuw = . Weiter ist
1 0 1
0 0
%DZF(t, 0,X) = . Damit entsteht
-1 0

27 0 0 1 0 27 0 0
0 -1 0 0 1 0 -1 1

und Satz X.10.1 ist anwendbar. An den anderen Stellen \g = k2, an denen die Linearisierung nichttri-
viale 27-periodische Losungen hat, zweigen auch 27-periodische Lésungen ab, aber dort ist Satz X.10.1
zunédchst nicht anwendbar, weil dimker A = 2 ist. Doch erhalten wir hier auch periodische Losungen,
indem wir etwas anders vorgehen. Sei der Banachraum

Boo = {z]x € C?([0, 27], R), z 27-periodisch, x(0) = 0},
sup
t € 0,27

betrachtet. Sei G(z,\) = 2" + Az — f(t,7,2'). Dann ist G : By x A — By mit By = {x|z € C°([0, 2], R),
x 2m-periodisch} und entsprechender Norm. Gesucht sind nichttriviale z mit z € By ¢ und G(z,\) = 0.
Fiir die Ableitung im Sinn von Seite 92 erhalten wir

I2llBs,0 = (=) + " (0] + [« @)])

DGO, N = "+ \p, also ker D,G(0,\) = {Asin VA = k2t|A € R}
9]
2 D,G0,\)p =
o G0, A @
Sei A = D,G(0,\), B = £ D,G(0,\). Dann ist dimker D,G(0, ) = 1, und der Raum wird von e; =
sin VA = k2t aufgespannt. Es ist B(e;) = e; und im Sinn von Satz X.8 priifen wir, ob Be; € ImA
eintreten kann. Dies ist dquivalent damit, daf3

¢ 4+ (A =k?*) ¢ = ey in By losbar ist.
Man priift leicht nach, da§ dies nicht moglich ist. (Vgl. Satz II.).

Formale Anwendung von Satz X.8 liefert, da auch die Punkte (0, \ = k?), k € Z, Verzweigungspunkte
sind.

X.11 Hopf-Verzweigung bei autonomen Systemen. Wir betrachten autonome Systeme ' = f(z, A),
AEACR, feCFR™ x A,R™) mit f(0,\) = 0. Es sei im Gegensatz zu vorher zusitzlich (Fiir ”Spek-
trum” wird jetzt > geschrieben)

0¢ > (Dsf(0, M)
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vorausgesetzt fiir ein A\g € A. Es zweigen also keine stationéren Lésungen in (0, Ag) ab. Es konnten aber
T-periodische Losungen abzweigen. Dieses Phénomen bezeichnet man als Hopf-Verzweigung. Nach Satz
X.10.1 benétigten wir dafiir, dafl das linearisierte Problem eine Ty-periodische Losung hat, also

ey’ (eToDIﬂO’AO)) & S (ToDuf (0, X0)) N 27iZ # 0

ok .7
& {iTOZ} € Z(sz((),)\o)) fiir ein k € N,

& {+ai} € > (Do f(0, o)) fiir ein a > 0.

Wir setzen voraus, dafl a = 2T—: und > (D, f(0, X)) NaiZ = {+ai} ist. Fiir die abzweigenden periodischen
Losungen erwarten wir nach Beispiel 1.7 die Periode T' = Ty 4w, |w| klein. Genau dann ist u eine (T4 w)-
periodische Losung von u’ = f(u, A + Xo), wenn z(t) = u(z=(Tp + w)) eine 2m-periodische Losung von
o = ok £ X+ \) ist. Sei

T0+’LU
2w

o (w, \) € R?, || Klein, f(z,0) = flz, A+ Xo)

- Ty
L = Dm 5 = _Dz s V).
7(0,0) = 32D..7(0,0)
Dann ist {£i} C > (L). Sei
g(z,0) =z —2(27,0,z,0)
A=F—-D,x(27,0,0,0)
Nach Seite 95 ist D.z(27,0,0,0) = ®(¢,0) = Fundamentalsystem zu y’ = Ly = ** also
A=F — 627rL
Sei B = D,D,x(27,0,0,0). B ist dann eine bilineare Abbildung von R? x R™ in R™, die gegeben ist durch
0 0
R? x R" 5 (w, \) X e — wa—sz(Qﬂ',O, 0,0)e + Aasz(%, 0,0,0)e = B(o,e)
w

Sei wieder
N =ker A

X.11.1 Annahme: Wie schon erwdhnt, soll mit o = 2T—7Ur gerade

> (D2£(0, X)) N aiZ = {+ai}

sein. Zusdtzlich nehmen wir an, daf die geometrische Vielfachheit = Dimension der zugehdrigen Ei-
genrdume zu tai gleich 1 ist, d. h. ker(L %) ist eindimensional.

Es gibt also ein linear unabhéngiges z € C™ mit Lz = iz. Also ist Z linear unabhéngiger Eigenvek-
tor von L zu —i : LZ = iZ. Dann folgt

e27rLZ _ 627”2 =z, e?ﬂ'LE _ 67271'12 _ 27

1

E(z +Zz) e R"Nker 4,

1

Z(z —7Z) € R"Nker A.

Da %(z +%), 5:(z — Z) iiber R linear unabhéngig sind, ist dimker A > 2. Nach X.11.1 ist 1 dann und nur
dann Eigenwert von ™l wenn +i Eigenwert von L ist. Man muf jetzt noch beweisen, da$ dimker A < 2

ist: In Wahrheit zeigt man mit Hilfe des Funktionalkalkiils und der eben erwéhnten Annahme gleich, daf3
dim ker A = 2 ist.

Wir zerlegen wieder R® = ImA @ Rt wie auf S. 93. Nach Seite 93 ist dann dimR = dim Nt =
dim(ker A)* =n — 2, also dim R+ = 2. Die Ljapunov-Schmidt-Reduktion liefert jetzt eine Gleichung

0 = h(zn,0)mith:kerAxV =N — Rt
h(0,0) = 0,D;,h(0,0)=0.

) = ho(zn,o)ry mit ho(zy,o) : N — Rt linear, da

) = h(zy,0)—h(0,0)

Weiter ist h(zy,

o
hzn,o

1 1
d
/ —h(tmn,a)dtz(/ D, h(tey,o)dt) zy
o dt 0

=:ho(zn,0)
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Sei V D [—¢,¢] x [—¢,¢]. Wir definieren ein a € C*~1([—¢,¢]? x [—¢,¢] x BN (0), R*), BN (0) = {z]z €
N, |z| =1} durch
a(o, s,€e) = ho(se,o)e.

Dann ist h(zy,0) =0, zny # 0 < a(o, |zN], ‘i—x‘) =0, xn # 0. Ferner ist a(0,0,e) = ho(0,0)e = 0 wegen
D, h(0,0) = 0. Weiter folgt
1
D,a(0,0,e)(.) = Doho(0,0)(.,e) = (I—P)/ D,D,, h(0,0)dt(.,e)
0

= (E—P)D,D,,h(0,0)(.,e) = —(E - P)D,D,x(2r,0,0,0)(.,e),
D,a(0,0,e) : R?*—R*.

Cauchysche Integralformel: f in U D I' holomorph

fla) = L/a f(z) dz

211 Jor 2 — 1

A:R" — R" linear, 0(A) C T =

_ 1 )
2mi Jor A — AdA )\ A

f(A) = =A-—A!

x Eigenvektor zu A, etwa Ar = px = z Eigenvektor zu f(A), f(A)z = f(u)z, o(f(A) D f(o(A)). Sei
umgekehrt

f(Ay =Xy, y#0

Dann ist y Eigenvektor zu A, A € f(0(A)) und y ist Eigenvektor zu einem der Punkte p € f~1(\). Sind
etwa 1, ...,y € f7H(N), so ist

dimker(A — f(A Z dim ker(p, — A).

X.11.2 Annahme: Wir nehmen an, daf fiir jedes e € N — {0}, |e| = 1, ein Isomorphismus ist.

Nach dem Satz iiber implizite Funktionen gibt es wegen X.11.2 zu (0,€) eine Umgebung {|s| < &€ =
gle)} x U =U(e) = U(e) NOBN(0), U(e) C N offen, mit
a(o,s,w) =0 0 = A(s,w), A= Ae), (s,w) € {|s| <&} x U.

Da 9B (0) kompakt ist, gibt es endlich viele solche Ul(e;), die BN (0) iiberdecken. Sei & = 1 min; £(e;).
Also werden die Nullstellen von a auf {|s| < e} x B (0) durch eine einzige C*~!-Funktion A = (s, e)
beschrieben, da die A(e;) sich wegen der Eindeutigkeit der Auflosung gegenseitig fortsetzen. Sei nun

G(xn) = Aoy |, —=) fiir 0 < |zy| <&, 2y € N.

|9UN|
Dann gilt: h(zn,0) = 0 & o = o(zy). Man hat im allgemeinen nur & € C*~1(BN(0) — {0},A) und
t— o(te) € C 1( g,€),A) fiir e € dB}(0). BN(0) definieren wir analog zu B (0). Man kann nun
zeigen, daf & € Ck~ (B (0), A) ist. Wir betrachten nun die Nullstellenmenge von g(z,0). Es ist

0= h(ajNa U) 1O<1:{>a1 g(ajN + (p(xNa U)a U) = 07

wobei wir ¢ der Ljapunov-Schmidt-Reduktion entnehmen (Vgl. Seite 92,97). Also ist die Nullstellenmenge
von ¢(z,0) lokal gegeben durch

({0} x AYUM, M = {(6(an),zn + @@ (zn), 2n)|zn € BY (0)}.

Es ist ¢(0,0) = 0. (vgl. Seite 93). Damit folgt wie auf Seite 97, da p(c(zn),zn) = Y(zn)zn ist mit
einer linearen Abbildung 7(xx) : N — N=*. Damit erhalten wir als Nullstellenmenge von g(z, o) lokal

({0} X A) UM, M = {(3(,@]\[),.1‘]\[ +/y\(.’L‘N)$N|.TN S BéV(O)}

Fiir (z,0) € M — {0} ist z(t) = x(t,0, z, o) nicht-kritische 27-periodische Lésung von 2’ = f(z, o). Es ist
(0,2(t)) € M — {0} nach II1.18.
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Wegen dim N = dimker A steht uns noch eine andere Interpretationsmoglichkeit offen. Sei @ die or-
thogonale Projektion auf N, sei

h(zn) = Qf(xn +Jlan)zN, 5(zN))

Dann ist Qz(t) =: zn(t), x(t) einer der eben konstruierten 2m-periodischen nichttrivialen Losungen von
' = f(x,0), Losungen des ebenen autonomen Systems

~

Ty = h(zN).
Sei @1 + iy1 mit z1,y; € R™ Element von ker(L — 7). Dann ist

(L —i)(x1 +iy1) = Lay +iLy; —ix1 +y1 = 0, also
Lzy = —y1,s21 € N,s € R.

Sei

p(sx1) = Qf(sx1 + y(sxq)sx1,0(sx1)), |s| klein.
Dann ist (" = Differentation nach s) fiir k

p’(O) = QDwf(0,0)xl — QLxl — _le — _yl,
p(sz1) = —sy1 + 0(s?), |s| klein.

Nun interpretieren wir {5z1)|[s] klein } als transversalen Schnitt, indem wir beachten, dafl z1,y; € R™ —
{0} und iiber R linear unabhéngig sind. Nach VII.4 hat die 27-periodische Trajektorie xy (¢) mit

'y = Qf(eny +y(an)szn,d(xN))

mit dem transversalen Schnitt {sz1]|[s] klein} zunéchst hochstens einen Punkt gemeinsam. Sei 0 < s < €.
Startet  in (0) = sx1 +y(sx1)sz1, so erhalten wir also durch zx(t) eine Schar v(s) von 27-periodischen
Orbits, die den oben genannten transversalen Schnitt genau in sx; kreuzen.

Im néchsten Satz befassen wir uns mit den Annahmen X.11.1 und X.11.2.

X.11.3 Satz: Sei f € C*(R™ x A,R") wie zu Beginn des Abschnitts X.11 eingefiihrt. Fiir ein Ao € A
und ein Ty > 0 habe L = g—;Dmf(O, Xo) die folgenden FEigenschaften:

i) o(L)NiZ = {£i}, i und damit —i sind geometrisch einfache Eigenwerte.

ii) ker(L —i) werde durch x1 + iy1, ker(LT 4 i) werde durch xo + iys aufgespannt (xa,ys € ker AT,
x1,y1 € ker A). Es sei

L2, e tLTxg, 9 D, f(0,Xo)etlay)dt
0 X
0 # det

(oo in) ST (e o, Dy f(0, No)et Py )dt

Dann hat ' = f(x,\) in der Nihe von (0,)\) eine Schar v(s) von nichtkritischen periodischen
Orbits, d. h. es gibt (y(.),T(.),\(.)) € C*71([0,e], R" x RT x A) mit:

(y(0)7 T(0)7 )‘(0)) = (0? TOa )\O)a
durch x(8) := sx1 + sy(s) verlduft fir
0 < s < e ein T(s)-periodischer Orbit,

der nichtkritisch ist.

Ohne Beweis merken wir an:

X.11.4 Lemma: Zu x1 +iy; € ker(L — i) gibt es xo + iys € ker(LT 4 1) mit

(x2,z1) = (y2,%1) =1 und
<$2,y1> = <l‘1,y2>:0-

Als Konsequenz erhalten wir, dafy die Determinantenbedingung in Satz X.11.3 sich auf

2
/ (e_tLTacg, %Dmf(o, No)etlay)dt #0
0
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reduziert.

Zum Beweis des Satzes X.11.3: (E — P)B(.,e) : R? — R* ist, wie man zeigen kann, genau dann ein
Isomorphismus, wenn fiir eine Basis €1, von ker AT und eine Basis n;,ny von R? gilt

</€\1,B(n1,€)> </€\1,B(n2,€)>
det # 0.
<827B(n156)> <€2,B(n2,e)>
Man kann zeigen, dafl dies auf die Determinantenbedingung des Satzes fithrt. Wir nehmen die 27-

periodischen Losungen x von ' = f(x,0) auf Seite 99. Wir setzen

21w .
X
T0+’LU

g
—~

~
~

ry = sz1,0(zy) =0(sz1) = (wlszy), Msz1))T =: (w(s), \(s))T
T(s) = To+w(s),
As) = Xo+As),0<s<e,

so daB w(0) = A(0) entsteht, w, A sind (k — 1)-Mal stetig nach s differenzierbar. Es sei
u(0) = x(0) = sx1 + sy(sz1)z1,y(s) = y(sz1)x1, also
u(0) = sx1 + sy(s);s beliebig in (0,¢), aber fest.
Da ¢ von der Klasse C* ist, ist y beziiglich s von der Klasse C*~! (vgl. Seite 92). Die u(t) liefern, wenn

wir s variieren lassen, die Orbits y(s).

X.11.4 Hilfssatz: Sei A C R offen, k € N, A € C'k(A,R"Q) und fiir \g € A sei pg ein algebraisch
einfacher Figenwert von A(Ao) mit dem Figenvektor yo. In einer Umgebung U(Ag) von g gibt es genau
einen Zweig von algebraisch einfachen Eigenwerten p(X\) von A(X) mit den Eigenvektoren y(\), d.h.

ANy(N) = p(Ny(N),

mit y(Xo) = o, 1t(No) = po. p(.),y(.) sind von der Klasse C*.

Mit diesem Hilfssatz 148t sich nachweisen, dafl die Determinantenbedingung aus Satz X.11.3 genau dann
erfiillt ist, wenn Rep'(Ao) # 0 ist. Wir erhalten

X.11.5 Satz (Satz iiber Hopf-Verzweigung): Sei f € C’k(R” x A, R"™) wie zu Beginn des Abschnitts
X.11 eingefiihrt. Insbesondere sei f(0,A) =0, € A. Sei QT—”UZZ Nao(Df(0,N)) = {i%} und die Figen-

werte :I:QTT)" seien algebraisch einfach. Es sei u(X) , A € U(Xo), der in U(No) eindeutig bestimmte Zweig

von Eigenwerten von Dy f(0,X) mit u(Xo) = QTT Gilt dann
Re,u/()\o) 7& Oa
so findet Hopf-Verzweigung statt.

X.11.6 Beispiel: A C R offen, f : A — R stetig differenzierbar. y" +vy'(y*> — f(\)) — Ay + y> = 0.
Umformung in ein System liefert

¥ =F(x,\), F(z,\) = ,

insbesondere F(0,\) = 0.

Weiter ist

0 1
D,F(0,)) = :
A ey

o(DLF(0, ) = {%f@) £ FO + A} ,

o(DF(0,\)NiR #0 < f(A) =0,A<0,
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und im Fall f(A) =0, A < 0 sind die Eigenwerte £/ algebraisch einfach. Sei also g < 0 In U()g) sind
die jeweils zu ++/Ag gehorigen eindeutig bestimmten Zweige algebraisch einfacher Eigenwerte

1
2 A2+ A mit Rep™(\) = if()\)’

1
2

=

+
>

Nai%
Il
e~ =
K’j

—~

A)2A mit Rep™(A) = —f()\).

t\
>
Il
i

Ist also f/(M\g) # 0, so findet Hopf-Verzweigung statt.
Nullstellen von F'(x, A) liegen auch in 25 =0, 21 = +vV, A > 0.

Wir erhalten das folgende Bild:

Wir untersuchen jetzt die Verzweigung in diesen Nullstellen (sekundire Verzweigung). Sei Fneu(z, A) =

F(z4Vei, \). Lost 2z das System 2’ = Fheu(z, \), so 16st © = z + v/de; das System 2/ = F(z, \) und
umgekehrt. Es ist Fneu(0,A) =0, A € A,

Fneu(z, A) = -
(21 £VA)? = f(A\)z2 + Alz1 £ VA) = (21 £VA)?
0 1
D.Fneu(0,)) = )
o f(A) =2

so dafl die Eigenwerte durch

pa(A)
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p2(A)

2
(1)

gegeben sind. Zwei konjugiert komplexe, rein imaginére Eigenwerte ergeben sich, wenn Ao > 0 Nullstelle

von f(A) — A ist. Dann ist
Ren(3) = 5(f' (o) 1)

und ist z.B. # 0, wenn f(\) = )\ ist. In diesem Fall liegt Hopf-Verzweigung vor.
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