Vorlesung Funktionalanalysis 111
IV. Hyperbolische Evolutionsgleichungen

§1. Hilfsbetrachtungen iiber Lipschitzstetige Abbildun-
gen eines Intervalls in einen Banachraum

Obwohl die folgenden Betrachtungen spéiter meist in einem Hilbertraum Anwendung finden, fiithren wir
sie doch in einem Banachraum durch, da dies keinen Mehraufwand bedeutet.

Definition IV.1.1: Sei a € (0,1] eine fest vorgegebene Zahl. Fir o € (0,1) ist C*(I,B) der C-
Vektorraum aller Abbildungen feines Intervalls I C R in einen Banachraum B mit folgenden Figenschaf-
ten: Ist I von der Form (a,b),[a,b), (a,+00), [a, +0), (a,b], (—o0, b), (—o0, b] oder einfach (—oo, +00), so
15t

t) —
o WO =GN
t,s€EK, |t — S‘O‘
t#s
fiir alle kompakten Teilmengen K wvon I. ||.|| ist natirlich die Norm in B. Ist I von der Form [a,b], so
verlangen wir
oo f
o WO =S
t,s€l ‘t — 5|°‘
t#s

Im Falle o = 1 sind die Definitionen dieselben, doch schreiben wir dann C%'(I,B), da C*(I,B) bereits
fiir stetig differenzierbare Abbildungen verwendet wurde (s. meine Vorlesung Funktionalanalysis I, V.3).

Es ist klar, da8 jedes Element aus C%(I,B) bzw. C%!(I, B) stetige Abbildung von I in B ist. Im Fall
I = [a,b] 148t sich C*(I,B) bzw. C%1(I, B) leicht zu einem Banachraum machen, indem man als Norm
festsetzt:

[ fllcer,z) = sup |[f(t)|] + sup M
tel tgfs] |t 3‘

Im Fall a = 1 schreibt man fiir die rechte Seite || f|[co.1(7,5). Nun gilt

Satz IV.1.1: Sei B reflexiv. Sei f € C%Y(I,B) mit I = [a,b]. Dann hat f fast iiberall eine schwache
Ableitung f' (=Distributionsableitung) im Sinne von ,Funktionalanalysis I “, V.3.5. Es gilt

f' e L™(1,B),

171 < I llcon .

Beweis: Wir setzen zunichst f auf [a — 1,b + 1] fort, indem wir definieren

f@t) = fla),a-1<t<aq,
ft) = fO),b<t<b+1.

Die derart fortgesetzte Abbildung f wird ebenfalls mit f bezeichnet. Offenbar ist f € C%([a—1,b+1], B).
Fiir die Differenzenquotienten von f gilt

f (s +h) = f(s)]l
1]

Weil B reflexiv ist, ist L>° (I, B) der Dualraum von L (I, B*) (siehe hierzu Funktionalanalysis I, Bemerkung
V. 4.1,2). Daher gibt es eine Folge (h,) mit |h,| € (0,1), v € N, und h, — 0, v — oo, derart, dafl

< |[flleor(a=1,0411.8 < | fllcor,my,t € I, h #0,]h] < 1.



hy,
schwach * in L*°(I,B) (siehe Funktionalanalysis I, Satz IV.3.5). Mit < .,. > wird wieder die Dualitét
zwischen B und B* bezeichnet. Sei v € C([a, b], B*), 1 besitze kompakten Triiger in (a,b). Dann ist

- g(')? v — Oo7

b

b
lim < s+ ) = f(s>,w(s) >ds = / < g(s),¥(s) > ds,
A, I “
b
= Jim [ s ) = £ () — s+ hu) + s+ )] > ds

Dabei entsteht die erste Gleichung folgendermaflen: Wenn J die natiirliche Abbildung von B in B** ist,
wenn < .,. > die Dualitét zwischen B* und B** ist, so haben wir

b — S
lm [ < (s), ZLET ) =TI ()

v—oo [ hl,

b
>ds = / <(s), Jg(s) > ds
mit Jﬂ%j_‘]f() — Jg(.), v — oo, schwach * in L (I, B**).

Man beachte hierzu, daf sich jedes Element H aus (L'(I,B*))* auf eine und nur eine Weise in der
Form

b
H(f) = / < £(3), Tg(s) > ds

schreiben 1a8t mit g € L>(1, B), |[H||(z1(1,8+)) = ||JgllL=(1,8++) = |lgl|L>=(1,8) (vgl. Funktionalanalysis
I, Bemerkung V.4.1,2, Satz V.4.4.).

Mit < z, Jg >= Jg(z) = z(g), x € B*, g € B, folgt

b

lim <w(s)’Jf(s+h,,)—Jf(s)

b J—
= lim < s+ h}:) f(s),w(s) > ds,

b
:/ <(s),Jg(s) > ds,

b
— [ <9.00) > as.
Nun ist

b
li [ < Fls ) = F(5), 2o0(5) = s+ o)+ (s + )] > ds

vV—00 a v

b

b — (s )
= i [ ), bl > = < £, 006) S)dst Jim [ < flsn,), LR

h,

> ds,

v—oo [ hl,

b

1 T
= dim [ (< fs ) 0l ) > - < f(5), () >)ds —/0 < f(s),0/(s) > ds.

V— 00 a v

Die Funktion < f(.),(.) > ist eine Lipschitzstetige Abbildung von I = [a, b] in C. Daher besitzt sie nach
einem Satz von Rademacher fast iiberall eine Ableitung, die beschriankt ist, und der Fundamentalsatz der
Differential- und Integralrechnung gilt in diesem Fall. Daher folgt mit dem Satz von Lebesgue

b
i [ (< s+ hy)y (s + ) > — < £(s),0(s) >)ds,

v—oo [ hu

- / < FO.() > (s)ds =< F(B), () > — < f(a),(a) >= 0.

Fiir ¢ € D(I) folgt



b b
/ <g(s),p(s)v>ds = —/ < f(s),¢'(s)v > ds, v € B,
b b
< / o(s)g(s)ds,v > = —< / ©'(s)f(s)ds,v > ds, v € B,

/ Co(als)ds = - / " () F(s)d.

Nach V.5 ist somit g die Distributionsableitung von f. Nach dem erwidhnten Satz von Rademacher ist
< f(.),v >, v € B*, in fast allen s € I differenzierbar mit schwacher Ableitung f/,. Wir haben

< S0 >" (5) =< fi,(5), p(s)v > + < f(s), ¢ (s)v >

=< flw(s), p(s)v > — < g(s), p(s)v >, ¢ € D(I).
Hieraus folgt
b
| 06 < ful9) = g()0 > ds =0, g € D), vE B,
Hieraus folgt f/, = g fast iiberall in I. O
Héufig benutzt wird im folgenden ein Resultat iiber partielle Integration, das wir so aussprechen:

Satz IV.1.2: Sei B reflexiv. Sei I = [a,b]. Sei zu jedem s € I ein Operator H(s) € L(B,B) gegeben
mit folgenden Figenschaften:

H()z € C°(I,B), z € B,
H()x € CY(I,B), x € B;
mit G(s)a = L(H()z)(s) gelte G(s) € L(B,B), s €I,
G()z € C™(1,B) N L¥(I,B), = € B.

Dann haben wir fiir alle f € C%*(I,B) die folgende Formel:

b b
/ G(s)f(s)ds = [H(s)[(s)]) - / H(s)f'(s)ds,

b
— HOS0) - H@f(0) - [ HEf s
Beweis: Zunichst bemerken wir, dafl nach Satz IV.1.1

fe L7(1,B),

p=>1

e () 71, B).

p>1

Wiihlen wir irgendein p > 1, das im folgenden fest sein soll. Dann kénnen wir f, f’ in der folgenden Weise
approximieren: Es gibt eine Folge (f,) mit

f, € CY(1,B),

N)

£ty = D" 0wy,
A=1

N(v)
=30y, tel, 95 e CY(I,C), veN,1 <X < N(v),
A=1

3



derart, da8 f, — f, f, — f' in Lp(;, B), v — oo. Wir kénnen sogar verlagen, daf

fi/(a) = f(a)v veN,
ist. Dies ist eine unmittelbare Konsequenz aus ,,Funktionalanalysis I, Satz V.5.1. Mit dem Satz von der

gleichmé#Bigen Beschrinktheit folgt wegen ||G(s)z|| < M(z) < +oo, s e}, sofort: ||G(s)|| < ¢, s 6;, c eine
positive Konstrante. Also gilt:

b b

lim G(s)fu(s)dS:/ G(s)f(s)ds.

V—00
a

In ; ist, wie man leicht zeigt, H(.)f,(.) stetig differenzierbar und
(H()fo () (s) = G(s)fu(s) + H(s) [ (5).
Also haben wir

b—e b—e
/ G(s)fu(s)ds = [H(s) fu ()]s — H(s) [, (s)ds,

+e a-+te

0 <e < 3(b—a), so daB wir durch Grenziibergang & — 0 die Formel

b b
/ G(s)f, (s)ds = [H(s) fu(s)]) - / H(s) £ (s)ds

gewinnen. Somit folgt

b

/ G()f(s)ds = Tim | G(s)fo(s)ds,

—
V—0Q0 a

V—00

b
— i (H(s)fu(s)]} - / H(s) £} (s)ds)

b
— H()f(b) - H(a)f(a) - / H(s) £} (s)ds.

Dies war zu zeigen. O

Zunichst weisen wir darauf hin, dafl uter den Voraussetzungen des Satze IV.1.2 es hinreichend ist, von f
zu verlangen, daf}

feLX(I,B),

f € LP(I,B)

fiir ein p > 1. Man kann dann wieder den Approximationssatz V.5.1 aus ,,Funktionalanalysis I“verwenden.
Sodann diirfen die operatorwertigen Funktionen H,G Singularitdten aufweisen, worauf jedoch erst im
Zusammenhang mit parabolischen Gleichungen eingegangen werden soll.



§2. Lineare abstrakte Wellengleichungen mit zeitun-
abhingigen Koeffizienten im Hilbertraum

Sei H ein Hilbertraum, A ein selbstadjungierter Operator in H mit Definitionsbereich D(A). A sei weiter
strikt positiv definit, d. h.

(AF,J) = ¢ellfII?, f e D(A),

wobei wie iiblich (.,.) und ||.|| Skalarprodukt und Norm in H sind; ¢ ist eine positive Konstante. Wir
interessieren uns fiir die Auflésung der gewodhnlichen Differentialgleichung u” + Au = f..,.” bedeuten
erste und zweite Distributionsableitung fiir Abbildungen eines Intervalls I in H mit I = [a,b]) in H;
vorgegeben sind f als eine Abbildung von I in H und die Anfangswerte u(a), v’ (a). Die Aufldsungsformel
fiir das Cauchy-Problem gewohnliche Differentialgleichungen u” + Au = f liefert die Beweisidee fiir den
folgenden Satz:

Satz IV.2.1: Sei T > 0, seien

¢ € D(A),

i € D(A3),
feC®([0,T),H).

Dann gibt es ein und nur ein u € C?([0,T],H) mit folgenden Eigenschaften

u(t) € D(A), t €[0,T],
u'(t) € D(Az), t € ]0,T],
Au € C°([0,T), H),
Au' € C°([0,T], H),
w4+ Au= fin [0,T],

u(0) = ¢,
u'(0) = 1.
u besitzt die Darstellungsformel
(Iv.2.1) u(t) = cos A3t + sin A2tA~ 29 4 f(f sin Az (t — s) A2 f(s)ds, t € [0,T].
Weiter gelten die folgenden Identititen
(IV.2.2) [l ()12 + | A2 u(t)][* = 2 [ Re(f(s),w/(s))ds + [[¥||* + [ A2 0|2, ¢ € [0, 7],

(IV.2.3) [[ A3/ (O)]12 + | Au(t)| | = 2Re[(F(s), Au(s))ls — 2Re [ (f'(s), Au(s))ds + | A3u]|2 + || Ag] %,
(IV.2.4) = 2Re(f (), Au(t)) — 2Re(f(0), Ap) — 2 [y Re(f'(s), Au(s))ds + || AB|1? + | A%, t € [0,7],

die wir auch als erste und zweite Energiegleichung bezeichnen. Zur Definition der Operatorfunktionen
1 1 1 1
cos Azt, sin A2t, sinAztA™2 verweisen wir auf IL.8.

Beweis: Sei
vo(t) = cos ATt +sin A2tA™ 24,
Wir zeigen, dafl vg das homogene Problem v’ + Au = 0, u(0) = ¢, v/ (0) = ¢ 16st. Zunéchst haben wir

vo(0) = ¢
wegen cos A20 = I (Identitéit), sin A20A~2 = 0 (Nulloperator). Dann ist wegen



—+o0
(IV.2.5)  [|(cos A3t — cos A3 ¢)3|2 :/ | cos VAt — cos VA 2A(ENG, 3), & € Ht,t' € [0,T]
/2
jedenfalls cos Az, @ fiir alle $ € H eine stetige Abbildung von [0,7] in H. Dies sieht man, indem
man t' gegen t streben 14t und den Satz von der majorisierten Konvergenz anwendet. Zur genaueren
Einsicht ist ein kurzer Exkurs iiber das Spektralmaf} angebracht. Wir berufen uns hierfiir auf [Bau-
er, Wahrscheinlichkeitstheorie und Grundziige der Mafitheorie I, Sammlung Goschen, Band 1216,/1216a].
Wir bezeichnen mit J! die Menge aller endlichen halboffenen Intervalle [a, b) aus R (=0, falls b < a). Sei
f € H. Wir setzen

py(la, b)) = (E(b—0) — E(a)) [, f).
Weiter setzen wir

F! = {E|F hat eine DarstellungF = U I, I, € J'.

v<1

Dann ist ' ein Ring in R. Die Abbildung ps : J' — [0,+00) ldBt sich auf eine und nur eine Weise
zu einem Inhalt auf F! fortsetzen. Dies liegt im wesentlichen daran, daf jedes Element E aus F' eine
Darstellung

N I,eJ', 1<v<N
E=JIL mit I,nI, =0,
v=1 v#Ek, 1<y, k<N,

besitzt. Man kann dann

nr(E) = ps(l)

setzen und beweisen. dafl py ein Pramafl ist. Nun kénnen wir py auf die von F' erzeugte o- Algebra
fortsetzen. Da J! durchschnittsstabil ist und es eine Folge von Mengen (E,,) in J* gibt mit E,, C E, 41,

ist diese Fortsetzung eindeutig bestimmt. Die von F! erzeugte o-Algebra ist die o-Algebra B! der Bo-
relschen Mengen in R. Sie wird bereits von J! erzeugt. Daher ist die Fortsetzung von u ¢ auf B! Dbereits
eindeutig bestimmt. ;1 kann man noch vervollstdndigen, die Vervollstdndigung wird auch mit ps be-
zeichnet. Wegen

oo

[a,b] = m[a7b+ %),

v=1

der Monotonie und rechtsseitigen Stetigkeit von (E(.)f, f), f € H, erhélt man mit der Stetigkeit von
oben des Mafles py die Formel

(E®) — E(a))f, ) = py([a,b]), d. h.
(E(A)f, f) = pp(A) mit A = [a,b], fE€H

Sei ¢ : A — C stetig. Wir wollen zeigen, dafl

/abw()\)d(E(A)ﬁf)Z/R<p.XAduf:/:<def

ist. Wenn wie in I1.2, Definition 11.2.3,

n
_ (n)
A=[JAY, neN,
j=1
. . . . (n) . . o (n) o (71)
gesetzt wird mit nichtdegenerierenden abgeschlossenen Intervallen Aj , fir die gilt A; NA; = 0,
1# 5,1 <1i,j <n,so ist



b
[ ewaens.g) —nlggono M) (B )

fiir irgendwelche XE") € AE"). Dabei wird natiirlich angenommen, dafl max |A§”)| — 0, n — oo. Die
<j<n
letzte Summe formen wir um.

A o (n) g (n) g
Sei A;” =[a;",b;"]. Dann ist

n—1 n—1

Z POFNEATN ) = D7 oA - pp([af™ 05)) + oA p (AL) + D~ oW )u(ty™),
Jj=1 j=1
p n—1 n—1
/ Z DTN 0 i) + PN g )ig 3 o (N™) - (BOS™) = BB = ). f).
a j=1
Nun ist s ein endliches Maf, wir haben némlich p¢(R) = || f||?; insbesondere sind die Konstanten sogar

itber R integrierbar. Daher konvergieren die letzten Integrale fiir n — oo gegen

/a b e(N)dpy,

wie der Satz von der monotonen Konvergenz zeigt. Als Funktion von beschrénkter Variation ist (E(.) f, f)

in hochstens abzdhlbar vielen Punkten unstetig. Wenn wir die Intervalle Agn) so wihlen, daf die b;n)
1 < j < n, nicht in die Unstetigkeitspunkte von (E(.)f, f) fallen, so verschwindet die letzte Summe. Also

folgt in der Tat [* o(Ad(EA)f, f) = [ ¢(A)dpy. Man iiberlegt sich nun leicht, daf

+oo
/ PNAEMNS, f) = / oV duy

— 00

ist fiir alle f € D(¢(A)). Die Anwendung des Satzes von der majorisierten Konvergenz in (IV.2.5) ist also
gerechtfertigt und zeigt

cos A% -G e C[0,T],H), T >0, € H.

Ebenso beweist man

sinAz -3 e C[0,T],H), T >0, g€ H,

sin A2 - A™125 € €20, T],H), T > 0,3 € H.
Fiir ¢ statt ¢ erhalten wir

Lt + h) — cos A} - o0 -
I (A Erh) = cond t+sinA2tA2> o= [ VN 1) ZCOsVA i RAPAE . ). 0.
/2

Fiir h — 0 ergibt sich mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz

cos A% - € CY([0,T],H), T > 0,

%(cos Az ©)(t) = —sinA%tA%go.

Insgesamt folgt, dal vg Losung von u” + Au = 0 ist und neben den im Satz angegebenen Regularitéitsei-
genschaften auch noch die vorgeschriebenen Anfangswerte besitzt, d.h.

v0(0) = ¢, v5(0) = 7.
Es bleibt die Untersuchung des Terms

v1(t) = /0 sinA%(t - s)A_%f(s)ds.

Wir halten ¢ fest und setzen



G(s) = sinAz(t—s)A~?
H(s) = cosA?(t—s)A™".

Nach Satz IV.1.2 folgt

¢ ¢
/ sinA%(t - s)A*%f(s)ds = cos A? - 0ALf(t) — cos A%tAflf(O) - / cos A? (t — )AL f/(s)ds
0 0

Fiir t = 0 ist v1(0) = 0. Differentiation nach ¢ ergibt die folgenden Formeln
(IV.2.6) | (t) =sin AztA~z2 f(0) + cos Az - 0ALf/(t) — cos Az - 0A~Lf/(t) + fot sin A2 (t — s) A2 f/(s)ds,
(IV.2.7)  =sinA3tA™3 f(0) + [, sin A3 (t — s)A~2 f'(s)ds fiir fast alle ¢ € [0,T].

Hierbei verfahrt man mit dem Integralterm wie folgt:

h
;L(/OH_ cos A2 (t+h — s) A~ f/(s)ds — /ot cos A% (t — s) A~ f/(s)ds)

L™ oAbt h— ) A P (s)ds) + L [ cos Abr 4 n A5 (t— ) A7 f'(s)d
= [ cosabn— A7 )+ [ cos At 4= ) = cos A} (1= )47 (),

tel0,7),T—t>h>0.

Nun haben wir

1 t+h . 1 t+h . L ) t+h
E/ cos A2 (t+h—s) A7 f'(s)ds = E(/ (cos A2 (t+h—s)—cos A50)~A_1f’(s)d8—|—cosA50A_1/ 1/ (s)ds)
t t t

Fiir den ersten Integranden erhalten wir

[(cos A2 (t+h — s) — cos AZ) A~ f/(s)||2 < c|(cos AZ (t + h — s) — cos AZ0) A~ Y| |2,

<¢ swp ‘cosﬁ(t—i—h—s)—cosﬁﬂﬁ

A>e/2, )\
t<s<t+h

< c(E)(%Zh\f)\f _ c@)h?%

nach dem Mittelwertsatz. Also konvergiert das erste Integral rechts in der vorletzten Gleichung auch nach
Multiplikation mit 1/h und gegen Null, falls h gegen Null strebt. Fiir das zweite Integral in der vorletzten
Gleichung rechts folgt nach ,, Funktionalanalysis I“die Formel

t+h B
peosat 047t [ ps)ds = pan e - pio) = 4 LD IO,

Der letzte Ausdruck konvergiert jedoch nach Satz IV.1.1 fiir fast alle t € (0,T') schwach gegen A=1f/(¢),
falls h — 0. Mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz erhélt man

t ¢
% / (cos AZ(t+h —s) —cos A2 (t — s)) A~ f/(s)ds — 7/ sin A% (t — s)A~2 f'(s)ds in H, h — 0,
0 0

fiir jedes feste t € (0, 7).

Damit haben wir gezeigt, daf die Formel (IV.2.6) in der Tat fast iiberall in (0,7"), und damit in [0, T,
gilt, wenn v](¢) als punktweise schwache Ableitung von v; interpretiert wird. Nach Formel (IV.2.7) ist
jedoch

vy € C°[0,T], H)



Fiir jedes g € H ist demnach (v1(.),g) fast iiberall in (0,7 differenzierbar und die Ableitung ist stetig
in [0,T]; genauer miifiten wir in den beiden letzten Aussagen sagen: v} bzw. (v1(.),¢)’(.) stimmen mit
auf [0,7] stetigen Abbildungen iiberein. Eine Durchsicht der Abschiitzungen des Differenzenquotienten
F(vi(t+ h) — vy (t)) auf den Seiten 7 bis 8 zeigt, daB

vy € C%Y([0,T], H)

ist. Insbesondere ist (v1(.), g) absolut stetig, wir haben

(1) = 11(0.9) = [ L0i)9)e)ds, g €,
also
mwwmm>=ﬁw@mw
= (/0 ’Ul(S)dS,g), g S H7
so daf3

n(t) = /0 v, (s)ds + v(0),

v € Cl([ov T)7H)
entsteht. Wiederholung der vorhergehenden Argumentation liefert mit (IV.2.7)

vy € C%([0,T], H)

1"

(IV.2.8) vy (t) = cos A7tf(0) + /t cos A3 (t — s)f'(s)ds, t € [0,T).
0

Aus der Formel fiir v; auf S. 7 und 8 sowie aus (IV.2.6), (IV.2.8) folgt, daB v; Losung von u” + Au = f
ist mit den im Satz angegebenen Regularitétseigenschaften. Aufierdem ist v1(0) = 0, v1(0) = 0. Also ist
durch (IV.2.1) jedenfalls eine Losung von v’ + Au = f mit u(0) = ¢, v/(0) = ¢ gegeben mit den im Satz
angegebenen Regularititseigenschaften. Aus (IV.2.2) folgt sofort, dafl es auch die einzige ist. Wir zeigen
daher (IV.2.2). Skalarmultiplikation von u” + Au = f mit v’ liefert

(Iv.2.9) (u”,u') + (Au,v') = (f,u') in [0, T].
Nun ist

d, , 2 B " /
S QIR () = 2Re(u" (1), /(1))

Au(t), o/ (t) = lim (Au(t), u(t + h)) = (Au(t), u(t))

h#0, h
h—0

iy (Aul®), ABu(t + h)) — (Azu(t), Azu(t))

h+#£0, h
h—0

o (ARu(t+R), Asu(t +h))  (AZu(t), AZu(t)) | (Azu(t) — Azu(t+h), A3u(t + h))
- }ILI#IEI[ h o h + h ]7

h—0

3 2 _ 3 2 _
— ;ILI;EEI[HA 'Uz(t'f'h)Hh ||A U(t)” +u(t) u(t+z)’ Au(t+h)],

h—0

3 2 _ 1A% 2
i AR+ )2 — (AR

h#0, h
h—0

(u'(t) — Au(t)),

also

d, 1 20\ _ !
ZARu()|P(t) = 2Re(Au(t), ' (1)).



Insbesondere sind [|u/(.)||, ||AZu(.)||? stetig differenzierbar in [0,7T]. Geht man daher in (IV.2.9) auf
beiden Seiten zu den doppelten Realteilen iiber und integriert von 0 bis ¢, so folgt (IV.2.2). Der Beweis
von (IV.2.3) bzw. (IV.2.4) erfordert einen kleinen Kunstgriff. Wir betrachten den Operator e~*4, ¢ > 0,
den wir gemé&f I1.8 durch

—+oo
ety = / e MdE\N)z, t >0
/2
definieren. Man beachte, daf8 fiir ¢ > 0 wegen e~ — 0, A — 400, das Integral f;/_;o e MdE()\) sogar in
der Norm von L(H,H) konvergiert. Mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz erhilt man
(Iv.2.10) e tr — a2, t—0, in H.
Endlich ist A¥e 4 € L(H,H), v €N, t > 0, und

(IV.2.11) |AYe 4| < sup e MAY| < ti
>¢/2
Lost nun u die Gleichung v’ + Au = f in [0, T] wie im Satz angegeben, so folgt wegen der Vertauschbar-
keit der Differentiation nach t mit e~ (1/*)4 und der Vertauschbarkeit von e~(1/")4 mit A, daf e~(1/")4
Losung von

’LLH+A’U, _ 67(1/V)Af,
u(0) = e M4y,
’U/(O) — e_(l/V)A'(/J

ist. Insbesondere ist mit u, = e~ 1/ 4y

J
%uy(t) € ﬂ D(AY), j=0,1,2, t € [0,T),
AEN
AN, € CO([0,T],H), AEN, j=0,1,2.

Die Gleichung u/ + Au, = e~ (/"4 f wird skalar mit Aw!, multipliziert. Dies liefert

2Re(u!’, Aul)) + 2Re(Au,,, Aul)) = 2Re(e”VAf Au!).
Wie schon gezeigt, ist

2Re(ull, Au) = AN
Wir haben weiter fiir alle f € D(A), t € [0,T]
(Auy (t) — Au, (0), f) = (un(t) — u,(0), Af),
t
- ' (s)ds, Af),
([ wts)as.an
- /0 (ul (5), Af)ds,

Il
S—
AH.
b
<
o~
—~
»
:—/
~
S~—
QU
»

= (| Auy(s)ds, f).
0
Da jedoch D(A) dicht in H ist, folgt
t
(IV.2.12) Auy () — Au, (0) = / Aul,(s)ds,
0

Au,, € CY([0,T], H),

10



(Au,)'(t) = Auy, (1)
Dies liefert
/ d 2
2Re(Auy,, Au,) = %HAUVH .

Somit folgt

d 1 2 d 2 _ /
1Az w O + [ Au C)I7(E) = 2Re(f(2), Au, (1)), t € [0, T,

woraus durch Integration von 0 bis t die Relation

t
(IV.2.13) [[AZu, ()] + [ Au, (1)]]* = /0 2Re(e” VA f(s), Auy,(5))ds + [|Aze” WA 4[| Ae A2

entsteht. Auf den letzten Integralterm wenden wir partielle Integration an. SinngemiBe Ubertragung
der Argumentation auf S. 4 liefert

/t 2Re(e” /AL (s), Au! (s))ds = 2Re /t(e_(l/”)Af(s)7 Aul,(s))ds,
0 0

— 2Re([(e” VA f(s), Au, (3))]) — / ("W). Au,(s))ds).

Insgesamt folgt aus (IV.2.12)

(e WIAAVZ (1) + [l A Au(t)]P = 2Re([(e” M £ (5),

67(1/V)AU(S))]8 _ /t(e(l/V)Af/(s)’ ef(l/u)AAu(s))ds).
0

Nun lassen wir v gegen +oco streben. Mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz folgen (IV.2.3) und
(IvV.2.4). |

Wir hatten in Satz IV.2.1 angenommen, dafl A strikt positiv definit ist. Es ist jedoch ausreichend, anzu-
nehmen, daf§ (Au,u) > —¢||ul|?, u € D(A), ist mit einer Konstanten ¢ > 0. Dann betrachtet man statt
u” 4+ Au = f die Gleichung v’ + (A +¢+ 1)u = f 4 (¢ + 1)u und kann fiir diese ein Analogon zu Satz
IV.2.1 beweisen, bei dem A durch den strikt positiven Operator A + ¢+ 1 ersetzt wird. Wir kommen
daruf im Zusammenhang mit semilinearen Problemen zu sprechen.

Es sei ferner bemerkt, daf} fiir Satz IV.2.1 bereits die Voraussetzungen

feL'((0,7),H)
f e L'((0,T),H)
ausreichen; iibrigens folgt hieraus f € C°([0,T],’H), f’ ist natiirlich die Distributionsableitung von f.
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§3. Anwendungen des abstrakten Resultats aus §2

Wir studieren hier Wellengleichungen der Form u” + Au = f iiber einem zylindrischen Gebiet [0, 7] x
des R"!. Dabei ist A ein elliptischer Operator (elliptisches System) der Ordnung 2m, auf [0,7] x O
bzw. in {0} x Q sind gewisse Rand- bzw. Randanfangswerte vorgeschrieben. Die Randwerte kénnen
allerdings erst bei einer gewissen Regularitdt des Randes im Sinne des Spuroperators interpretiert wer-
den, wihrend man sich fiir beliebiges offenes 2 auf die Aussage u(t) € V, 0 < t < T, beschrinken mufl.
V ist dabei im Sinn von I11.4 zu verstehen. Wir prézisieren zunéchst unsere Voraussetzungen beziiglich A.

Voraussetzung IV.3.1: ) sei eine offene Menge des R™(2 = R™ ist zugelassen). Seien N € N, m € N.
Zu z € Q und je zwei Multiindizes o, 3 des R™ mit |a|, |B] < m sei eine N x N-Matriz a,g(z) gegeben.
Die Abbildung aqg von 2 in die N x N-Matrizen besitze folgende Eigenschaften:

tap € CIFMH(Q), DVang € L=(Q), [yl < Jal, |al,16] < m,

aop(x) = (—1)‘a|+|ma2a(aﬁ)7 z € Q,|al,|f] < m.

Sei V' ein abgeschlossener Unterrraum von H™(2) mit H™ (Q) C V; fir alle u,v € V' sei wie in II1.4

B(u,v) = (-1)™ E (—1)‘“'77”/ < aap(.)DPuDy > da
|| <m, Q
18[<m

gesetzt (Erinnerung: Wir schreiben zur Vereinfachung H™ () statt (H™(Q))N usw., < .,. > ist das CN-
Skalarprodukt). Von der Sesquilinearform B :V x V — C wverlangen wir:

(Iv.3.1) B(v,v) > c|v]|3 = c||v]|2,, vEV,

m?

mit einer positiven Konstante c. Endlich sei fiir jedes Kompaktum K C §)

(IV.3.2) [det Y aap(2)E"E"| > (1/ep(K)EP™N, z € K, € R,

la|=m,

|Bl=m

mit einer positiven Konstanten (1/cg(K)).

Nach Satz I11.4.4 ist

loc

Au=Lu= Y Daap(.) D), u € HI(Q),

la|=m,

18] <m

eingeschrinkt auf D(A) = {ulu € V N HZ™(Q), Au € L*(Q), B(u,v) = (Au,v), v € V} ein strikt

loc

positiv definiter selbstadjungierter Operator in H = L?(2) gegeben mit

1

D(AY) =V,

1
(1/o)lullvy = (1/)|ullm < [[A>ul| < clullm = c|lul]v.

Wir merken an, dafl geméf Problem III.4.1 fiir diese Aussage bereits die Regularitdtsannahme ang €
C?™(Q) statt ans € Cl*1+2m=1(Q) hinreichend ist. Nach meiner Vorlesung Klass. Randwertproble-
me..., Problem IV.4.1, ist sogar die Annahme a,g € C™(2) hinreichend. Damit erhalten wir

Satz IV.3.1: Es gelte Voraussetzung IV.3.1. Sei A der eben eingefiihrte selbstadjungierte Operator in
H = L*(Q). Seien T >0,
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fec¥([0,1], L*()),
¢ € D(A),
Y eV =D(AY?).

Dann gibt es ein und nur ein u € C?([0,T], L?(Q)) mit folgenden Eigenschaften:

u(t) e D(A), 0 <t <T,
W (t) eV =D(A%), 0< ¢t
Au € C°([0,T), L*(2)),
u e CY[0,T],V),

u' +Au = fin [0,T],
u(0) = ¢, W(0)=1.
Wegen D(A) C H¥™(Q) gilt fiir jedes t € [0,T] und fast alle x € Q die folgende punktweise Gleichung

loc
(IV.3.3) %u(t z)+ > D%aas() D ul(.,.))(t,x) = f(t,z).
|| <m,
|B]<m

Hierbei sind 0%./0t?, D., DP. die Distributionsableitungen diber (0,T) x Q, die sich bei D* DP nur
auf die Variablen x1,...,x, beziehen.

Bevor wir zum (kurzen) Beweis kommen eine Bemerkung zum vorhergehenden Satz. Der Vorteil des
von uns gewdhlten Zugangs liegt darin, dal ohne irgendeine Voraussetzung an dem Rand bereits eine
punktweise Aufstellung der Gleichung (IV.3.3) moglich ist. Falls 9Q bei beschrinktem  der Regula-
rititsklasse C2™+1 angehort, so ist sogar u(t) € H?™(Q2) und die durch V implizierten Randbedingungen
lassen sich im Sinn des Spuroperators interpretieren. Auf diesen Fall gehen wir gleich am Beispiel der
schwingenden Platte ein.

Beweis des Satzes IV.3.1: Der erste Teil folgt im wesentlichen aus Satz IV.2.1. Nur die Aussage
u € C1([0,T],V) bedarf noch einer Begriindung. Auf Grund von Satz IV.2.1 ist bereits bekannt, daf

A2y e ([0, T], L2 ()
ist. Wie auf den Seiten 10 und 11 folgert man hieraus
A2y e CY([0,T), L3 ().
Da die V-Norm mit der Norm ||A'/2.|| dquivalent ist, entsteht in der Tat
ue CY([0,T],V).
Zur punktweisen Interpretation unseres Resultats setzen wir
u(t, z) = u(t)(x)
Fiir jedes Kompaktum K C , [o{yé 0, gilt

u € CO([0, T, H*™(K)).
Sei ¢ € C§°((0,T) x ). Dann ist

~ ~ ~ T ~
/ (= 1)/ (u(t, 2) D¥4p(t, ) drdt = (— 1)1 / / (Du(t)(x), (¢, 2))dudt,
(0,T)x o Ja

= Z (D%u(t)(x), ¥(t, z))dzdt, |a] < 2m.

(0, T)xQ

@ ist dabei ein Multiindex des R”, bei dem sich D® nur auf zy,...,z, bezieht. Somit ist D%u(t)(z) die
schwache Ableitung (Distributionsableitung) von u der Ordnung & iiber (0,7) x . Mit ¢(t)(x) = ¢ (¢, z)
folgt ((.,.) = Skalarprodukt in L?(2))
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| GEervnas = [ o, jﬂw( )ds

- / / u(s, ) 82 ¥(s, z))dxds.
/0 (CZ? ds—/ / =7 (8)(@), ¥(s, 7)) duds,

so daf3 wir endlich erhalten

Nun ist

d*u d?
Ll O s = [, a), (s, s

Tyxo dt? (0,7)x Q2
Damit ist Satz IV.3.1 bewiesen. O

Der folgende Satz iiber die teilweise freie, teilweise fest eingespannte schwingende diinne Platte ist im
wesentlichen eine Konsequenz aus Satz IV.3.1. Die Schwingungsleichung ist gegeben durch

02 A2

2z + A%y = f.

Diese Gleichung beschreibt die vertikale Auslenkung w(t,z) der Platte zur Zeit ¢t und im Punkte z €
Q C R2, wobei Q die Platte in der Ruhelage darstellt, unter dem EinfluB einer duBeren Kraft f. Die
Anfangsauslenkung u(0,z) = ¢(x) und die Anfangsgeschwindigkeit u;(0,z) = ¢(z) sind vorgeschrieben,
auf einem Teil 02 von 9f2 verlangen wir u = 0, % =0, auf dem Rest 025 soll

0 0 0%u

—A 1—0)=— =

g, At =05 Gnas = O
0%u 0%u
52 +o 952 =0, s = Bogenlénge,

sein (o eine Konstante aus (-1, +1)). Unser Ergebnis hierzu ist

Satz IV.3.2: Sei Q eine offene beschrinkte Punktmenge des R2, sei

N
oo=J I
v=1

mit positiv durchlaufenen einfach geschlossenem (= Jordankurven) T, die fiinf Mal stetig differenzierbar
sind und paarweise disjunkte Spuren haben, und mit einem N € N/ N > 2.

Sei
M N
o = J I, 022 = |J ILul.
v=1 v=M+1

Sei o € (—1,+1) eine Konstante,

Au=A*u, u € D(A) = {uluec HY(Q),
uzo,@zom o
ov
0 0%u 8%u 0%u

0 .
aAU—F(l—U)%ayas = ,ﬁ—FU@:Ozn 892,

alles im Sinn des Spuroperators}

Dann ist A ein strikt positiv definiter selbstadjungierter Operator in L?(Q) mit

D(A%) =V ={ulue H2(Q),u =0, ? =0, in Q1 im Sinn des Spuroperators.
v

v ist hier die innere Normale an 0f). Seien
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¢ € D(A)
Y EDA) =V
f e ([0, 1], L*(Q)).

Dann gibt es genau ein u € C%([0,T], L*(Q2)) mit folgenden Eigenschaften:

u(t) € D(A),0 <t < T, Auc C°([0,T], L*(Q)),

u'(t) e V=D(AY?), 0<t<T, ueCY0,T],V),

v +Au = fin]0,7)
w®0) = ¢,
u'(0) = 4.
Insbesondere ist
0?u
P 0) + ul.2) = 0
fast diberall in (0,T) x Q, g—;. A?. sind im Sinn der Distributionsableitungen von u diber (0,T) x Q zu

4
verstehen, A%u = %u +

von Satz IV.3.1 hinaus gilt

2%5‘3/2 + % bezieht sich nur auf die Raumvariablen x,y. Uber die Ergebnisse
ue C([0, T), H'(Q)),
u e C2((0,T), H2()).
Beweis: Die Aussagen iiber A folgen aus Satz II1.7.2. Auf die Gleichung v” + Au = f wenden wir Satz
IV.2.1 an. Neben Au € C°([0,T], L*(Q)) folgt zuniichst
Az’ € CO([0,T), L2(Q)).
Wie auf Seite 10 und Seite 11 folgt

Azy e CH([0,T], L3(Q)),

d
a(A%u)(t) = A%u/(t), 0 < t < T, insbesondere

uwe CY(0,T],V),

u € CH[0,T], H*(Q)).

Fiir die Giiltigkeit der Gleichung %(t7 x)+A%u(t,x) = f(t,z)in (0, T)xQ im Distributionssinn verweisen

wir auf Satz IV.3.1. Nach Satz I11.7.2 ist

[lulls < cllA%ullo = cl|Aullo, u € D(4A),

so da8 aus Au € C°([0,T7], L?(2)) sofort folgt: u € C°([0,T], H*(12)). O

Als néchstem Anwendungsbeispiel wenden wir uns den Maxwellschen Gleichungen zu. 2 sei ein
nichtleitendes, nichtferromagnetisches Medium im R3, das in Gestalt einer unbeschrankten offenen Punkt-
menge des R? mit kompaktem Rand 99 von der Klasse C* gegeben sei (Medium 1).  sei homogen, in {2
seien keine Ladungen und Strome vorhanden. CS2 sei ein Leiter (Medium 2). In CQ herrsche ein elektri-
sches Feld Fy mit Verschiebungsvektor Dy, das induzierte Magnetfeld sei Hs, die zugehdrige magnetische
Induktion Bs. Der Einfachheit halber nehmen wir an, dafl

Hy, By € C3([0,T] x CQ)

15



sind. Mit Hilfe des Fortsetzungsoperators T aus III. kann man leicht zeigen, dafl Hs, Bs Fortsetzungen
auf [0, T] x R? besitzen mit folgenden Eigenschaften

H2 € 03([0>T]>L2(R3)) n Cl([ovT]vHQ(RS))v

B € 03([07T]7 L2(R3)) N Cl([OvT]a Hz(RS));

diese Fortsetzungen werden natiirlich ebenfalls mit Hy, By bezeichnet. Fiir die entsprechenden Groéfien
El, Dl; Hl, Bl in Q gllt

Ey=¢Dy, By = pH,
mit positiven Konstanten ¢, . Im Gauf3-System lauten die Maxwellschen Gleichungen in €2 wie folgt

1831 /LaHl

rot B4 = S ot = oo divD, = edivE; = 0,
10D OF
rot H = it S E—l, divB, = pdivH, = 0.
c Ot C at

Wir erinnern hier an die Begriffe div., rot., die wir fiir irgendein Vektorfeld u € (H}.(€'))3, ' C R? und
offen, definieren kénnen. Es ist

° O,
S j
div u = g Dz,
J=1

Ou;  Ou,
tu = L -
rotu= Y (axj aﬂ) ek,
(i,4,k)€I1,(1,2,3)
wobei II.(1,2,3) gerade aus den Permutationen (3,2,1), (1,3,2) und (2,1,3) besteht; e, es, €3 sind die 3
Einheitsvektoren des R®. Nun notieren wir eine Relation, die fiir Vektorfunktionen aus H7 () gilt. Es
ist

Au = —rotrotu + grad xzdiv u.

Setzen wir hinreichende Differenzierbarkeitsstufen von F,, H; voraus, so folgt in 2

€0 ue 02H,
TOtTOtHl = EaTOtEl = _FW
0’H
—AH; + graddiv Hy = _ke 1, also wegen div H; =0
2 ot?
82H1 02
— —AH; =0.
ot !
Die Randbedingungen sind
(IV.3.4) (n, Hy) = . (n, By) auf 99,
(IV.3.5) nx Hy =n x Hy — 2T 1, auf 9Q,

wobei n die dulere Normale beziiglich Q an 9 ist, und wobei Iy die Oberflichenstromdichte auf OS2
ist. Wir nehmen an, daf§ I, eine Fortsetzung auf R3 mit folgenden Eigenschaften hat:
I, € C3([0,T), L*(R*)) n C'([0, T], H*(R?));

nun ist weiter das Vektorfeld H; durch die Randvorgaben (IV.3.4) und (IV.3.5) eindeutig auf 99 be-
stimmt, denn fiir eine zweite Abbildung Hj : 9Q — R3 mit (n, H}]) = (n, Ha) auf 9Q, nx H| = nx Hy— I
auf 09 folgt

(Iv.3.6) (n,Hy — H{) = 0 auf 99,

(Iv.3.7) n x (Hy — Hy) = 0 auf 09.

Demnach ist Hy — Hy parallel zu n, also Hy — H} = 0, wobei wir zuerst (IV.3.7) und dann (IV.3.6)
benutzt haben. Mit den Regeln des Vektorprodukts bestétigt man leicht die Formel
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Hy, = (n,Hi)n—nx (nx Hy),

B B 4
= (n,i)n—nx(nx—z)—i—nxlfs.
1 [ c

Mit Hilfe der Regularititseigenschaften von 0S2, Bs, I, d.h. insbesondere der bereits angegeben Fortset-
zungen von Bs, Iy kann man zeigen, dafl %(n, Bo)n — %n X (n x B) +n x I eine Fortsetzung v auf R?
besitzt mit folgenden Eigenschaften

v e C3([0,T], LA(R*)) n C*([0, T], H*(R?)).

Die Ubereinstimmung sowohl von I, als auch von v mit den vorgeschriebenen Werten auf 0 ist da-
bei selbstverstndlich im Sinn des Spuroperators gegeben. Wegen B; = pH; haben wir damit auch die
Randwerte von B; auf 2 fortgesetzt und zwar durch p - v.

Wir bemerken, dal man mit gewissen Einschrinkungen (vgl. ,Kritik“am Ende des Paragraphen!) v so

konstruieren kann, daff divv(t) =0 ist, 0 < ¢ < T. Wir betrachten statt Oagl — —AHl = 0 das System
0°H, ¢ d? 2 v A
—_—— — - —v+ —Av=——+—A
ot? pe ! a2’ + pE v dt? + HE v
d.h.
d2 d2 2
mit

w=Hy —w.
A ist der Operator, der gegeben ist durch

Au= > D*(aap()D"u), u € D(A)
la|=1,8|=1

mit —ae,c,(.) = 3 x 3 Binheitsmatrix fiir i = k und ac,e,(.) = 0,7 # k, 1 < i,k <3,z € Q, D(A) =
ol
(H?(Q)N H (2))3. Wegen

3
(Au,u) = Z|a

i,k=1

haben wir ((A+ I)u, u) = |[u]|2. Offenbar ist A + I hermitesch und man kann zu jedem f € (L2(2))? ein
und nur ein u € D(A + I) finden mit (A + Iu = f. Wir verweisen in diesem Zusammenhang auf III.
Da € unbeschrinkt ist, ist A selbst nicht mehr strikt positiv definit, sondern nur noch positiv definit, so
daB wir den strikt positiv definiten Operator A+ I betrachten. Fiir die Regularitiit der Losung u € D(A)
von (A + Iu = f gilt wegen dund Konllpakthelt von 9 das in III. gesagte. Insbesondere sind A und
A = A+ I selbstadjungiert, D(Az) —H (€2). Schreiben wir noch Anfangswerte H;(0,.) = ¢(.) € D(A)
mit dive = 0 in Q, 2 H;(0,.) = ¢(.) € D(AY?) vor so haben wir fiir w = H; — v die Gleichung

(Iv.3.8) w’ + Aw =F — w,
w(0) = ¢,
w'(0) = ¢

im Hilbertraum H = (L?())? mit

F e C%([0,T],H), ¢ € D(A), ) € D(A?).

Eine Losung w gewinnen wir geméfl Satz IV.2.1. Dafl w noch auf der rechten Seite von (IV.3.8) auftritt
andert nichts am Resultat, da man die Integralgleichung fiir w, ndmlich

t
'IU(t) :COSA%t@—FSlnA%tA*%w_'_/ SlnAé(t—s)A7%
0

(F(s)—w(s))ds, 0<t<T
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mit dem Verfahren der sukzessiven Approximation in den in Satz IV.2.1 angegebenen Regularitéiitsklassen
16sen kann. Dies wird im nédchsten Paragraphen in einem allgemeineren Zusammenhang geschehen. Die
Eindeutigkeit von w und damit die von H; ist ebenfalls klar, da aus (IV.2.2) fiir zwei Losungen Hy, Hy
mit denselben Anfangs- und Randwerten folgt:

d

%(Hl — H1)(s)||ds,

[I(Hy = HY) (0] + || A2 (Hy — H)(®)|P < /0 [I(Hy = Hy) ()] - ]

< [ (gl = P + 5115 — ()| Pl

Fiir die Funktion h(t) = ||% (Hy— H{)(t)|[>+||(H1— H{)(#)|[>,0 < t < T, gilt also h € C°([0, T7, [0, +00)),

h(t)g/o h(s)ds.

Hieraus folgt h(t) =0, t € [0,T], wie man sich leicht iiberlegt und auch im néchsten Paragraphen bewie-
sen wird. Es bleibt nun die Frage offen, inwieweit das aus w gewonnene Vektorfeld H; = w + v zusammen
mit dem aus H; zu bestimmenden Vektorfeld F auch tatséchlich den Maxwellschen Gleichungen gentigt.
7.B. ist nicht klar, ob auch div H; = 0 ist. Mit anderen Worten: Die Existenz einer Losung des Maxwell-
schen Systems ist nicht bewiesen. Eine Bemerkung 148t sich jedoch sofort machen: Im allgemeinen sind
E4(0), H1(0) vorgegeben. Dann folgt: rot E1(0) = f%%Hl(O), so daB ¢ die Gestalt ¢ = —2rotE1(0)
hat., insbesondere ist diviy) = 0. Wir kénnen hierauf nicht weiter eingehen.

Problem IV.3.1: Setze Q = R3 (mit CQ = (). Betrachte das Maxwellsche System

o0H .
rot By, = —%T;,dwElzo,
E
rot Hi = ib,dileza
c Ot

mit den Anfangsvorgaben H(0,z) = ¢(z), E1(0,2) = n(z). Setze 1) = —<rotn. Lose mit dem vorhin
angegebenen Ansatz fiir H; das Mexwellsche System unter geeigneten Annahmen an ¢, n und zeige, daf3
die Losung eindeutig bestimmt ist.

Anleitung: Im obigen Fall kann F' = v = 0 gew&hlt werden.
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§4. Semilineare Wellengleichungen: Abstrakte Theorie
und Anwendungen

Sei A ein strikt positiv definiter selbstadjungierter Operator mit Definitionsbereich D(A) in einem Hil-
bertraum H. Wir betrachten nichtlineare Abbildungen in H, die folgender Voraussetzungen geniigen.

Voraussetzung IV.4.1: Fiir ein p € [0,1/2] sei M eine Abbildung von D(A'~F) in H mit

1M (u) = M(v)|| < K(O)||AY2(u— )],

1M (uw)]] < K(C), u,v € D(A™?), ||ATPul| + ||ATFo]| < C;

hierbei ist k irgendeine stetige Abbildung von [0,400) in (0,+00). Ohne Einschrinkung sei k als monoton
nicht fallend angenommen.

Wir studieren die in ¢ lokale Losbarkeit von " + Au + M (u) = 0 Hierzu bendten wir einen Hilfssatz.
Hilfssatz IV.4.1: Sei T > 0, sei w € C''([0,T],’H) mit folgenden Eigenschaften:

w(t) € D(A*™P), t €]0,T],
APy € C°([0,T), H),
w'(t) € D(AY?), t € [0,T],

A2 € CO([0, T, H).
Dann ist M(w(.)) € C%1([0,T],H). Fiir die Distributionsableitung M (w)’ gemdf$ Satz IV.1.1 gilt

ess sup ||[M(w) (s)|| < k(2 sup ||A'"Pw(t)|])- sup [|AY?w!(s)]].
s€(0,T) s€(0,t) s€(0,T)

Beweis: Wie auf Seite 10 und 11 zeigt man
Azw e C([0,T], H)

d, 1 1,
%(A%u())(t) = Azw'(t), t €10, 7).

Damit folgt

AYV2q(t 4 h) — AV 2w(t)

M(w(t + h)) — M(w(t))) I
: ;

H .

(Iv.4.1) < k(2 sup ||[AYPw(s)||) - sup ||AY2w!(s)||, h#0, t €[0,T], t+h € [0,T].
s€[0,T s€[0,T]

| < k(A w(t + h)l| + [|A™Pw(®)]]) -

Satz IV.1.1 liefert die Distributionsableitung M (w)’, die in L°°((0,7T), H) liegt. Vermége der Konstruk-
tion von M (w)’ im Beweis von Satz IV.4.1 folgt aus (IV.4.1) sofort die gewiinschte Schranke fiir M (w)’. O

Beziiglich der Losbarkeit von v + Au + M (u) = 0 gilt
Satz IV.4.1: Seien p € D(A), ¥ € D(AY?). Die Abbildung M geniige der Voraussetzung IV.4.1. Dann
existiert zu @, eine Zahl T(p, 1) mit +oo > T'(p, ) > 0 derart, daf$ gilt: Es gibt genau ein

we () C¥0.T),H),
0<T<T (p,)
u(t) € D(A), 0 <t <T(p,0), ' (t) € D(AY?),0 <t < T(p,0),
A’IL S ﬂ CO([Oaf]aH)7
0<T<T(p.))
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Aue () CO(0,T],H),

0<T<T(p,)

UN + Au + M('LL) = 0Oin [03 T(va 1/))),
u(0) = ¢,
u'(0) = .

Falls T(p, ) < +00 ausfdllt, so gilt lim 7.4 (|| Aut)|] + ||AY2' (t)|]) = +00 und

lim  sup ||[A'"Pu(o)|| = +oc.
tT(p,¥) 0<o<t

Beweis: Sei w wie in Hilfssatz IV.4.1. Dann 16sen wir v” + Au + M(w(.)) = 0, u(0) = ¢, v/(0) = ¢
gemif Satz IV.2.1. Fiir die Losung gilt die folgende Formel:

t
u(t) = cosAl/tho—i—sinA%tA_%w—/ sin AY2(t — ) A2 M (w(s))ds
0
t
= vo(t)fAflM(w(t))+cosA1/2tA*1M(go)+/ cos AV2(t — ) AT M (w)'(s)ds.
0

Wir setzen u(t) = (Zw)(t) und wollen zeigen, dafl 7 fiir hinreichend kleines T' einen und nur einen
Fixpunkt besitzt. Dazu fithren wir den folgenden vollstdndigen metrischen Raum ein: Es sei

My = {wlw € C([0,T],H),w(t) € D(A), 0 <t < T, w'(t) € D(AY?), 0 <t < T,
Aw e C°([0,T], H), AY?w e ([0, T], H),

sup [[Aw(®)|| < [|Apl| + | A2 + 2| M (¢)]] + 1,
te[0,T]
Es ist klar, daB als Metrik supge,p(||A(w(t) — wo(t))]] + [|A2 (w)(t) — wh(t))||) zu wihlen ist, doch
kénnen wir den Banachschen Fixpunktsatz nicht direkt anwenden und miissen eine modifizierte Methode
verwenden. Zuniichst zeigen wir, dal 7 (M) C My ist. Wir haben mit || A1 ~Pu|| < c||Aul|, u € D(A), ¢
eine positive Konstante:

t
[[ATw(t)]] < ||A¢||+|\A5¢H+||M(w(t))|\+||M(<P)|\+/0 k(2 Sl[lop]||f417pw(0)\|)' Sl[lop]
oc|0,s oel|0,s
142w/ (o) |ds
t t
< |\A<P||+|\A5¢|\+2\|M(%@)||+/ ||M(w)'(5)|\d8+/ k(2 sup [[APw(o)|]) sup [[AZw'(0)||ds,
0 0 o€[0,s] o€[0,s]
t
< |\A<P||+|\A§¢H+2\|M(%0)||+2/ k(2 sup [[ATPw(o)]|) sup ||AZw!(0)||ds,
0 c€l0,s] o€[0,s]
< Al + [[AZ Y| + 2[|M ()] + 2tk(2c(||Ap|| + [[A2 0[] + 2[[M (p)[| + 1)) -

(1Al + |42 ]| + || M ()] + 1),

so daf fiir hinreichend kleines T', 0 < t < T, in der Tat folgt

1
sup, [ATw(t)|| < [|A¢l| + [|A2 ]| + 2[[M ()|| + 1.
te(o,

Fiir (7w)'(t) liefert die Formel (IV.2.6) die Gleichung

(Tw)' (t) :fsinA%tA*%M(ap)f/o sin A% (t — s)A~2 M (w)'(s)ds + v}(t)

und damit die Abschéitzung
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A2 (Tw) ()] < [|A¢ll + A2 ]| + [|M ()| + th(2c(] | Apl| + [| A2 ]| + 2] M ()] + 1)-

1
(MA@l + [[AZ Y[ + [IM ()] + 1),
so daf} fiir hinreichend kleine ¢, 0 <t < T, in der Tat folgt

S |AZ (Tw)' (t)]] < ||Agl] + [|AZ|| + [|M ()] + 1.
€10,

Zu beachten ist, daB gem#f der Konstruktion von 7w gilt: ATw € C°([0,T], H), AY?(Tw)" € C°([0,T], H).
Es sei nun

uo(t) = vo(t),
Unt1(t) = Tun(t), w e NU{0}, t € [0,T7];
T ist dabei so klein gewéhlt, dal T (M) C My (s. die obige Konstruktion). Dann haben wir

Up € T(Mr), ue NU{0}.
Die Formel (IV.2.1) liefert

t

[AY2(T g1 = Tug) ()] < /0 kQe(llAgl| + [|AY29| + 2| M ()] + D)IIAY2 (wn(s) — un-1(5))[lds,

0<t<T, ueN.

Durch Induktion folgt hieraus wie beim Picard-Lindeltf-Verfahren, dafl

(IV.4.2) supyeqo. 7] 1A% (Unt1 — un)(t)]] < B2 e N,

n!

Demnach konvergieren die A'/?u,, gleichmiBig in [0,7] (d.h. in C°([0,T],H) gegen ein Element U €
C°([0,T],H) mit
Ut) = AY?u(t), 0 <t < T,
u € C°([0,T],H) mit
u(t) e D(AY?), 0<t<T,
AY %y € C°([0,T), H)
Da. || Aun(8)]| < [1Agl] + [AY29]] + 2M ()| + 1, 1A%, (0]l < [|A@l| + |42 + IM()] + 1,
n € NU{0}, t € [0,T] folgt zunéchst

u(t) € D(A), t € [0,T), Au(t) = w — lim Au,(t) in [0, T];

n—oo

Differentation von (IV.2.1) nach ¢ liefert, dafl auch

(1V.4.3) s 0.1 (41 = ) (O)I] = 0, — o0, also

u € CY[0,T],H),
und mit der gleichmiBigen Beschrénktheit von ||[AY/2u/ (t)|], t € [0,T], n € NU {0}, folgt

u'(t) € D(AY?), t € [0,T], AY?W/(t) = w— lim AY24/,(t) in [0, 7).

n—oo

Natiirlich ist auch

(Iv.4.4) sup || Au(t)|| < |[Agl| + ||AY 29| +2||M ()] + 1,
t€(0,T]

(IV.4.5) S A2 (1)]] < [|Ag|| + [[AY29]| + | M (p)]| + 1.
€10,

Somit erhilt man
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AV 24t + h) — AV 2u(t)

H ) 1< kee(lAgl+ 1Al + M ()] + 1) - ) I,
! AV 20, (t + h) — AV 2, (t
= k(2e(|lAgl] + Aol + ()] + 1) - tim | AR Z AT,
< k2e(ll Al + 1A wl| + M) + 1) - (1Agl + ARl + M@l + 1),

h#0, tel0,T),t+hel0,T)

Insbesondere ist M(u.) € C%'([0,T],H) und uns steht gem#f Satz IV.1.1 die Distributionsableitung
M (u) € L*((0,T),H) zur Verfiigung. Aus (IV.4.2), (IV.4.4) folgt: M (u,) — M (u) in C°([0,T], H) fiir
n — o0o. Damit ergibt sich

t
(IV.4.6) u(t) = vo(t) — / sin AV2(t — $)A=Y/2M (u(s))ds.
0
Die Rechnung auf S. 8 liefert

t
u(t) = vo(t) — A7 M (u(t)) + cos AV*AT M (p) + / cos AV (t — s) AT M ()’ (s)ds,
0
woraus mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz sofort folgt:

Au € C°([0,T), H).
Nun gilt auch (IV.2.7) mit —M (u(.)), —M (u)’(.) statt f, f’. Dies zeigt

A2y € ([0, T],’H), insbesondere
A2y e CY([0,T), H)

d
AV (t) = %(Al/%(.))(t).
Jetzt darf man noch einmal differenzieren und wir erhalten wie im Beweis des Satzes IV.2.1

u e C*([0,T],H),

%u—&—Au—FM(u):O,

u(0) = ¢, u’(0) = .
Damit ist zunéichst der Existenzbeweis auf einem gewissen Intervall [0, T gefiihrt. Fiir T kénnen wir die
Zahl
B 1
2k(2e(||Ap|| + [[AV2] + 2| M ()] + 1)) - ([[Apll + [[AZ ]| + [|M ()| + 1)

wéhlen. Die Eindeutigkeit ergibt sich aus (IV.4.6) folgendermafen:

Seien u, v zwei Losungen von u” + Au + M (u) = 0 mit u,v € C%([0, T], H), u(t),v(t) € D(A), 0 g
Au, Av € CO([0,T], H), u'(t),v'(t) € D(AY?), AY?u, AY?v € CY([0,T],H), u(0) = v(0) = ¢, u
v'(0) = 1. Dann folgt aus (IV.4.6) die Beziehung

(IV.4.7)

T,

SI/\

(

142 (ut) = o)l < [ HOIIA uls) = o(s)) s

wobei C = sup ||Au(t)||+ sup ||Av(t)||ist. Nach einem schon benutzten Argument ist 0 = || A2 (u(t)—
t€[0,T) t€[0,7]

v(t)]], also u(t) = v(t) in [0,T] (Gronwallsche Ungleichung). Die Grofle T' aus (IV.4.7) setzen wir gleich

Tl. Auf [Tl, TQ] mit

1

= e AUT [ + A2 ()] + 2 M T + D) ([AuT] + [ A7 @] + @) + 1

+T11

kinnen wir eine eindeutig bestimmte Losung @ von v+ Au+M (u) = 0 konstruieren mit u € C?([T1, Tz], H),
u(t) € D(A), Au € C°([Th, Ta], H), ..., u(Th) = uw(Ty), @ (T1) = «'(T1). Mit Hilfe der Additionstheoreme
fiir die Operatoren sin A'/2t, cos A'/?t, die denen fiir die Funktionen sin, cos entsprechen, erkennt man
unmittelbar, daf u eine Fortsetzung von u auf [0, 73] ist in dem Sinn, daf§
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u(t), 0 <t <1,
u(t) =
u(t), Th <t <7y,
Losung von u” +Au+ M (u) = 0 auf [0, T»] ist im Sinne des zu beweiseneden Satzes. Dies Verfahren kénnen

wir durch Konstruktion von T fortsetzen usw.. Wir erhalten eine Folge (7,) mit 0 < Th < Tp < T5 < ....
Sei

T(p,v) = lim T,,
wobei wir +o0o zulassen. Sei die Folge (7},) beschrinkt, also T(p, %) < +00. Sei
sup  ||Au(t)|] £ < 400
0<t<T(4,¥)
Aus (IV.2.7) mit —M (u)(.), —M (u)'(s) statt f, f’ folgt:

t

I\AI/QU’(f)HS||A<P||+\|A1/2¢H+||M(90)H+/ K2 sup (|Au(s)l]) sup [|AYd/(o)]|ds,
0 0<s<T(p,%) 0<o<s

t
< [|Agl| + A 29| + (| M ()] +/0 k(2¢) sup |42/ (o) ds.
Daher geniigt die auf [0, 7 (¢, 1)) stetige Funktion v mit

0<w(t)= sup [[AVd/(0)]]
0<o<t

dort der Ungleichung
t
v(t) < IIASDH+||z41/2¢||+HM(%’)IIJr/0 k(2¢)v(s)ds.

Hieraus schliefit man leicht, dafl v in [0, T'(p, ¢)) jedenfalls nicht grofler ist als die Losung der gewdhnlichen
Differetialgleichung 3’ = k(2¢)y mit Anfangswert ||Ayp|| + [[AY2¢]| + ||M(¢)|| (sogen. Gronwallsche
Ungleichung). Also entsteht

0 < v(t) < (| Agll + A2l + |IM () [)e* D%, t € [0, T(p, 1))
Insbesondere ist mit C1 () = ||Au(a)|| + ||AY %/ (0)]|], o € [0, T(p,v)),
sup C1(0) = sup (|[Au(o)|] +[|AY? (0)]]) < €< +oo, t € [0,T(,¥)).
0<o<t 0<o<t

In diesem Fall ist

1
2 e k@) + 1)+ RO £ 1)
§(¢) >0, veN,

Tl/+1 - Tl/

Y

so dafl T,, — 400, v — oo, im Widerspruch zu unserer Annahme T'(p, 1) < +00. Nun nehmen wir an, es
gebe eine Folge (T,,) mit

0<T, <T(p,9), veEN,
T, 1 T(p, ), v — oo

C(T,) << 400, v EN.
Zu jedem T, kénnen wir eine Losung @, von v’ 4+ Au+ M (u) = 0 mit @, (T,) = w(T,), @, (T,) = u.,(T,)
konstruieren im Intervall [ﬁ,, T, +6 (%)], die in den bekannten Regularitdtsklassen liegt. Hierbei ist
1 ~
z = R ~ > 6(8) > 0.
k(2c(c +2k(c) +1))(c +k(c) +1)
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Fiir v > vy ist jedenfalls T}, —|—5(?) >T(p,¥)+ %5(%) Wegen 1, (t) = u(t) in [T, T, —|—5(§)) N[0, T(p, 1))
ist jedenfalls

sup  Ci(o) < +o0,
0<a<T (p,2)

und dies ist ein Widerspruch. Somit folgt: Falls T'(y, ¢) < +o0 ist, ist

Ci(t) — +oo, t T T(p,0).
Im néchsten Schritt zeigen wir
sup lep(o-) - +OQ7 t T T(SD7¢)
0<o<t
mit Cy_,(t) = ||A*"Pu(t)||. Wir nehmen an, daB
sup Ci_,(0) <Ci—p <400, 0 <t <T(p,v)
0<o<t
ist. Aus der partiell integrierten Integralgleichung fiir u folgt

t
| Au(®)]] < I\A90||+||A1/2¢H+IIM(<P)||+2/O k(2 sup ||Au(o)ll) sup [|Azu/(0)l|do,

0<o<t 0<o<
t
< \|A<P||+||A1/21/J\I+IIM(50)H+2/O R(2e1-p) sup |1AY2d! (0)||do
t

A2/ (2)]] < HA90||+||A1/2¢H+|IM(<P)|I+/0 k(2e1-p) - sup 142 ()| do,

also
t
| Au(t)]| + ||AY 2/ ()] SQ(HASOII+||Al/2¢||+||M(<p)||)+/O 3k(231—p)oiug 1424 (0)||do,

so dafl mit der Gronwallschen Ungleichung folgt:
Oiugt(HAU(t)II + (1AM (1)]]) < 2| Agl| + |AV2]| + [[M(@)]]) - e¥CE-0) 0 <t < T(p,9)).

Insbesondere bleibt C;(t) beschrénkt, wenn sich ¢ von unten an T'(y,v) anndhert. Dies ist jedoch ein
Widerspruch. Damit ist Satz IV.4.1 bewiesen. O

Es ist nun klar wie im linearen Fall die Gleichung v” + Au = f behandelt wird, wenn fiir A nur gilt
(IV.4.8) (Au,u) > =N Jul|?, u € D(A)

mit einem A > 0. Zunéchst bemerken wir, dafl Satz IV.4.1 auch bei Vorliegen von (IV.4.8) richtig bleibt,
wenn M eine Abbildung von [0, +00) x D(A* ), A= A+ \+1, p €[0,1/2], in H ist, die der folgenden
Lipschitzbedingung geniigt:

1
1M (¢, u) = M(s,v)[| < K(C)(|t = s + [|[A2 (u = v)]]),
IM(t,u)|| < k(O), u,v € D(ATP), t,5 20, ||APul| + ||AT 70| < C.
Hierbei ist k eine stetige Abbildung von [0, 4+00) in (0, +00), die als monoton nicht fallend angenommen

wird. Fiir w wie in Hilfssatz IV.4.1 erhiilt man M (w(.)) € C%*(]0,T],H) und fiir die Distributionsablei-
tung M (w)’ gilt

ess sup ||M(w)'(s)[| < k(2 sup [[A"Pw()|])- (1+ sup [|AY*w'(s)]]).
s€(0,T) s€(0,T) s€(0,T)

Es ist nun klar, daf Satz IV.4.1 zunschst fiir Gleichungen v’ + Au + M(.,u) = 0 richtig bleibt. Die
Inhomogenitit f in v’ + Au = f setzen wir durch f(¢t) = f(T), t > T, auf [0, 400) fort und bezeichen
die Fortsetzung ebenfalls mit f. Nun geniigen sowohl
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M(t,u) = M(t,u) — (A + 1)u als auch
M (tu) = —£(t) = (A+ D

den soeben fiir M formulierten Lipschitzbedingungen. Aus u” + Au + M(.,u) = 0 entsteht u” + Au +

M(.,u) = 0 und damit ist unsere Behauptung in diesem Fall klar. Im linearen Fall entteht u” + Au+ M
(.,u) = 0 und wir erhalten genau eine Losung auf einem maximalen Intervall [0,7(p,)). Da wir im
Fall der Inhomogenitit f bzw. ,Nichtlinearitét“ M (t,u) jedenfalls p = % wéhlen kénnen, miissen wir

zum Nachweis, daB T'(p, 1)) = +o0 ist, nur ||[AY2u(t)|| in [0, T(p, 1)) a-priori abschiitzen. Die Gleichung
(IV.2.2) liefert

[l (DI + | A 2u(t)|? 236/0 (f(8) + A+ Dyuls), o/ (s))ds + |91 + [| A 2],

t 1 t B
< sup |\f(3)||/ [/ (s)llds + 5 (A + 1)/ (lu()]* + [l (s)]1*)ds + [[¢]]* + [| A 2],
520 0 0

t o~
< %Supllf(S)llJr/(/\+1)(|IU(S)H2+IIU’(S)\Iz)dSJrII%DIIQJr||A1/2<P||2~
s>0 0

Wegen |[AY2u]| > [|u||, u € D(AY/?), liegt jedenfalls die Funktion |[u’(£)||? + [|A/2u(t)||? in [0, T (¢, ¥))
unterhalb der Losung der linearen Integralgleichung
t
v(t) = h(t) +/ (A + Dw(s)ds,
0
in der wir h(t) = L sup,5o [|f(8)]| + [|¢]]* + ||AL/20|2 gesetzt haben.

Zur Losung dieser Integralgleichung haben wir die gewéhnliche Differentialgleichung y' = h+ (A + 1)y zu
16sen mit y(0) = [[1)||? + ||AY/2¢||?. Die Losung bestimmt sich zu

t
y(6) = (1 + 12261 - €00 4 [ hape s o,

woraus sofort klar wird, dafl T(p, 1) = 400 ist. Die im letzten Absatz dargestellten Resultate benutzen
wir im folgenden ohne Kommentar.

Es sei noch auf eine andere Tatsache hingewiesen, die nicht aus Satz IV.4.1 ersichtlich ist. Falls p = %
und T'(p,9) < oo ist, ist

lim o' (]| + [|[AY?u(b)|]) = 400,
(@) + 14720l

wahrend Satz IV.4.1 liefert

lim  sup ||AY?u(0)|| = +oo0.
1T (e:%) oe[0,T)

Zum obigen Resultat vgl. [Heinz - v. Wahl, zu einem Satz von F. E. Browder iiber nichtlineare Wellen-
gleichungen, Math Z. 141, 33-45(1975)].

Wir stellen un unsere Voraussetzungen hinsichtlich der ersten Anwendung zusammen.

Voraussetzung IV.4.2: Sei Q) eine offene Menge des R™(2 = R™ ist zugelassen). Q gendige der Kegel-
bedingung. Seien N € N, m € N. Zu x € Q und je zwei Multiindizes o, 3 des R™ mit |a|,|B] < m sei
eine N x N-Matriz aq g(z) gegeben. Die Abbildung ans von  in die N x N-Matrizen besitze folgende
FEigenschaften:

aaB € sz_l’Llal(Q)7 DYaqp € L7(Q), || < a, |al,|8] < m,

aaﬁ(x) = (‘UWIHMGEQ(@» T e Qa |Ck|, |ﬁ| <m.
Sei V' ein abgeschlossener Unterraum von H™ () mit it (Q) C V. Fir alle u,v € V sei wie in III.4
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B(u,v) = (-1)™ Y (—1)|a\—m-/<aaﬁ(.)Dﬁu,D%>dx

Q

|| <m,

[BI<m

gesetzt. Von der Sesquilinearform B :'V x V — C verlangen wir
(Iv.4.9) B(v,v) > clpol|, = All[§, v eV,

mit einer positiven Konstante ¢ und einer nichtnegativen Konstante \. Endlich sei fiir jedes Kompaktum
KcQ

(IV.4.10) [det Y aap(@)6¢?| = (1/eu(K)EP™N, z € K, £ €R™,
|a|=m
|8|=m

mit einer positiven Konstante (1/cg(K)). Beziiglich der zu betrachtenden Nichtlinearitit nehmen wir
folgendes an: Fiir uw € V., n > 2m ist M(u) = F'(|u|*)u. Dabei ist F' die Ableitung einer einmal stetig
differenzierbaren Funktion F : [0,4+00) — R, F’ ist in jedem Intervall [§,1/6], 0 < § < 1 totalstetig. Mit

m

q:n—2m

gilt
[F'(r)| <ecrfyr>1
|F"(r) < er?™! fast diberall in (0, +oo0.
Fiiru eV, n < 2m ist M(u) = F'(Ju|?)u. Dabei ist F' die Ableitung einer einmal stetig differenzierbaren

Funktion F : [0,+00) — R, F’ ist in jedem Intervall [§,1/6], 0 < § < 1 totalstetig. Es ist

[E" (r)] + |F" (r)]
[F"(r)]

cr? fast iiberall in [1, +00),

<
< ¢ fast iiberall in [0, 1)

mit irgendeinem q, 0 < q < +oo. In beiden Fillen sei F(0) = 0. Dafi F'(|u|?)u € L*(Q) ist, u € V, wird
im folgenden mitbewiesen.

Sei nun

loc

Au=Lu= Y D%aap(.)D u), uc HMQ)

la| <m,
18/<m

Wir betrachten die Sesquilincarform By (u,v) = B(u,v)+(A+1)(u,v). Dann ist By(v,v) > ¢||v||3,v €V,
und

Au= " D*(aap(.)Du) + (A + Lu, u € HEZ(Q),

loc

laj<m,
18I<m

betrachtet auf D(A) = {ulu € HZ™(Q)NV, Au € L2(R), By (u,v) = (Au,v), v € V}, ist ein strikt positiv

loc

definiter selbstadjungierter Operator in H = L2(Q). Es ist D(AY2) = V, und es gelten die auf Seite 12
formulierten Aussagen, wenn man A durch A ersetzt. Auflerdem ist

Au= Au+ (A + 1)u, u € D(A).

Satz IV.4.2: Sei mit N = 1 die Voraussetzung IV.4.1 erfiillt. Sei ¢ € D(/Nl), (NS D(EI/Q). Sei ' >0
(F wurde in Voraussetzung IV.4.1 eingefiihrt). Dann gibt es genau ein u € C([0, +o00), L2()) mit

u(t) € D(A), t >0, Au e C°([0,+00), L*(Q)),

W' (t) € D(AY?), t >0, AY?u e C?(]0, +00), L*(Q)),
W' 4 Au+ M(u) — (A + 1u =0,

u(0) = o,

u'(0) =, d. h.
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8%u

B (12 + Y D%(aap(@)D u)(t,x) + F'(Jul(t, 2))ult, z) = 0

la|<m,
[B]<m

fast diberall in (0,400) X Q und die Ableitungen sind im Distriebution in u iber (0, +00) X £ zu verstehen.

Beweis: Zur Anwendung von Satz IV.4.1 miissen wir zunéchst zeigen, dafl Voraussetzung IV.4.1 mit
p = 1/2 erfiillt ist. Dies geschieht folgendermafien: Fiir den Anteil (A 4+ 1)u ist dies klar. Fiir u,v €
D(AY?) =V gilt, wenn & > 0 ist,

1
9
1P Gl + <= PoP 4 eolly = [ 1 [ S et 0 = 0 + )+ rlu = w)drfds
1
< /c|/ 4+ (0 — )2 + 2|7 u + (v — )2 — v]dr|2dz
Q 0
1
+/c|/ -+ 70 — w)[2 + ]9[u — v]dr|2da,
Q 0
1
< /C|/ lu + 7(v — u)|?%d7|?|u — v|?dx +
Q 0

1
+/c|/ lu + 7(v — u)|?2d7|?|u — v|*dz,
Q 0
< o [+ ol - ofds,
Q
< e[l o=l da) o [ o)
Q Q

wobei 1/g2 =2(1/2 —m/n) und 1/¢1 =1 —1/qs ist, falls n > 2m ist. Wenn n < 2m ist, wihle man zwei
beliebige ¢1,92 > 1 mit 1/¢1 + 1/g2 = 1. Nun ist

Nl o = wlftom )t/ < e[ uptondn)ie ([ popten anie),
Q Q Q

Im Falln > 2mist 1/4qq1 = (1/4¢)(1—1/g2) = ((n—2m)/4m)-(1-1/q2) = 2m(n—2m)|4m-n = 1/2—m/n.
Da 2 der Kegelbedingung geniigt, haben wir nach Satz II1.2.4 im Fall n > 2m

([ Nl o =l da) o< ((f fufmdo)/e 4 ([ Joftom daytion,
Q Q Q

< c([fullp? + llollad),
< oAV |M 4 || A1)

Im Fall n < 2m kann man sich anhand des Beweises von Satz I11.2.4 leicht {iberlegen, dafl die Abschétzung
(Einbettung) ||u|zr (o) < cl[u]|m fiir jedes p > 2 gilt. Daher folgt auch in diesem Fall

(/ [l + o = ul[*9 da) /5 < (|| A 2u] [ + || A 20]|)
Q
Im Fall n > 2m ist 1/2¢g2 = 1/2 — m/n, so daf} in allen Féllen

[1F' (Jul®* + e)u = F'(Jo]* + e)ol[* < e(|| A" 2ul[*9 + [| A 20| 19)[| AV (u - )|,

1F' (Jul* + e)ullf < el| A 2ul 17+

entsteht mit von € unabhéngigen Konstanten c. Grenziibergang ¢ gegen Null und Anwendung des Satzes
von der majorisierten Konvergenz vollenden den Nachweis, dal M (u) = F'(|u|?)u — (X + 1)u der Vor-
asusetzung IV.4.1 mit p = 1/2 und A statt A geniigt. Satz IV.4.1 liefert nun die Losbarkeit des in Frage
stehenden Problems mit allen in Satz IV.4.2 angegebenen Eigenschaften, wenn wir +oco durch T'(¢, )
ersetzen. Es bleibt also zu zeigen, dal T'(¢, 1) = +oo ist. Aus Satz V.3.2 in meiner Vorlesung ,, Funktio-
nalanalysis [“folgt, da§ man jedes Element v € C1([0,T],V) in C1([0,7T],V) durch Elemente der Gestalt

N(v)
(IV.4.11) u,(t) =Y ), uf eV, vEN, 0<j < N(v),

Jj=0
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approximieren kann. Wir betrachten die Gleichung
u + Au+ M(u) =0 in [0,T(p,))
mit M (u) = F'(Jul?)u — (A + 1)u.

Nach Satz IV.4.1 miissen wir nur noch eine a-priori Schranke fiir [|4%(¢)|| + |AZu(t)|| herleiten. Dazu
betrachten wir

2e [ (M(u(e)). Grie)do = 2Re [ [(F(uP(0)u(o). T (0) = (O + Duto), Ghldo

fiir ein Element u € C1([0,T), V).

Zunichst ist F(0) =0

1
/ F(a?)lde < / / (P (e[| dr [
Q QJo

< 04/ |u|? T2 dx
Q
fiir jedes 7 € (A2). Wegen
1 n—2m n—2m
2 +2¢)" ! = - > :
2+207 D T T

falls n > 2m ist, fallt nach dem erwéhnten Einbettungssatz immer

/ |E(Ja])|da < e 2| A2 ul[*+24,
Q

also endlich, aus. Nun ist

1

5 [ Eute+ )~ Futo)P)de = // F(lu(t,2)? + r(ju(t + hy2) ? — |u(t, 2)|?))drdz
Q

=3 | [P )+ r(ute+ )P = o) Ddr(fute + b = fu(t.))do.

Setzt man nun fiir v ein Element der Gestalt

N
(IV.4.12) u(t) = ty(t)v,
v=1

ein mit Elementen v, € V, v, € C'([0,T]), so erkennt man sofort, da8 jedenfalls fiir u der Gestalt
1V.4.12 die Beziehung

(IV.4.13) 2Ref0 (F'(lul*(0)) = A+ D)u(o), %(0))do = [, F(|u(t,z)|*dz — [, F(|u(0,z)*)dz
—2Ref0 A+ 1)(u(o), 2 (0))do.

richtig ist. Da man jedes u € C'([0,7),V) im Raum C*([0,¢],V) durch Elemente der Gestalt IV.4.12
approximieren kan, wie gerade bemerkt wurde, ist 1V.4.13 fiir alle v aus C'([0,7],V) richtig. Daraus
folgt:

2Re [ (' (P () ~(les+1)u(0). Grdo > = [ Fu0.0)F)da= [ Gr)) o)+ 5 0) )i

Die Schluweise auf Seite 25 zeigt nun, dafl

du et ey et
1= O+ 1AZu®® < (117 + |43 6] + cas| A3 gl [+20)eX Y,

ausfillt, wenn jetzt u das eindeutig bestimmte Element aus C2~([0, T, %)), H*™(Q)), v = 0, 1 ist, das
Au € C9([0,T7), L3(2)) erfiillt und in C°(]0,T), V) liegt sowie der Gleichung u” 4+ Au+ Mu = 0, u(0) = ¢,
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u’(0) = 1) geniigt. Damit ist Satz IV.4.2 bewiesen. O

Wegen der Voraussetzung N = 1 haben wir in Satz IV.4.2 nur ein Resultat fiir Gleichungen erhalten. Fiir
Systeme (N > 2) miissen fiir ein analoges Resultat einschrinkende Voraussetzung an die Nichtlinearitét
gestellt werden. Wir beschréiinken uns im folgenden auf den Fall n > 2m und geben diese Voraussetzungen
an: Es ist

(IV.4.14) M(u) = f(u), ue CN,
mit einer Abbildung f : CN — CV, die auf jedem Kompaktum K C CV einer Lipschitzbedingung
((IV.4.15) (W) — F©)] < (Bl — o], w0 € K,

mit einer von K abhiingigen Konstante c¢(K) > 0 geniigt. Weiter sei f(RY) c RY und fiir alle u € RV
sei
flu) =VF(u)

mit einer stetig differenzierberan Funktion F : RV — R. Bekanntlich ist f dann in RY fast iiberall total
differenzierbar mit [(0f/0u,)(u)| < ¢(K), 1 <v < N, u,v € K. Es gelten die folgenden Wachstumsbe-
dingungen: Sei ¢ = m/(n — 2m),

(IV.4.16) If(u)] < clul?7*Y) jul > 1, u € RY,

(IV.4.17) \
Endlcih sei

L(u) <clul, [ul >1, ue RN, 1 <1< N.

Ou;

F(0)=0, F(u) >0, uc RY;

die Matrizen a.s(x), x € 2, mogen nur reelle Koeffizienten besitzen, ¢, aus D(A) bzw. D(AY2) =V
seien reellwertig. Wie im Beweis des Satzes IV.4.2 konstruieren wir mit (IV.4.14) bis (IV.4.17) eine reelle
Losung von u” 4+ Au+M (u)—(A41)u = 0, u(0) = ¢, u(0) = 1, auf [0, T (¢, 1)) wobei Voraussetzung IV.4.1
mit A statt A und p = 1/2 gilt. Fiir die globale Fortsetzbarkeit werden die Bedingungen F(u) = VF(u),
F(u) > 0, u € RY benétigt. Es ist ndmlich

//<M - A+ Du, o >dxd5>/ / < flu),u >dxd57/\7 (H ") + ||u(o)||*)do
=/Ot/ﬂéfu( jdwds — 2T 1. /t<| (@2 + |[w(o)]?)do
-[ /Z% s =250 [P + |l

= u XL — *E t’U,IO'Q UO’ZO'
f/QFw))d /Q()d 5 |, (W @IP + llu(o)|*)d

Zf/QF(sO)dI (H (@I + [[u(o)[[*)do

wobei man diese Relationen ebenso beweist wie die entsprechenden Abschéitzungen im Beweis von Satz
1V.4.2. Ebenfalls wie im Beweis von Satz IV 4.2 folgert man nun eine a-priori Schranke fiir supg< , <, (||w' (o) ||+

14/2u(@)l) und daraus T(p, ) = +o00

)\+1

Die Beschiftigung mit Gleichungen des in Satz IV.4.2 behandelten Typs hat ihren Ursprung in der
Physik. Diese Gleichungen kommen als Feldgleichungen einer nichtlinearen klassischen Mesonentheorie
in Betracht. Fiir diese ist die Losbarkeit des Anfangswertproblems im Groflen notwendig (Anfangswert-
problem heifit 2 = R™). Siehe hierzu: K. Jorgens: Uber die nichtlinearen Wellengleichungen der mathe-
matischen Physik, Math. Annalen 138, 179-202 (1959). Ein anderes Beispiel stammt aus der Theorie
der nichtlinearen Schwingungen. Bei dem Gleichgewicht diinner Platten bzw. den Schwingungen diinner
Platten mufite angenommen werden, dafy die Auslenkung klein im Verhéltnis zur Plattendicke ist. Laft
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man jedoch Auslenkungen zu, die nur klein im Verhéltnis zu den Dimensionen der Platte sind, so muf}
man im Falle der schwingenden Platte ein nichtlineares Problem betrachten, das die folgende Gestalt hat

(IV.4.18) u + A%y = [u,v] = f,
A% + [u,u] = 0;

wir nehmen alle Konstanten =1 an, f ist eine zeitabhingige duflere Kraft. u ist die Auslenkung der
Platte, v ist die Airy’sche Spannungsfunktion. Das Problem (IV.4.18) wird iiber einem zylindrischen
Gebiet (0,T) x  C R3 betrachtet, wir nehmen an, dafl die Platte am Rand 052 fest eingespannt ist,

d.h. u|0Q2 = 0, %89 = 0. Wir schreiben auflerdem u(0,z) = ¢(z) in Q, v/(0,z) = ¢(z) in Q vor, die
Spannungsfunktion v soll ebenfalls den Randbedigungen v|02 = 0 geniigen. [u,v] ist ein quadratischer
Ausdruck in den zweiten Ableitungen von u, v, der im folgenden Satz erklart wird. Geometrisch bedeutet
unser Problem, daf§  die Platte in Ruhelage ist, {(z,u(x))|z € Q} ist die gebogene Platte. Zur lokalen

Losbarketi von (IV.4.18) gilt der folgende Satz:

Satz IV.4.3: Sei Q) eine beschrinkte offene Punktmenge des R?, sei fiir ein N € N

N
o0 =JIr|
v=1

mit positiv durchlaufenden Jordankurven Uy, , die finfmal stetig differenzierbar sind und paarweise dies-
junkte Spuren haben (man vergleiche hierzu Satz IV.5.2). Fiir u,v € H*(Q) setze man

[u7 ’U] = Ugyzy Vapzy — 2“’1112”301302 + UgozyVaimy

02 02 ~ ~
Seip e H QN H (Q),v €H (Q), sei f € C¥L([0,T),L*(Q)), T > 0. Zu @, gibt es ein T (p, 1)), +00 >
T(p,) > 0 mit folgender Eigenschaft: Es gibt genau ein u € C?([0,T(p,)), L*(Q)) mit

we CO0,T(p, ). YN B ()

we G0, T(p. ), H? (2))
uw(0) = ¢, u'(0) =

02
und genau ein v € C°([0,T(p,v)), HX(Q)N H (Q)) derart, daf

o+ AP —[u,0] = fin [0,T(p, ),
Ao+ [uu] = 0in [0,T(p,)).

Ist T(p,v) < +00, so ist

lim A2/ ()] + [|Au(®)]]) = +oo
Q1A+ (A

und

lim  sup ||Au(o)|| = +o0
11T (%) 0<o<t
Dabei ist A der in L*(Y) strikt positiv definite selbstadjungierte Operator, der gegeben ist durch
2
o

Au = A%*u, u € D(A) = H QN H (Q).

02
Beweis: Setzen wir Au = A%u, u € D(A) = HY(Q)N H (), so ist nach II1.7.1 in der Tat A ein selbst-
adjungierter Operator in H = L?(Q) mit

(IV.4.19) [lulls < c||Aul|, v € D(A),
(IV.4.20) lullz > (Au,u) > (1/c)||ul|3, v € D(A),
(IV.4.21) DAY —fF (%),

Wir wollen zeigen, dal Voraussetzung IV.4.1 mit p = 0 fiir die Gleichung
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'+ Au+ M(u) = 0,
u(0) = ¢, w'(0) =1,
in H mit M(u) = [u, A= u, u]] erfiillt ist. Fiir u,u € D(A) folgt

(IV.4.22)

||[U7A_1[uvu]] - [ﬁv A_l[ﬂaﬂm\o
< llw — @, A7 u, ullfo + |[[@, A ([u, u] = [@, @)]lo,

< Ml — i1, A, wlllo + 1[5 A= — @ wl] o + 1, A~ [ty u — @] o,
< Yl = @llal A oty )l gy + Nl oy 1A ™ et = 3 e+ 12 gz gy 1A [ 0 — 7 2,

so dafl mit Satz I11.2.3 und (IV.4.20) folgt
~ 1 ~ ~ 1 ~ ~ 1
1M () = M(a)llo < [[[u, ull[o][A2 (w = @)llo + [[Aullo[|A™2 [u — @, ulllo + [|Aullo][A™2 [, u — ul[|o,

< s ullfol|AZ (u = w)l[o + || Aulfol|[u — @, ulllo + || Aullo||[a, u — ulllo,
1 ~ ~ 1 ~ ~ ~ 1 ~
< cllullga g 142 (uw = Dllo + [|A@llo][ull o2 ) [|AZ (u — @0 + || Al ol [l o2 ) || A2 (u — W),

< e[| Adllo + [|Aul[0)?[|AZ (u — @) o-

Es ist aus den vorhergehenden Rechnungen klar, daf3

1M (u)]| < K(C), u € D(A), C > ||Aul],

ist mit einer monoton nicht fallenden Abbildung & : [0, +00) — (0, 4+00). Satz IV.4.1 liefert die Behaup-
tung des Satzes, indem man

o(t) = —A7 u(t), u(®)], 0 <t < T(p,0),
setzt. O

Wir bemerken, dafl das System des Satzes 1V.4.3 global in ¢ schwach gelést werden kann. Siehe hier-
zu: [Lions, Quelques méthodes de résolution des problémes aux limites nonlineaires, Dunod: Paris (1969),
p. 48]. Doch war es bisher weder moglich, die Eindeutigkeit noch die hohere Regularitét einer schwachen
Losung zu beweisen. Es ist also nicht einmal klar, ob die schwache Lésung mit der in Satz IV.4.3 konstru-
ierten sogenannten starken Losung iibereinstimmt, solange die letztere existiert, d.h. auf [0, T(p,)). Es
sei weiter darauf hingewiesen, daf} [u(t,z),u(t,z)] im System des Satzes IV.4.3 einen Kriimmungsterm
darstellt, er ist im wesentlichen die Gaufische Kriimmung der gebogenen Platte. Man kann beweisen,

daB im Fall T'(p,v) < +oo gilt: lim  sup |[[[u(o,.),u(o,.)]||p1+sq) = +oc fiir jedes § > 0, wihrend
t1T(p,9¥) 0<o<t

I[[u(t,.), u(t, )]l (o) gerade die GréBe ist, die a-priori abgeschiitzt werden kann, wie in [Lions, ...J im
Zusammenhang mit der Konstruktion der schwachen Losung bewiesen wird. S. hierzu: [von Wahl: On
Nonlinear Evolution Equations in a Banach Space and on Nonlinear Vibrations of the Clamped Plate,
Bayr. Math. Schriften No. 7 (1981)].
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V. Parabolische Evolutionsgleichungen mit
zeitunabhingigen Koeflizienten

§1. Lineare abstrakte parabolische Gleichungen mit
zeitunabhingigen Koeffizienten im Hilbertraum

In gewisser Weise ist dieser Abschnitt das Gegenstiick zu §2 in Kapitel IV fiir einen anderen Gleichungs-
typ. Sei H ein separabler Hilbertraum, A ein selbstadjungierter Operator in H mit Definitionsbereich
D(A). A sei weiter strikt positiv definit, d.h.

(Af, f) = @lflI? f e DA

mit einer positiven Konstante ¢. Wir interessieren uns fiir die Auflésung der gewohnlichen Differential-
gleichung ' + Au = f in einem Intervall I = [a,b] in H; vorgegeben sind f als eine Abbildung von I in
H und der Anfangswert u(a). Die Aufldsungsformel fiir das Cauchy-Problem fiir gewohnliche Differenti-
algleichungen u’ + Au = f liefert die Beweisidee fiir den folgenden Satz

Satz. V.1.1: Sei T > 0, sei

¢ € D(A),
f e C([0,T],H) fiir ein o € (0,1)

Dann gibt es ein und nur ein u € C1([0,T],H) mit folgenden Eigenschaften

u(t) € D(A), 0<t<T,
Au € C°([0,T],H),
u' 4+ Au= fin [0, T,
u(0) = ¢.

u besitzt die Darstellungsformel

¢
u(t) = ey —|—/ e~ =941 (s)ds.
0

Der Operator e, t > 0, ist mit Hilfe der Spektralschar durch e A f = fE/2 e MAEN)f, t > 0, erklirt
(vgl. S. 10).

Ist zusitzlich f € CO([0,T],H), so ist

u'(t) € D(AY™P), 0<t<T,0<p<1,
APy € CY((0,T), H),

[|AT=Pu ()] < Cifjf), 0<t<T;

setzen wir vom Anfangswert ¢ nur voraus ¢ € H, so gibt es genau ein u € C1((0,T],H) mit

u(t) € D(A), 0 <t < T,
Au € C°((0,T), H),

v + Au = f in (0,7,
u € C°([0,T],H),

u(0) =¢
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im Fall f € C*([0,T],H) (0 < a < 1) wihrend im Fall

fe [ C"Ye T, H)nC*([0,T], H)

0<e<T

folgt: w'(t) € D(A'=r), 0 <t < T,0 < p <1, Al=Pu’ € C°((0,T),H); setzen wir von Anfangswert o
voraus @ € D(AY?), so haben wir in den eben betrachteten Fillen

A2y e CO([0,T), H).
Im Fall p € H, f € C*([0,T],H) gilt: A*?u € L?((0,T),H),

(V.11) ut)][? +2 / |14 2u(0) [Pdo = 2Re / (o) ulo)do + |lglP 0< 1 <T
(1. Energiegleichung), im Fall o € D(AY?), f € C*([0,T),H) gilt Au € L*((0,T),H),

(V.1.2) |AY2u(®)|[? + 2 [ | Au(0)|*do = 2Re [; (f(o), Au(o))do + ||A/2|[?,

(V.1.3) | AY2u(t)|2 + 2 [y [|u'(0)|[Pdo = 2Re [y (f(o),u'(0))do + [|AY 2|2, 0 <t < T

(2. Energiegleichung)

Beweis: Wir setzen an

t
u(t) = ey —i—/ e~ =941 (s)ds.
0

Fiir ¢ € D(A) iiberzeugt man sich mit Hilfe des Spektralmafes leicht davon, dafl e~ (t+9)4g = ¢~tAe=54y,
t,s >0, insbesondere e *4 € L(H,H),t >0, e %4 =1,

e A e C((0,T],H)

e o eD(A), 0<t<T,

Ae= o € C°([0,T], H)

v + Avg = 0 in [0, T],v0(t) = e ¢

Man vergleiche hierzu S. 7. Sei

t

vi(t) = e )4 f(s)ds,

e—(t—s)A(f(S) - f(t))ds n /t e_(t—S)Af(t)d57
0
t

e~ (f(s) — F(t))ds + [~ DA ALF (),

e WA (s) = F(1))ds + AT () — e AT (D).

I
S— S— 5— 5

Nun ist Ae=¢=9)4(f(s) — f(t)) in 5,0 < s < t, stetig, weil Ae~ 4z, 2 € H, in t > 0 stetig ist. AuBerdem
ist

Cc

| Ae= =94 f(s) = FONI| < mllf(S) - f®l,

Also ist Ae=(=I)A(f() — f(t)) € L*((0,t),H) und es folgt

L et - snas = [ A7 a9 5(s) — )as

0

= [ A A () — f(0))ds
A / A ((s) — £(t))ds,
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v (t) € D(A), 0<t<T.

Wir setzen R(t) = A~ f(t) —e 4 A~Lf(¢). Wir haben AR € C°([0,T],H), da A AL f(.), Ae =2 AL (D)
aus C°([0,T], H) sind; es ist jetzt zu zeigen, daB A [; e~ =94 (f(s) — f(.))ds € C°([0,T], H) ist.

Fiir A > 0 haben wir mit v (t) = f; e~ =9)A(f(s) — f(t))ds die Gleichungen

~ o~ _ o —(t+h—s)A o . ! —(t—s)A . _
Bt h) - T(t) = / e (F(s) — F(t + h))ds / =94 f(s) — [(t))ds =

[ e = e+ mds = [ (1) - f0)as
0 0
t+h
n / e~ (= (f(s) — f(t + h))ds,
_ /t(e(t+hS)A . ef(t—s)A)(f@) — f(t)ds + /t e*(tJrh*S)A(f(t) — f(t+h))ds +
’ t+h '
+ / e~ UTh=DA(f(s) = f(t + h))ds,
— (e oA / Ae™U=DA(f(s) — f(t))ds + [emTFRTOAATI(F () — f(t+h))] +
A / Ae™ =94 £(s) — f(t+ h))ds.

Wegen (e "4 —~I)f — 0, h— 0, h>0, f € H, wegen

[[Ae™ =4 (f(s) = FD)I] <

|t S|1 «
C
t+h—sio

folgt Avi(t + h) — Avi(t), h — 0, h > 0. Fiir h < 0 ist der Beweis analog. Damit haben wir gezeigt:
Avy € CO([0,T], H). Weiter liefert (V.1.4) mit der stetigen Differenzierbarkeit von e=4f, f € D(A), auf
[0, 4+00) die Formel

| Ae=H=DA(f(s) — f(t+ M) <

A(f(s) = f0)dt + lim [——

h>0

lim
h—0,
h>0

e (= — s+
0

. t+h
R ZRU | 2 [ e o (10s) - fle-+ 1)ds]

¢ B e—hA _ o—(t+h)A
= [ A (5) = s+ Jim [ AT () S+ )+

h>0

_ t+h
JREANZRY / e HI=IA(F(5) — F(t + h))ds].

Es ist leicht zu erkennen, dafl fiir ¢ > 0 jedenfalls

[le” A= A(f(s) — FE+R))I < e

ist, t < s <t+h,0<h<§(e). Daher konvergiert der vorletzte Term gegen 0 fiir h — 0. Es ist klar, daf§
auch der letzte Term fiir h — 0 gegen 0 konvergiert. Nun ist

e—hA _ o—(t+h)A

fi [ A ()~ )+ (A () e A )~ A (e e AT (),
e hA _ T 67(t+h)A _ e tA e—hA _ T —(t+h)A
= lim [ AT ) - T AT () S AT () S AT (e 4 R

h>0



767(t+h)A
h

Ist h < 0, so erhédlt man dasselbe Ergebnis wie man leicht nachrechnet. Somit ist v; in jedem Punkt
t € [0,T] differenzierbar und

AT+ R)] = e f ().

vy (t) + Avy(t) = f(t).
Insbesondere ist v; € C*([0,T],H). Somit besitzt im Fall ¢ € D(A), f € C*([0,T],H) die Abbildung

t
u(t) = ey —|—/ e~ =94 1(s)ds
0

alle gewiinschten Regularitétseigenschaften und 16st '+ Au = f, u(0) = ¢. Zum Beweis der Eindeutigkeit
verfahren wir wie folgt (der Beweis ist etwas umsténdlicher als im Fall ¢ € D(A), f € C*([0, T], H) nétig,
da er auch noch in den anderen Féllen gelten soll): Sei 0 < e < T'. Skalarmultiplikation von v’ + Au = f
mit u liefert in [, T

(v, u) + (Au,u) = (f,u).
In [g, 7] haben wir 2Re(u'(t),u(t)) = < ||u(.)|[*(t); man vergleiche hierzu Seite 9. Das ergibt

la(®IF + [ 14 u0)|Pde =2 [ Ref0).uto))do +[lu(e)|

lassen wir € — 0 streben, so folgt

IIu(ﬁ)HQJr?/0 Hz‘ll/%(a)llzda=2Re/0 (f(0), u(o))do + |loll*.

Fir o =0, f(t) = 0,0 <t < T, ergibt sich u(t) = 0 in [0,7] und daraus die Eindeutigkeit. Sei nun
f € C%L([0,T],H). Dann folgt fiir die bereits konstruierte Lésung u mit Satz IV.1.2 die Formel

u(t)

t
ety — / e~ E=DAUL 1 (0Ydo + [e= DAL (5)]
0

ety — /t e CDAUTL (Yo + ATVF(t) — e A AT F(0).
0

Bilden wir auf beiden Seiten die Distributionsableitung, so entsteht

W(t) = —e MAp— AT )+ AT () + e A F(0) — /t e~ =41 (5)do,
0

t
—e M Ap + e f(0) - / e~ (=94 f"(5)do fast iiberall in (0, T).
0

Hier wird die Differentation des Integralterms ausgefiihrt wie auf Seite 8. Die Spektraldarstellung e 4z =

/ e MAE(\)z, © € H, liefert sofort
2/2

e "z e D(AY™P), p>0,t>0,

HAl*pe*tAH < sup ATPeM,
A>E/2
~ 1
S c_(c/4)t.t177p7 p>0, t> 0.
(V.1.5) Al=re=Az € C°((0,400),H), p > 0.

Insbesondere sind A'=Pe™ A Ap, A'=Pe=Af(0) aus C°((0,T], H).

Nun ist noch der Integegralform zu betrachten. Sei

35



t
) = [ e
0
t
A_(l_p)/ AlmPe=sHA L (6 ds e >0, 0 < p < 1.
0

Mit (V.1.5) ist leicht zu sehen, da [j A'=Pe~ (=594 f/(s)ds € CO([0,T], H) ist. Also ist A'~PF.(.) €
C°([0,T],H). Nun ist

t
AVPE(t) - AVPEL () = / AP (em st A _ o= (t=steDA) /() s
0
t
[ATPF(t) — AT R ()] < / [JAT7P(em Ut — Ut D) || f/(5)]|ds, €,¢" > 0.
0

Fiir 0 > 0, 1 >+ > 0 haben wir |[(e77 — 1)(¢”| < ¢(+) mit einer von v abhéngigen positiven Konstante
c(v). Fir x € H gilt

“+o0
||A1—p(e—(t—s)+e)A _ e—(t—s+s/)A)x||2 _ / )\2(1—p)|6—(t—s+5)/\ N 6_(t_s+€/)/\‘2d||E()\)£EH2,
/2

+oo
/ )\2(1—,0)|e—(t—s)>\—£/)\(e—(a—5’))\ . 1)|2d||E()\)(EH2
/2

Nun ist
|)\2(1—p)€—2(t—s)>\—25’>\||e—(s—s/))\ _ 1|2
—(e—e)\
< |(E . €/>’y)\'y+(1—p)e—(t—s)>\—s/)\|2 sup € (e=eDA 1|2
- Ase2 (e =&)Y
) 2
< ¢(p) (me“s)“”)) L0<e <e, vE(0,p/2), t>s
-5

so daf

H(Al—pe—(t—s—i-a)A _ Al—pe—(t—s-i-a’)A)xH < C(p) (5 — 5/)’Y

mHmH

ausfillt. Daher ist
t
1
1—p _ Al-p _ Y . . / /
I € — b) b)
[P EL(t) — AP (t)] < (e — ) /c<p> ds-ess sup [|f' (@), 0<& <e
0 (t —s)t=r/2 0€(0,T)

und die A'=PF_(.). konvergieren in C°([0,T], H). Mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz folgt
sofort, dafl die Grenzfunktion gerade

t
/ Almre =94 f(5)ds, t € [0,T),
0

ist. Damit folgt die Aussage des Satzes im Fall ¢ € D(A), f € C%Y([0,T],H). Im Fall ¢ € H, f €
C*([0,T],H) schlieBen wir wie folgt: Wir setzen wieder an

¢
u(t) = ey —|—/ e~ =341 (s)ds.
0

Der Integralterm wird wie im Fall ¢ € D(A), f € C*([0,T],H) behandelt. Von vg(t) = e~ 4y gilt

vo(t) € D(A), 0 <t < T,
Avy € C°((0,T], H),
vo € C1((0,T],H) N C°([0, T], H),
vy +Avg=0in 0 <t <T,
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vo(0) = ¢
Man vergleiche hierzu S. ....... Damit ist eine Losung u mit den gewiinschten Eigenschaften im Fall ¢ € H,
f € C*(]0,T), H) konstruiert. Der Beweis auf den Seiten 6 bis 8 zeigt das Bestehen der 1. Energiegleichung
fiir die eben konstruierte Losung u, die Eigenschaft
A2y e L2((0,T),H)

und ihre Eindeutigkeit. Zum Fall ¢ € H, f € C%1([0,T],H) bemerken wir folgendes. Der Integralterm
in der Darstellung fiir u wird wie eben im Fall ¢ € D(A), f € C%1([0,T],H) behandelt. Von vg gilt
offenbar auch A'~Pvf) = —A?2"Pe=A4p € C°((0,T],’H), da sogar Ate~ 4z € C°((0,+0),H), = € H,
p >0, ||[Are= A < (e(u)/t)||2]|, t > 0,0 > 0,2 € H, wie aus der Spektraldarstellung von Ate *4z,
t > 0, u > 0 leicht folgt. Im Satz war aber nur

fe [ €T, H)nC*([0,T], H)

£,0<e<T

angenommen. Dieser Fall wird folgendermaflen auf den eben behandelten reduziert. Fiir ¢ € [, T gilt

t
u(t) — ef(tfe)AeeASO+/ ef(tfs)Af(S)ds’
0

t €
_ ageay / e~ =94 f(5)ds + / =94 f(s)ds,
e 0

c t
- ef<tfs>A(e*6A<p+/ e*(E*S)Af(s)dsH/ e (s)ds,
0 g

¢
= e_(t_E)Au(E)—&-/ e (=945 (s)ds.

€

Wir wissen bereits: u(e) € D(A). Wir kénnen offenbar den Fall ¢ € D(A), f € C%1([0,T],’H) benutzen,
um zu zeigen, daf

u' € CY(e, T), H)
u'(t) €D(AYP), e<t<T, 0<p<1,
APy € CO((e, T), H)
u(t) € D(A), e <t <T,
Au € C°([e, T], H);

statt ¢ € D(A) nehme man u(e) € D(A), statt [0, 7] nehme man [, T], statt f € C*1(]0,T],H) nehme
man f € C%'([e, T],H). Damit bleibt nur der Fall ¢ € D(AY?) zu betrachten mit f € C([0,T], H).
Zunichst folgt durch Skalarmultiplikation der in (0,7"] bestehenden Gleichung

u+Au=f

mit Au:
(V.1.6) %HA%u(.)\F(t) +2|[Au(t)||? = 2Re(f(t), Au(t)), 0 <t < T,

da nach Seite 9 gilt %HA%u(.)HQ(t) = 2Re(Au(t), v (t)) = 2Re(u/(t), Au(t)), 0 < t < T. Integration
iiber (e,t), 0 < e <t, von (V.1.6) liefert

(V.1.7) |\A%u(t)\|2+2/ | Au(o)|2do = |\A%u(e)||2+2ne/ (F(0), Au(c))do.

Multiplizieren wir u’ + Au = f skalar mit u’, so folgt ebenso
1 t 1 t
(V.18) [AR(OIF +2 [ (@) PdotljA3u(E)| +2Re [ (7(o)u'(0))do.
Da fiir u die Formel auf Seite 36, ndmlich
t
u(t) = o [ f(s)ds,
0
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gilt, ergibt sich mit A1/2e~t4p = et A2, e~ A A2 € C([0,T], H) und der auf Seite 33/34 bewiese-
nen Inklusion

A/. e (=94f(s)ds € CO([0,T],’H), woraus
0

A2 / e~ (=94 (0)ds € CO((0,T], H)
0
folgt, da A'/?u € C°([0,T], H) ist. Grenziibergang & — 0 in (V.1.7) und (V.1.8) liefert nun

u' € L*((0,T),H) nC°((0,T), H),
Au € L*((0,T),H) n C°((0,T], H
sowie die 2. Energiegleichungen (V.1.2) und (V.1.3). O
Der letzte Teil des Satzes V.1.1 suggeriert, daB man fiir p € D(AY?), f € L?((0,T),H) eine Losung
von u' + Au = f finden konnte, die die folgenden Eigenschaften besitzt:
u' € L*((0,T),H),
Au € L*((0,T),H),
u' + Au = f fast {iberall in (0,7,
A2y e C°([0,T), H),
u(0) = .

u' ist hierbei im Sinn meiner Vorlesung , Funktionalanalysis 14, V.5, zu verstehen. Wenn eine solche
Aussage gilt, so heift das, dafi man zu f € L?((0,T),H) eine Losung von v’ + Au = f, u(0) = ¢, finden
kann, bei der v/, Au im gleichem Raum wie f liegen. Ebenso kann man sich fragen, ob f € C*([0,T], H)
impliziert, dafl bei geeigneten Annahmen an ¢ folgt: v, Au € C*([0,T],H). Auf diese Fragen soll im
folgenden Paragraphen eingegangen werden. Die Eigenschaft von u, daf§ w’, Au im gleichen Raum wie f
liegen, nennt man maximale Regularitét.
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§2. Maximale Regularitét

Zuniichst eine Vorbemerkung: Sei T > 0, f € L?((0,7T),H). Dann koénnen wir gemifl meiner Vorle-
sung ,, Funktionalanalysis 1¢, Seite V.33/330und Seite V.34/331, f in L?((0,7),H) durch eine Folge (f, )
mit f, € C1([0,T], H) approximieren. Endlich gibt es, wenn A wie in §1 ein selbstadjungierter Operator
in H mit Definitionsbereich D(A) ist, der strikt positiv ist, d.h.

(Af. f) = ellfII?, f € D(A),

mit einer positiven Konstante ¢, zu jedem ¢ € D(AY?) eine Folge (p,) mit o, € D(A), ¢, — ¢ in
D(Az), d.h. ||[AY2p, — AY2p|| — 0, v — .

Satz V.2.1: Sei A ein strikt positiver selbstadjungierter Operator A in einem Hilbertraum H mit Defi-
nitionsbereich D(A). Sei T > 0, ¢ € D(AY?), f € L?((0,T),H). Dann gibt es ein und nur ein u mit
folgenden Eigenschaften: u ist eine Abbildung von [0,T] in D(AY?),

APy e C([0,T), H),
u(t) € D(A) fiir fast alle t € (0,7,

Au € L*((0,T),H),
u' € L*((0,T),H),
u + Au = f fast {iberall in (0,7
u(0) = .
Es gilt in [0, T die Ungleichung 2||AY?u(t)||? +f0 ([’ (5)||? + || Au(s)||?)ds < 2||Az || +2f0t || £(s)||?ds.

Beweis: Zunidchst wihlen wir ¢,, f, wie eingangs dieses Paragraphen ausgefiihrt. Sei u, die geméifl
Satz V.1.1 eindeutig bestimmte Losung von v’ + Au = f,, u,(0) = p,, mit folgenden Eigenschaften:

u, € C'([0,T],H), u,(t) € D(A), 0 <t <T,
Au, € C°([0,T], H),
u, + Au, = f, in [0,T], u,(0) = ¢,.
Die zweiten Energieungleichungen (V.1.2), (V.1.3) liefern in [0, T7:

2/ A% (u, (1) — u, (£)]] + 2/0 [ (5) =, (9)|1*ds = | A2 (0, = @) [P+

ww%kn@fn@wWM@fW@mHam%}ﬁ@fn@muwf%@Ma

< IIA%(%—WN)IIZM/O IIfV(S)—fu(S)IIHA(uu(S)—uu(S))IIdH?/O 1£(s) = Fu ()], (5) = wy, (5)]|ds

. t t t
ﬂMﬂ%—wmﬂﬂﬁﬂﬁ@—h®W%+AH%@—%@WM+AHMM@—MM®%MaM

2I\A%(uu(t)—uu(t))ll2+A IIM’V(S)—UL(S)H2ds+/0 | Auy (s) — Auy(s)|[*ds

t
< 2|42 (¢ — @,)|I° + 2/0 1£u(s) = fu(s)IIds, v, € N.

Daher bilden die Azu,, v € N, eine Cauchy-Folge in C°([0,T],H), die v/, v € N, eine solche in
L?((0,T),H) und die Au,, v € N, eine solche in L?((0,7),H). Da A strlkt positiv definit ist, folgt
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u, — u in C°([0,T],H), v — oo. Mit der Abgeschlossenheit von A'/? ergibt sich: AY/?u, — Ay in
C°([0,T],H), v — oo, insbesondere

AY24 € C°([0,T), H), u(0) = .

Aus der Definition der Distributionsableitung in meiner Vorlesung , Fuktionalanalysis 1“, insbesondere
Lemme V.5.2, folgt, dafl « die Distributionsableitung u’ besitzt, wenn u’ der Grenzwert der Cauchy-Folge
(ul) in L2((0,T), H) ist. Sei v der Grenzwert der Cauchy-Folge (Au,) in L2((0,T), H). Fiir eine Teilfolgte
(Au,,) von (Au) gilt

Au,, (t) — v(t), j — oo, fast iiberall in (0,7'),

und gleichzeitig

uy, (t) — u(t), j — oo, in [0, T7.

Aus der Abgeschlossenheit von A folgt:

u(t) € D(A) fast iiberall in (0,7
v(t) = Au(t) fast iiberall in (0,T).

Insbesondere haben wir v’ € L2((0,T),H), Au € L*((0,T),H), v’ + Au = f fast iiberall in (0,T),
u(0) = .

Damit ist die Existenzaussage des Satzes V.2.1 bewiesen. Offenbar gilt fiir u, die Ungleichung (siehe
Seite 39)

t t t
MA%AMP+/ﬁwu@W@+/WMm@m%s§wﬁ%W+a/nﬁ@m%aogtgﬂveN.
0 0 0

Lassen wir v gegen +oo streben, so folgt wie eben gezeigt

t t t
wA%wnF+/|wwmw&+/\mwﬂwws2wﬁwW+2/WuwmmaOStsr
0 0 0

Nun zur Eindeutigkeit: Skalarmultiplikation von «’(t) + Au(t) = f(t) mit u(t), wobei u irgendeine Losung
von u' + Au = f, u(0) = ¢, mit den im Satz beschriebenen REgularitéitseigenschaften ist, liefert

(w'(), u(t)) + (Au(t), u(t)) = (f(t), u(t)).

Approximieren wir v wie in Satz V.5.1 in meiner Vorlesung ,, Funktionalanalysis I*(es reicht B=X =H
zu withlen), so folgt

[l = [[u(0)][,

()1 = [lel*-

ZRe/O (u'(s),u(s))ds

Mit (Au(t), u(t)) > ¢||u(t)]|? fiir fast alle t € (0,7) folgt

mew+%Aumwwmswu+2éuﬂ@wmmwa
suﬂP+A<QﬂQW+mmng&

t t
HMMF+EAImwm%sSWMF+A(UaWﬂ$W%-
Hieraus folgt sofort die Eindeutigkeit. ]

Wir wollen nun zu von 2 verschiedenen Integrationsexponenten iibergehen.
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Hilfssatz V.2.1: Sei k € N. Seien A1,..., A irgendwelche positiven Zahlen. Dann gilt die folgende
Ungleichung:

HA2<1<iA> H/\@k /k
Ll Tk

Beweis: Es ist

Mo ooX = (AT RO )R

k
_ 1
) e A)? 1/k~(/\1~...-/\k)1/k~l/Ez/\i.
1=1

Il
T =
PO
2

Anwendung der Ungleichung von arithmetischen und geometrischen Mittel vollendet den Beweis. (Il

Hilfssatz V.2.2: Sei v € N, weiter sei v gerade. Sei T > 0, sei p € D(A'*™Y") fiir ein belicbiges
aber festes r € 2N. Dann ist

T B 1
| e lrat < S

O T‘
Insbesondere ist fir r € 2N der Ausdruck Ae= 4 in L"((0,+00), H).

Beweis: Das Intervall [¢/2,b], ¢/2 < b, wird fiir n € N in n dquidistante kompakte Intervall Ay,... A,

aufgeteilt, die die Linge T/n haben. Sei r > 0, p = r/2. Wenn \; Gﬁi, 1 <4 < n, ist, so haben wir, wenn
wir zunéchst ¢ durch E([¢/2,b])p € D(A) ersetzen

| Ae™ A E([e/2, b))l = lim [y Afe”

=1

(A)ell")2, t e (0,T).

Mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz folgt
T T u
| 1ae B2, helira = tim [ (3" A2 Bl
0 n—oo [q =

= lim LY X AL e PR B(A el - |[E(A,) el Pt

Chim Y a2z el B ol
n—00 P 2()\i1+--~+)‘ip) ’

11,..0,0p=1

2 1 2p—1
< lm ST A BBl B el
il, ,Zp—l

nach Hilfssatz V.2.1,

r— 1 2(r— 1 r
;JE& Z A ATV P LB (A )l
i1,-.1p=1

[ lim ZV(’" DBl

’r’n—»oo
i=1

1 t — T T
L / YOm0 )

1 —1/r - T
= A B2, el

1
< [lA g,

Damit folgt
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T
1
/ | 4e~ 1 EB([¢/2,b)l|"dt < ;IlAl_l/%IIT, r>0.
0

Der Satz von der monotonen Konvergenz liefert

T
1
/ |[Ae A p||"dt < =||A*Y7||", ¥ > 0, und weiter
0 T
Ae—Ape | L7((0.T), 1),
T>0
da T > 0 beliebig war. Da die Schranke fiir fOT ||[Ae~t4yp||"dt nicht von T abhing, folgt Ae™4¢ €
L™((0,400), H). Damit ist der Hilfssatz bewiesen. O

Hilfssatz V.2.3: Fir alle r > 2, fiir alle o € D(A™Y7), fiir alle T > 0, gilt

T
_ - 1 “1/r ir
/0 [Ae~ | dt < (L) Aa Vg,

-
wobei ¢(1/r) =1 1ist, 2 <r <6, und c¢(1/r) =1/r, r > 6.

Beispiel: Sei k € N. Dann kennen wir die zu beweisende Abschétzung schon fiir r = 2k und r = 2(k+1),
wie aus Hilfssatz V.2.2 folgt. Seie > 0. Sei z=0+ i1, 0,7 € R, 0< 0 <1, 1/r'(2) = (1 — 2)/(2k/(2k —
D) +2/2k+1)/2k+1), 1/r(2) = (1 — 2)/2k + 2/2(k + 1), " bedeutet den dualen Exponenten. Sei
(@) =r"(3+1i-0), r(9) =r(+i-0), 0 <9 <1 Sei ¥ fest aus [0, 1], sei

T
Fo(e) = Fafo7) = [ (et Aa-0m1m@ e,
0

g(t) r(9)/r (2)
Hg(t)”Ilg(t)H )dt.

Hierbei ist g irgendein Element aus L°((0,T), H) und wie iiblich wird g(t)/||g(t)|| durch O ersetzt, falls
g(t) = 0 ist. F'(z) ist holomorph in 0 < ¢ < 1, stetig auf 0 < ¢ < 1 fortsetzbar und es gilt

T
. _ —(1=1/7(0+iT))  — g(t) r ' (0+iT
[F(0+i7)] < /O || Ae=A A= O /r (0T 6AWH'|\Hg(t)||||9(7f)|| N/ 0+m) |,

T T
(/ |‘AeftAAf(171/r(0+i7))676A<p||r(0)dt)1/r(0) . (/ |‘|g(t)|‘T'(ﬂ)'r/(O)/r'(0+i-r)‘dT)l/r’(O)
0 0

IN

IN

T
||Al—1/r(0)—(1—1/r(0+i7—))e—sA(p||(1/T(0))1/r(0) i (/ |||g(t)||r’(79)-r/(0)/r/(0+i7—)|dt)1/r/(0).
0

Nun ist 7/(0)/7/(0 + i) = 1 — it 4 i72k/(2k/(2k + 1)), also |||g(t)||” )@/ O+im)| = ||¢(¢)[|” ), und
weiter gilt

Al—1/r(0)—(1—1/T(0+i7))e—6A(p _ A—1/2k+1/7"(0+i7')e—514807

A—1/2k+1/T(0+iT)e—€A A—iT/2k+iT/2(k+l)e—EA

P )

“+oo
/ )\_iT/2k+iT/2(k+1)d(E(A)e_EA()O).
c/2

Wegen |\ ~07/2k+i7/2(k+1)| = 1 folgt

|F19(0 + ZT)l

IN

T
\Ie‘EAwII(l/r(O))”’"(O)(/ [lg()||”" M at)!/r©
0

IN

T
(1/7’(0))1/T(0)||<PH(/ lgI"Pdp) ), 7 e R,
0

Weiter gilt
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T
- — —(1-1/r T — g(t) T 7’ T
Fy(1+in) < [ |lAetaas oo ed g L gl 0

T T
(/ ||Ae—tAA—(l—l/r(1+i7))e—sA(p||r(1)dt)1/r(1) . (/ |‘|g(t)||r’(19)4*/(1)/7’/(1-‘,—1'7—)dt)l/r’(l)7
0 0

IA

IN

T
‘|A17'r/r(1)7(171/r(1+i‘r))efsA<p||(1/T(1))1/r(1) . (/ |‘|g(t)||r'(19)»7"(1)/7"(1+i‘r)|dt)1/7‘(1)7
0

IA

T
(1/7“(1))1/’“(”lel(/O lg@1]” Pdt) /"W 7 € R, g € LF((0,T),H),

denn —1/r(1) + 1/r(1 +i7) = —=1/2(k + 1) + (—i7)/2k + (1 +i7)/2(k + 1) = —it/2k + i7/2(k + 1),
v (1)/r (1 i) = 25 (—ir/(2k/(2k — 1) + (14 7)/(2(k +1)/(2k + 1)) = 1 + i — ir 20T,
Der Hadamardsche Dreiliniensatz (Lemma V.6.1 in meiner Vorlesung ,, Funktionalanalysis 1¢) zeigt

T , 1—o T ’ o
IFo(0)] < (1/r(0)) =27 @) (1/5(1))7/m D] / o)l @ dt) 7 - ( / o)l @ dt) 7,

0<v,0,<1.

Nun ist :,?6’) + r,‘(jl) = ﬁ, also

T 1
[Fo(0)] < (1/7“(0))(1"’)”(0)(1/?"(1))””(1)|ISOII(/0 lg(®)][" P at) 7@,

also fir 9 =o¢
T ’ 1
Fa0)] < (1/r(0) OO W/ Dol ([ llg(ol V),
0

0<d <1, gelLg((0,T),H)

Lge((0,T),H) ist dichter Teilraum von L") ((0,T),H), '(9) durchliuft, wenn ¢ das Intervall [0,1]
durchlduft, gerade [2k,2(k 4+ 1)]. H war als separabel vorausgesetzt. Satz V.4.4 zeigt

T
([ l4emt 44032y 1) o) < gl (1/r(0) /7 (1/r(1)) ),
0

also wegen 1/r(9) = (1 —9)/r(0) +9/r(1) gerade fiir alle ¢ € H!:

T
/ | Ae=t A A~ emeAol "D dt < c(1/r(0)[|¢l|").
0

Fiir v = A~ (=1/7(9) ¢, erhalten wir

T
/ A=t eAg MV dt < (1 /r(D))]| A7)y
0

Begriindung folgt am Ende des Beweises.
Fir f € H ist

lle==A 1117 :[ e (BN, f), € >0

c/2

so daB [|e=¢Af|| < ||e=<"A f|| ausfillt, wenn & > &’ > 0 ist. Der Satz von der monotonen Konvergenz zeigt
fiir e — 0, daf3

T
/ [[Ae™ Al Dt < e(1/r@)|| AT Opl"D 0 <9 < 1, e DA,
0

Das Auftreten der Konstante c¢(1/r(?)) wie im gegenwirtigen Hilfssatz beschrieben kommt dabei folgen-
dermaflen zustande: Wie aus dieser Seite oben ersichtlich, ist die fragleiche Konstante gerade

(/r(@) /O 1 (1) OO,
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Wir betrachten die Funktion f(z) = (1/2)Y/*, > 2. Die Funktion log f(x) ist jedenfalls fiir z > 6 strikt
konkav, wie eine leichte Reichnung zeigt. Also ist

(1 —=9)log f(x) +Vlog f(y) < log f((1 =)z +Vy), 0 <9 <1, x,y > 6,

()70 (509
- - S + - )
Z ) T )

Fir r(0) =2 > 6, r(1) =y > 8, d.h. k > 3, ist

Offenbar ist stets

[(1/7(0) =D/ (1 /r(1))?/r V] < 1.
Damit ist der Hilfssatz bewiesen. a
Offenbar ist der die Anwendung des Hadamardschen Dreiliniensatzes betreffende Teil des Beweises von

Hilfssatz V.2.3 vollkommen dem Beweis des Satzes von Riesz-Thorin (Satz V.6.1 in meiner Vorlesung
,Funktionalanalysis I*) nachgebildet. Die Behandlung des Falles 1 < r < 2 bei der Abschitzung von

fOT ||Ae~t4||"dt konnte nicht erbracht werden. Dazu braucht man eine Abschitzung des Typs || fOT AVre=tAg(t)||dt <

o fOT |lg()||”" dt)*/™" fiir alle Treppenfunktionen g. Die Schwierigkeiten hierbei illustriert das folgende Lem-
ma (besser sein Beweis).

Lemma V.2.1: Se: T > 0. Ses

N

(O7T) = U 1,

v=1

eine Zerlegung in disjunkte Intervalle I, mit I, = [t,,, T,41], 0 =t1 <ty < ... <tyy1 =T. Jedem I, sei
ein Element g1, € H zugeordnet. Wir behaupten, daf fiir jede Treppenfunktion

N
9=">_ X191,
v=1

und fiir jedes v’ > 2 die folgende Abschditzung gilt:

T T
I / ATt A1)t < ¢ / lg(e)II” dy ™

1/r =1 —=1/r" mti einer von tq,...,txyy1 abhingigen Zahl ¢* > 0, die auferdem noch von r,¢ und T
abhingen kann, d.h. ¢* = c*(r,T,¢,t1,...,tN11)-

Beweis: Wir haben

N

Z / Al/re—tAqu dt,
I

v=1 v

N
— E Al/rfl(eft,,A _ e*t,,.*_lA)g[D’
v=1

T
/ AVre=tAg(t)dt =
0

—

T N
AVTeT Ag(tydt]| < [|AYT (e A — e gy
v=1

N 400
=[Nt et R (g, )1,

([ A N \ femted _ p—turia 2071/7)
_Z%z (b — 1) 2071/ (emtA _ e tosaAy20-1/). (A(m—t)) || EW)gr, |P)2,

v=1
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Y - , -1/ 1-1 2/a(1—1 Foo 1 — e M=) o, 2\1/2
= Z(e_cutu_ecutu+1) U (g —t,)) e /A —T).([/2 O )21 dE(Ngr | [2)Y/2,
v=1 c v v

tu A tv

t

weil e A — e~ A beziiglich A > 0 sein Maximum in ¢, = In jl/(tV_H —t,) annimmt,

N
< Z(efcm ) B A R L VA P
v=1

N N
< (Do emerte — emertenn (U (S (1, — ) gy, 7).

v=1 v=1
Nun ist 7(1 — 1/r") = 1. Dies liefert

N
(Y (emerty —emertenn)em (VDT = (T 1, ),

v=1

Weiter ist

N T N T N
St~ tllon = [ S llonlat = [ IS g1t
v 0 =1 0 v=1

=1

da die I, paarweise disjunkt sind. Damit folgt die folgende Abschétzung:

T
I /0 AV tAg@)dt]) < ¢, T,3 b, )9l (0 70
und das Lemma ist bewiesen. O

Der Beweis des Lemmas V.2.1 zeigt, daf3

N
C* (Tﬂ Ta /C\v tlv e 7tN+1) = Z(e—Cutu - e—Cutu+1) : e_((r_1)6/4)tuv
v=1
Moo t
= Z((i”)tu/(twl*tu) _ (7V)t,,+1/(tu+1—t,,)) e~ ((r=1)e/4)t,
t t ’
=1 v+1 v+1
N
— Nyt = e (e
—1 tu+1 tVJrl
N
tu+1 - tl/
< _
< 2

CCRG

Es ist nun erwiinscht, eine Folge (Z), Zi = ( e N(k)+1), k € N, von Zerlegungen von (0,7

zu konstruieren, derart, dafl

®) W
L I T 0k e

2. Fiir die Ausdriicke

gilt:
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wobei D eine von k unabhiingige Schranke ist. Jedoch erscheint dies nicht moglich.
Immerhin gilt

Lemma V.2.2: Sei T >0, sei 1 <1/ < 2. Sei g € L" ((0,T),H). Dann ist

T
/ eftAg(t)dt IS D(Al/r)
0

und es gilt die Abschitzung

. T T , ,
At / gt < ( / lg(®)lI” de) /"

Beweis: Sei ¢/2 < b. Dann ist fiir alle ¢ € H jedenfalls
1 T T 1
(AEE2E) [ e ebite) = ([ e gl AVE(/2)0)
0 0
T 1
= [ g, aB(e2 A )

- /O (g(), Ac—H A B([6/2, b)) A= o).

Man beachte, da8 fOT et g(t)dt wohldefiniert ist. Damit folgt

(A E(le/2,1) / gyt o) < / g1 Ae~ 4 B([2/2, b)) A~ o dt,
T T
r’ 1/r’ eftA ) 7% r 1/r
< (/O llg(6)||"" dt) (/0 | Ae A E([6/2,b]) A~ || dt)
< / lg(@®)|” dt)/™ || A=V E([e/2,b]) A" o]

nach Hilfssatz V.2.3, da r > 2 ist,

= / g™ dt) " [ E([/2,b])¢ll,
T
< / g1 dty '™ ]

Mit dem Rieszschen Darstellungssatz folgt

T

||A1/TE([€/2,b])/O e_tAg(t)dtHS(/O gl de)*"

Grenziibergang b — oo und die Selbstadjungiertheit von A'/" liefern

T
/ e_tAg(t)dt € D(Al/r)7
0

T T
e [T e gt < ([ ool an
0 0
was zu beweisen war.

Hilfssatz V.2.4: Seit >0, sei 1 <1’ < 2. Sei g€ L" ((0,t),H). Dann ist

¢
/ e~ (=94 (s)ds € D(AY™)
0

und es gibt die Abschitzung
1 ¢ t—s)A ¢ ! 1/
¥ [ e gast < ([ lato))l do)
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Beweis: Wir setzen g auf R fort, indem wir g(s) = 0 setzen fiir s < 0 und s > ¢. Sei 0 = ¢ — s, also
s =t —o0. Dann ist

¢ ¢
/ e~ =94 (5)ds = / e Ag(t — o)do
0 0

und mit Lemma V.2.2 folgt das gewiinschte Resultat. (]
Sei
Ae7 At >0,
k(t) =
0, t <0.

Die k(t),t € R, stellen also eine Schar von Operatoren aus L(H,H) dar. H lafit sich eineindeutig und
normtreu auf den Banachraum H* abbilden (H* ist der Dualraum im Sinne der Banachraumtheorie) und
die Abbildung ist antilinear (siehe hierzu meine Vorlesung , Funktionalanalysis 1%, die Abbildung war dort

mit .J~! bezeichnet). Fiir die zu den k(t) adjungierten Operatoren k*(t) im Sinne der Banachraumtheorie,
die aus L(H*, H**) sind, gilt

E*(t) = Jk(t)J ",

wobei die Abbildung J : H — H** die Reflexivitdtsabbildung in meiner Vorlesung , Funktionalanalysis
I“ ist. Nun gilt

Hilfssatz V.2.5: Fir allet € R — {0} ist
[ k=0~ k)llds <
[s[>4]]
/ Kt — 8) — K* (—3)|ds < ca.
|s|>4]|t|
mit einer von ¢,t unabhingigen Konstante co > 0.
Beweis: Die zweite Aussage ist eine Konsequenz der ersten. Fiir 0 < 4t < s folgt

+oo
I(Ae=(=04 — ey 2 = [m,vwwt”—eﬂﬁmEumF

+oo
/ Mt2e 2| E(\)z||?, © € H,
c/2

mit einem 7, s —t < 7 < s. Also folgt

A —(s—t)A —_A —sA 2 < 2/ inf 4 2
(e el < @ nd O el
< @/ (s=t)lall? v e R,

so daf

[Ae= (D4 _ Ae=s4|| < t/(s —t)?
entsteht. Dies liefert

+oo
/ |[Ae= (=04 — Ae=34||ds < t/ (s —t)"2ds,
5>4t>0 4t
1
= g, 0<4t < S,

was zu beweisen war. Nun sind noch die folgenden Fille zu behandeln:

Zunidchst sei s > 0 > t, s > 4|t|. Dann ist s — ¢ = s + [t|; bei Durchfiirhung der obigen Rechnung
koénnen wir 7 so wihlen, dafl s < 7 < s + |¢| entsteht. Dies liefert
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+oo 1
/ [ Ae=(=D4 _ Ae=34]1ds < 1] / 1/s2ds = L.
s>4|t] 4 4

Il

Sei weiter t > 0 > s, |s| > 4t. Dann ist s —t = —|s| —t < —4¢t — ¢ < 0 und die Behauptung trivial, da in
diesem Fall k(s —t) = k(s) = 0 ist. Sei endlich 0 > 4t > s. Dann ist s — ¢t = —|s| + [t| < —3]t| und die
Behauptung wieder trivial. (Il

Nun konnen wir die folgende Erweiterung von Satz V.2.1 beweisen:

Satz V.2.2: Sei A ein strikt positiver selbstadjungierter Operator A in einem Hilbertraum H mit Defi-
nitionsbereich D(A). Seir > 2. Sei T > 0, sei f € L"((0,T),H). Sei p € D(A*'/"). Dann gibt es ein
und nur ein u mit folgenden Figenschaften: u ist eine Abbildung von

0,7 in U p@t—
0<e<1/2—-1/r
mait
we | 0. 1], DA ),

0<e<1/2—1/r

u(t) € D(A) fiir fast alle t € (0,T)
Au e L7((0,T), 1),
u € L"((0,T),H),

u' + Au = f fast diberall in (0,T),

u(0) = ¢.
Es gilt in [0,T) die Ungleichung
t t t
A+ [ @+ [ flau@)de < eene (14l + [ life)rdo)

mit einer von ¢, r,e abhingigen Konstante c(e). Weiter ist (¢(r) hingt nur von r ab)

T T T
u ()" do w(o)||"do < e(r =1/ o)l do).
/OII()||d+/OHA()Hd§()<IIA s0H+/0||f()||d)

Beweis: Wie eingangs dieses Paragraphen eingefiihrt, wéhlen wir eine Folge (f,) mit

f, € CY((0,T),H), v €N,
fo— fin L"((0,7),H), v — o0,

und eine Folge (¢, ) mit

v, € D(A), v €N,
Al—l/r(py _ 141—1/7”907 veN.

Sei wu,, die gem#f Satz V.1.1 eindeutig bestimmte Lésung von v’ + Au = f,, u,(0) = ¢,, mit folgenden
Eigenschaften:

uy € CH([0,T), H),
u,(t) € D(A), 0 <t <T, Au, € C°([0,T], H),
u, + Au, = e VAL, u, (0) = .
Ebenfalls gemifl Satz V.1.1. gilt die folgende Darstellungsformel:
t
u, (t) = e o, + / e_(t_s)A_%Afl,(s)ds
0
Wir haben
Alfl/ref.Awy N Alfl/ref.A(p
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in C°([0, T), H). Natiirlich ist A'~Y/"e=4¢p in C°([0,T], H).
Nach Hilfssatz V.2.3 ist mit v(t) = e *4¢p, t > 0, jedenfalls
v(t) € D(A) fast iiberall in (0,7
t
| avords < g
Offenbar ist in (0,77 sogar v stetig differenzierbar, v’ + Av = 0 und
t
| 1@l < =y
Insgesamt folgt mit v, = e~ 4,

Ave L((0.7). M),
v € L7((0,T), H),
AV e 000, T), H),
t t
Ay [ o)lrde + [ lavo)llrde < 3Tl 0< < T,
0 0
T

T
sup [[AT V" (u(t) — v, ()]]" + / o' (£) — o, (&) |["dt + / | Au(t) — Av, (&)|"dt — 0, v — oo.
0<t<T 0 0

Sei .
w ()= [ s 0t < T e,
0
t
w(t) = / e~ =D (5)ds, 0 <t <T.
0
Aus Satz V.9.3 in meiner Vorlesung , Funktionalanalysis I“ folgt in Verbindung mit Hilfssatz V.2.5 und

Satz V.2.1, der die Giiltigkeit der Voraussetzung des Satzes V.9.3 in meiner Vorlesung ,, Funktionalanalysis
I“ fiir r = 2 garantiert,

/0 [, (0)]|"do + / A, (o) |["do < (r) / 1o (0)|["do,

/0 ), — ) (o) " dor + / [(Aw, — Aw,)(0)|["do < c(r) / (s — f)(@)|I"do

v, € N, 0 <t < T. Natiirlich kénnen wir auch Satz V.9.5 in meiner Vorlesung , Funktionalanalysis
I“ anwenden, wobei gem#fl Satz V.2.1 und Hilfssatz V.2.5 die Konstanten ¢;(7'),c2(T) in Satz V.9.5
unabhéngig von T" gew#hlt werden kénnen. Offenbar gilt:

w, — w in C°([0,T], H).
Somit folgt

w' € L"((0,T),H),
w(t) € D(A) fast tiberall in (0,7),
Aw € L"((0,T), H),

/0 [ (0)]["do + / | Aw(o)|["do < c(r) / 1£(0)]do,

/ 1w () — w),(0)||"do + / | Aw(o) — Aw, (0)|["do < e(r) / 1/(0) = fu(0)|['do, 0< t < T, v € N.
0 0 0

Sei nun v = v + w. Dann haben wir
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u € L"((0,T),H)
u(t) € D(A) fast iiberall in (0,7,
Au e T((0,7), 7),
u' + Au = f fast iiberall in (0,7,
t
u(t) = ey —l—/ e~ =DAf(0)do in [0, T,

0

tu'crra t u(o)||"do t u(o)||"do < ¢(r t o)||"do 1=t/
/OH<>||d+/O|\A<>||d+/0||A<>||d§<></0||f<>||d+||A e,

AY24 e C°([0,T), H), u(0) = .

Die Eindeutigkeit ist wegen r > 2 eine Konsequenz aus Satz V.2.1. Damit sind nur noch die in Satz V.2.2
angegebenen Stetigkeitseigenschaften von u offen. Wir haben fir e, 0 <e <1/2 - 1/r,

t
[ arise g jas
0
t
< / AL/ =9A| || £ (s)]|ds,
0

= / t c(r)e” /A=) /(t — s)!7HE | £ (s) ||ds,
0

1

. 1-1/r
(t — s)l—er/G—D) ds)

t t
< ([ 11Fs)lrds) - (/ o(r)e=(r/r=1)@/4)/(t=5) .
0 0

_
er/(r—1)

t
= (e, r,s)(/o [[£(s)||"ds)*/, 0 <t <T.

< (@ r)(

00 [l as

Ebenso ist fiir 0 <t <T

t T
/ ATV =9)A(£(5) — f,())llds < e(@r,e)( / 1£(s) — fu ()| ds) /"
0 0

Hieraus folgt wegen

t
U)(t) :Af(lfl/rfs)/ 14171/7*7567(tfs)Af(S)dS7

0
daf3
w(t) € (1 DA7TY),0<t<T,
0<e<1/2—1/r
AYrmEw € C0([0, T, H)
sind. Damit ist der Satz bewiesen. O

Satz V.2.2 bezieht sich nur auf » > 2. Fir 1 < r < 2 ist unser Resultat zwar in Hinsicht auf die
Stetigkeitseigenschaften des inhomogenen Terms w vollstindiger, doch mufl dafiir eine vergleichsweise
stidrkere Voraussetzung an den Anfangswert gestellt werden.

Satz V.2.3: Sei A ein strikt positiver selbstadjungierter Operator A in einem Hilbertraum H mit Defi-
nitionsbereich D(A). Sei 1 <r < 2. Sei T >0, sei f € L"((0,T),H). Sei ¢ € D(A*"Y"+¢) fiir ein e > 0.
Dann gibt es ein und nur ein u mit folgenden Eigenschaften: u ist eine Abbildung von [0,T] in D(A*~1/7)
mit
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A=Yy e ¢0([0,T), H),

u(t) € D(A) fiir fast alle t € (0,7,
Au e L™((0,T7),H),

u € L"((0,T),H),

u + Au = f fast {iberall in (0,7,
u(0) = ¢.

Es gilt in [0,T) die Ungleichung
t t t
A ()" +/0 [/ (o)|["do +/0 | Au(o)||"do < c(@r,e)(||A" " +/O £ (o)]|"do)
mit einer von ¢,r,e abhingigen Konstante c(c,r,e). Weiter ist (c¢(r) hingt nur von r ab) im Fall p =0

T T T
/ [ ()" dor + / Au(@)|"do + sup [|[A Y u(o)||" < c(r) / 1£(o)|["dor
0 0 0<o<T 0

Beweis: (f,) wird wie im Beweis des vorigen Satzes gewihlt. Die Folge (¢, ) wihlen wir so, dal
v, € D(A), v €N,

Alfl/rJrESDV N Alfl/'r+6w, veN.

u,, ist wieder die Losung von v + Au = e’%Afl,, u(0) = ¢, geméfB Satz V.1.1, fiir die die Darstellungs-
formel

t
u, (t) = e o, + / e_(t_s)A_%Afl,(s)ds
0
gilt. Wir haben

Alfl/ref.ASDV HAlfl/ref.Asa

in C°([0,T],H). Natiirlich ist A'~Y/"e=4p € CO([0,T],H). Mit v(t) = e tp, t > 0 ist jedenfalls
v+ Au=0,t>0,v(0) =p, veCH(0,T],H), Av € C((0,T], H). Weiter ist

t t
/ ||A6_UALp||TdJ S/ ||A1_1/T_E€_O-A||T||A1_1/r+€@||rd07
0 0

t
< / e—(c/4)<rc(/c\7 r)a_—(r—l—re) . ||A1—1/r+e<p||rda’
0

< c(@re)||AT V|
Also ist

t t
AT Fu (o)) + / o' (0)]|"dor + / | Av(o)|["do < ¢(@,r,e) - | A1/

Sei

&

fy(s)ds,

t
e~ =94 f(s5)ds, 0 <t <T, veN.

o\o\

Wie im Beweis des Satzes V.2.2 folgt

/ (0] do + / | duw, (o) |["do < (r) / 1o (0)|["do,

/||w o, ||da+/ (Aw, — Aw,)(@)|["do < c(r /|| f @)l do,
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v,p € N, 0 <t <T. Daraus folgt wie auf S. 49 - 50:

w' € L"((0,T),H),
w(t) € D(A) fast iiberall in (0,7),
Aw e L"((0,T),H)

/0 |l ()] dor + / | Aw(o)|["do < c(r) / 1£(o) " do,

/0 1w () — w),(0)||"do + / | Aw(o) — Aw, (0)||"do < e(r) / /(o) = fu(0)|['do, 0 <t <T, v € N.

Aus Hilfssatz V.2.4 folgt wegen 1 < r < 2 da8 w(t) € D(A'~'/") ist und, daf

1A wlt) = w () < [ 17(0) = fulo)lrdo

ist, 0 <t <T,veN. Alsoist A'=V"w € C([0,T], H). Erneute Anwendung von Hilfssatz V.2.4 zeigt

t
A (b)) < / 1£(o)"do.

Setzen wir u = v + w, so hat u alle im zu beweisenden Satz angefithrten Eigenschaften. Es bleibt die
Eindeutigkeit zu zeigen: Seien ui,us zwei Losungen mit den im Satz angegebenen FEigenschaften. Dann
ist
(u1 —ug) + A(ug — ug) = 0 fast iiberall in (0,7),
(u1 - UQ)<O) =0.

Skalarmultiplikation der obigen Gleichung mit u; — s liefert

2Re((uy — uz),uy — ug) + 2||AY?(uy — ug)||> = 0

fast iiberall in (0,7"). Gem#f Satz V.5.1 in meiner Vorlesung , Funktionalanalysis I¥ kénnen wir eine
Folge (1), ¥, € C1([0,T],H), v € N finden mit

¥y, — up —ug in L™((0,T),H), v — o0
¢L - (U1 - u2)/ in LT((OvT)vH)v VvV — 00

Insbesondere haben wir dann

¥, — uy — ug in C°([0,T], H), v — o0,

t
lim
V—00 0

t
(W, )do = / ((ur — ua), ur — un)do

t t
lim | 2Re(¢y,vy)do = lim |[o(t)[]* = [[(u1 — u2)(t)|]* = 236/ ((u1 = u2),ur — uz)do,
V—00 0

V—00 0

t > 0. Damit folgt
t 1
I = u) @ + [ 114} 1~ ua)()|[*do =0, ¢ > 0
0
also uy = us. O
Das Problem der zuldssigen Anfangswerte und, damit zusammenhéngend, die Frage nach dem Stetig-

keitsverhalten von u, sind in den Sdtzen V.2.3 und V.2.2 unbefriedigendend gel6st. Hiermit beschéftigen
sich die folgenden Ausfithrungen. Wir fithren zunéichst einen neuen Banachraum ein.
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Definition V.2.1: Sei r > 1, sei Jy_y/,, der C-Vektorraum, der aus allen Elementen u € H besteht,
fiir die
> 1 —tA r
t7||(e — DNul|"dt < 400
0

ausfdllt. Jy_1 ., wird mit der Norm

> 1 A 1
el = (I = Dyt + )

zu einem normierten Vektorraum.
Es ist klar, dal J;_;/,—, mit der obigen Norm tatséchlich zu einem normierten C-Vektorraum wird.
I — et ist fiir t > 0 sogar beschriinkt invertierbar! Weiter ist J;_; /r,r Mit der obigen Norm sogar ein
Banachraum. Dazu sei (u,) eine Folge mit
Uy € Il—l/r,rv veN
||u11 - uu”lfl/r,'r — 0, v, 1t — 0.

Dann haben wir zunéchst

uy, — uin H, v — o0,
1 —tA r 1 —tA r
e = Duy||" — Sl = Dull", v — o0, >0,

||U‘I/||171/T,’l" S M veN

Nach dem Lemma von Faton ist u € Jy_1 .. Fiir eine Teilfolge (u,, ) von (u,) haben wir

||ul’k+1 _uukH S 2_k7 k= 1,2,....

Sei

gk = qu+1 - ul/kﬂ

- 1
g E e~ — Dgil|, t >0, also
k=1

_ A TR :
I3l 0oron < D) Gl = D
k=1

Also ist g € L"((0,400)) und insbesondere fast iiberall in (0, +00) endlich. Also konvergiert die Reihe

il

H—\»—t

gyl

fast iiberall in (0, +00). Offenbar gilt

1, _
JliCe A= Duy,,, || <
ko
< 2l Dgull + F1I(e™4 = Ty, |
~ Lo _ia
< 9+ Sl = Duw |,
1 —tA r ~(\T 1 —tA |1yr
GHE™ = Dy )" < e(r)(@G@)" + Gl = Du [1)"

Mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz folgt ||u,, — u||1—1/r, — 0, k — 0o. Damit schliet man
sofort ||u, —ul[y—1/p, — 0, v — 00. Also ist Jy_; /., Banachraum. In der Literatur erscheint J;_; ., als
(reeller) Interpolationsraum (H,D(A));_1/p . Es sei dem Leser iiberlassen zu zeigen, dafl
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D(Alf%“) C Jis1jrr C D(Al’%’e), e>0
_1_ -~
1412l < e, @ o)l ullicjmrs 0 < € 1w € iy,

[ulli=1/rr < o, 2)[| A= F2ul], 0 < ,u € D(A/7),
mit von 7,¢, ¢ abhiingigen positiven Konstanten ist.

Im folgenden soll das Problem v’ + Au = f, u(0) = ¢ mit Anfangswerten ¢ aus Jy_1 ., studiert werden.
/T,

Wir beginnen mit dem homogenen Anteil e~ t4¢.

Hilfssatz V.2.6: Sei p € N. Seien A\i,...,\, positive Zahlen mit ¢/2 < A\ < X < ... < A, Dann
st

o P —\it\ 2
1—e 1
— ) dt > clp)—m
/0 H( Nt ) = (p)Ap()\l,...,)\p)

i=1

mit der positiven Konstante c(p) = 1/2p. Hierbei ist A,(A1,. .., ,) das arithmetrische Mittel der My, ..., \p,
namlich (A + ...+ X,)(1/p). ¢ hingt nicht von Ay, ..., A, ab.

Beweis: Zunichst gilt die Abschitzung e* > = + 1, > 0, also %-H >e* 1l—e* > ﬁ_l Damit
folgt
co P oo P 1
1—e M/ (At 2dt>/ 2dt
| Ha=e>omra= [Tl
=1 =1
o P
1 1
> 672)\itdt — —
_/0 };[1 2()\1++)\p) 2pAp()\1,...,)\p)
Damit ist der Hilfssatz bewiesen. [l

Im folgenden Hilfssatz handelt es sich darum, die Losung des homogenen Problems u' 4+ Au = 0, u(0) = ¢
durch |[¢]]1-1/r, abzuschétzen.

Hilfssatz V.2.7: Seir > 1, p € Ji_1/p,. Dann ist
(V.2.1) Ae 4 € L™((0,+00), H)

+oo A
/ | Ae A l"dt < [|ll}_y
0
Fiir t > 0 haben wir

||6_tASO||1—1/r,T < H@Hl—l/r,r.

Beweis: Wir beschrinken uns bei der ersten Aussage zunédchst auf den Fall » € 2N und geben spéter
einen allgemeineren Beweis mittels des Spektralsatzes und Satzes I1.8.4 an. Sei p = r/2, also p € N. Wir
verfahren wie im Beweis des Hilfssatzes V.2.2. Dann ist

400 n P
(X ET e R D SN |

i1yenip=1j=1

1_67)\ijt 2 . n P
(F=5) E@alP B el = [ i > T

t ) - 5
11,00 p=17=1

+oo

1 — e~ Mst 2 . n
(F55750) @l o B )l = Jim 3
i i1yemip=1
+oo P 1_e—>\ijt 2
LI ) a2 Bl o B @il
0 j=1 i

nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz,
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(s W ) [|E(A)el?. . | |E(Ad,)e||? nach Hilfssatz V.2.6,

=2pc(p) lim D AN / e 2NN B(A )l - || E(Adp)el .
nﬂooil,m#iP:l 0
e - 2 2 2(A1 Aiy)t 2 2
= 2pc(p) /0 Qim0 AT XL e R B (Al (| (Al

+oo
= 2pe(p) [ 114 A B2 el

Grenziibergang b — +oo liefert die erste Behauptung des Hilfssatzes fr » € 2N. Die zweite Behauptung
ist fiir alle » > 1 sehr einfach zu sehen. Wir haben

e ll1—1mr (Il +/ D o) = (el +/ ] 7o)V,
0 o 0 g
[e%e] —cA
, e -1 . .
< (el + [ 1l
0 g
= H90||1—1/7',7'~

O

Hilfssatz V.2.8 (Ungleichung von Hardy): Sei g € L"((0,+00)) fir einp > 1. Sei « < 1 — 1/p.

Dann ist die durch
1 t
e </ g(o)da> ,t>0
tJo

gegebene FUnktion auch aus L™((0,+00)), und es gilt die Abschitzung

1 rt 1
e (t/o 9(0)d0> lertoceon < 77 =g 11 0ller s

Beweis: Seien t,0 > 0, t = €%, 0 = €Y, also t* ! = e* 7 _o0 < 2,9 < 400 bzw. Int. Fiir die
Differentialform do erhilt man do = e¥dy. Damit folgt

t T
e%"”t"“l/ g(o)do = e(a‘l““’)”/ g(e”) - e¥dy
0 —00

_ / (= 1H1/P)a+(1=1/p=0)y (1 /240y g (o) gy

z
= / ela1HL/Pz+(1=1/p=)ug )y dy
—00

mit §(y) = e(/P+)Wg(e¥). Wir haben o < 1 — 1/p fiir p > 1 und somit a — 1+ 1/p < 0 fiir p > 1. Also
ist er¥ta1 fg g(o)do = [, el 1HP@=vG(y)dy mit el>~1+1/P)= € L1((0,+00). Also setzen wir

(a—14+1/p)w >0
€ ) w P )
K(w) = { 0, w < 0,
so dafl mit der Youngschen Ungleichung
. N t +oo _
er / g(o)do = K(z —y)g(y)dy
0 —00

x +oo
iz (a—1)z g
erre Ve [ geneay = [ Ke -yt

— 00 — 00
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/ |e(a_1)x/ g(e¥)eVdy|"e"dx
—00 0

IN

1K1y [ lateniretteray,

1Kl [ leatenperi,

oo o 1 oo o
| e Gaoanrar < 1K1 [ gt
entsteht. Nun ist

1
1-1/p—«
Damit ist der Hilfssatz bewiesen. Zur Youngschen Ungleichung s. Satz V.6.3 aus meiner Vorlesung ,, Funk-
tionalanalysis 1“.

1K |1y <

Hilfssatz V.2.9: Seir > 1. Sei p € J1_1p,. Seitg >0, sei

fe |J ' ([to, T, H) N L7 ((to, +00), H),

T>0

u € L"((tg, +0), H),

u(t) € D(A) fiir fast alle t > tg
u' + Au = f fast {iberall in (o, +00),

u(t(]) = p.

Dann ist

+0oo t+oo
|¢||1_1/T,r<1_11/r[</to |u’<o>|rdo>1/r+</to 1£()I7d) )+ [l

Beweis: Zunichst haben wir nach Satz V.1.1 bzw. seinem Beweis die Darstellung

¢
u(t) = e~ (tt0)A4, +/ e~ = Af(5)do, t > tg,

to

also

t
e~ (t—to)A © — ¢ =u(t) — u(te) — / ef(t*U)Af(g)dJ

to

1 L 1
ds — ~(t=DAf(5)do, t >t
t_to/tou(a)s t—to/ f(o)do, t > to,

nach Lemmata V.5.2,3 in meiner Vorlesung ,, Funktionalanalysis I*,

e—(t—to)A _
Il e [ @+ [selas

Einfiihrung der Variablentransformation s = ¢ — ¢ty und Anwendung des Hilfssatzes V.2.8 mit a = 0

liefert
0 e—(t—to)A +o0 +o0
([ N g ran' < gl a0 ([ so)lrdoy

to

1 (c—(t=to)4

r—— p—p)=

Erneute Benutzung der Variablentransformation s = o — tg zeigt, dafl in der letzten Ungleichung links
gerade [[¢]|1-1/r,» — ||¢|| steht.

Damit ist der Hilfssatz bewiesen. O

Unser Hauptergebnis hinsichtlich der maximalen Regularitét lautet nun wie folgt:
Satz V.2.4: Sei T >0, seir > 1. Sei f € L"((0,T),H), sei
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pE Jl—l/r,?“

Dann gibt es ein und nur ein u mit folgenden Eigenschaften:

u € CO([O»T]»Jl—l/r,r)7

u € L"((0,T),H),

u(t) € D(A) fiir fast alle ¢ € (0,7,
Au € L"((0,T),H),

u' + Au = f fast {iberall in (0,7,
u(0) = ¢.

Es gilt die Abschitzung

T T T
/ IIU’(U)IITdeL/ |Au(o)||"do + sup [fu(®)[[{_/., < e@r)(lelli-1/mr +/ f(@)||"do)
0 0 0<t<T 0

mit einer von ¢,r abhdngigen, aber von T unabhdingigen positiven Konstante c(r).
Beweis: f wird durch Nullsetzen auf (0, +00) fortgesetzt. Sei (f,) eine Folge mit

fo € () CH0,T),H) N L7((0, +00), H), v €N,
T>0
fuo— fin LT((O, +OO),H), vV — 00.

Wir untersuchen die in Satz V.1.1 konstruierten Losungen von v’ + Au = f,,. Diese haben die Darstellung

t
u(t) = e_tAgO—l-/ e_(t_‘T)Af,,(a)da7
0
v(t) = ey,
t
wy(t) = /ef(tfg)Afu(U)dcr,l/EN.
0

Die Beweise von Satz V.2.2 und Satz V.2.3 zeigen sofort, daf} fiir 1 < r < 2 und r > 2 jedenfalls

w', € L'((0,T),H), T >0
w, (t) € D(A) fast iiberall in (0, +00),v € N,
Aw, € L"((0,T),H), T > 0, v € N,

T T T
/ ! (0)||"do + / | Aw, (0)|["do < e(r) / £ (@)|["do, v €N, T > 0
0 0 0

mit einer nur von r abhiingigen Konstante ¢(r) > 0. Insbesondere gibt es ein w mit

w' € L'((0,T),H), T >0,
w(t) € D(A) fast iiberall in (0,+00), v € N

Aw € L™((0,T),H), T >0

T T T ~
/Ouzv(a)u do+/0 | Aw(o)| dUSC(T)/O 1£(@)I"do, T >0,

mit einer nur von r abhéngigen Konstante ¢(r) > 0, und

w!, — w in L"((0,4+00), H),
Aw, — Aw in L"((0,400), H), v — o0,
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und infolgedessen

w(t) = /O e~ =4 1(5)do.

Fiir r = 2 entnimmt man diese Aussagen unmittelbar dem Satz V.2.1. Auflerdem folgt w’ + Aw = 0 fast
iiberall in (0, 4+00), w(0) = 0 Hilfssatz V.2.7 zeigt fiir den homogenen Anteil v die Beziehung

v € L™((0,+00), H),
Av € L"((0,400),H)
v+ Av=0int>0

T T
/0 10/ (0)|["do + / 1 4v(@)|[7do < 2[4}y /0

Hv(t)Hl—l/nr < ||(p||1—1/r,rv t>0.

Mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz folgt sofort

ve [ 0.7, Jimyyrn)-
T>0
Sei u(t) = v(t) +w(t), t > 0. Dann hat u alle im Satz angegebenen Eigenschaften; zum Beweis dessen ist
noch zu zeigen, dafl es hochstens eine Losung v mit den im Satz angegebenen Eigenschaften gibt und,
daB fiir das eben konstruierte u gilt: u € C°([0, T, Ji—1/pr). Offenbar ist es fiir das letzte ausreichend,
wenn wir beweisen:

w e m CO([va}v‘]l—l/r,r)
T>0

T
sup [Jw(®)[[1_y ., Sc(ar)/ [1f (o)]]" do-
0<t<T 0

Die bisherigen Erorterungen liefern insbesondere im Fall ¢ = 0:
u,, € L"((0,400), H)
Au, € L™((0,4+00), H).
Sei to > 0. Dann zeigt Hilfssatz V.2.9 mit u, (to) = [.° e~ (=)4f,(5)do, daB

0
+oo “+oo
||wy(t0)”171/7‘,r < 1—11/7"[(/,50 ||w;(o.)||rd0)l/r + (/to Hf,,(a’)”rda)l/r} + ||wy(t0)||,
c(r +oo
< 12_(1}#/0 £ (@) d)™ + [l (to).

Anwendung der Holderschen Ungleichung und Ausnutzung der Eigenschaft [[e=*4|| < e~ (¢/2) liefert
sofort

+oo
[|w, (t0) ]| < (@, 7“)(/0 1/ (o)]|"do)".

Insgesamt folgt

+oo
[lw, (o)l] < e(e, T)(/O 1£(@)]["do)*".

Der Grenziibergang v — oo zeigt:

lw(to)ll1-1/rr < (@ T)(/O 1/ (o)l["do)t/"

Anwendung derselben Argumentation auf
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A(t) = / e =DA(f(0) — f,(0))do

zeigt

+o0
lw(t) = wy O1-1/rr < c(@7) - (/0 1£(0) = fulo)||"do) /"

Es ist klar, daf3 gilt (s. Seite 54)

ﬂ D(A'YrTe) ¢ Ti_1/rpr

e>0

@l < c(r @ e)||AT 0], ¢ > 0, w e D(ATTHTHE
mit einer von r, ¢, abhéngigen positiven Konstante. Nach Satz V.1.1 ist jedoch sogar
Aw, € n CO([(),T],H),
T>0

so daf} erst recht

w e ﬂ CO([OaT]a Jlfl/r,r)-

T>0

Die von uns konstruierte Losung v hat also alle im Satz angegebenen Eigenschaften, da man die Eindeu-
tigkeit wie im Beweis des Satzes V.2.3 folgern kann. O

Wir geben nun, wie angekiindigt, den vollstéindigen Beweis des Hilfssatzes V.2.7. Dazu sei A ein selbst-
adjungierter Operator in einem Hilbertraum H, von dem wir nur noch annehmen wollen, daf3

(Af, f) >0, f e D(A),
ist. Dann haben wir nach Satz I1.8.4:

+o0 o0 “+o00
/0 lAetAglrde = / </O Nee2 || B(N) gl ) 5 dt,

o0 o0 fe=At 1\ ? .
< [ (t )dIE(/\)wll )5 dt,
0 0
[e%e} eitA—I .
- [ 1= ra,
0
<

= ||90|Hfl/r,r7 pE Jl—l/r,rv r>1

da bekanntlich (e™* —1)2/t2 = ((e™* —1)/A%*?) - A\? > e72M A2 ist, A, ¢ > 0. Dabei ist der Raum J;_1 ;..
erklirt wie in Definition V.2.1, und man zeigt wie auf Seite 53-54, dafl J;_;/,., ein Banachraum ist.

In Satz V.2.4 wird weiter die c-Abhéngigkeit der Konstante nur fiir die T-unabhéngige Anbschéitzung von
supg< < |[u(t)[[]_; ., gebraucht. Dies liefert, da Hilfssatz V.2.5 auch im Fall (Af, f) > 0, f € D(A),
gilt (siehe wieder Satz I1.8.4), das folgende Resultat:

Satz V.2.5: Sei T > 0, sei v > 1. Sei f € L"((0,T),H). Sei A ein selbstadjungierter Operator im
Hilbertraum H mit Definitionsbereich D(A), es sei (Af, f) >0, f € D(A). Sei ¢ € Ji_1/r,. Dann gibt
es ein und nur ein u mit folgenden Eigenschaften:

u € CO0,T], Ji-1/rr)

u € L"((0,T),H)

u(t) € D(A) fiir fast alle ¢ € (0,7)
Au e L™((0,T),H),

u' + Au = f fast iiberall in (0,7),
u(0) = ¢.

Es gilt die Abschdtzung
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T T T
[ @Irdo s [ lauo)rde < o)l + [ 5@Irdo)
0 0 0
mit einer nur von r abhdngigen, aber von T unabhdingigen positiven Konstante c(r).

Beweis: Man beachte, daf§ Satz V.2.1 auch im Fall (Af, f) > 0, f € D(A), gilt, da man die auf Seite ....
verwendete strikte positive Definitheit von A, die zur Konvergenz u, — u in C°([0,T],H) fiihrte, leicht
dadurch ersetzen kann, daff die Folge (u,) eine Cauchy-Folge in L?((0,T), H) ist. Auch beim Eindeutig-
keitsbeweis braucht man die strikte positivie Definitheit von A nicht. O

Unsere folgenden Untersuchungen kniipfen an Satz V.1.1 an und beschéftigen sich mit maximaler Regu-
laritét in C*(]0,T],H). Es gilt

Satz V.2.6: Sei T > 0, sei 0 < a < 1. Sei A ein strikt positiv definiter selbstadjungierter Operator
im Hilbertraum H, d.h. (Af, f) > ¢l|f||?, f € D(A), mit einer positiven Konstante ¢. Seien ¢ € D(A),
fe=A(f(0) — Ap) € C*([0,T], H). Dann gibt es genau ein u mit

u € CH[0,T],H),

u(t) e D(A), 0<t < T,
Au € C°([0,T), H)

v + Au = fin [0, 7],
u(0) = .

Wenn wir fir v e C*([0,T],H) die Halbnorm

[V]a,T = sup [lv(®) —v(s)ll

t,s€[0,T], |t — S‘(’
t#s
einfiihren, so erhalten wir
o', Au € C*([0,T), H)
[W']a,r + [Au()]ar < e(@)([e”4(f(0) = Aplar + [fla,r)
mit einer von «, aber von T unabhdngigen Konstante.
Beweis: Wir beziehen uns auf den Beweis des Satzes V.1.1. Existenz und Eindeutigkeit der Losung

sind bis auf die beiden letzten Aussagen geméfl Satz V.1.1 klar. Fiir die beiden letzten Aussagen miissen
wir den inhomogenen Anteil

vi(t) = /0 e~ =341 (s)
= )+ ATf() —e AT

mit

B(t) = / e~ =94 (F(s) — f(1))ds

0

analysieren.

Wir untersuchen zunéchst Av; (t). Nach Seite 34 ist (h > 0)
t
A@(t+h) —oi(t) = (e " = 1) - / Ae U (f(s) = f(8))ds + [e”HTIA(F () = f(E+ )6+
0

h
+/t+ Ae=Th=9)A(f(s) — f(t + h))ds.
t

Alle Terme werden einzeln abgeschétzt. Fiir ¢ > s haben wir
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“+o0
H(e_hA _ [)Ae_(t_s)Al‘HQ — [/2 (e—hA _ 1)2)\26—2(t—s))\d||E<)\)x||2
C

ch?
Tl

T o —2(—s)A 2
< [ RNt g B2 <
/6/2 (t—s)

Dies liefert fir t > h

IN

t t—h
H@”A—DAI%*“”ﬂﬂ@—fwwﬂl H@%A—DA Ae=U=IA(f(s) = f(8))ds]| +

+Mf“7n/ Ae==94(f(s) — £(t))ds],
t—h

t—h Ch t c
< /0 7(t—8)2*ads[f]aT+/t,h mds[f]a%

c(@)h®[flar-

Fiir ¢t < h ist diese Abschitzung offenbar ebenfalls richtig. Gemé&fl unserer Voraussetzungen an f ist

IN

e~ =24 F(t) — f(t+ M) < 2[flarh®
Endlich haben wir

t+h t+h
HL’ Aa““ﬁ*%ﬂ@—f@+h»wnsL’ : !

=i Blflar < d)h[flaz.

Damit folgt

[[A(UL(t + ) — 01 ()] < e(@)h®[fla,7-
Offenbar ist

JAATY(f(t+h) = FO)| < 2 [fla,r-

Nun ist

Au(t) = e (Ap — () + ATi(t) + f (D).

Da wir ||A(v1(t + h) — o()|| + || f(t + k) — f(t)|| bereits wie gewiinscht abgeschiitzt haben, und nach
Voraussetzung

e~ (Ap = f(0) € C*((0,T], H)
ist, ist der Satz bewiesen. O
Die Forderung e 4 (f(0)—Ay) € C*([0, T], H) fiihrt auf die Forderung, da8 f(0)— Ay in einem geeigneten
Interpolationsraum liegt. Dies kénnen wir hier nicht weiter studieren. Offensichtlich ist f(0) — Ay = v’ (0),

wenn u die Losung aus Satz V.2.6 ist. Dies fiihrt auf eine andere Aussage, ndmlich

Lemma V.2.3: Sei u die in Satz V.2.6 konstruierte Losung von v + Au = f mit u(0) = ¢. Insbe-
sondere ist also e~ A(f(0) — Ap) € C([0,T),’H). Dann gilt fiir jedes t, € (0,T)

e” (T (f(t1) = Au(tr)) € C%([ta, T), H),
=T (f (1) = Aut)ay e 1) < @) ([Flagjo,) + 74 (1) = Ap)a iy 1)
mit einer positiven, nur von «, nicht aber von T abhdngigen Konstante.

Beweis: Wir haben

e A Au(ty) — f(t1)) = e TTAAT () + e (Ap — f(t1)), 0<t, <t <T.
Nun ist (h > 0)

(67(t+h7t1)A _ ef(tftl)A)A;Jl(tl) — ef(tftl)A(eth _ I)Afﬁl(tl)
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:f““M@%A—D/Mmfmﬂm%ﬂﬂ—fW»®~
0

Wie wir im Beweis des Satzes V.2.6 gezeigt haben, ist jedoch

H@*A—D/ﬁAfwﬂ“uwwwumwnsd@wvmmm~

0
Damit folgt das Lemma.
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§3. Anwendungen des abstrakten Resultats aus §2.

Wir studieren hier parabolische Gleichungen der Form u’ + Au = f iiber einem zylindrischen Gebiet
[0,7] x © des R**1. Dabei ist A ein elliptischer Operator (elliptisches System) der Ordnung 2m, auf
[0,T] x O bzw. in {0} x 2 sind gewisse Rand- bzw. Randanfangswerte vorgeschrieben. Die Randwerte
konnen allerdings erst bei einer gewissen Regularitidt des Randes im Sinne des Spuroperators interpretiert
werden, wihrend man sich fiir beliebiges offenes Q auf die Aussage u(t) € V,0 <t < T bzw. 0 <t < T,
beschranken muf. V' ist dabei im Sinn von II1.4 zu verstehen. Wir prézisieren zunéchst unsere Voraus-
setzungen beziiglich A.

Voraussetzung V.3.1: Q sei eine offene Menge des R™(Q2 = R"™ ist zugelassen). Seien N € N, m € N.
Zu x € Q und zu je zwei Multiindizes «, § des R™ mit |, |5] < m sei eine N x N-Matriz aqag(x) gegeben.
Die Abbildung aqg von Q2 in die N x N-Matrizen besitze folgende Eigenschaften:

agp € C1UFPm=1(Q),
DVagp € L(Q), |yl < al, |af,|8] < m,
tap(z) = (=1)1*HPlay (2), 2z € Q, |a],|8] < m.

om

Sei V' ein abgeschlossener Unterraum von H™(Q) mit H () C V; fiir alle u,v € V sei wie in I11.4

B(u,v) = (=1)™ Y (=1l
la|<m,
|B]<m

/ (a0p(.)DPu, D*v)dx
Q

gesetzt (Erinnerung: Wir schreiben zur Vereinfachung H™ () statt (H™(Q))Y usw. (.,.) ist das CV Ska-
larprodukt). Von der Sequilinearform B : V' x V — C verlangen wir

(V.3.1) B(v,v) > c||v||?, = c|]v||}, v €V,
mit einer positiven Konstante c.
Endlich sei fiir jedes Kompaktum K C Q)

(V.3.2) | det Z Ao ()P > (1) ep(K))|EP™ N, 2 € K, £ € R,

|a|=m,

|B]=m

mit einer positiven Konstante (1/cg(K)).
Satz I11.4.4 =

Au = Lu = Z D*(a0.5(.)DPu), u € H (),

loc

[a]<m,
[BI<m

eingeschriinkt auf D(A) = {ulu € V N HZ™(Q), Au € L*(Q), B(u,v) = (Au,v), v € V'} ist strikt positiv

loc

definiter selbstadjungierter Operator in H = L?(Q2). Es ist

D(AY?) =V
(1/)ully = (/) ullm < [[AY?u]] < e|fullm = ||ullv
Problem I11.4.1 =  a,5 € L*™(Q)

Vorlesung , Klass. Randwertprobl. ... “, Probl. IV.4.1 =  a.g € C™(Q)
sind hinr. Vorauss. hierfiir.

Setze c=c =
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(Af, 1) = B(f, f) = cll ]|

nach Voraussetzung. Damit ist die Anwendbarkeit des Apparats aus §2 (Maximale Regularitit) gegeben.
Dies liefert das folgende Resultat:

Satz V.3.1: Sei A wie eben in H = L*(Q). Sei T > 0, r > 1, sei p € Ji—1/rr (siehe Definition
V.2.1). Sei

feL((0,T),L*(Q)).

Dann gibt es ein und nur ein uw mit folgenden Eigenschaften

u € CO([O7T]7J1—1/T,T)7

u' € L"((0,T), L*(Q))

u(t) € D(A) fiir fast alle ¢t € (0,7),
Au € L™((0,T), L*(2)),

'+ Au= f £ . in (0,7), u(0) = .

Es gilt die Abschitzung

T T T
/ IIU'(0)||2d0+/ |Au(o)|"do + sup [[u(®)[[1_y /., SC(E,T)'(|\¢II1-1/T,T+/ |f(o)l["do).
0 0 0<t<T 0

Sei 0 < a < 1. Sei ¢ € D(A),
€ C([0,T], L*(2)),
e A(f(0) = Ap) € C*([0, T], L*(9))

Dann gibt es genau ein u mit

we e (0,7], L2(9)),
u(t) e D(A), 0<t<T,
Au € C*(]0,T), L*(Q)),
u + Au=f,

u(0) = .

Es gilt die Abschitzung

ullerva o.r,29)) + |[Aul|ce (0,77, 220)) < @ a)([|Ap]| + [e=A(£(0) — Ap)lar + || fllc= (0,77, L2(02)))-

Wegen D(A) C H¥™(Q) gilt im ersten Fall

loc

Dt + 30 D0 )D (. ))(6:2) = F(t,2)
|al<m,
[B]<m

fo . in (0,T) x Q, im zweiten Fall

ou o 3

5 (t2) + > D¥aas()D%ul.,))(t,x) = f(t,z)
[a]<m,|B|<m

fiir jedes t € [0, T) und fast alle x € Q. 9./0t, D*., D®. sind die Distributionsableitungen in (0,T) x 2,
die sich bei D*, DP nur auf die Variablen x1,...,x, beziehen.

Beweis: Der erste Teil folgt aus Satz V.2.4, der zweite aus Satz V.2.6 bis auf die Abschitzung, da
wir in Satz V.2.6 nur die Holderseminormen [u']o 7, [Au(.)]o,r abgeschitzt haben. Aus der Formel auf
Seite 33 sowie dem exponentiellen Abfall

le™ ) <e™®, t>0
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ce ¢

[l Ae™* | <

, >0
ist jedoch leicht die Abschitzung

[[w' @ + [[Au@)|] < c(e)([Apll + [|fllc=(0,1,L2(02)))
und damit die im Satz behauptete Abschétzung ersichtlich. Fiir den letzten Teil: Seite 13, 14, dies ist die
punktweise Interpretation unseres Resultats. ([l

Zur Positivitit des Operators A: Man mufl nur verlangen, daf} fiir ein geeignetes v > 0 gilt

B(v +vv,v) = clol[7, = |ll[}, v eV,

¢ pos. konst. Formal

Ut (At u—yu=f, u0)=¢
u(t) == e Mu(t) =
o+ (A+y)u=e"f, u1(0)=¢
Dieses Problem ist 16sbar nach Satz V.3.1. Setze u(t) := e*u(t), u leistet das Gewiinschte.

Zur Bedeutung der Voraussetzung ¢ € J,_y,,,. Wir greifen auf andere Gebiete iiber. J;_;,, ,
ist gerade der reelle Interpolationsraum

(Hv D(A))l—l/r,r~
Wir haben

o 2m

H (2)CcDA)

mit einer stetigen Einbettung. Also ist

o 2m
(HaH (Q))l—l/r,r - (Hap(A))l—l/r,r
mit einer stetigen Einbettung. Sei nun €2 beschrinkt und von der Klasse C3™. Dann ist auch
D(A) ¢ H*™(Q)
mit einer stetigen Einbettung nach meiner Vorlesung , Klass. Randwertprobleme...“, Satz IV.5.1. Also

ist auch

(H7 D(A))l—l/r,r C (Hv H2m(Q))1—1/r,r
mit einer stetigen Einbettung. Nach [Triebel, Interpolation Theory, Function Spaces, Differential Opera-
tors, S. 327/328 bzw. S. 318/319] ist gerade

(H7H2m(9))1—1/r,r _ B;Z}(l—l/r)(g)’

0 2m o2m
(H,H  (D)1-1/rr =Bz (1-1/7)(Q),
wobei im letzten Fall (1 — 12m # L 4+ k, k € NU {0}, sei muB8. Weiter ist

B VP Q) € BETYTPQ), > 2

mit einer stetigen Einbettung,

BV Q) 5 BTV Q), 1< < 2,
mit einer stetigen Einbettung, und
BélQ—l/r)Qm(Q) _ W(lfl/r)Qm,Q(Q)
Die Norm von Ji_y,, ist also > ¢x Norm von Béylr_l/rpm(ﬂ), ¢ eine positive Konstante, und < ¢x

o (1=1/r)2m (1-1/r)2m
Norm von By, (©2) = ¢x Norm von Bj (Q), falls (1 — 1)2m # 1 + k, k € NN {0}, ist.

Die richtige Norm fiir die Anfangswerte ist also gerade die Norm von Béifl/ T)Qm(Q). Es ist nun Kklar,
wann wir den Raum der Anfangswerte mit J;_;/,.,, bezeichnet haben, also unten doppelt indiziert haben.
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84.Fouriertransformation fiir Hilbertraumwertige Funk-
tionen

Wir skizzieren in diesem Paragraphen kurz die Einfithrung Hilbertraumwertiger Funktionen mitsamt
der Anwendung der Fouriertransformation auf diese. Sei H ein separabler Hilbertraum. Sei

u € Cy((—o00, +00), )

(stetig mit kompaktem Tréger, siche V.1, V.4,  Funktionalanalysis I¢). Sei {ej, es,...} ein vollstdndiges
Orthonormalsystem in H. Sei

u(t) = Z U (B) e

mit den Fourierkoeffizienten

U (t) = (u(t), em).

1 [t
Ba(Y) = = / e~ (£)dt.

Nach dem Satz von Fourier-Plancherel (Satz I1.8.1, , Funktionalanalysis I*) folgt

[T mora= [ opa

— 00 — 00

Sei

Der Raum L?((—o0, +00), H) ist bekanntlich ein Hilbertraum. Damit ergibt sich

Hilfssatz V.4.1: Die Reihe (S,(.)) mit

n

Su(N) =D lm(Nem, AER,

m=1

konvergiert in L?((—o0, 400, H) gegen ein Element v,n — 00.

Beweis: Es ist

+00 n+p n+p +00 n+p +00
/ IS anWenlPdr= 3 / G PdA= 3 / ot (1) .

—o0 m=n+1 m=n+1Y " m=n+1"Y "
Nun ist -
@I =D Jum (B,
m=1

Wegen fj;o [|u(t)||?dt < +oo folgt mit dem Satz von der monotonen Konvergenz

+oo +oo0
[ lu@iae= [ (ot
X m=1

— 00 —

[e%e} +o00
—= Z / |t ()| dt
m=1"
und daraus die Behauptung des Hilfssatzes. O

Wir haben die folgende Aussage mitbewiesen. Es ist

+oo +oo
(VA1) / u(t) Pt = / [o(N)|2dA.

— 00 —0o0
Auflerdem ist

1 /+°° " L™ i
—_— €_l u(t)dt = 7/ e_l u?n(t)ewldt'
V 21 J o v 21 J—oo m=1
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Nun ist (n € N)

1D wm(Beml| < u®)ll,

so daf} der Satz von Lebesgue die Gleichungen

m/m My (f)dt = Fi/ h —Mtum(t)dt.em:/mo:amu)em,
(V.4.2) =u()\)

liefert. v heifit die Fouriertransformierte von u. Wir schreiben auch w.
Satz V.4.1: Druch die Zuordnung

C((—00, +00), H) 3 @ € L*((—o0, +00), H)

ist eine lineare Abbildung F von

CO((—00,+00,H) in H = L*((—o0, +OO) H))
gegeben. Durch Abschlieffung entsteht ein Operator F € L‘('H ’ﬁl)

1 Fully = lullg
F ist bijektiv, F* = F~1, so dafi F sogar unitdir ist.

Beweis: Nach V.1, V.4 in ,Funktionalanalysis 1“ist CJ((—o00,+00), H) dicht in H. Damit erhalten wir
die AbschlieBung F mit ||Ful|z = [[ul|z, v € H. Sei

- 1 too
Fu()) = \/TTT/ GX(t)dt, u € C((—o0, +00), H), A € R.

Wie eben zeigt man: ||F ullz = [|ul||5. Durch AbschlieBung gewinnt man wie eben ein Element F aus
5(77,-7\‘() Fiir f,g € H folgt

too +oo -
= lim e "ML (t)dt, gn(N)dA
dm [ (e g, )
+oo 1 o0 i
= lim ( n(t), —/ " g (N)dN)dt,
n—oo _ 1/
= lim (fn7-7:gn)7
= (f.F9)
mit Folgen (f,,), (gn) aus CY((—o0, +00), H). Also ist F = F*. Aus dem Treplitz-Kriterium (Satz I1.5.1,
»Funktionalanalysis 1¢) folgt: F ist bijektiv. Mit (f,9)z = ||f+g|\2 ||fQ;g||% + || L2 — 4| L5 )2

folgt sofort

(f:9)5 = (FI.F9)z, f.9€H,
und hieraus F = F* = F~ 1, ]
Fiir uns ist jetzt der folgende Satz wichtig.

Satz V.4.2: Sei u € H = L2((—o0,+00),’H)). Fiir die Distributionsableitung u' (siehe V.5 ,Funk-
tionalanalysis I¢) gelte: v’ € H. Dann ist

W' (N) = iMa(\)
fiir fast alle A\ € R. Sei A ein abgeschlossener Operator im Hilbertraum H mit Definitionsbereich D(A).
Seiu € H, u(t) € D(A) fir fast alle t € R. Sei Au € H. Dann gilt
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u(A) € D(A)
fiir fast alle A € R, und
Au = At
Beweis: Nach Satz V.5.1 ,Funktionalanalysis I, genauer dem Beweis dieses Satzes, existiert eine Folge

(up,) mit

Up € C&((—OO,-FOO),H)
un—>uin7'A(, n — 00,

u!, — v in H,n — oo
Dann folgt

Up — uin H, n — oo,

u, — v in 'H, n — oo,

1 [t
u,(\) = \/TTT/ e~ Myl (t)dt,

1 +oo "
= IA— e “Muy(t)dt,
V2T /_OC ( )
= \u,(A), AeR, neN,

und hieraus die erste Behauptung. Wir betrachten den C-Vektorraum aller u € D(A), den wir mit der
Norm ||ul|g = ||Au||x + ||ul|# zu einem Banachraum B machen. Unsere Voraussetzung lautet dann:

u € L?*((—00,4+00), B).
Aus dem Beweis von Satz V.5.1,  Funktionalanalysis I¢, folgt: 3(u,) mit

uy, € CJ((—00,+00),B), n €N,
Up — U, M — 00, In

L*((—00, +00), B).

Wegen

—

1 T i
Auy,(N) = —/ e " Au, (t)dt
W= ==/ )
= Au,(A\), AeR, ueN
nach Lemma VII.1.2,  Funktionalanalysis I, folgt aus
;ﬁtn —  f, n—o00, in H
Au, — Au, n— oo, in ﬁ,
fo= Au
die Beziehung

Au = lim Au, in H.

n—oo

Nun gibt es eine Teilfolge (U, ) von (4, ) derart, dafl
Uni(A) = u(N), k — oo,
in B fiir fast alle A € R (s. Beweis des Satzes V.4.1, ,Funktionalanalysis I¢). Dies heifit
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Uni(A) = u(A),
Ati,(\) — Au(N),
k — oo, in H fiir fast alle A € R. Also ist u(\) € D(A) fiir fast alle A € R und //ﬁz()\) = Au(\) fiir diese A. O

Satz V.4.2 gestattet eine unmittelbare Anwendung auf gewohnliche Differentialgleichungen v’ + Au = f,
A abgeschlossen, in Hilbertrdumen H, die separabel sind. Es gilt

Satz V.4.3: Sei H ein separabler Hilbertraum. Weiter sei A ein abgeschlossener Operator in H mit
Definitionsbereich D(A). Fiir alle ix, A € R — {0}, sei i\ + A eineindeutig, der Wertebereich R(iA + A)
sei H, (ix+ A)~! sei aus L(H, H) und geniige der Abschitzung

(V.43) A+ A4) 7Y < &, A e R—{o},
mit einer positiven Konstanten M. Sei f € L?((—o0,+0o0), H). Dann hat die Gleichung
u +Au=f
genau eine Losung v mit

u € ﬂ OO([fTv +T]3H)

T,7>0

u' € L*((—o0, +00), H)
u(t) € D(A) fir fast alle
t € R, Au € L*((—o0, +0), H),

+o00 +oo +o0
(V.4.4) / o (8) 2t + / | Au(t)][2dt < e(M) / O

—o0 —oo -

Beweis: Die Eindeutigkeit folgt aus (V.4.4). Durch Fouriertransformation erhélt man formal aus u’ +
Au = f die Beziehung

-~

iAu(N) + Au(A) = f(N)
gemaf Satz V.4.2. Die Losung der letzten Gleichung ist
(V.4.5) AN = (A + A) (N,
also

ATN) = AN+ A)7LF(N)

und
+o0 too
/_ 4G |Pdy < (M) / IF)2dA,
+o0 too
[ IAO)IPdA < (M) / 1] 2
Sei

u(t) = (F'a)(t), t € R,
wobei u durch (V.4.5) erklirt ist. Wie im Beweis von Satz V.4.2 folgt

u(t) € D(A) fiir fast alle t € R,

Aue'?:z,
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Au = F 1 Au.
Aus \u € H folgt: Es gibt eine Folge (wy,), wy, € C§((—o0, +0), H), n € N, mit

w, — AU in H, n — oo.
Also haben wir

%wn — @ in L*((1,400),H) und in L*((—oc, —1),H), n — oo.

Jetzt withlen wir eine Folge (g,,) mit g, € C°([-1,+1], H),

gn(1) = w, (1),
gn(—1) = —w, (1), n €N,
gn — U in L2((—=1,+1),H).

{ an(N), || < 1,
hn()‘) =
), H)

Sei

Twn(N), A >1,

n € N. Dann liegen die h,, in C§((—o0, +00 , es ist

A, — AU, n — oo,

h, — u, n — 00,

Frh, € CY((—o0, +0), H),
(F7'h,) = F~(idhy), n €N,
Flh, — u, n — oo,
(F'h,) — ', n— o0
in H. Also ist
u' = FL(ia).

o~

Anwendung von F~! auf die Gleichung i \u(\) + Au(\) = f()) liefert die Behauptung des Satzes. O

Kandidaten fiir Operatoren A, die (V.4.3) erfiillen sind selbstverstindlich Operatoren A vom Typ (®, M)
wie sie in VII.2 in ,Funktionalanalysis [“eingefiithrt wurden. Also diejenigen Operatoren A, fiir die —A
eine analytische Halbgruppe in einem Hilbertraum H erzeugt.

Hierzu gilt:

Satz V.4.4: Sei H ein separabler Hilbertraum. Sei T > 0. Sei A ein abgeschlossener Operator in H mit
dichtem Definitionsbereich D(A). Sei A vom Typ (®, M) im Sinne von VIL.2, ,Funktionalanalysis I¢. Sei
f € L*((0,T),H). Dann hat das Problem

W +Au = f
u(0) = 0
genau eine Losung u mit
u € C°([0,T], H)

u' € L*((0,T),H)
u(t) € D(A) fiir fast alle ¢t € (0,7),
Au e L*((0,T),H)
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T T T
(V.4.6) / /(1) 2 + / [ Au(t)|[2dt < (M) / £ (0)] 2.

FEs ist

t
u(t) = / e~ f(s)ds, 0 <t <T.
0

Beweis: Da D(A) dicht in H ist kénnen wir eine Folge (f,,) wéhlen mit

fn € C3([0,T), H),

fa(t) € D(A), t € [0,T],

Af, € CJ([0,T],H), n €N,

fn— f, n— o0, in L*((0,T),H).

f und die f,, denken wir uns durch 0 auf die reelle Achse fortgesetzt. Das Problem

w4+ Au = f, in (0,+0c0)
u(0)

|
o

hat eine Losung u,, mit

u,(0) =0,
un(t) € D(A), t € [0, +00),
Au,, € C°(]0,+00), H), n € N.

Dies folgt mit den Resultaten aus VII.2, Funktionalanalysis 1“, ebenso wie im Beweis des Satzes V.1.1.
Mit € > 0 ist

t
un(t):/o (=) (A48 (t=5) 1 (5) s

¢
e, (t) = / e~ (t=)Ate)o=es ¢ (s)ds, t > 0.
0

Sei ke (t) = e *A*e) ¢+ >0, und k.(t) = 0, t < 0. Dann ist

+oo
e u,(t) = / ko(t —s)e %% - fn(s)ds

— 00

+oo
e Au,(t) = / ko(t —s)e - Af,(s)ds

Uy, wird durch Null stetig auf die negative reelle Halbachse fortgesetzt. Mit
Hef(tfs)(AJrs)H < Cefe(tfs)

(s. VII.2.3, ,Funktionalanalysis 1¢) folgt sofort

Ae™%u,, € L*((—o00, +00), H)

Fiir e “'u,, erhalten wir die Gleichung e~**u}, + Ae *tu,, = e~°' f, also
(V.4.7) (e uy,) + (A+¢e)(e ctuy,) = e °tf,.
Insbesondere ist auch
(e™u,) € L*((—o0,4+00), H).
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Man beachte, da8 wegen der stetigen Fortsetzung von e~*'w,, durch Null auf die negative reelle Achse
jedenfalls der im Sinne der vektorwertigen Distributionen gebildete Ausdruck (e~¢'u,,)’ die Eigenschaft

0,t <0
(e ) (t) =
(e~ tuy,)'(t),t >0

hat. Anwendung der Fouriertransformation auf (V.4.7) liefert wie im Beweis des Satzes V.4.3 die Abschéitzung
(A + ¢ ist auch vom Typ (®, M), s. VIL.2, , Funktionalanalysis I*)

+oo +oo +oo
[ e wy @i+ [ s e tunola < e [ e fuo)Pae

— 00 —00 — 00

Nun lassen wir € gegen 0 streben. Bei festem n € N und festem T>0 folgt

4T T 400
/ ll()2de + / | (8)|Pdt < (M) / fa(t)]12dt,
-T =T -

also

“+o00 +oo +oo
/ [l ()2 + / [ A (1)t < (M) / fu0)] P,

—o0 —00 —

wobei beziiglich der Distributionsableitung u/, das fiir (e~ **u,,)’ gesagte gilt. Der Grenziibergang n — oo
liefert ein u mit

v € L*((0,T),H),
u(t) € D(A) fiir fast alle t € (0,7),

Au € L*((0,T),H)
(Man beachte, daB (uy,) in C°([0,T], H) konvergiert),

u € C°([0,T], H),

u A+ Au=f
u(0) =0,

das der Abschiitzung (V.4.6) geniigt. Die Eindeutigkeit ist wegen (V.4.6) klar. Aus der Formel

t
Un (t) :/0 e~ =941 (s)ds, t > 0.

folgt druch Grenziibergang n — oo sofort

¢
u(t) = / e~ =DA% (s)ds, 0 <t < T.
0
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§5. Maximale Regularitit fiir Gleichungen v+ A(t)u = f
in einem Hilbertraum mit Operatoren vom Typ (9, M)
und zeitlich konstantem Definitionsbereich

Wir wollen jetzt das Problem v + Au = f, u(0) = ¢, in Rdumen L"((0,7),H), » > 1, untersuchen.
Dazu zeigen wir zunéchst:

Hilfssatz V.5.1: Sei B ein Banachraum. Sei A ein abgeschlossener dicht definierter Operator in B
mit Definitionsbereich D(A). Sei A vom Typ (P, M). Sei

Ae At >0
0,£<0

Fiir allet € R — {0} ist

[ ks =0 = klids <
[s|>4]|t|

[ s -k (s)ds <2
|s|>4]|t|
mit einer von t unabhdngigen Konstante ¢ > 0.

Beweis: Die zweite Aussage ist eine Konsequenz der ersten. Wir haben. Die Kurve I" hat die Gestalt aus
VIL.2, d.h.

Wir haben fiir ¢ > 0 jedenfalls

1
Ae 4 = — / eMAN+ A)La
I

27

Daraus folgt fiir 0 < 4t < s

||A67(sft)A _ A678A|| < ?/ |ef)\(sft) —6)\S|d|>\|
T Jr

M+1
< ;/ ‘eA(sft) _ 6/\S|d|/\‘
27T T

< M+1 / |(6Re)\(s—t) _ eRe)\s) . eiIm/\(s—t) + eRe)\s . (eiIm)\(s—t) _ eiIm/\s)|d|)\|
2 T
M+1
< B [ (Ren?H 1% (1ma? N
r

mit einem 7 = 7(A), fiir das s —t < 7 < s gilt. Also folgt
HAe—(s—t)A _Ae—sAH < M2+ 1t/ eRe)\(S_t)I)“de‘lv
T r

cD)Y(M+1) ¢

< .
- 27 (s —t)?

Dies liefert

t —+oo
/ [[Ae= (DA _ Ae=54|ds < Et/ (s—1)"2ds<¢ 0<4t<s

s>4t>0 4t

mit ¢ = ¢(I', M). Nun sind noch die folgenden Félle zu behandeln: Zunéchst sei s > 0 > ¢, s > 4|¢|. Dann
ist s —t = s+ |t|; bei Durchfiihrung der obigen Rechnung kénnen wir 7 so wihlen, dafl s < 7 < s+ |t].
Damit erhidlt man wie oben
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/ [Ae= (DA _ Ae=34||ds < &(T, M).
s>4|t|

In den Féllen ¢ > 0 > s und 0 > 4¢ > s ist die Behauptung des Hilfssatzes wieder trivial. Man vergleiche
den Beweis des Hilfssatzes V.2.5. (]

Hilfssatz V.5.1 ist die Grundlage fiir die folgende Erweiterung der Resultate aus V.4:

Satz V.5.1: Sei H ein separabler Hilbertraum. Seir > 1. Sei T > 0. Sei A ein abgeschlossener, dicht
definierter Operator in H mit Definitionsbereich D(A). A sei vom Typ (®,M). Sei f € L™((0,T),H).
Dann gibt es ein und nur ein u mit folgenden Eigenschaften

u e C°[0,T], H),

u € L"((0,T),H),

u(t) € D(A) fiir fast alle t € (0,T),
Au € L™((0,T),H),

u +Au= f f i in (0,7),

u(0) =0,

T T T
(V.5.1) / (&) dt + / [ Au(t)|["dt < (M, r, B) / ()]t

0 (
Fiir u gilt die Formel

t
u(t) = / e~ =)4f(5)ds, 0 < t < T.
0

Beweis: Wir wilhlen eine Folge (f,,) mit

fn € C3([0, T, 1),

fn(t) € D(A), t € [0,T],

Af, € C)([0,T),H), u € N

fo— f, n— o0, in L"((0,T),H).

Wie im Beweis von Satz V.4.4 16sen wir

v + Au = f, in (0,+00)

u(0) =0
durch
(V.5.2) un(t) =[5 e E9Af, (s)ds.
Mit € > 0 erhalten wir
(e u,) + (A +e)(e tu,) = e ' fu
Fir
(A+e)e A >0,

kE(t) =
0,t<0

entnehmen wir Satz V.4.4 die Abschéitzung

+00 +o0 T
/ I / ket — ) f(s)ds] 2t < e(M) / IF@)2de, e L2((0,T), H).
0 0 0

Der Hilfssatz V.5.1 gilt natiirlich auch fiir k. statt k, ¢ ist von & unabhéngig. Mit Satz V.9.3 in meiner
Vorlesung ,,Funktionalanalysis 1“folgt
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+00 +o0 T
/ I / ke(t — 8)e™* fu(s)ds|["dt < e(M, ) / et fu(®)|I"dt,
0 0 0

T
<L ®) [l ol
0
da nach dem Beweis von Hilfssatz V.5.1 jedenfalls ¢ nur von ®, M abhingt. Mit der Gleichung (e~tu,,)’ +
(A+e)(e ctu,) = e e f, folgt
T

T T
/ (e ) ()] dt + / (A + e)etuy (1) " dt < (M, r, B) / e~ £ (8)|I"d.
0 0 0

Lassen wir € gegen Null streben, so folgt

T T T
/ o, (6)] "t + / Ay (8)|["dt < (M, 7, ®) / | fu(t)|[dt.
0 0 0

Der Grenziibergang n — oo liefert ein uw mit

u € L"((0,T),H),
u(t) € D(A) fiir fast alle ¢t € (0,T),
Au e L"((0,T),H)

(Man beachte wieder, da8 (u,) in C°([0,T], H) konvergiert),

ue ([0, T],H)
u + Au=f,
u(0) =0,

das der Abschitzung (V.5.1) geniigt. Die Eindeutigkeit ist wegen (V.5.1) klar. Aus der Formel (V.5.2)
folgt durch Grenziibergang n — oo sofort

t
u(t) = / e (=) A5(5)ds, 0 <t < T.
0
0

Wir wenden uns nun der Frage nach den zuliissigen nichtverschwinden Anfangswerten zu. Diese Fra-
ge ist, wie wir aus V.2 wissen, mit der Frage nach dem Stetigkeitsverhalten der in Satz V.5.1 gewonnen
Losungen verkniipft. Da uns die analytische Halbgruppe e~ *4 zur Verfiigung steht, kénnen wir zunschst
die Definition von .J;_ ;. , iibernehmen. Demnach ist .J;_; /., ein Banachraum (Beweis siehe Seite 53-54),
die Norm ist

> 1 - T a kA
el = (™ = Dyt + )

Wir zeigen zunéchst
Hilfssatz V.5.2: Sei p € Ty_y/,,. Dann gibt es ein u mit

e () ¢(o, 1), H),

T,7>0

u(0) = ¢,

a € L"((0,+00), H)

u(t) € D(A) fiir fast alle t > 0,
we L™((0,400), H),

Au e L™((0,4+00), H).

Beweis: Sei



mit einer Funktion ¢, die auf ¢t > 0 reellwertig, lipschitzstetig mit |q(¢)| < 1, |¢'(t)| <1, ¢(t) =0 firt > 1
ist und fiir die gilt: ¢(0) = 1. Dann ist @(0) = ¢,

ue () C°(0,7),H).

T,7>0

Zunichst ist (e > 0)

t
<A+fx/ e At odo = (Ae[—(Ate) e AHgll — (Ate)(—(A+e)le Aot (A4e)lp) =
0

t(A+e)

=p—e ¥

Nun ist

lim (p — e H9p) = g — "My,

t
lim 5/ e At ude =0
0

E—
t

t
lim e*”(AJrE)cde:/ e 7“do.
e—0 Jo 0

Mit der Abgeschlossenheit von A folgt

t
/ e Apdo € D(A)
0

t
A/ e " odo = p — e .
0
Also ist
~ 1
Au(t) = q(t)3 (¢~ e~ 4p) € L7((0, +00), H.

Weiter ist (¢ > 0)

- L
W) = () / =T Apdo + q(t) (t) mit
0
v(t) = %fg e~74pdo. Nun haben wir (¢ > 0)
V() = 1rfmgo L e "odo
/ 2/,
1 —tA 1 ! —cgA
= ;(e %0—80)—t7 (77" ¢ = ¢)do.
0
Sei w(t) = % fot(e*"Ago —)do, sei e"74p — p = gp(o). Dann ist ¢ € L"((0,400),H). Also folgt
1 t
wit) = 3 [ oeto)in
1 t
@l < 2 [ lle(o)]ldo,

also mit Hilfssatz V.2.8 (a = 0)

“+ o0 1 t
w r 1/r - o o
([ wnran < iz [l

< 1
—1-1/r

L7((0,+00))>

+oo
NI do 1/r
% (o) |I"do)

1
< 1= 1/TH90||1—1/T,T, also
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1
1-1/r

+oo
<A g/ B)Fde) " < (1 + )1l

Weiter ist

> / 1 ! A 1
([ N [ e todal) i < @ an)lel.

Insgesamt haben wir gezeigt

T T +oo —tA
o r 1/r i r 1/r € Y= Pir 1/r ¢ )
(Allmﬂﬁ)—HAHA@mﬁ) <(2+ xA 1222 ) r y o(@, )|

1-1/r t

Damit konnen wir jetzt zeigen:
Hilfssatz V.5.3: Sei p € Ji_1/,,. Dann gibt es ein und nur ein u mit

we () €°(0,T),H)

T,7>0
u € L"((0,4+00), H)
u(t) € D(A) fir fast alle t > 0,
u + Au =0,
u(0) = ¢,

“+o00 “+o00
| i [ jairar < @ an ooy,
u gentgt der Formel

u(t) =e o, t > 0.

Dariiberhinaus ist

u € ﬂ CO([O7TL Jl—l/r,r)'
T,T>0

Beweis: Zunichst liegt D(A) in Zy_y,,,. Die Folge (¢,) mit

g =e v, veEN
hat die folgenden Eigenschaften

v, € D(A), v €N,

Pv — @, V— 00, 111 Jl—l/r,r'

Sei w, die in Hilfssatz V.5.2 konstruierte Abbildung zum Anfangswert ¢,. Sei w, die Lésung von

w' + Aw = —u, — Ay,
w(0) =0
gemif Satz V.5.1. Sei u,, = w, + u,. Dann ist

ul, + Au, =0,
uV|O‘ =¥,

“+oo —+o0
sup Huu(t)llifl/r,ﬁ/ Hu,l(t)ll’"dtJr/ || Aw, (D)|["dt < (P, 7, M)[[op [yt
0<t<T 0 0

T
+WRMAIMﬁWWSd@nMM%MAMHw@@JJMMMLWW

7



nach dem Beweis von Hilfssatz V.5.2. Setzen wir

. oo flemtAg — ofIr N\
H(p”lfl/r,r = (/O trdt> S Jl—l/r,ru

was man auch als den homogenen Anteil der Norm von J;_;/,.,. bezeichnet, so folgt

+oo +oo
(V53)  sup [l (@)l + / ol ()]t + / [ Au (D17 dt < (@, 7, M) vl 1

0<t<T

also mit einer Konstante, die nicht von T abhéngt. Anwendung der letzten Abschétzung auf u, — u,
und Grenziibergang v — oo liefert zunéchst ein v mit den im zu beweisenden Hilfssatz angegebenen Ei-
genschaften bis auf die letzten beiden. Die Eindeutigkeit ist klar. Jetzt folgt aus dem Beweis des Hilfssatzes
V.5.2 (Definition von u) und ¢, € D(A) sofort

i, e () CH(o, T, M),
T,T>0

,(t) € D(A), t >0,

A, € () C°([0,T],H).

T,7>0

Nun ist v, = w, + u, und die Formel aus Satz V.5.1 zeigt

t
u, (t) = U, (t) — / e~ =A@ + AT, (s)ds,
0
woraus man durch partielle Integration entnimmt, daf3

u,(t) = eftAng, t>0,veN

ist. Insbesondere ist

u, € () CH0,T],H),
T,T>0

u,(t) € D(A), t >0,

Au, € () C°[0,T], H).

T,7>0

Wegen [[@][1-1/rr < c(||A2]| + [|£]]), ¢ € D(A), folgt

Uy S ﬂ CO([OvT}vjl—l/r,'r‘)
T,7>0

und der Grenziibergang v — oo liefert auch die beiden letzten Behauptungen des Hilfssatzes. O
Das Hauptergebnis dieses Paragraphen besteht in

Satz V.5.2: Sei H ein separabler Hilbertraum. Sei r > 1. Sei T > 0. Sei A ein abgeschlossener, dicht
definierter Operator in H mit Definitionsbereich D(A). A sei vom Typ (®,M). Sei f € L"((0,T),H), sei
© € Ji_1/rr. Dann gibt es ein und nur ein u mit folgenden Eigenschaften:

u € CO([OaTLIl—Ur,r)

u € L"((0,T),H)

u(t) € D(A) fiir fast alle t € (0,7),
Au e L™((0,T), H),

' + Au= f f. i in (0,7),

u(0) = ¢

T

T
sup I\U(t)l\ill/r,ﬂr/ IIU’(t)IthJr/ [[Au(t)[|"dt < (P, 7, M)-
0<t<T 0 0
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T
«Anﬂmmuwwbwﬂ+d1@anmkmm

T T T
sup [0y, + [ O+ [ Au@)de < @ dn) ([ SO de+ elligne),
0<t<T 0 0 0

wobei ||¢[|7_, ., = (f0+oo %dt)lﬁ. ist. Es ist in [0,T],

¢
u(t) = e o+ / e~ =94 ¢ (5)ds.
0

Beweis: Im Fall f = 0 folgt die Behauptung des Satzes aus Hilfssatz V.5.3 und seinem Beweis. Es bleibt
nur noch der Fall ¢ = 0, f # 0 zu untersuchen. Satz V.5.1 liefert in diesem Fall die Behauptung des Satzes
bis auf die Ji_;/,, betreffenden Aussagen. Dieser Teil kann so bewiesen werden wie der entsprechende
Teil im Beweis des Satzes V.2.4: Wir konstruieren w, wie im Beweis des Satzes V.2.4 und wissen schon
aus Satz V.5.1, daf3

w), € L"((0, +00), H),

Aw, € L"((0,400), H)

ist. Mit Hilfssatz V.2.9, dessen Beweis wir iibernehmen kénnen, folgt

+oo
[y Eo)ll1-1/r,r < (@, M, 7”)/0 Lfo NI dt + [[wy ()",

+oo to
Sdﬂé Hﬁ@Wﬁ+%;MMMWﬁMZQV€R

weil w,(0) = 0 ist. AuBerdem ist

—+o0
[lw. (t) 721/, < C(QM,T)/O |1 ()] dt.

Nun folgt

—+o00 o0
[fw., ()17, < (@, M, 7’)/0 ||fu(lt)\|’”dt+c(r7T)/0 [wy, (O)]|"dt < e(®, M, 7)-

+oo

+oo
-/ HﬁmWﬁ+d@Mmﬂ/'|mmwwosmsr
0 0

Durch Grenziibergang v — oo folgt auch im Fall ¢ = 0, f # 0 der Jy_;,, betreffende Teil des Satzes.
u ist die Summe aus der Losung im Fall f = 0 und im Fall ¢ = 0, f # 0. Die Eindeutigkeit ist klar, die
Formel fiir u gilt wegen Hilfssatz V.5.3 und der Formel w, (t) = fg e~ (t=9)Af (s)ds. O

Wir betrachten jetzt eine Schar von Operatoren A(t), 0 < t < T, fiir die wir folgendes voraussetzen:
Sei T > 0. Im Hilbertraum H sei eine Schar abgeschlossener Operatoren A(t), 0 < t < T, gegeben mit
Definitionsbereich

D(A(t)) = D(A(0)).

Jeder Oparator A(t) sei vom Typ (®, M) mit denselben ®, M fiir alle ¢ € [0,T]. Zusitzlich sei A(t)
fiir jedes t € [0,7T] beschriinkt invertierbar. Dann ist A(t)A~!(s) in H erklirt und abgeschlossen, also
beschrinkt, 0 < t¢,s < T. Nun sei auch noch

1(A(t) = A(r) AT (s)]] < w(p)
fiir alle r,¢,s € [0,T], |t — r| < p mit einer beschriinkten meBbaren Funktion w : RT — RY, fiir die gilt:
lim w(p) = 0.
p—0

Insbesondere ist dann

JA) A (s)|| < e, 0<t, s <T.
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Nun gilt
Satz V.5.3: Die Operatorenschar A(t), 0 <t < T, mdége den eben angegebenen Voraussetzungen gentigen.
Seir > 1, Ji_1/p,(t) der zum Operator A(t) gehirige Interpolationsraum. Dann ist

Jl—l/nr(t) = Jl—l/r,r(o)v 0<t<T

im Sinn der Gleichheit zwischen Mengen. Weiter gibt es ein ¢ > 0 derart, dajs

1
E||'||J1,1/,~,7»(0) < H'||J1—1/7‘,7‘(t) < C||'||J1—1/7‘,7‘(0)’ 0<t<T.
Beweis: Sei ¢ € Jy_1,,(0). Sei t € [0,T]. Wir betrachten das Problem
(V.5.4) u' + A(t)u =0, u(0) = ¢,
und schreiben es nun in

(V.5.5) u+ A(0)u = (A(0) — A®)u,
u(0) = ¢.
)

Wegen der Stetigkeitsvoraussetzung an die A(t) kénnen wir (V.5.5) mit Hilfe des Banachschen Fix-
punktsatzes so 16sen, daf3

u' € L"((0,00), H)
A(0)u € L"((0,00), H) und damit
A(t)u € L7((0,60), H)

ist. do ist dabei eine hinreichend kleine positive Zahl. Man wahlt dabei die konvexe Menge

= {w|w' € L"((0,T),H), A(O)w € L"((0,T),H), w(0) = ¢
mit der Metrik

T

T
pCen) = ([l = wlran + ([ 1400w — AQuran?,
wendet Satz V.5.2 an und macht T hinreichend klein (T’ = 8). Offenbar ist
u(t) = e*tA(z)ga
(vgl. (V.5.4)), so daf wir genau
do _ -
/ [[A{#)e tAD p||"dt < 400
0

erhalten. Wegen e~%4®) ¢, e D(A(t)) = D(A(0)) folgt aus Satz V.5.2 gerade

+o0 . - -
/ || A(t)e= (=00 A1) =00 A®) |7 gt < 400,
o

also

+oo - ~
/ IA@)eAD | dt < +oo
0
und damit (Hardy’sche Ungleichung!)

€ Jlfl/r,r(?)'

Damit ist die erste Aussage des Satzes bewiesen. Die Einbettung E(N) Ji_ 1/M(~) — Ji—1/r,r(0) ist

offenbar abgeschlossen, da die Norm von Jy_y /. (¢ ) immer auch die Norm von H enthiilt. Daher ist F(¢ )
beschrinkt und

IE@ulls, 0,0 < @) - Hull,y ., ()

mit einer moglicherweise noch von t € [0, 7] abhingigen Konstante ¢(t) > 0. Betrachten wir die Probleme
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uy + A(0)u; =0, u1(0) =
uhy + A(t)ug = 0, u(0) =

U,
U,

so daf3

W —1—uh+ A(0)(ug — uz) = (A(t) — A(0))us.
Mit der Hardy’schen Ungleichung und Satz V.5.2 entsteht

NE@)ully_, . 0

+oo
/0 A (1),

IN

+oo _
¢ / | A@)us(t)||"dt,

c| ‘u| ‘9171/7‘,7'(?)’
c=c(D,r,M).

IN

Da man die Rollen von 0 und ¢ vertauschen kann, ist alles bewiesen.
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§6. Quasilineare Parabolische Systeme unter Null-Dirichlet-
Bedingungen

Wir betrachten zunéchst lineare parabolische Systeme

u 4+ L(t)u=f
u(0) = ¢

mit elliptischen Operatoren L£(t) = ans(t, ) D Pu(|al < m, |8] < m). Es ist keine Einschréinkung an-
zunehmen, daf

(V.6.1) GaB = GBa
ist.

Definition V.6.1: Sei T > 0, Q C R"™ beschrinkt offen, OQ sei von der Klasse C™ (der Einfachheit
halber). Seim € NN € N, T > 0. Sei w: Rt — RT mefibar, beschrinkt und

w(r) — 0, r — 0.
Sei M > 0, cg > 0. Zu jedem (t,x) € [0,T] x Q, zu jedem Paar (o, 3) mit |a| < m, |3 < m seien

Matrizen aqp : [0,T] x Q — CN’ mit stetigen Koeffizientenfunktionen gegeben. Es gelte

(V.6.2) Re(—1)"aap(t, ©)EPCCH ||aj=i81=m = CEIE[P™ICI?, € € R,

CeCN, (t,z) € [0,T] x .

CE ist eine positive Konstante mit

1 -
— < Cg < Cg
CE
FEs sei weiter
sup laap(t, ) — aap(s,y)| < w(r), r e R,
lt—s|+|e—y|<r
t,s€[0,T],
x,yEN

lorl,18]=m
l|aas||Lo=(0,r)x0) < M,
(V.6.3) Ao = A, = Qpyg-

Dies impliziert (—1)™aas(t, ©)*€PCCY|aj=ipj=m € R in (V.6.2) (Vgl. (V.6.1). Dann sagen wir, daff
die elliptischen Operatoren L(t) zur Klasse E(cg,w, M) gehdren, 0 <t < T.

Es gilt:
Satz V.6.1: Die elliptischen Operatoren L(t) mdgen in [0,T] zur Klasse E(cg,w, M) gehdren. Sei
H = L*(Q),

L(t)u = anp(t,z) D Py,

om,2
uweDL() =H™(QNH (Q).
Dann sind die L(t) in [0,T] vom Typ (Ao, Po, Mp), d.h.: Es gibt Zahlen

No = /\Q(CE,’LU,M) €R,
(I)O - (I)Q(CE,U),M),

s
0< Py < 5,
MO = MO(Can7M) >0

derart, daf gilt: L(t) + X it im Sektor X € 3 (Ao, ®o) in H beschrinkt invertierbar, es ist
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2m

1(£(E) + Nul| = My -y [A[F 7w

§=0
0 <t <T. Insbesondere gilt in [0,T] die Abschitzung

1) + )7 < Mo he .

ul| sz

Beweis: [Vorlesungsmanuskript: ,Die klassischen Randwertprobleme der Mathematischen Physik®,
Sétze IV.5.2, IV.5.3, insbesondere Beweis dieses Satzes S. IV.55/390, und Satz IIL.3.6]. O

Mit Hilfe von Satz V.6.1 lassen sich lineare parabolische Systeme wie folgt behandeln:

Satz V.6.2: Seir > 1. Die elliptischen Operatoren L(t) seien in [0,T] aus der Klasse E(cg,w, M). Es sei

o m,2
wie in Satz V.6.1 jeder Operator L(t) in H = L*(Q)) mit Definitionsbereich D(L(t)) = H*™2(Q)N H
(Q) erkldart. Dann sind die Riume

+oo 1
Ji—1/rr(e) = {ulu € LQ(Q),/ t—TH(e_t(L(THAOH) — Du||"dt < 0}, 0 <7< T,
0

als Mengen gleich und durch

t

1

Jall+ (| gl e~ pyajrant»
0

dquivalent normiert derart, daf$ die Abschitzungskonstanten nicht von T € [0, T] abhingen. Wir setzen

Jl—l/r,r = Jl—l/r,r(0)~
Zu jedem @ € Jy_1/ry, [ € L™((0,T), L*(Q)) gibt es genau ein u mit

u' € L7((0,7), L*()),

u € L"((0,T),D(£(0))),
ue 0,7, Ji-1rs),
u + L()u = f,
u(0) = .

FEs ist

T T T
sup [WO)Eyjrt [ O det [ a0l < clo, o Mo M, ) [ @I Ay
0<t<T 0 0 0

¢ = c(Po, Aoy Mo, cr,w, M,r,T) ist dabei eine Konstante > 0, die beschrinkt bleibt, falls T in deiner
beschrinkten Menge des RY variiert.

Beweis: Der Operator L(t) + Ag + 1 ist vom Typ (®o, Mp) in [0,7] und geniigt den Voraussetzun-
gen, die wir an die Operatorenschar A(t) in Satz V.5.3 gestellt hatten. Damit folgt die erste Aussage des
Satzes. Zur zweiten betrachten wir zunéchst das Problem

(V.6.4) u + (L(t) + Mo+ Du=f, u(0) = .
Wir 16sen es zunéchst auf [0, dg] in der Form

u' 4 (L(0) + Ao + D)u = (L£(0) — L(t))u + f, u(0) = ¢,

wobei dp nur von cg, w, M abhéngt. In dy beginnen wir das Verfahren wieder mit Anfangswert u(dg) usw.
Wir legen dabei den Banachschen Fixpunktsatz zu Grunde und gehen so vor wie beim Beweis des Satzes
V.5.3. Da wir immer eine Losung auf einem Intervall der Linge &g erhalten, schépfen wir schliellich ganz
[0, T] aus. Die Losung u von (V.6.4) geniigt der im Satz angegebenen Abschiitzung. Dies folgt, indem wir
bei dem schrittweisen Konstruktionsverfahren jeweils in [0, dg], [dg, 2d0], ... die Abschétzungen aus Satz
V.5.2 anwenden. Zur Losung des eigentlichen Problems

u 4+ L()u=f
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bedenken wir, daf3

u' 4+ (L(t) + Ao+ Du— (Ao + Du = f,
w' 4 (L(t) + Ao + 1w = e~ Not Dt

w(0) = ¢
ist mit w(t) = e~ (Mot Vy(t). Auf w wenden wir das vorher Gesagte an. O
Wir studieren jetzt zu einem gegebenen stetigen Vektorfeld w € C°([0,T] x Q) das semilineare Pro-
blem
u + L(t,w)u = f(t,u,D'u,..., D> ).
Dabei ist

F:0,T] x QxCN x CVN x ... x ONS2m-1 N
eine stetige Abbildung mit S, = Anzahl der Multiindizes des R™ mit Betrag = v.

DV ist der Vektor aus CV9, der aus allen Ableitungen der Ordnung v der Komponenten u,. .., uy
von u besteht. f geniige den folgenden Lipschitz- bzw. Beschrinktheitsbedingungen:

|f(t, z, ua (), D ug (), ..., D*™ Yuy(x)) — f(t,z,u1(z), D uy (), ..., D> Luy(x))]

(V.6.5)< sup g(t,x, z) Z | D™ ug (2)|| D™ ug (z)] 4+ | D™ Vg ()|
|Z|S\u1(l‘)|+\u2(ﬂﬂ)|

AD™ 1 ()l () — v 2] S (D () 4 D g (@) ) D7 (g — ) (@)
+Z (D™ uy ()] + | D™ g (2)]) D™ (ug — wr) ()],

|f(t z,u(x), Du(x),..., D*" tu(x))| <

m—1

(V.6.6)< sup g(t,z,2)| Z | D™ ()| D™ u(x)|, ug, ug,u € CP2(Q), t € [0,T],z € Q baw. Q.

|z|<|u(=)] v=0
g ist in (V.6.5,6) eine stetige Abbildung von [0,7] x Q x CV in C. Beziiglich des elliptischen Haupt-
teils setzen wir voraus, dafl er von der Form
L(t,w) = aq5(t, z, w(t, ) D Py

(Ja| < m,|B] < m) ist. Die aqg sind dabei stetige, auf [0, T] x 2 x C definierte N x N Matrizen. Zu jedem
w € CY[0,T] x Q) gebe es Funktionen w(.,w) : R* — R* sowie Konstanten M,cg : C°([0,T] x Q) —

— {0} derart, daB L(t,w) zur Klasse &(cg(w), w(.,w), M (w)) gehort. Variieren die Funktionen w in
einer Menge M (4, D):

[w(t, z) —w(s,y)| <6(r), |t —s[+ e -yl <r, [w(t,z)] <D

mit einer festen meBbaren, beschriinkten Funktion ¢ : RT™ — R*, fiir die gilt: §(r) — 0, » — 0, und

Konstanten D > 0, so soll es Funktionen @ : RT — RT sowie Konstanten ¢g > 0, M>0 geben derart,
daB

L(t, @) € E(@Cp, @, M), @ € M(5,D)

ist. Wir zeigen nun zunéchst den lokalen
Satz V.6.3: Sei

n
om > .
m=y

Die Nichtlinearitit f und der elliptische Operator L(t,w) médgen den soeben gemachten Voraussetzungen
(w e CO[0,T] x Q) geniigen. Dann gibt es ein ro = ro(m,n) > 1 derart, dafi folgendes gilt:

Seir >ry. Sei w € C°([0,T] x Q. Sei Ji—1/ryr der zu L(0,w(0,.))u, u € D(L(0,w(0,.)) = D(L(t,w)) =
om,2
H*™2( Q)N H () gendrige Interpolationsraum. Sei
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S Jl—l/r,?“
Dann gibt es eine Zahl T(p), 0 < T(¢) < T mit folgenden FEigenschaften: Es gibt genau ein u mit

(IS m CO([O,f},Jl—l/r,r)v

T,T<T(p)
u'e () L'((0,T), L*(9).

T,T<T(p)

m,2

we () LODE™QNH  (Q).
T,T<T(p)
u' + L(t,W)u = f(t,u, D'u,... D*™ ty)
in (0,7(¢)),

u(0) = .

Fiir T(p) unterscheiden wir zwei Fille:

1. ,Lokaler Fall“:
Hu(t)||1_1/r,rT +oo, falls t 1 T'(p).

2. ,Globaler Fall“: T(p) =T,

[[w(t)|[1=1/rr bleibt beschrénkt fiir ¢ T T'(¢) = T.

In diesem Fall ist

u e CO([O,T], J1—1/7',7')7
u' € L7((0,7), L*(2)),

m,2

we L'((0,T), H*™ (N H  (Q)).
Beweis: Zunichst wird ro = ro(m,n) so grofl gewéhlt, dafl

Jlfl/'r,r C H2¢7m,2(Q)
mit o € (0,1),

20m >2m — 1,
dom > g + 2m
die Einbettung von J;_; /., in H?°™2(Q) ist kompakt.

1 5 1 _ 2mo—(miv) 1

Seien wy,ws € Ji_1/p,. Seien 400 > p,,q, > 1, 1/p, +1/q, = 1, o 2 3 - 5 2

% - m%(m_”), 0 <v < m — 1. Nach Wahl von ¢ wie oben ist dies moglich. Dann ist

11 D™=y [|D™ s ||| < el [l1-1/r,r

Nun seien w,wy € H*™2(Q2). Dann ist (0 <v <m — 1)

|7~T)2||1—1/r,r-

11 D™= || D™ ]| < D™ 1 || 20w @) - ||D™ W2 | L2 ()

~ay by ~ l—ay, || |[1—by
< C||w1|‘(1lt[2m,2(g)Hw2HH2m,2(Q)Hw1||},oca(g)||w2||lLoo(Q)
mit +00 > py, ¢y > 1,

1 m—v 1 2m

- n @)
1 m+ v 1 2m
- b5 — 20,

2qu 2 n



insbesondere konnen wir

a,+b,=1
m—v
ay = P
2m
m 4+ v
b, =
2m

erreichen. Damit folgt

T
A\U@wwﬂff@mwﬁwﬁ

(V.6.7) < G( sup ([lut®lli—1/rr + llu2@®ll1-1/rr))
0<t<T

/ mzHmwmnmumﬂmmx»ﬂm>mwgw+§j/ (ts O}z

:12

1-b, ra, 1—a,
s o N () = wr (D552 - 2 (t) = (B[ 1% 57+

r(l—a, by, r(1—=b,
1 (8) [ oy N (O 1k Mz (8) — 1w (8)] [ 2 - [ (8) — ua (0] % 0,
T
(V.6.5) /‘W@wuﬂﬁﬁSﬂSwJW@M¢Jt/HMMhUM%0<TSﬂ
0 0<t<T 0

uy, ug,u € LT((0,T), H2™2(Q)) N L>®((0,T), L=(Q)).

Hierbei ist G eine monoton wachsende stetige Abbildung von R™ in sich. Nun ordnen wir jedem @ €
L"((0,T), H*™2(Q)) N C°([0,T], J1_1/,,) die eindeutig bestimmte Losung

u=T,u

des Problems

o+ Lt wu = f(ta,...)

8
—~
=
AS)

mit

u' e L'((0,T), L*(2))
we L7((0,T),D(£(0))),
u e CO([ ] YA 1/rr)

u (Satz V.6.2). In der Menge

Mgz ={al  @eL"((0,T),D(L(0))
a' € L"((0,7), L*(Q))
e CO([0,T), Jr-1/rs),
u(0) = ¢,

T T
sup ||ﬂ(lﬁ)||1_1/r,r+/0 Hﬂ'(t)llrdt+/0 (@) zrzm.2 ) dt <

0<t<T

T T
stﬂwwmww+/\%@Wﬁ+/Hw@%mmMH4
0<t<T 0 0
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ug 16st u’ 4+ L(t,w)u = 0, u(0) = ¢ gemish Satz V.6.2 }
fiihren wir vermoge
% 1 i—' 1
/ ! T = r ES
p(uzyun) = sup_JJus(t) = wa ]+ ([ lasl6) = ) + ([ ua(t) = wa (Ol x0y)
0<t<T 0 0

eine Metrik ein, relativ zu der Mz ein vollstéindiger metrischer Raum wird. In Hilfssatz V.6.1 am Ende
dieses Paragraphen zeigne wir, dafl (0 <t <T)

(V.6.9) lJua(t) = ur (8)]| oo () < TP g2, un)

ist mit einer nur von n,m, ) abhingigen Konstante ¢ und einem ebenfalls nur von n,m abhingigen
Exponenten ¢ > 0. Mit Satz V.6.2 und den Abschitzungen (V.6.7,8) folgt sofort, dafl

Tw:./\/lf—h/\/lf

eine Kontraktion ist, sofern nur T > 0 hinreichen klein ist. Die Grofie von T ist dabei vermoge Satz V.6.2
durch ||¢][1—1/r, bestimmt (w ist hier fest!). Fortsetzung dieses Verfahrens liefert in der iiblichen Weise
die Zahl T'(¢) des Satzes. Die Eindeutigkeit der Losung folgt aus Satz V.6.2 und (V.6.7). O

Wir geben noch einen Hinweis, von dem wir spéter Gebrauch machen: Der Faktor G(...) vor den In-
tegraltermen in (V.6.7, 8) lautet urspriinglich

(V.6.10) G( sup ([lur(t)|[L=() + [lua(t)]|z=@)))
0<t<T
bzw.
(V.6.11) G( sup_ [[u(®)llz=))-
0<t<T

Vermoge r > ro = ro(m,n) ist [|u|[r~) < c||ulli—1/rr, so daB8 wir die L>°(Q2)-Norm in (V.6.10, 11)
durch die J;_;/,,-Norm ersetzen kénnen, dies haben wir im Beweis des Satzes V.6.3 stillschweigend ge-
tan.

Wir l6sen nun das quasilineare Problem

w' + L(t,u)u = f(t,u, D'u,..., D> 1y)

unter den bisher an £, f gemachten Annahmen. Hierzu gilt
Satz V.6.4: Se:

n
om > .
m=y

Die Nichtlinearitit f und der elliptische Operator L(t,w) mdgen den in Satz V.6.3 gemachten Vorausset-
zungen gentigen. Dann gibt es ein ro = ro(m,n) > 1 derart, daf folgendes gilt: 1. Seir > ro. Sei Jy_y/p
der zu L(0,0) + Ao, No = No(p), gehirige Interpolationsraum. Sei

S Jlfl/r,r-
Dann gibt es eine Zahl T(p), 0 < T(¢) < T mit folgenden Eigenschaften: Es gibt jedenfalls ein u mit

u € ﬂ CO([OaT]aII—l/T,T)a
T, T<T(p)

u'e () LN((0,T), L*9Q),
T, T<T(p)

— o m,2
we () LD, H™QNH (),
T, T<T(p)

u' 4 L(t,u)u = f(t,u, D u, ..., D*™ ) in (0,T(p)),
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Fiir T(p) unterscheiden wir zwei Fille:
2. ,Lokaler Fall“:

sup [|u(s)|l1—1/rr T +o0, falls t T T(¢p).
0<s<t
3. ,Globaler Fall“: T(p) =T,
sup |[u(s)|l1—1/rr bleibt beschrénkt fiir t T T'(¢) = T.

0<s<t

In diesem Fall ist

u e CO([O,T]yc]lfl/r,r)»
u' € L"((0,T), L*(R))

om,2

uwe L7((0,T), H* Q)N H (Q)).
Beweis: Sei 1y wie im Beweis von Satz V.6.3. Sei uy die Losung von

u' 4+ L(0,p)u =0, u(0) =¢
im Sinn von Satz V.5.2. Wir betrachten

(V.6.12) (u = o) + L£(0,9)(u — uo) = (L0, ) — L(t,w))u+ f(t,u, D'u,..., D> tu),
u(0) = ¢
Dabei ist w € C°([0,T],Zy_1/rr) N L7((0,T), H>™2(Q)N i (Q)), w' e L"((0,T), L2()), w(0) = .

Sei weiter

T T
(V.6.13) sup [[w(®)l|1_srr + ( / ! ()] dt)* + ( / [0(t) [goma @) < sup (o] [1—1/mr+
0<t<T 0 0 0<t<T

T T
roan L r 1
@)+ un®ln (@) +1.
T ist aus (0, T]. Wir verfiigen spéter iiber T. Fiir £ > 0 und hinreichend klein stellen geméf der Wahl von
r und Hilfssatz V.6.1 (der am Ende dieses Paragraphen folgt) die oben eingefiihrten Vektorfunktionen w
eine praeckompakte konvexe Menge Kz in B = C([0,T7] x Q) dar. Jedem w ordnen wir die gemif Satz
V.6.3 eindeutig bestimmte Losung
u' 4+ L(t,w)u = f(t,u, D'u,..., D> 1),
u(0) = ¢

~ ~ ~ om,2
mit v € C°([0, T}, Zy_1/r,), v’ € L"((0,T),L*(Q)), uw € L"((0,T), H*™*( )N H  (22)) zu. Wir wollen
nun zeigen, dafl 1. T so klein gewihlt werden kann, daf8 dadurch eine Abbildung 7" von K7 in sich entsteht,

die 2. in der Topologie von C*([0, T] x Q) stetig ist. Weiter wollen wir 3. beweisen, daf T in Abhéngigkeit
von ||¢[|i—1/r,, und T gewihlt werden kann. Dabei ist

T > Ty(D,T) >0, wenn |||}y _1/rr <D, T<T
ist. Wir benutzen dazu die Form (V.6.12) und erhalten mit (V.6.8)

7 7
sup_||u(t)ll1-1/rr + (/0 [’ (®)["dt) ™ + (/O (O[22 (0 dt) /" <

0<t<T
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<=

(V.6.14) sup HUO(t)||1—1/r,r+(/0 [|ug (£)]["dt) (/O [0 (4)][Fr2m 2 (0 )+

0<t<T

T

1

te sup |aag<o,x,so<m>>—aaﬁ<t7x,w<t,x>|-</ 0t [y )+
ze€Q, 0

te[o,f],\aG\Sm,\mgm

1
r

([ G s 10 O ).

0<t<T
Nun ist
sup  |aap(0, 2, 9(z)) = ans(t, z,w(t, z))|
110,71,
|a]<m,
1BI1<m
((V615)§ sup |aaﬁ(0,$, C) - aaﬁ(tvxv C)| + sup |aaﬁ(t,l’, C) - aaﬁ(t’xv CI)‘
o1, o071,
|a]<m la|<m
[Bl<m 1B|<m
[<I<ellell; — 1/rr [¢— C\<6T5(H‘PH1 1/rr +1)
wegen (V.6.7), (V.6.13) und
T 1 T 1
(V616) s Tuolhsjee+ ([ IO + ([ IO < liglios
0<t<T 0 0

Alle Konstanten ¢ hingen von T' ab in einer Weise, dafl ¢ beschrankt ist, wenn T im Kompaktum [O,f ]
variiert. Damit folgen 1. und 3.. Nun zur Stetigkeit von 7 in der Topologie von C=([0,T] x Q). Sei (w,)
eine Folge aus K7 mit

w, — w in C*([0,T] x Q) fiir v — oo.

Dann folgt mit Satz V.5.2, dafl w aus Kz ist. Insbesondere ist K7 abgeschlossen. Die Stetigkeit von 7°
ergibt sich nun leicht aus (V.6.14), (V.6.15), wenn man noch bedenkt, daf in (V.6.15)

<l < elllelli-t/rr + 1),
¢ =T < e (llelli-1yrr +1)

ersetzt werden kann durch

<l < 1lellco,

, ~
‘C - C | < CTEE([O)T]XE)'
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