Vorlesung Funktionalanalysis 111
II1. Lineare Elliptische Systeme

§1. Sobolev-Raume

Ein n-tupel @ = (ay, ..., @;,) von nichtnegativen ganzen Zahlen heiffit Mul-
tiindex des R". Wir setzen |a| = a1+ ...+ a,. Unter D* verstehen wir den
Operator

n oo
der zunéchst auf alle geniigend oft in einer offenen Menge €2 C R" ste-
tig differenzierbaren Funktionen angewendet werden kann, spéater auch auf

Funktionen, die nur verallgemeinerte Ableitungen (sogenannte Distributi-
onsableitungen) besitzen.

DOé

Wir benutzen im folgenden ferner den Satz von der Teilung der 1:
Satz III.1.1: Sei Q eine offene Menge des R". Sei {;]i = 1,2,...} eine
abzihlbare Uberdeckung von S, d.h.

Q, offen, 1 =1,2, ...,

QC GQZ
1=1

Dann gibt es Funktionen «;, © € N mit folgenden Eigenschaften:
(IIL.1.1) oy € C§°(QYy) fir ein j = j(i), i € N,

(II1.1.2) a; > 0, insbesondere o;(x) € R, 1 € N, x € Q,

(IIL13) > ai(z)=1,z€Q,
i=1

(II1.1.4)  jede kompakte Teilmenge K von ) hat nur mit endlich
vielen der Mengen supp «; nichtleeren Durchschnitt.

Wenn jede Menge Q; kompakte Teilmenge von Q, oder wenn Q kompakt
st und

QCUQZ

i=1
1



ist, dann kann man j(i) =i in (I11.1.1) wdhlen.

Man sagt, dafi die a;,i € N, eine der Uberdeckung {4|i € N} unterge-
ordnete Teilung der 1 bilden. Eine Referenz fiir diesen Satz ist [Friedman,

A.: Generalized Functions and Partial Differential Equations, Englewood
Cliffs, N.J.: Prentice, Hall, Inc. 1963].

Wir fiihren den Begriff der Mollifizierung einer Funktion « ein.

Definition IIL.1.1: Sei p € C(R"), sei suppp C Ki1(0), sei p > 0,
sei fRn p(x)dzr = 1. Sei Q eine offene Teilmenge des R™. Sei w € LP(Q) fir
emnp>1.

Dann setzt man

1 _
Late) = 5 [ 0 (52wt < > 0
£ 0 £
I.u heif$t die (e-)Mollifizierung von u.

Beziiglich der Mollifizierung gilt der folgende
Satz II1.1.2: Sei I.u die e-Mollifizierung einer Funktion u € LP(Q2) wie
in Definition II1.1.1. Dann gilt: supp p (%) C K.(z),

Lue () C"Q)
k=0
Ist suppu C K C Q, K ein Kompaktum, so ist

1
Lu(z) =0, dist(z,00) <e < §dist(K, Q).

Ist u € C*(Q) fiir ein k € N und suppu C K C Q, K ein Kompaktum, so
18t

£

1 T —
Do) =% [ p(E22) Dutay. Jol < k.

FEs gilt fir v e LP(2), 1 < p < 400,

[Ieu — ul|pr (@) — 0, € — 0.

Ist u € C°(Q), suppu C K C Q, K ein Kompaktum, so ist

HIEU — UHCO(§> - 0,8 — 0.

[\



Ist Q beschrinkt, u € C(QQ), so gilt ebenfalls

H[EU — U/||Co(ﬁ) — 0, e — 0.

Beweis: Die ersten beiden Aussagen sind klar. Zur dritten Aussage: Es ist

I(z) = giu/Kp (x = y) u(y)dy.

Ist dist(z,00) < e < sdist(K, ), so ist 1|z — y| > L(dist(K,00) — |z —
xo|), o € 092, y € K. Wihlen wir xy € 0f) geeignet, so folgt

1 1
—|lx —y| > —-(3e — 2¢) > 1,
£ £

also I.(z) = 0. Die vierte Aussage zeigt man, indem man u durch Null auf
R" fortsetzt und den Satz von Gaufl anwendet. Zum Beweis der fiinften
Aussage verfahrt man wie folgt: Wir haben

Lu() = /| L (2wt

Lu(x)| < 2)|u(x —ez)ldz,

Lu(z)| /|Z|§p<>|< 2)|

Lu(x)|P < 2)dz)P~1 2|u(x —ez)Pdz,

Lu(z)| <</|§p<> ) /Mﬁp(n( 2)|
- /| PG ek

wobei wir die Holdersche Ungleichung angewendet haben. Also ist

[ i@ < /| e — =P lptia

[ull2, 0

wobei wir u durch Null auf ganz R" fortgesetzt haben. Nun wéhlen wir
zu u eine Funktion v € C°(Q) mit suppv C K C €, K ein Kompaktum,
derart, daB ||u — v||rrq) < €/3 ist. Dann ist (v wird durch Null auf R"
fortgesetzt)

[ Low — Lvl| o) + || 1ev — v|| o) + ||V — ul| 2o (),
(2/3)z + | Lo — vl| o).

3

[ Teu — ul| 1r(0)
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Die obigen Rechnungen zeigen, dafl

Moo =l < [ Tote—22) = oa)pid = 0, e =0,
Rn

nach dem Satz von Lebesgue. Die sechste Aussage haben wir mitbewiesen.
Zur Existenz von v s. [Forster, Analysis 3, S. 120]. Nun zur Siebenten
Aussage. Fiir alle x € Q, |2| < 1, fiir die x — ez € Q ist, folgt

|[Lu(x) —u(z)] < sup  |u(z —ez) —u(z)|.
z,|2|<1,x—ez€Q

Insbesondere gilt fiir jedes

[leu(z) —u(z)| < sup |u(y) —u(w)], also
Pl

[Hew — ul[com) < sup |u(y) — u(w)].
y,wES,
ly—w|<e

L]

Fiir p in Definition III.1.1 kann man zum Beispiel die Funktion p mit
plz) =0, |z| > 1, p(z) = cexp(1/(|z|> — 1)), |z| < 1, withlen, wobei die
Konstante ¢ so anzusetzen ist, dafl fRn p(x)dr = 1 ist. Fiir beliebige offe-
ne Mengen hatten wir die Vektorriume C*(Q), C¥(Q) bereits eingefiihrt.
C*(Q) war nur fiir beschriinkte offene Mengen eingefiihrt worden. Fiir be-
liebige offene Mengen € des R" definieren wir C*(Q) als den Vektorraum
aller Abbildungen v € C*(Q), fiir die sich 1. jedes D%, |a| < k stetig auf
Q fortsetzen liaft. Die Fortsetzung ist eindeutig bestimmt und wird auch
mit D%u bezeichnet. 2. verlagen wir, dafl

|ullore = ZSUP|DQU($)|7

ist. Es ist leicht zu sehen, dafl mit der eben eingefiihrten Norm der Vek-
torraum C*(Q) zu einem Banachraum wird.

Sind Vl,...,VN, SO ist V1 X ... X VN (VN, falls Vl = ... = VN = V)
ihr cartesisches Produkt. Sind N, ..., Ny normierte Vektorrdume mit den
Normen |[.][n7, - - - ||-[|ny, S0 ist auch N} x. .. x Ny normierter Vektorraum

mit der Norm



1/2
Y

A

N
[[ollxi .y = (O 0]
i=1

v=(v1,...,on) ENI X ... x Nn

Sind By, ..., By Banachrdume, so wird mit der eben eingefithrten Norm
auch By x ... x By zu einem Banachraum. Sind H; X ... x Hy Préahilbert-
oder Hilbertraume, so ist auch H; x...xHy Prahilbert- oder Hilbertraum,
wenn wir die Norm wie oben und das Skalarprodukt durch

N

(U, U)'Hl X..XHy — Z(Ul, U’i)Hia

1=1

u=(u,...,un) € Hy X ... X Hpy,
v=(v1,...,on) € H1 X ... X Hy,

einfiihren. Wenn keine Verwechslungen zu befiirchten sind, schreiben wir
statt VN, NV, BY, HY auch V, N, B, H; entsprechendes gibt bei den Nor-
men und Skalarprodukten.

Definition III.1.2: Ser Q) eine offene Menge des R™. Wir betrachten
den Vektorraum (Ci(Q)N fir ein m € NU {0} und ein N € N. Fiir
u,v € (CF(Q))Y definieren wir ein Skalarprodukt

(u,v)(Hm(Q))N = (U, V) = Z (Dﬂui, Dﬁvi),
1<1<N
0<]a1<m

= Z / DﬁuiDBUidx,
Q

1<1<N
0<|BI<m

und eine Norm

[l gy = [ulln = (Y 11D uillf2) ">

1<i<N,
0<|B|<m

Damit wird CJ" () zu einem Prdhilbertraum. Seine Komplettierung wird
m

[¢]

mit (H (Q))N oder ]ifm (Q) bezeichnet. Offenbar kann man die Norm ||.||m
auch fiir Elemente u € (C™(Q))N definieren. Sind u,v € (C™(Q))Y und
|||, [|V]lm < +00, so ist auch das Skalarprodukt (u,v),, erklirt, wenn
wir die obige Definition zu Grunde legen. Die Vervollstindigung des Prdhil-
bertraums {ulu € (C™()N, ||ul|m < +o0} bezeichnen wir mit (H,,(2))N
oder H™($2).



Fiir m = 0 haben wir offenbar (IZI Q)Y = (HY(Q)N = (LA(Q)V. Im
allgemeinen Fall (m > 0 gehort ein Vektorfeld v dann und nur dann zu
e (Q)(H™(2)) wenn es eine Folge (v;) aus CJ'(Q2)(C™(2) mit ||vg||m <
+00, k € N) gibt derart, daf
L flog — ul[r2) — 0, k — o0
2. Es Vektorfelder ¢” aus (L*(Q))V gibt, 0 < [3] < m, mit ||D v, —
gpﬁHLz(Q) — 0, k — o0, 0 < ‘5‘ <m. Hierbei ist Dﬁvk = (DﬁUL/{, .. .,DﬁUN’k),
und vy, ..., vn sind die Komponenten von vy.

Das Vektorfeld ¢?, von dem man leicht zeigt, daB es von der Auswahl der
Folge (vx) unabhingig ist, heifit die 8- Ableitung von u (manchmal auch
starke Ableitung der Ordnung 3 von u). Wir schreiben D%u = ¢¥.

Problem III.1.1: Seien u € (ﬁ[ ()N, v e (H™(Q)N. Sei < .,. > das
Skalarprodukt im unitdren Raum CV. Zeige, dal die Formel der partiellen
Integration gilt:

/<u,Dﬂw>dx:(—1)|ﬂ/<D5u,w>dx, 0<|B8] <m.
0

Q
Problem III.1.2: Von zwei Multiindizes «, 8 des R" sagt man: a < (3,
wenn o; < 3,4 =1,...,n,und a < b, wenn «; < 3,2 = 1,...,n. Falls

a < 3 ist, setzen wir

()-11(2)

Zeige: Wenn u € (H™(Q))N, ¢ € C™(Q), so ist Cu € (H™(2))V, und es gilt
die Formel

DP(Cu) =" <§> DD, 0 < |B] < m.
a<p

(;I ()Y, (H™(Q))N werden auch als Sobolev-Riaume der Ordnung m

bezeichnet. Genauer: ( o ()Y, (H™(Q))" sind die Sobolev-Réume der
Ordnung m zum Integrationsexponenten 2.

Bis auf weiteres sei nun 2 C R" beschriankt und offen. Wir nehmen in
diesem Fall an, daff 2 im Quader @ = {z| |z;| <7, i=1,...,n} enthalten
ist. Dies ist keine Einschrinkung, da dieser Fall durch eine Koordinaten-

transformation stets hergestellt werden kann. Aus der Vorlesung Funktio-
nalanalysis I, Kap. II ist bekannt, daf§ die Funktionen (v/27) "e!<r*> =
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(V2m) ek € Z" ein vollstindiges Orthonormalsystem in L?(€) und

damit in L*(€2) bilden. Demnach kénnen wir jedes n aus ( H (£2)) in eine
Fourier-Reihe entwickeln, nédmlich

1 1R T
u—(\/%)nz:c,{e

KEL™

mit ¢, = (vV2m) ™" [,u- e "*dz. Die Reihe konvergiert in (L*(Q2))". Fiir
D%, 0 < |8] < m, ergibt sich die Reihenentwicklung

1 1 . .
Dy = (/ Dﬂue*m'xdx)em'x
(v 2m)" et (v2m)" Ja

Nach Problem II1.1.1 haben wir

(\/QW)_”/Dﬁue_m'mda:: (\/277)_"z'|ﬁ|/<;5/ue_m”da: mit
0 Q

ﬁ_H’{ (K1y. oy bn), B =(B1,...,0y), also

(V 277)”/ DPue ™ dy = i¥lgle,,

K cxe™,

KGZ”
om

und die letzte Reihe konvergiert in (L?(Q2))Y. Demnach kann fiir u € (H
(2))" die Fourier-Reihe fiir n gliedweise differenziert werden, sofern die
Ordnung der Differentiation m nicht iiberschreitet. Aus der Vollstindig-

keit des Systems (v/2m) e folgt

(IIL.1.5) 1Dl gy = S (67l

KEZL™
om

Hilfssatz II1.1.1: Sei Q C R™ beschrinkt und offen. Seiu € (H (Q))V.
Dann gibt es zwei positive Zahlen ¢y, ¢1 mit ¢o = co(m), ¢1 = ¢1(m),

> K[ ed? < / |DuifPde <@ Y K[ |ea?, 0 < v < m,

KEZL™ |B]= KEZL™
1<7,<N

wobei |k| = (k3 + ... + k22 ist.

Beweis: Der Beweis ist einfach eine Konsequenz aus (II1.1.5) und der
Ungleichung



Gl <> () <@k, 0< v <m.
|8|=v

Der néchste Satz heifit in der Literatur auch Poincaré-Ungleichung.

om

Satz IIL.1.2: Sei Q C R" beschrinkt und offen. Sei u € (H (Q))V.
Dann 1st

[ull, < e(n, @) 3 / DPu,de

|B|=m,
1<i<N

mit einer nur von u, ) abhingigen Konstante c(u, ).

Beweis: Wir brauchen die Poincaré-Ungleichung nur im Fall m = 1 zu
beweisen, da die anderen Félle durch Iteration folgen. Zunéchst sei

é?ui
Du =
Y (6mk>1§@N

1<k<n

so dafl Du eine N x n-Matrix ist. Wir haben

o = (20" / ude]?,
0
= (27r)_”n_2\/Du-xdx|2,
0

wobei x als Spalte geschrieben und Du - x das Matrixprodukt aus Du und
x ist. Nach Problem III.1.1 ist ndmlich

/Z u-xkda::—n/uidaj,lgigN,
Q Oxy, 0

also

womit die Formel fiir |co|? gerechtfertigt ist. Mit Cauchy-Schwarz folgt

lco? < (27r)_”n_2/ \Du\de/ |z|2dz.
Q 0
Es ergibt sich mit Hilfssatz I11.1.1



Il = / u?da + / Dulde,
Q QO
< Z |Cﬁ‘2 + ¢ Z |’€|2‘Cm‘27

KEZL™ KEZL™
< ol +(1+a) Y |slled
keZ"—{0}

< ((\/%)_”%/szdx%—(1+51)/50>/Q\Du\2dx,

< c(n,Q)/\Du\de.
0

L]

Eine unmittelbare Konsequenz aus dem vorhergehenden Satz ist die Un-

gleichung des néchsten Satzes.

Satz II1.1.3: Sei Q2 eine beschrdnkte offene Menge des R™. Dann gilt:

(H ()N ist dquivalent normiert durch ||u||,, und

(D 1l enl?)' 2.

KEZL™

Definition ITI1.1.3: Se: Q eine offene Menge des R". Die Abbildung

3

T () = (F @Y, Iiu—u, e (@),

fiir 0 <1 < m heifit die EBinbettung von (H (Q))Y in (]3 ()N,

m ol

Offenbar ist ;m,lé £((;[ ()N, (H (2))Y). Doch gilt dariiber hinaus

Satz II1.1.4: Sei Q) eine beschrinkte offene Menge des R™. Dann ist ;mJ

kompakt, wenn 0 <[ < m 1ust.

om

Beweis: Sei (u,) eine Folge in (H (€))" mit

lwy||lm < L, v eN.

Dann ist

Z |k>™c)|? < L, also auch

KEL™
> IR P < L
KEZL™

9



wobei ) = (v/2r1)™" Jo uve " du ist. Es gibt eine Teilfolge (u,,) von (u,)
mit u,, — u in ([} ()N, j — oo. Es ist

> s el® < L,

KEZL™

wobel ¢, = (vV2m) ™" [, ue”"*dz. Wir haben weiter

[y, —ullf < e(n, Q) Y [P |ed—euH2 20 s (e Prenl?),

KEZM KEZM,
K; <M, 1<i<n |k|>M

< ¢(n, Q)M 4 Z k2]l — ¢, [?).
KREL™

K <M, 1<i<n

Waéhlen wir M hinreichend grofl und beriicksichtigen wir, dafl c,(:j) — Cg,
j — 00, so folgt die Behauptung des Satzes. Il

Wir gehen jetzt kurz auf den Begriff des glatten Randes und den Satz
von Gauf} ein.

Definition III.1.4: Sei Q) eine offene Punktmenge des R"™. Man sagt, )
habe einen Rand OS2 von der Klasse C™(m € N), wenn folgendes gilt: Zu
jedem a € 0N) gibt es eine offene Umgebung U von a und eine stetig diffe-
renzierbare Funktion v : U — R mit folgenden Figenschaften

1. ANU = {z|x € Q, ¥(x) < 0},
2. grady(z) #0, z € U,
3. e C™U,).

Man kann dann beweisen, dafl

oNU = {z|v(x) =0}

ist. Siehe hierzu [Forster, Analysis 3, §15]. AuBerdem kann man die duflere
Normale v(a) an 02 in a (beziiglich €2) erklaren. Mit den oben eingefiihrten
Bezeichnungen gilt (s. [Forster, Analysis 3, §15])

_ grady(a)
“ grady(a)|

Wir formulieren nun den Gaufy’schen Integralsatz:
Satz II1.1.5: Sei Q) eine beschrinkte offene Menge des R™, sei OS2 von der

10



Klasse Ct. Sei F € (CY(Q))", sei v : O — R™ das duflere Normalenfeld.
Sei zusdtzlich

div F € L'(Q).

Dann st

/dz’dex:/ < F,v > dS).
Q o0

Hierzu einige Hinweise: Beziiglich der Regularitét (Differenzierbarkeitsstu-
fe und Verhalten der Ableitungen von F') arbeiten wir in Satz II1.1.5 mit
geringeren Voraussetzungen als [F., An. 3, §15]. Auch die Voraussetzun-
gen an Jf) lassen sich noch abschwéchen. S. hierzu [F. An. 3, §15]. d€Q ist
folgendermaflen erklart: 02 ist eine kompakte (u — 1)dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit des R". Sei ¢ : U — V (U offen in R*™*, V offen in 6)
eine Karte. Sei g die zugehorige Gramsche Determinante, also (s [F., An.
3, §14)

aty= Y (detag(ot?::”’%"1)(t)> el

1<i<..<ip—1<n e atn—l)

. . . . = . 0(p; ooy Pi
wobei t = (t1,...,t,_1) die Variablen in U bezeichnet, H aus den
. . . . . O0(Qiy i .
Zeilen iy, ...,1,_1 der Funktionalmatrix % besteht. df) ist dann

die Differentialform +/g(t)dt; ...dt, 1.

Wir wollen im folgenden annehmen, daf} in Definition I11.1.4 gilt ¥(U) =

K1(0), ¥(U) = K1(0), ¥(2NnU) = {ylly| < 1, yn < 0}, ¥(0QNU) =
{y|ly| < 1, yn = 0}. Dabei ist ¥(x) = (z1,...,Tp-1,V(T1,...,2,)) =

(Y1, ...,9n). ¥ ist dann ein Homéomophismus von U bzw. U auf K;(0)
bzw. K1(0), det —%(fj ””” Vo)

1
L1yeeey xn)
K1(0) und ist stetig differenzierbar m-Mal stetig differenzierbar, wenn

m-Mal stetig differenzierbar ist), sofern nur U hinreichend klein ist. Ohne
Ol > 3y > 0in T

. ist in U positiv oder negativ, U~! existiert in

Einschriankung sei det

Satz II1.1.6: Sei Q2 eine beschrinkte offene Menge des R"™. Sei OS2 von
der Klasse C™ fiir ein m € N. Sei l € NU{0}. Sei [ < m. Dann ist die
Einbettung

L - (H™Q)Y — (H(Q)Y, Lngu=u, ue (H™(Q)N.
kompakt.

11



Beweis: Seien Uj,...,U,; endlich viele Umgebungen von Randpunkten
ai,...,a, wie eben beschrieben mit

q
c|Ju=U
j=1
Sei 2 — U # ¢ (sonst ist der Beweis einfacher). Sei Q@ — U C Uy C
Uy C Q, Uy offen. Dann bilden die offenen Mengen Uo, U, ..., U, eine
Uberdeckung von €. Seien ¢y, o1, . . ., ¢, eine Teilung der 1, die der Uber-
deckung Uy, U; ..., U, untergeordnet ist. Wie in Zusammenhang mit Defi-

nition III.1.1 bemerkt, kénnen wir suppy; C U; annehmen. Wir zeigen den
Satz fiir m = 1,1 = 0. Sei u € H*(2). Dann ist in

q
u = Z%’U,

=0

a 0, on
2 a2 J ) 2
|[ojul |1 —/QI%UI dx + g:l/gl—@kaMOJ—axkl dzx

nach Problem I11.1.2. Cauchy-Schwarz liefert sofort ||¢ul|f < c[|u||?. Wenn
(u,) eine beschrinkte Folge in H'(Q) ist, so ist (p;u,) eine beschrinkte
Folge in H'(U;N$). Nehmen wir an, wir kénnen aus jeder Folge (¢;u,) eine
Teilfolge p;u,, ) auswihlen, die in (L*(U; N Q))Y konvergiert. Die Teilfolge
héngt zundchst von 7 ab, doch kann man dann leicht erreichen, daf fiir jedes
j dieselbe Teilfolge (u,,) von (u,) die Eigenschaft besitzt, da8 (¢;u,,) in
(LA(U; N Q)" konvergiert. Dann konvergiert wegen

q
Uy, = E :@jul/k
Jj=0
1

die Folge (u,,) in (L*(Q))". Fiir j = 0 ist ou, € (]if (Up))Y, so dal es nach
Satz II1.1.4 eine in (L*(Up))"™ konvergente Teilfolge gibt. Fiir 1 < j < ¢
verfahren wir wie folgt: Sei u € HY(Uj N Q), sei

u(y) = u(T(y)), y € L(U; N Q).
Man {iiberlegt sich leich, dafl fast iiberall in U; N 2

Ty =5 P g2 Wk

gilt, wobei @ € (H'(K; (0)Y liegt (K7(0) = {ylly| < 1, ya < 0}).
Insbesondere ist

12



HaH(Hl(Kf(O))) < CHUH(Hl(Uij))N-

Sei  (y) = ;i (U (y))u(y), y € Ky . Wir setzen

ISl

* (y)7 y'fL S 07

a (y17 tt 7yTL—].7 _yn); yn > 0
Es gilt Z*E (H'(K(0))N, Z*E (HY(K*(0)))", wobei wir die entsprechen-

*

den Restriktionen von % meinen. @ hat kompakten Triger in K;(0). Fiir

u eingeschrankt auf K~ (0) konnen wir, wie gleich gezeigt wird, eine Folge
(gr) finden.

gr € (CHE(0)))" N (H'(K(0)))" N (CU (K (0)",
supp g- C K~ (0) N {y|ly| <1 —¢} fiir ein € > 0 und alle r € N,

gr =1 in (H'(K(0))", r — co.

Wir setzen g, ebenso wie u auf K*(0) fort. Dann ist suppg, C Ki_(0),

reN, g, % in (L*(K1(0))Y, r — oo. Wir haben also auch I .g, —u
in (L*(K1(0)))". Nun ist (0 < p < 1)

Dt =1 [ Nz [l

Oy, Lo, oYk Fo. Oy
2n<—p

n=>p

0
n — — < k <n.
+7r Ll(o)’ e (r(y — 2)gr(2)dz, 1 <k <mn

[zn|<p

Der Satz von Gauf3 liefert

/K;a» aiyk (r(y — 2))gr(2)dz = /Kl—@ o(r(y — Z))g_g;:<z)dz+

zn<—p zn<—p

Zn=—p

0 9
/Kfr(o), 8_:% (r(y — 2))g:(2)dz = [K{(o% o(r(y — Z))G_zkgr(z)dz

n=>p zn2>p

+ /r<+(0) o(r(y — (21, 2n-1,0)) (= 1) g ((21, - - -, 2n—1,p))d21 . . . d2zp—1.

zZn=p

13



Auf Grund der Konstruktion von g, heben sich fiir p — 0 die beiden
Randintegrale rechts bei Addition der Volumenintegrale links in den beiden
letzten Gleichungen weg. Dies liefert nach Grenziibergang p — 0

0 / 0
—Lg.(y) =1r" r(y —2))=—gr(2)dz.
5y, 1119 (v) Kl(o)w( (y >)azk9( )
Setzen wir
ou
i Z* (y) _ T%(y)a Yn < Oa
Dy 2i(y), ya>0,1<k<n-—1.
O~ 0 u O 0
a - a5 n<07_ = —4a yeryYn—1y 7 Yn ) n>0:
o0 " (y) 8yn(y)’ y o (y) ayn(yl Yn—1,—Yn), Y
so folgt
(9 8 ¥

_]7”7" a ) 7. L2KON'
gy 1re = o 7 oo in (L2(K (0)

Da fiir hinreichend grofies r die Funktionen I,/.g, in Cg°(K1(0)) liegen,

ok ol
folgt: v € (H (K1(0)))". Glelchzeltlg haben wir gezeigt, dafl d1e eben

eingefithrten Ausdriicke 0 u /Oy die starken Ableitungen von v sind.
Daher ist

lw Naopyy < 20w | o)

Ky (
CHUH HY(U;nQ))N

IA A

~

Nach Satz II1.1.4 enthélt (fLNLv) eine Teilfolge (N ) die in (L?(K(0)))N

konvergiert, wobei

u, (y) = @i (U (y)(y)

U (y) = u, (¥ (y))
ist. Daher konvergiert ¢;u,, in (L?(U; N Q))Y. Der noch fehlende Beweis-
schritt beziiglich der g, wird im folgenden Hilfssatz nachgetragen. O]

Hilfssatz III1.1.2: Sei Q) eine offene Menge des R™. Sei 02 = 't U Ty
mit zwer disjunkten Mengen I'1,T'5. Sei I's eine offene beschrinkte Teil-
menge der Hyperebene x,, = D. Seiu € (H™(Q))Y. Dann existiert fiir jede
beschrinkte offene Menge A des R"™ mut

14



ACQ,
ZCQUFQ

eine Folge (w) mit u; € (C™(A)N, ||u — w|grm(ayy — 0, I — 0.

Beweis: Der interessante Teil der Aussage des Hilfssatzes liegt in der Fest-
stellung, daB man mit Funktionen u; € (C™(A))" approximieren kann
(statt (C™(A)N N (H™(A))N. Sei B offen, beschrinkt und

ACBCAQ,

0B Cc QuUTs,

0B = 0By U 0B,
OB, NOBy =0,

0B, offen in x,, = 0,
B C {z, < 0}.

Wir kénnen annehmen, dafl auch 0A = 9A; U 0As ist mit 0A; N 0Ay = 0,
0As offen in z,, = 0, Ay C OBy, 0A; N OBy = (. Wir setzen

(Iu)(z) = — / o= Yyu(y)dy,

gn €
mit * = (T1,...,Tn_1,%pn), Te = (T1,.. ., Tp_1, T, — 22), 0 < & < £0/8,
g9 = dist(0A1,0By). Wie beim Beweis von Satz I11.1.2 zeigt man, daf

Hléu — UH(L2(A))N — 0, e—0

Sei z € A fest. Falls ¢ hinreichend klein ist, ist p(*==*) € Cg°(B). Nach
Problem III.1.1 ist

1

(D 1) = % [ =D )y, o] < m.

Fiir jedes x € A konnen wir ein und dasselbe ¢ wéhlen. Setzen wir wie
oben an

0<e < 80/8, Q) = dzst(@Al,aBl),

so erhalten wir

HDO[]!:U - Dau||(L2(A))N < HI;DQU - DaUHLQ(B))N, |Oé| < m,

also
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DI’y — D% in (L*(A))Y, e — 0.

Wir konnen also u; = Ii/lu, [ € N, setzen. ]

Hilfssatz II11.1.3: Sei Q) eine offene Punktmenge des R™. Sei Q kompakt.
Seien Uy, ..., U, offen mit

q
oc|u=U
i=1
Sei Uy offen, Q D Uy D Uy D Q —U. Dann ist
o
aQclJu.
i=0

In dieser Situation gilt: Seiu : Q — CN mefbar. Wenn u € (H™(U;NQ))Y
fiir ein m € N und fiir allei =0, ...,q, dann ist u € (H™(Q))".

Beweis: Wir wahlen eine Teilung der 1, etwa ¢, ¢1, ..., ¢4, die der Uber-
deckung Uy, Uy, . . ., U, untergeordnet ist. Sei

suppp; C Ujiy, 1 =0,1,...,q.
Da u € (H™(U; N Q)Y ist, gibt es eine Folge (u;;) mit

Ui - (Cm(Ul M Q))N N ([{m(UZ N Q))N

|[wiy — wl|muno)y — 0, [ — 00

Sei

Dann ist

q
D(up —u) = D(pi(uiy — ui)), 0 < |af <m.

Zunichst folgt ||u; —ul| 72y~ — 0, [ — oo, und dann mit Problem III.1.2,
dafl

q
= wil[ ey < e D> > IID(wir — w2y — 0, Lk — oo
=0 Jaf<
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Demnach ist u € (H™(2))". O

Problem III1.1.3: Sei Q C R" offen, sei O kompakt. Sei u € (H™(Q))N
fiir ein m € N. Wenn 02 von der Klasse C™ ist, so beweise man: Es gibt
eine Folge (u;) mit

w € (C™ ()Y,
s — ul|(gm@yy — 0, I — oo.

Anleitung: Man verwende Hilfssatz I11.1.3, sodann die Beweistechnik aus
dem Beweis des Satzes I11.1.6 unter Heranziehung des Hilfssatzes I11.1.2.

Sei Q C R" offen, sei u € (L?

loc

sagen wir, dafl u die schwache Ableitung D%u = v € (L7

loc

())N. Fiir einen Multiindex a des R"
(2))" hat, wenn

/ (u, D*p)dz = (~1)\ / (0, @)z, p € (CFQ)Y,
Q Q

ist. Man zeigt sofort: Die schwache Ableitung D%u ist eindeutig bestimmt,
wenn u die schwache Ableitung D%, D% die schwache Ableitung D’u

hat, so hat u die schwache Ableitung D’*%u = DP(D“u). D®u heifit auch
Distributionsableitung der Ordnung « von u in ).

Definition IIL.1.5: Sei j € N U {0}, Q@ c R*. (W/(Q))" ist der C-
Vektorraum aller v € (L*(Q))N mit folgender Eigenschaft: u hat eine
schwache Ableitung D*u € (L*(Q0))N fiir alle Multiindizes o des R™ mit

la| < 5. Wir setzen

(u,v)? = Z '/Q<DO‘U,DO‘U>d:E,

0<|a|<y

lullf =1 [ |D"uf’d]"?,

0< || <j

u,v € (WI(Q)N.

Es ist leicht zu sehen, dafl mit dieser Definition eines Skalarprodukts und
einer Norm der Raum (W7(Q))" zu einem Hilbertraum wird.

Problem III.1.4: Sei Q C R offen. Zeige (H7(Q))Y c (W/(Q))".
Wir werden spéter beweisen, dafl H/(R") = W/(R") und damit (H/(R"))Y =

17



(W3 (R™))Y ist. Hieraus kann man folgern: (H/(Q))Y = (W7(Q))", jeden-
falls, wenn 09 von der Klasse C7 ist und € beschrinkt ist, doch gilt die
letzte Gleichheit auch allgemein.

18



§2. Der Spur-Operator. Die Formeln von Gauf}-Green.
Sobolev-Lemma und Ehrling-Lemma

Sei Q eine offene Punktmenge des R”. Sei 0 kompakt, sei 9Q von der
Klasse C™. Jedem u € (C™(Q2))" ordnen wir seine Randwerte Tu auf 05
zu, m € NU{0}: Fiir m € N setzen wir

= 3 / D20

|al=0
Hinsichtlich der Abbildung 7 zeigen wir nun
Hilfssatz II1.2.1: Sei Q C R” offen, Q kompakt, O von der Klasse C™

fiir ein m € N. Dann gilt fiir alle u € (C™(Q))N die Abschitzung

7l -1.00 < cllully,.

Beweis: Wir gehen von der offenen Uberdeckung Uy, Uy, . . . U, von Q aus,
die wir im Beweis des Satzes I11.1.6 eingefiihrt hatten, mit einer zugehori-
gen Teilung der 1, ndmlich ¢y, 1, ..., ¢,, wie sie ebenfalls im Beweis des
Satzes eingefithrt worden war. ¥ ist der Homdomorphismus, der ebenfalls
im Beweis des Satzes I11.1.6 benutzt worden war. Statt der neuen Variablen

Yl - - - Yn—1,Yn schreiben wir y1, ..., yp—1,t. Sei y = (Y1, .., Yn—1),

u(y,t) = (¥ (y, 0)u(¥ (1))
fiir ein j, 1 < j < ¢. Dann ist u(y,t) =0, t < 0, |y|? > 1. Fiir t < 0 ist

0 ~
- - ou
U(y, 0) - U’(y7t) +/ 6_(:97 o)do
t (0}
Also ist

[tk < 2 aworaee [ ] S0k,
ly|<1 ly|<1 y\<1

/ Ay, 0)Pdy < / / iy, o)[2do + 2 / / 1% y.0) Pdody,
ly|<1 ly|<1 y|<1

wobei wir die vorletzte Ungleichung einfach beziiglich o von -1 bis 0 in-
tegriert haben. Transformationsformel und Invarianz des Oberflichenele-
ments df2, d.h. der Form df? gegen Parameterftransformationen, liefern

/ oS < el 1.
U,no0
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Summation iiber j zeigt, daf§ die Behauptung des Hilfssatzes fiir m = 1
richtig ist. Fiir m > 2 kann man analog verfahren. L]

Nun folgt

Satz II1.2.1: Sei Q C R” offen, Q kompakt, 02 von der Klasse C™ fiir ein
m € N. Sei s,,_1 die Anzahl der Multiindizes o des R" mit |a] < m—1. Sei-
en wie ublich e; = (1,0,...,0),...,e, = (0,...,0,1) die Finheitsvektoren

des R". Jedem u € (C™(Q))N wird das s,,_1-Tupel von auf O definierten
vektorwertigen Funktionen mit N Komponenten

(u]0Q, Du|dR, . .., DI Yeny|90)

zugeordnet. Die so erklirte lineare Abbildung von (C™(Q))Y in (C°(99Q))sm—1N
wird mit T bezeichnet. T geniigt der Abschdtzung

[I7ull p2aayym-rn < elltllm, u € (C™(Q)Y

mit einer von u unabhdngigen Konstante c. T hat eine Fortsetzung zu einem
ebenfalls mit T bezeichneten Operator

T € L((H™(Q)Y, (L*(89))*F)
durch Abschlieffung. Dieser Operator heifit der Spur-Operator auf (H™(Q))Y.

Beweis: Nach Problem II1.1.3 ist (C™(Q))" dicht in (H™(Q))V. O

Sei w € (H™(Q))N fiir ein m € N. Sei 8 ein Multiindex des R" mit
0 < |B] < m—1. Die 8-te Komponente ¢g im s,,_;-Tubel 7u von Funktio-
nen aus (L2(992))" bezeichnen wir als die Randwerte D%u|0€) oder einfach
DPu von DPu. Mit dieser Bezeichnungsweise gilt:

Satz I11.2.2: Es gelten die Voraussetzungen des Satzes II1.2.1. Seien u,v €
(H™(Q))N. Dann ist

/(u,Dﬁv)dﬁf; — (=) /(Dﬁu,wdx = Mps(u,v)dQ2, 1 < |5] < m.
0 0 o9

Dabes 1st

My(u,0)(€) = Y (D u(€), D u(€))
CEMEEL
i+ <111

mit stetigen Funktionen c(fgj : 00 — C wvon der folgenden Gestalt
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(&) = w(6), €€ 09,

7,0, Yo
&
ren Normalen an 02 in €. DVu, D%v sind die Randwerte von DVu, D%v wie

eben eingefiihrt.

sind Konstanten, v;(€, 1 < j < n, sind die Komponenten der dufe-

Beweis: Es reicht aus, den Fall N = 1 zu betrachten. Zur Vereinfachung
bezeichnen wir irgendeine Ableitung der Ordnung k¥ € NU{0} mit DF, falls
k = 1 ist, schreiben wir D. Seien zuniichst u,v € C™(Q). Dann haben wir
(1 <k<m):

vDFu = D(vD*'u) — Dv- D",
— D(vD* ') — D(Dv - D*"%u) + D*vD" ?u,

= DpD"'u— Dv-DF?u+ ...+ (=1)F'D" 2. Duy]
+(=1)* D" - in Q.
Anwendung des Satzes von Gaufl (Satz I11.1.5) liefert die gewiinschte For-

mel fiir Ms(u,v) im Fall u,v € (C™(Q))N. Fiir u,v € (H™(Q))" gehen wir
folgendermafien vor: Wir wéhlen zwei Folgen

(w), (v;) mit uy, v, € (C™Q)Y, 1 €N,
w — u, | — oo, in (H™(Q))",

v — v, | — o0, in (H ())

Dann haben wir

/(ul,Dﬂvﬂd:U — [ (u, D’v)dx, | — oo,
0 0

/(Dﬁu1,01>da: — /(Dﬁu,wdaj, [ — o0
0 0

Mp(ug, v)dQY — Mp(u,v)dQ, | — oo, nach Satz II1.2.1.
00 o0

Damit ist Satz I11.2.2 bewiesen. OJ

Die folgenden Aussagen sind Konsequenzen aus Satz I11.2.1:

Sei u € (H ()N, Dann ist 7u = 0. Ist u € (C™(Q))¥ N ([Zf (), so
ist 7u = 0 und Dﬁu = 0 auf 09 im klassischen Sinn (0 < |8] < m). Fir
diese beiden Aussagen mufl natiirlich {2 den Voraussetzungen des Satzes
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IT1.2.1 geniigen.

Definition II1.2.1: Sei g € R", sei S™ ! = {¢|€ € R™ |¢] = 1}. Sei
I' ¢ S"! eine Menge mit positivem Fldcheninhalt, d.h. fS?H xrd2 > 0,
set R > 0. Die Menge

Cuo(T,R) = {afz € R", =" €T, 0 < |z — x| < R},

|z — x|

heifit Kegel mit Spitze xy und Basis I'. VOn einer offenen Punktmenge €}
des R" sagt man, sie erfillt die Kegelbedingung, wenn es zu jedem xq € S

einen Kegel C,,(I'y,, R) mit Spitze xo und Basis Iy, gibt derart, dafl

Cro(T'sy, R) C £,

R unabhéngig von zy gewéhlt werden kann,

0

I';, fiir jedes zp € §2 kongruent zu einer festen Menge

I' ¢ S" 'mit positivem Flicheninhalt ist.

Ohne Beweis bemerken wir, daf8 jede offene Menge 2 C R” fiir die Q kom-
pakt ist und 0f2 von der Klasse C™ ist fiir ein m > 1, der Kegelbedingung
geniigt. Es gilt:

Satz I11.2.3 (1. Sobolev Lemma): Sei ) C R" offen. Q geniige der Ke-
gelbedingung. Zu e > 0 gebe es ein § = () derart, daff meas (Cyy(I'y,, R)—
Cp,(Ty1, R) N (Cyy (T, R)) < € wird, wenn nur |xzg — z1| < §(€) ausfallt.
Sei m > n/2 fir ein m € N. Dann ist

(H™Q))Y c (C°(Q))N mit einer stetigen Einbettung, d.h.

]| oy < cllull@may)y-
Beweis: Sei 2y € Q. Sei p € C{°(R") mit

(z) = 1, |z— x| < R/2,
L) = 0, |*— x| > R,
wobei R die positive Zahl aus der Kegelbedingung ist. Einfiihrung von

Polarkoordinaten um =z, die wir mit ¢, ¥y, ..., 9,1 bezeichnen, liefert fiir

c (C™(Q))N N (H™(Q))Y die Formel

(_1)m /R pmlamspu

/ AL 90,791,---,?9n—1)d,0:m—_1), i
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wie man durch partielle Integration leicht feststellt. Die letzte Gleichung
wird iiber I';, integriert. Dies ergibt mit meas I' = Fléacheninhalt von I' die
Beziehung

)] = — el | a0
u(zg)| = 0 x
measl’ (m — )" Jo, v, r) op™

L O ) gy
([ NG E [ P
measl’ (m — 1)1 Je, v, &) Op™ Cay(Tag )

Das letzte Integral ist endlich, weil 2m > n, also 2(m—n) > —n, ist. Damit
folgt

n(@)| < clull, = € Q.

Nun zeigt die obige Rechnung auflerdem, daf fiir x¢, z; € Q gilt

1 1 men 0" QU
u(wo)—ulr)] < 1/ P
measl’ (m — 1)! Cg (T R)—(Ciry (T ,R)NCly (T, R)) dp
am /
_/ m—n Slpmudx_{_
Coy (T R)—(Cag (T R)NC, (T ) dp
e o
+/ (P = P g ),
Cay (Tay ,R)NCy (T, R) P P
wobei p/, ¥, ...,9! _; Polarkoordinaten um z; sind. Wir koénnen anneh-

men, daf ¢, ¢’ Funktionen von p bzw. p' sind und schreiben ¢(p) = ¢(z),
O'(p") = ¢'(2'), wobei ¢ analog zu ¢ erklart ist, nur ersetzen wir |z — x|
durch |z — 41]. Fiir 0 <1 < m haben wir

l
%(x) = E D%u(z)P,(sindy,...,sind,_1,cosv,...,cost, 1),
0

al
5 12(3:) = Z D%u(z)P,(sindy, ... sind, | cosdy,..., cos?, 4),
p 0<|e| <
mit Polynomen P, in sindy,...,cosd, 1 bzw. sin?),...,cos?, ;. Dem-
nach ist
m—n am(pu m—n 8mgp/u «
Bt S = S D)

0<|al<m
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m 81 8l
-Z(pm_”— Py(sindy, ..., cost, 1)—p™" "Py(sindy, ..., cos?,

'
!
1=0 Ip

mit Polynom P,; in siny,...,cos ¥, 1 bzw. sind, ..., cos? ;. Die letzte
innere Summe wird mit A, (g, x1, ) bezeichnet. Dann folgt

_,0™on _,0Mo'n
o = P
Cay (Tay ,R)NCy (T, R) P P

<o S Aa(eo, 21, 2)Pde) ) ull,.
Cy, (T R)NCay (Tay R)

la|<m

|dx

Das erste Integral ist fiir beliebig vorgegebenes ¢ > 0 kleiner als €2, wenn
|zg — 21| < 6(¢) ausfillt. Wie vorher erhélt man

L0 ou

/ "
Cio(Tag,R)—(Ciy Ty ,R)NCy (T, R) P

IO?

|dx

< o / A )2 ],
Cirg (TagoR)—(Cary (T ,R)NCy (T )

am /
(/ | m—n Q/Omu|2d
Coy (T, R)—(Cag (T RYNCir, (T . R) dp

EO?

< of / S )2
Cr (Tay s R)—(Cary (T ,R)NC, (T R)

Die Integrale links werden ebenfalls kleiner als 2, wenn |zg — x1] < 6(¢)
ausfillt. Somit ist jedes u € (H™(Q))N, m > %, gleichméBig stetig in Q.
Also hat n eine und nur eine stetige Fortsetzung auf Q. ]

Fiir das zweite Sobolev-Lemma benotigen wir einen Hilfssatz, der auf eine
Ungleichung von Hardy und Littlewood zuriickgeht.

Hilfssatz I11.2.2: Sei 1 < g < +00. Sei A € (0,n), n € N,

1 1 A
———4+Z_1>0.
@ 9 n
Seiw € LYR™. Dann ist mit v« u(y) = [pn ly — 2| u(y)dy:

HT’iA * UHL‘H(R") S C()‘a n, q)”u‘ ‘Lq(Rn)'

Beweis: Zum Beweis mufl man von einer Ungleichung von Hardy und
Littlewood ausgehen. Diese Ungleichung besagt, daf§ fiir f € LY(R), g €
LP(R) gilt:
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T e pygtasae < o [ sy lgepan',
[ [ e

(0.9] —0

sofern g > 1, p>1,1/p+1/¢g>1, p=2-— é — % ist. Zum Beweis des
Hilfssatzes ist es offenbar hinreichend zu zeigen, dal mit ¢f = ¢1/(q1 — 1)
gilt:

(5w, 0)] < el ful o 9] gy

fir alle u,v € C§°(R"). Nach der Ungleichung von arithmetischen und
gemetrischen Mittel ist

n 1 n
H ‘xj|2/n < EZ%Q, z € R",
j=1 j=1

und weiter gilt dann

n
| < e[ lail ™", 2 #0,
j=1

o eule [ Tl —ul @l e
j=1

Wir setzen = \/n, ¢ = ¢}, % =2-2

von Hardy und Littlewood liefert

— %. Anwendung der Ungleichung

n —+00
(™ *u,0)| < C/ H|$j—yj\_k/”‘(/ w(r, xa, . )| ") 7
(Rn—l)Q J:2 —00

400
(/ [v(y1, Yo, - - - ,y%\pdyl)l/pdyg . dyydxs .. dx,

oo

< C/ | I
(Rn—2)2 i3
+0o0 400
(/ / |U(Q?1,$2,. ..,xn)|qdm1d:c2)1/q .

+00 +00
(/ / |U(y1,y2,...,yn)|pdy1dy2)1/pdy3...dyndxg...dxn.

Indem man dieses Verfahren wiederholt, erhdlt man nach insgesamt n
Schritten die Aussage des Hilfssatzes, da gerade 1/¢; = 1/q¢ + A\/n — 1
ist. [
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Satz 1I.2.4. (2. Sobolev-Lemma): Sei Q@ C R" offen. Q geniige der
Kegelbedingung. Dann ist (H™(Q))Y C (LP(Q))Y, falls m € N, 3 >
p > 2 und

1V

DO |
S |3

D=

1st. Es qilt dann
lullzoyp < ellullm, we (H™(Q))".

Ist dariiber hinaus u E[SI (Q), so haben wir die schirfere Abschitzung

HUH(LP*(Q))N <c Z ‘|Dau|‘(L2(Q))N = |[ul|5,

|a|=m

Beweis: Der Beweis geht aus von der Formel

(_1)m /R _lamgpn
= ~ 7 m dp, al
u(z) (m—1)!J, P dpm pr A0
(_1)m / — 2m§0u /
— m—n d
w() measl" - (m —1)! Jo 0, R p op™m v

mit p = |z — 2/, n € (C™(Q)N N (H™(Q))", die im Beweis des Satzes
I11.2.3 verwendet wurde. Wegen

Omou, e
| 9 (x)|§C'Z\D u(z’)]
|ae|=0

Also ist, wenn H*(z) die Fortsetzung von | D*n(z)| auf R™ durch Nullsetzen
bedeutet, 0 < |a| < m,

[n(@)] < (e(m,Q) [ e—a' 707y Hy(a)da',

R 0<]a|<m

Hy(z) = [Ho(z)| < c(m,Q) [ |z =27 >~ Hy(a')da'
R™ 0<]a|<m

Hilfssatz I11.2.2 liefert mit ¢; = p* = 2n/(n — 2m), ¢ = 2, A = n — m die
Ungleichung

(H1.2.1) [lullz @ < eflullm
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und insbesondere u € LP (£2). Da (C™(Q))¥N(H™(Q))Y dicht in (H™(Q))N
liegt, folgt die erste Behauptung des Satzes fiir p = p*. Ist 2 < p < p*, so
verfihrt man wie folgt: Sei ¢ = 2(p* — p)/(p* — 2). Anwendung der Holder-
schen Ungleichung mit ¢; = 2/(2 — q), g2 = 2/q liefert mit

([ o

([ ap gz
Q

)1/p-(1—q/2)(/ |u|2da) /P2
Q

) o1

IA

<

Nun ist p*/p- (1 —q/2) +q/p = p*/p(1 — (p* —p)/(p* —2)) +2/p- (p" —
p)/(p*=2)=p"/p-(p—2)/(p"—2)+ (2/p)- (0" —p)/(p* —2) = 1, so da8
sich schliefllich ergibt:

|[u|| o) < ||ul]sm, insbesondere
e (L))"

Zum Beweis der letzten Aussage des Satzes gehen wir von u € (CF(Q))Y
aus. v wird druch Nullsetzen auf ganz R" fortgesetzt. Dann ist die Fort-
setzung, die auch mit u bezeichnet wird, aus (CJ*(R"))Y. Wir haben dann
die Formel

—-1)" 0",
u(zr) = (=1) _1)!/Rnpm —dx’,

meas S (m op™

p = |z — &'|. Weil die Polarkoordinaten um x linear von p abhéngen, ist

(a)] < e > [Du(a))], 2’ € R".
jal=m

Anwendung des Hilfssatzes I11.2.2 liefert die Abschétzung

lull @) S ¢ Y 11D%ullr20) = cllull},-

|al=m

L]

Der Beweis des Satzes 111.2.4 zeigt, dafl die letzte Aussage fiir beliebige
offene Mengen (2 gilt. Wir kommen nun zu den Ehrlingschen Lemmata.

Satz II1.2.5 (1. Ehrlingsches Lemmata): Sez Q C R" offen. Seien
0<l<m, l,meN. Dann gilt fir alle u € (H ()N die Ungleichung
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1-1
Nl ;< el Jul (51 u) 5™

Insbesondere ist fiir jedes € > 0

lulli < ellully, + D) fullo.
Wir erinnern daran, daf

lullf = > 11D%ully

Jal=t

gesetzt war.

Beweis des Satzes I11.2.5: Sei Du die Matrix ((% )i<i<n,, D*u die Matrix

k7 1<k<n
( af:,j 5-) 1<ien . Durch partielle Integration erhilt man im Fall [ = 1,m = 2
37 1<k, j<n

HD%mg:\/lcmmJWu>mg
Q

— \/<D26’“u,ﬂ>da:|
Q
< |ID**ullollullo, 1 <k <mn,

also

*x1/2 1/2
(I111.2.2) a3 < ellul3") ully

Im Fall [ = 1, m = 3 schliefit man folgt: Aus (II1.2.2) folgt

1/2 1/2
al5 < el jul [52 Jul [},

also nach (II1.2.2)

4 1/4 2
S H H*/ ullg/%,

[lully < ellull;

<
lulli <

cllull3
Fortfithrung dieser Methode liefert das gewiinschte Ergebnis. Die zweite
Ungleichung des Satzes ist eine Konsequenz der ersten und der Holderschen
Ungleichung a'/?bY/? < ea 4+e79Pb, ¢ > 0, a,b> 0, p,g>1,1/p+1/q = 1,
fiir reelle Zahlen, die wir mit a = ||ul|},, b = ||ullo, 1/p = 1/m, 1/q = 1—-1/m
anwenden. ]

Zum Beweis des zweiten Ehrlingschen Lemmas ist es zweckméafig, den Fort-
setzungsoperator einzufiihren.
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Satz II1.2.6: Seir 2 C R", 002 kompakt. Set m € N, sei 0f2 von der
Klasse C™, sei 02 # 0. Dann gibt es eine offene Menge Q' mit

Q>0
und einen linearen Operator Ty, : (H™(Q))Y — ([ZI (NN mit folgender
FEigenschaft:

Tou(z) =u(x), z € Q, ue (H™(Q)Y

1
mHTmUH(Hm(Q/))N <l grm@yy < elm, Q|| Tl gm@).

Falls 0 < k < m, k € NU{0} ist, so hat Ty, eine Fortsetzung auf (H*(Q))Y
mit folgenden Eigenschaften:

T, (HEQ)Y = (7 (@)

1
c(k,m, Q)

T,, heifst C™- Fortsetzungsoperator.

HTmUH(Hk(Q/))N S HUH(Hm(Q))N S C(/{?,m,Q)HTmuH(Hk(Q))N.

Beweis: Sei

_q
ocaclu
j=1
wobei () eine beschrinkte offene Menge ist, die U; offene Umgebungen von

Punkten a; € 0f) sind und wir die U; so wie im Beweis von Satz I11.1.6
gewihlt haben. Sei u € (C™(Q))Y N (H™(Q))Y Sei j fest,

u(y) = u(¥(y), y € ¥(U; N Q) = K7 (0)

(Vgl. Beweis von Satz I11.1.6) Dann ist u € C™ (K (0)). Wir setzen nun @
durch Reflektion an y,, = 0 auf K; (0) fort. Sei

m+1
- ~ Y
u(y17 <oy YUn—1, yn) - Z Cju(yla -y YUn—1, _771)7 Un > 07
j=1
wobei die ¢; die folgenden Gleichungen erfiillen:

m+1 1 -~ _
d (—)ej=1,0<k<m,
[



Da die Vandermondesche Determinante det((—%)g) o<i<m, Nicht verschwin-

1<j<m+1
det, sind ¢y, ..., ¢y eindeutig bestimmt. Es ist leicht zu sehen, dafl uw €
(C™(K1(0))™
1

c@n,Q)”ﬂ”“ﬁ%Kmm»N < Mall g i oy < elms Q[al] g e, o))

und

—1 a1 ~ ~
c(k,m Q)HuH(Hk(Kl(O)))N < all ey oy < ek m, QO[all e, o))~

ist. Wir wéhlen eine Teilung der 1, d.h. Funktionen ¢y,...,¢p, mit 0 <
0i <1, ¢, € CP(U;), 1 <i<gq, und

q

> le) = 1in
i=1
und setzen

Tu(w) = 3 u(¥i(@))pi(z), = € [ JUin e,

i=1
Tou(z) = u(x), v € Q.
Sei € fiir einen Augenblick beschréankt. Dann ist

Tu : (C™(Q)Y — (Cr( )Y

mit
q
Q:QuUm
=1

ein linearer Operator mit

1
c(m, Q) HTmUH(Hm(Q/))N < ||UH(Hm(Q))N < C(m, Q)HTmuH(Hm(Q’))N,
1
C(k,mﬂ)HTm“H(H’C(Q))N < |ullmr @y < clk, m, Q)| Tul| gy~

0<k<m, ke NU({0}.

Da (C™(Q))" dicht in (H™(Q))Y ist gestattet T}, eine auch mit T}, be-
zeichnete Fortsetzung auf (H™(Q))" mit den gewiinschten Eigenschaften.
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Nun ist, wie man sich leicht entsprechend zum Beweis von Hilfssatz I11.1.2
iiberlegt, auch (C™(Q))Y dicht in (H*(Q)Y, 0 < k < m, k € NU {0}.
Daher hat T,, auch eine, ebenfalls mit 7,, bezeichnete, Fortsetzung auf
(H*(2))" mit den gewiinschten Eigenschaften. Falls 2 unbeschrinkt ist,
kéonnen wir grundsétzlich ebenso verfahren, wir haben nur zu zeigen, daf

jedes Element u € (H™(Q))Y mit u(z) = 0, 2 €Q, auf einer offenen Menge
Q mit

o0 CcQCl
gilt: u € ( H (2))V. Dazu withlen wir eine Folge (¢,) mit folgenden Ei-
genschaften:

¢, € C°(R™)
0<¢ <1,
¢, — 1 fast iiberall in R", v — oo,

D%, — 0in L=(R"), v — o0, 1 < |a| < m.

Dann ist (,u € ([f[ (Y)Y, v € N, wie man durch Bildung von J.(,u
leicht erkennt. AuBerdem gilt (,u — u in (H™(V))Y, v — oo, also u €

()Y,

Nach dieser Vorbereitung kénnen wir das zweite Ehrlingsche Lemma be-
weisen, namlich

Satz II1.2.7 (2. Ehrlingsches Lemma): Sei Q C R" offen, sei 0
von der Klasse C™ fiir ein m € N. Sei 0 <1 <m, | € NU{0}. Dann gilt

m l/m m
ull; < ellull4™lully™"™, we (H™(Q)N.

Insbesondere ist fiir jedes € > 0

[[ulli < ellullm + e ullo

Beweis: Anwendung von Satz 111.2.5 auf T,,,u zeigt

ally = lalliayy < Tl
l l
< el Tullpmgn, NHTm ety
1-1
< el ul i

9

womit die erste Ungleichung des Satzes bewiesen ist. Die zweite folgt wie
im Beweis des Satzes I11.2.5. O
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§3. Elliptische Systeme. Innere Regularitiat. Elliptische
Systeme im R"

Sei  eine offene Menge des R". Sei m € NU{0}. Mit (H]".(2))" bezeichnen

wir den C-Vektorraum aller fast iiberall erklérten mefibaren Abbildungen
u:Q — CN mit u e (H™())N fiir jede offene Menge ', Q' ¢ Y Cc Q, ¥
kompakt.

Definition II1.3.1: Zu jedem Multiinder o mit 0 < |a] < M, M eine
fest vorgegebene Zahl aus N, sei eine N x N-Matriz a,(x) gegeben, die von
x € Q) abhingt, ) eine offene Menge des R". Die Koeffizientenfunktionen
der Matrizen a(.) seien stetige komplezwertige FUnktionen. Es gelte

det Y an(2)E* #£0, 2 €Q, £ €R" — {0}

|a|=M
wobei fir o= (ay,...,an), &= (&, ..., &)

e =114
=1

()" — (L;

loc

gesetzt ist. Die Abbildung L : (HY ()Y, die gegeben ist
durch
Lu = Z ao(.) D%
la]<M
heifst elliptischer Operator der Ordnung M (iber C)). Seien die Koeffizien-
ten Funktionen der a,(.) von der Klasse C1*I(Q). Dann heifit die durch

Lu= Y (=1D*al()u)

lal<M

gegebene Abbildung von (HM(Q)N in (L2 ()N die formale Adjungierte
zu L. ai(.) ist hierbei die zu ao(.) adjungierte Matriz (beziiglich des C™ -

Skalarprodukts < .,.>).

Zunéchst folgt fiir einen elliptischen Operator der Ordnung M (iiber §2)
die Ungleichung

1

MN / n
— , v e £eR",

(IIL3.1)ep (MY > [det( Y an(x)E)] >

lal=M
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(Y wie vor Definition II1.3.1, cg(€?') eine positive Konstante. Die Defini-
tion von L£* ist die iibliche, denn man erhélt sofort (Lp, 1) = (¢, L),
0, € c(C(Q))N, vg. hierzu Kapitel I, §1.

Wir bringen einige Beispiele: Sei M =1, N = 1. Dann ist

0 0
Lu(x) = al(x)a—xlu(az) + ...+ ay(2) axnu(:c) + ag(x), x € Q,
mit stetigen Funktionen aq, ..., a,. Falls n = 3 ist, 148t sich stets ein Tripel

(£1,&9,&3) € R3 — {0} finden derart, daB fiir irgendein vorgegebenes z €
gilt:

ai(x)é1 + az(x)és + az(x)é3 =0

ist, da drei oder mehr komplexe Zahlen, als Elemente des R? aufgefafit,
linear abhéngig sind. £ kann also nicht elliptisch sein. Entsprechendes gilt
natiirlich, wenn n > 3 ist. £ kann also nur dann elliptisch sein, wenn n < 2
ist. Im Fall n = 1 erhélt man einfach die Bedingung a;(z) # 0, € 2. Im
Fall n = 2 ergibt sich mit a;(z) = a11(x) +iag (), az(x) = ar2(x) +ian(z),
r €, ap(zr) €R, 1 <i k<2 die Bedingung

ayi () ara(w)
det = a11(7)agn(x) — an(r)as (x),
as1 () ago () -
= Imay(z)az(x),
# 0, z € Q.

Zum Beispiel sind der Cauchy-Riemann- (oder Wirtinger-)Operator Lu =
ax u + Z%u( a%lu — i%u) elliptisch. Im Fall M =2, N =1 haben wir

Lu(x) = Z a;j(x) 8m (‘33:] Zb

1<i,5<n

+c(z)u(z),

Sind die a;; reellwertige Funktion, so ist E elliptisch dann und nur dann,
wenn

+ Z aij(2)6& > c()|E]7, € € R, x € Q) wie in Definition I11.3.1,

1<4,5<n

ist. Ein weiteres, fiir die Anwendungen wichtiges Beispiel, besteht in den
stark elliptischen Operatoren: Es wird vorausgesetzt, daf3

Re<2aa £n, n ># 0ist, € € R" — {0}, n € CY — {0}, z € Q.
lal=M
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Dann ist L elliptisch. Ware namlich

det( Z ao(2)€") = 0 fiir ein z € Q und ein £ € R" — {0},
la|=M

so gibt es ein n € CY — {0} derart, daf

Z aoz(x)gan =0,

lal=M

ist, im Widerspruch zu unserer Annahme.

Wir beweisen nun unseren ersten Regularitdtssatz fiir Losungen ellipti-
scher Gleichungen Lu = f.

Satz II1.3.1: Sei Q eine offene Punktmenge des R". Sei | € N U {0}.
Sei L elliptischer Operator iiber Q@ der Ordnung M. Seien a, € C'*(Q),

fe (Li ()Y, falls I <M —1

loc

fe @ @)Y, falls 1 > M

loc

Sei xg € Q, seien Ks(xg) C Kos(xg) C Kos(xg C Q, § eine positive Zahl.
Sei u schwache Lésung von Lu = f, d.h. u € (L3 ()Y,

/<u,£*<,0>d:z::/<f,gp>da:, w0 € (Cge())N.
0 0

Dann ist u € (HY(Ks(x0)))N, und es gilt die Abschitzung

ull e my @y <l Il e (s @oy)™ + C2llul| et (s @) I = M,
<

HUH(HHl(K(;(:L‘O)))N CleH(LQ(K25(q;O)))N + CQ|‘UH(HZ(K26(330)))N, [ S M — 1.

Dabei ist ¢; = ci(n, M, 1, N, 5, cp(Kas(20)), ||@all1oo(Kas(a))> W25)

Cy = CQ(TL, M, l, N, 5, diSt(K%(ﬂ?o), 89), ||aa| ‘Clﬂa‘(m) mat

Was(T) = SUP wyeksszg). |aa(T) — an(y)|, 7 > 0. cp(Kas(x)) ist die Konstante
lz—y|<r,
|a|=M.

aus (111.3.1).

Beweis: Wir nehmen ohne Einschrankung an, dafl Kos(xg) C Q = {z|z €
R™, |xg| C m, k=1,...,n}. Wir fiihren einige Hilfsoperatoren ein. Sei

Lou(zx) = Z ao () D% (),

lal=M
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Loulz) = Y ag(2)(~1)" D),

|a|=M

und entsprechend

Lo(xo)u(x) | ao (o) Du(x),
} p> [a*(fco)(—l)MDo‘u(fc),

jal=M = ¢

u € (HMY(Q)N. Sei ¢ € C5°(Kas(zp)) reell, p(x) = 1, x € Kg(xg). Sei
v e CY, ke Z"—{0}. Sei

Dann ist

Loo() = p@ L)@+ S e by (a)y,
0<]a|<M—1

mit gewissen N x N-Matrizen ®,(x), deren Trager in Kys(xg) liegen. Da
v € C¥ beliebig war, folgt aus

/Q<u,£*v>ds = /Q<f, v)dz, d.h.

[ gitanords = [ (oo + [ (i) = £)0).da,

0
die Beziehung

(I11.3.2) Eo(xo,m)/goue_m'xdx:/e_m'xgofdx—i—/([,o(xo,m)
Q 0 0
—Lo(z,ik))pue " *dr + R(k)

mit einem Restterm R(k), der gleich berechnet wird. Hierzu einige Erléute-
rungen: Es ist

Lo(z,ik) = Z ao ()K", € Q,
|a|=M

insbesondere

Li(x,ir) = Y ap(z)(—i)s", 2 €Q,

lal=M

so daf3

Lole) = (@)L iR+ Y R, @)y,
0<]a|<M -1
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(u(), L (o)v(z)) = (Lo(zo, ir)p(x)ulz), v)e ™+
HOOY KT o (x)ul@), )

0<|a|<M -1

mit gewissen N x N- Matrizen @, ((r), deren Triger in Kas(wo) liegen,

(f,v) = (pfiv)e ™,

(u, (Lh(z0) — L)) = ((Lo(z0,ik) — Lo(z,ikK))0(x)u(z), v)e "
DD KT (@ — B (@)u(), ).

0<|al<M—1
so daf3

R(k)=— > / e (x)u(z)de

0<]|a|<M -1

wird. Das lineare Gleichungssystem (I11.3.2) 148t sich nach dem Vektor
fQ pue " *dy auflsen, da wegen der Elliptizitit von £ jedenfalls det Lo(x, ir) #
0 ist. Dies liefert

/Qgpuemxdx = (Eo(aco,z'/f))l[/Q e Ty fdr + /Q(E()(l’(),i/{)
—Lo(,ir))pue” " *dx + R(k)).

Wir setzen

Lo(xo,ik) — Lo(z,iK) Z A KkY

|o|=M
U = pu.
Sei h € R" — {0}. Dann ist
ei/{h 1 i . . em-h -1 .
(II1.3.3) U(z)e " dx = (Lo(zo,ik)) | - | e o fdr+
h|  Ja | 7] 0
etk h -1 em-h -1 N i
+ -R(k) + kY| An(z)U(x)e " dx].
0 2T

Sei |h| < min{dist(Kys(xg), 0Q), dist(Kas(xg),0),d}. Dann ist

el _ q ik B Aa(l‘ + h)U(l' + h) - Aa(.’L')U(I') eI o
0 LAa(x)U(x)e dr = /Q ) dz,
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B . U(x+h)— U(x)e—m-x . Ay(x 4+ h) — Au(z) g
_/QACx = d+/@ o U(w)e ™ da.

Sei ¢, der k-te Fourierkoeffizient von U und sei u € H'(Ky5(zp)). Dann
folgt aus (I11.3.3)

> \HIQZ\ $Plel? < D KPE(Lo(wo,in))

REZL" keZ"—{0}

-</Q ol PR S L 12 / (D)

keZ"—{0}, |a|=M

U@+ h) —Uz) oind g |2+‘/ (x)U(SU)ei”'xdx\Q)],

7] \hl

co = co(n, M, 1, N) (vgl. auch weiter unten),

Nun miissen die einzelnen Summanden ausgewertet werden. Zunéchst ist
[(Lo(o,ir)) "' < cols| Y, co = co(n, M1, N, ep(Kas(20)), aal|zoe(kos(a0)))

‘R(KJ)P S co 20[‘/@* —imxdaj‘Q,
0<|a\<M 1

also

Z |/<:\2l+2|(£0(x0,m))_1|2/ngofe_i“'xdx\Z

reZr—{0}

SC() Z |l{|2(l+1—M)|/gpfe—m-xd:c'Q’
Q

keZ™—{0}

Co = C()(TL, Ma l7 N7 CE(K25(xO))7 ||a’OéHL°°(K26(«TO)))7

Y IKPE(Lo(wo. i) PR (K)

keZ"—{0}
< ¢ Z ‘H|2(l+1—M)+2a‘/(I)Z(l,)u(x)e—m-xdxF
KEZ™—{0},0< || <M —1 Q
< ¢ |/~€’2l|/q)* —m-xdx’2
KEZ™—{0},
0<|al<M -1
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< eollull (s (a0

da die ®,(z) die Gestalt caDﬁag,D’Vgp(x) haben mit 5 < &, |G|+ |v] < M,
¢, eine komplexe Konstante. Weiter ist

—A .
SO IR (Lol i) / o) 1 () daf? <

KEZ™—{0},|a|=M |h|

< C2H“qul(K25(xo):

Z |/€|2l+2a’(£0(3§0,i/-i))_1|2‘ Aa(erh)U(x + h) - U(aj)e—in-mdw|2
Q

KReZ"—{0}, |a|=M

U(.+h)—U(.
(I11.3.4) g(;g)'glaxHA(Jrh) ( Vz\ ()Hip(ﬂ).
Nun ist
U(.+h)—U()
a4 TEN =T o
Id
<oy [ JAuz + pypr et % U() 24,
l=1"
+ Y /\D%A x+h)D72U(I+T})L|_ Ut) 2 g,
0< |y <1
0< |y |<I—1
(II13.5) < c-wy (20 + h)|| Lt BU 2y (V) E 002 -

In (IT1.3.4), (I11.3.5) ist ") = ¢1(n, M, 1, N, cu(Kas (o + 1)), [|aal | (o @om));

h h
& = (1 Mol N, ]l gtay ) i wg) = sup - ag(2)—aa(y)],
w,yelea‘(zoM):
z—y|<r,
|la|=M

r > 0; weiter bezieht sich in (II1.3.5) ||.||; auf die Grundmenge (). Aus
(II1.3.5) folgt

U(L+h)=U(),

h
|Aa(. + R) 7 2y < cwss (26 + h)-
x_i_h ( ) —m-x
DIEYE da+
KEL™
2(1-1) (x+h)—U(x) PR ] |2
dz|.
el S [ S o
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U h)—U " 1 . ,

Nun ist / (z+1h) (z) e "dy = — (" — 1)/ e ""*U(x)dx, so
Q Id Id Q

daf3

U(.+h)—U() ) girh 1
HAOK(—‘f_h) ’h‘ H%{l(Q) < Cwé(S)(Qé—'_h) Z |’{’2l| ‘hl ‘2|C/€|2+

KEZL™

h
+eS U1

Insgesamt ergibt sich jetzt

Z ‘/i|21‘ ‘ ‘@;‘2 < ¢ Z |H‘2(l+1M)‘/Q(Pf€m.xdx|2+

REZL™ keZr—{0}

Z'lih
h h
+cMwl (26 + n) S Ir[2<

h
7 el + (02 + 11U g
KEL™

Fiir 6 wahlen wir nun eine positive, hinreichend kleine Zahl ¢y, ndmlich
eine solche, daf c§h>w§§3(250 + h) < % ausfillt. Dann folgt mit A\({, M) =
max{0,l +1— M}:

Keh
1€ h
S P LRl < aollo B e (o) T (€2 F ENUl B )
KEL™
Fiir h wéahlen wir nacheinander die Vektoren ¢ -eq,...,t-e,, t # 0, und

lassen t gegen Null streben. Dies liefert
(11136) ZneZn |/‘€‘2(l+1)‘0n|2 < CO‘|(’0f”12q’\(l*M)(K250(x0)) + C2Hu‘|%{l(K25o(xo))’

also mit Hilfssatz I11.1.1

HUH%M(K‘;O(%)) < CO"@f”%{A(LM)(K%O(IO)) + C2||UH%N(K250(950))-

Beginnend mit | = 0 erhiilt man v € (H'(Kj,(70)))Y. Da xq €  beliebig
war, folgt mit Hilfssatz [11.1.3: v € H} ()", hieraus mit (I11.3.6): u €

loc
(HZ%C(Q))N usw. bis v € (HT1(Q))V. Betrachten wir nun den Fall einer

loc
beliebigen Kugel Ks(z() wie im Satz beschrieben. Im Fall § < § ist nichts
mehr zu zeigen. Im Fall § > §, verfahren wir folgendermaflen: Wir wéahlen

eine Uberdeckung Ks, (z,), v =1,..., N, von Ks(xq) mit

Ky(wo) C | K, () C Kas(ao), 21, an € Ky()
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Kg(;o(l’y) C KQ(;(ZL‘()), v=1,...,N.

Die Zahl § ist dabei fiir ,jede Kugel K, (z,) dieselbe®, d.h. sie wird so
bestimmt, dafl mit

cgh) = ci1(n, M, [, N, cp(Kas(zo + h)), ||aaHL°"(K25($0+h)))

die Grofle

DO | —

h
AV sup lag(w) - aa(y)] <
€K g5(zg+h),
yEKys(zpt+h),
|z—y|<d0,
|a|=M

austillt, sofern |h| < 3 min{dist(Kas(z0), 0Q), dist(Kas(xo),0S2),d} ist. Nun
gilt fiir alle f € L2(Ky5(z0)) jedenfalls

N
122y ) < Z HfH%z(Kgo(.ry))’
v=1

N
D e gy () S €8 SO sy

v=1

< (8, ws) || f 1172 (ks o))
Anwendung von I11.3.6) K, (z,) liefert die Behauptung des Satzes. O

Wir stellen noch einmal die von uns verwendeten Konstanten zusammen

und erweitern geringfiigig die Zahl der Félle, in denen im folgenden diese
Konstanten Anwendung finden sollen:

40



(1/cg(®)= Elliptizitdtskonstante, bezogen auf einen elliptischen Operator
L. Q' darf auch unbeschrinkt sein, wir verlangen weiterhin nur
noch ' C , sofern nichts anderes vorausgesetzt ist. Im Fall
QY = Q, miissen die a, mindestens aus C°(Q) N L>(£2) sein.
cp(QY) ist stets aus (0, +00). Es sei darauf hingewiesen, daf
sich die obere Schranke in (II1.3.1) links in der Form
ce(||aal|z (o) ausdriicken 1aft.

1 — Abschiitzungskonstante vor (H*M)(Kys(xg) bzw. Q))V-Norm
von f in Abschédtzungen der Losung von Lu = f. Es ist
c1 = ci1(n, M,l, N, 6 bzw. entfallend,

CE(KQ(;(xQ)) bzw. ||ao¢HL°°(K25(:c0)) bZW., Was bzw. )

A >0
cp(82) llaallz=() w
mit w(r) = sup |aq(z) — aa(y)l,
z,yeﬁ,
L
Ca = Abschitzungskonstanten vor (H'(Kas(zy) bzw. Q ))Y-Norm

von u, [ von niedrigerer Ordnung als die entsprechende Norm auf
der linken Seite, in Abschétzungen der Losung von Lu = f.

Es ist co = ¢o(n, M, 1, N, bzw. entfallend, dist(Ks5(x), <)
bzw. entfallend, HachlHa‘m bzw. ||aal| i1 m)) > 0, und

Co = co(n, M,1, N, cp(Kas(z0)) bzw. cg(Q), [|aal|(z (o)) bzw.
||aal|ze(0)) >0

A, M) =max{0,l+1— M}.

Mit diesen Notationen zeigen wir
Satz II1.3.2: Sei L elliptischer Operator tiber €2 = R"™ der Ordnung M.
Seil € NN {0}. Seien a, € ClH (R, f e HMNEM(R?), Sei

— 1
ce®NEMN > [det Y an(@)€"] > —= ¢/, z € R", £ €R”,
la|=M CE(R )

sup Y [aa (@) — aa(y)| < w(r)
YR |x—y|<r la|=M

mit einer Funktion w : [0,+00 — [0,400), fir die gilt: w(r) — 0 fir
r — 0. Sei u schwache Lésung von Lu = f, d.h. u € (L*(R"))Y,

/<u,£*<p>dx:/ < f,o>dx, o€ (CFRM)N,

41



Dann ist u € (HFYR")N, und es gilt die Abschitzung

HUHHHI(Rn) < CleHHMW)(Rn) + CQHUHHZ(Rn)-

c1, ¢ sind die eben beschriebenen Konstanten (die Abhdngigkeit von 0 entfdllt,
Ks(xg) sind durch Q = R" ersetzt usw.)

Beweis: Zu jedem x € R" koénnen wir eine Kugel von ein und demsel-
ben Radius oy wahlen derart, daf3

HUH%FH(K(;O(xO)) < CO|‘SofH?{A(LM)(K%O(xO)) + C2HU|@1!(K25O(;CO))

gilt. Hierbei ist ca = c2(n, M, 1, N, do, ||aq||ct+iai(rn). 0 Wird in Abhéngigkeit
von w bestimmt. Siehe hierzu Beweis des Satzes III.3.1. Wir wéhlen eine
Uberdeckung von R" durch Kugeln K, (x1), Ks,(22), ... mit

11172y < Z ’|fH%2(K50(x,,)),
v=1

S Z Hf”%2(K250($y))’
v=1

< () |If 1172, f € L*(RY).
Hieraus folgt die Behauptung des Satzes. Man beachte, dafl bei unseren

Voraussetzungen man auch dy als durch a%laa, e %aa bestimmt betrach-
ten kann, so dafl im Satz die Abhéngigkeit von ¢, von dy fortfallen kann. []

Der vorhergehende Satz 1483t sich in der folgenden Weise verbessern: Die
Uberdeckung des R"™ durch Kugeln K, (z,), v € N, 148t sich so einrichten,
daf

D ANz, ) < Iy £ € (LPRM)Y
v=1

ist mit einer von ¢y unabhéngigen Konstante c. Dies liefert sofort den
Satz I11.3.3: Sei L ein elliptischer Operator der Ordnung M 1tiber {2 = R".
Es seien die Voraussetzungen des Satzes I11.3.2 erfiillt, insbesondere sei

aq € C1l(R)

fiir ein 1 € N. Sei u € (L*R")N schwache Lisung von Lu = f, f €
(HANM(R NN Dann ist u € (HHHR™)N und es gilt die Abschitzung

ullirr < coc(w, ML, M))|| flIaaan) + callulli,
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mit einer von w, A\(I, M)) abhingigen Konstante c(w, A\(l,m)), fir die wir
im Fall \(I, M) = 0 die Zahl 1 einsetzen konnen. Also ist

ullier < coclw, M, M))|| fl|agan + c2||ullo-

Beweis: Die erste Ungleichung ist klar, die zweite folgt aus Satz II1.2.5,
Problem II1.3.2. L]

Eine weitere Verbesserung hinsichtlich der Regularitdtsanforderungen an
die Koeffizientenmatrizen a, erhélt man aus

Satz I11.3.4: Sei M € N, N € N. Zu jedem x € R" und jedem Multiindex
a des R" seien N x N-Matrizen a, gegeben mit folgenden Figenschaften:
Die Abbildungen

a, : R — CV ’
sind stetig und beschrankt, fir |a| = M gleichmafig stetig. Es sei
oI > et 3 aa()e] > ]
M (R")
mit einer positiven Konstante c(R") (Elliptizititskonstante). Sei

Lu = Z ao() D, u € D(L) = (HM (R™))Y.

lal<M

Dann ist L abgeschlossener Operator in (L*(R™))N. Es gilt die Abschitzung

lwllar < collfllo + callul|l, wobei f = Lu gesetzt ist.
Beweis: Sei € > 0 © E CSO(R”) gp > 0 Jon p(z)dz = 1.
ol (2) = Jeaa(z) = & Jan p(F)aa(y)dy = fRn y)ae(r—ey)dy, x € R"

Dann ist
(N C*®Y
keNU{0}

|l (@)] < Jlaa]|p=@n),

a5 (z) — all/9 ()] < sup laa(y) — aa(y)] < w(lz —2']),
<o
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ol v < loalligny - 3 DUl
VYISl e

Wir setzen nacheinander 1/e = v =1,2,.... Sei
L' = Z a”) () D%, u € D(L).
lal<M

Da die af(l) fiir v — oo gleichméfig in R” gegen a, konvergieren, wie wir
gleich zeigen werden, ist jedenfalls

— 2
2e(R)EMN 2 [det Yy al(@)€"] = ——=|¢M N, v = wy
=t c(R™)
|al
Nun ist mit [ = M — 1, Satz 111.3.3

f=>Lu=LY+ Lu— LY,

1f1o + [1£u — LPullo > [1£%ul]o > eo[ullar — ¢ [ullo

Wir fixieren vy > vy derart, daB || Lu— L¥u|ly < Leo||ul|ar ist. Dann folgt

1710 = %MWM—%!WM

bzw. cgyl) bedeuten hierbei, daf in ¢; der Ausdruck [|aq||crriel ey durch

&
Haay HolHaI(Rn) bzw. Haal HClHaI(Rn) d.h. Haa |- L+lal(R7)> Ha&”l)HCM,HM(@),

ersetzt wird. Wegen ||a HCM 1ol (®) < c(y) - iw 1+|a‘|\ Aol Lo (mn),

S

S
/N
8
N—

|
Q/.\
Q <
—~
8
—
IA

/n sup laa(y") — aa(y")| - (y)dy,

y y”GRn
1 1
ly’ UH\<\§—7HU\

g(/fm———mmww@,

< U———IwPWD
yEsuppp

sehen wir, dafl 11 von w abhéngt und dafl in der Tat die agf) gleichméfig

in R" gegen a, konvergieren. cg“) kénnen wir somit durch céyl) ersetzen.

Damit ist der Satz bewiesen. ]

Beziiglich der hoheren Regularitdt von Losungen von Lu = f auf dem
R"™ gilt der folgende Satz:
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Satz I11.3.5: Seien die Voraussetzungen von Satz I11.5.4 erfillt. Zusdtzlich
sei fiir ein | € N

a, € C'(R").
Seiu € HY(R"), sei f € H(R"), Lu = f. Dann ist u € HM(R") und es
qilt die Abschdtzung

|[ul|ars1 < col | f]]i + el |ullo

mat Co = 02(n7M7l7N7 CE(R_n)7 HCLCYHC“(W))'

Beweis: Unter der Annahme u € HM*(R") beweisen wir zunichst die
im Satz behauptete Abschitzung. Wegen der Sétze I11.2.7, I11.3.4 ist es
hinreichend, die Abschétzung in der Form

1D ul[ar < coll flli + callullo

fiir irgendeinen Multiindex v des R™ mit |y| = [ zu zeigen. Aus Lu = f
folgt mit Problem III.1.2 die Beziehung

LDy =D"f+R,

R=- ) (DVay)(.)D""u.
0<y<y
Anwendung des Satzes II1.3.4 liefert die gewiinschte Abschitzung. Wir
approximieren nun u durch Jy,u. Sei F,, = LJ;,,u. Die eben bewiesene
Abschétzung liefert im Fall [ =1

[Tl arer < col [FV |1+ cal| 1o,
denn J;,u € HMT(R™). Zunichst ist ndmlich

Jiu € () CHRY).
k=1
Fiir einen Multiindex 7 # 0 des R” ist sodann

D) <0 (D7)t

Hieraus folgt wie im Beweis von Satz 111.1.2, da8 D7.J;,u € L*(R"). Nun
gilt fiir F,, die folgende Formel
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LTy jyu() el /V ao () — aa(y)) D uly)dy+
| <M
1/Z%/n L) au(y) D uly)dy,

: 1/u aa(r) — aa(y)) D u(y)dy + Ji 0 f(2),
| <M

O 1 9, r—y
zﬁfMW@:uwwE:vﬂ( T 0u(@) = aufw)

ox
la|<M H

Doutg)dy+ [ oSG D ) + Fygfe)

Wegen a, € CH(R") ist |aq(2) — an(y)| < co|lr —y|, z,y € R™ Daraus folgt

Iyl

\%fmwmu:@ > i

(/v =
lz—y|

0
D* d D%u(y)|d —
iy + | oD ] + g @)
Wie im Beweis von Satz II1.1.2 folgt

Oz,

H‘C'Jl/l/qu < Hle +CQH'U,||M, also
V[l < [1f[l + eollullar, also

|1l [arsr < col[f]Tx + colullar-

Da HM*1(R") ein Hilbertraum ist, konvergiert eine Teilfolge von (J;,u)
schwach in HM*1(R") gegen ein Element v € HM*Y(R"). Da gleichzeitig
Jijyu — u, v — o0, in L*(R"), folgt u =v, u € HMALHR™), O

Wir wollen nun die Resolvente eines elliptischen Systems in L*(R") stu-

dieren.

Satz I11.3.6: Die Matrizenfunktionen a., |a| < M seien aus CY(R™). Die

ao, |a] = M seien gleichmafig stetig, es sei M = 2m fiir ein m € N,
ao(x) = an(z)", z € R", |a| =

Mit € =1 oder € = —1, je nachdem ob m gerade oder ungerade ist, sei
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@M’ > € D au@)€n,n) > (@®) M P,
|a|=M

reR" R, neR”,

wobei cp(R™) eine positive Konstante ist. Die Konsequenzen sind: Dann
st der Operator

Lu= Y au(.)D", ueD(L)=H"(R"),
la|<M

elliptisch in dem Sinn, dafs

cpREMN = det Y aa(2)€] = (ep(®D) [V, © € R, E€R,
la|=M

ist. Weiter existieren Ry > 0, ein ¥y € (0,%) derart, daf fir alle A € C

mat

—g—ﬁ0<arg)\< g+190,
|)\| 2 RO — RO(”) M7 N7 CE(W)a HaaHLOO(R”)aw)a

gilt:

M
D Al < coll(£ + Nullo-
j=0
Fiir diese X gilt: R(L + \) = L*(R"), die inverse Abbildung (L + \)™! ist
aus L(L*(R™), L*(R"™)) und geniigt der Abschitzung

L+N <
e+ < 3

Beweis: Die erste Aussage des Satzes wird in einer allgemeineren Form

bewiesen. Es wird nur angenommen, daf a,(z) € CV ’ ist, x € R", und,
dafl

() aa(@)n, n)| = (@@®D) MM nl?, ¢ e R, neCV,

|a|=M

mit einer positiven Konstante ¢z (R"). Wie wir gleich sehen werden, ist die
Forderung, dafl n in CV variiert, in unserem Fall keine Einschrankung. Sei

1
gla) = inf [y det 7 an()e”],

lal=M



= inf |det Z an ()€Y, x € R".

=1
4 ot

Wir nehmen nun an, dafl es eine Folge (x,) aus R" gibt mit g(x,) — 0,
v — 00. Dann koénnen wir voraussetzen, dafl

ao(T,) — @y in cV, v — oo,

fl,—>§/i)in|£|:1, vV — 00,

wobei &, = £,(x,,) diejenigen Punkte sind, in denen das letzte Infimum bei
festem x = x, angenommen wird. Man erhélt

det Z Ziagg =0

|a|=M

und gleichzeitig (¢z(R™) > 0)

(D Ga&in ) = Ce(®Y)n)?, n e CV.
la|=M

Dies ist jedoch ein Widerspruch, da es ein g € C¥ — {0} gibt mit

Z aafgno = 0.

|a|=M
Sei ¢ € CP(R), ¢ >0,¢(t) =1, ]t| =1, Ct) =0, |t| > 2. Sei p € R,
u € HM(R™). Dann ist w = ((.)e*u aus HM(R"1). Wir fiihren einen
Hilfsoperator

~ ) a2m

— o ~ iV
Lu = Z CLa(.)D w + e ]at—Qm'w,

la|<M=2m
w e D(L) = HM(R"™),

ein. Die Ableitungen unter dem Summenzeichen beziehen sich auf die Va-
riablen xy,...,z,. ¥ ist aus [0,7/2 + ¥ U [—7/2 — U, 0] mit einem Iy €
(0,7/2), das wir noch bestimmen werden. [ ist die N x N-Einheitsmatrix.
Wir setzen

Az, &) =¢ Z ao ()€Y, x,& € R,

la|=M=2m

Dann ist < A(z,&)n,n > reell, ndmlich gleich < A(x, &)n,m > +
< A(x,E)ng, e >, wenn n = ny + ing ist mit ny,m2 € RY, da wir a,(z) =
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a’(x), v € R" vorausgesetzt hatten: Es folgt nicht nur die Elliptizitdt von
L im angegebenen Sinn, sondern auch

| < Az, &n + I, n > | >

(2,€)n,n > + cos 972" |n*| + |

\/_| < A \/§|sin19|7

LEE®M)|EM nf? — [ cos9[r2[nf? + 3] sin9|r2nf2, £ <9 <7, 7

IN
S5
IA

>
seE(RYIEM [nf? + 372" nf?, 9] < 5.

Fir § <9 <dp <7, -1 < =9y < 19 < —3% mit ¥Jp = § ist jedenfalls
|sind| — | cos |9 > 1/6, |9 < 7/2 + O, so dal wir endlich erhalten:

| < A(z, n+e IT*"n,n > | > cgR™H|(E, 7)), (& 7) € R"xR, n e CV.

Fir g <P <Yy <mm —7m< =Y <UL —% mit Yy = % ist jedenfalls

|sind| — | cos¥| > 1/6, [P < 7/2+ vy, so daB wir endlich erhalten:

| < Az, )n+e I7%"n,n > | 2 pR™(E )M P, (€, 7) € R'TR, n € CV.

Also ist £ elliptisch in R"*! und gestattet die Anwendung von Satz 111.3.4,
wie eben gezeigt. Dieser Satz liefert:

]| m < col L]0 + ca||]]o, @ € HM (R,
Speziell fiir w(t, z) = ((t)e™u(z), u € HY(R"), folgt

2m

[[@llom = € 1l el iy, 1l = 1
=0

und (€ = (—1)™!)
[1£wl]lo < e([¢()e™ (Lu + e u™u)|lo + [|e*C(-)ullo),

< c||(L+e” 2m)u||(L2(R”))N + cl|ul|z2@ny)»

Dabei hingt ¢ nur von n, N, M ab. Sei nun \ = ¢/y*™ \/\] =¥ >R
0 = Ry(c1). Dann folgt in der Tat

(IL3.7) 3300 I [l < ol (£ + Nullo,

A€ D> (Ro, %) ={z|z €C, |z| > Ry = Ry(cr), |argz| < w/2 + Yy}
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Man beachte, dal nur Ry von ¢; abhéngt. Wir approximieren nun die Ma-
trizen a,(.) durch Matrizen ag/)(.) wie im Beweis des Satzes II1.3.4. Fiir
v > ist L,

L= Y al’()D"u, ueD(L,)=H"(R"),
la|<M

wir haben a(of/)(a:) = a(ay)*(x), r € R" und es gilt, dal £, denselben

Abschétzungen wie £ geniigt. Wir wollen zeigen, dafl die Adjungierte zu

L, im Sinn der Hilbertraumtheorie gegeben ist durch

Lo = Y (=1)FD*al (),

la| <M
= Y (-)PDYaY (), ue D(L) = HY(RY),

Jal<M

sofern v > 1 ist. Zunichst sind die o) aus N C*(R"), L ist elliptisch
im selben Sinn wie d, bzw. £. Also haben wir fiir ein v € (L?(R"))Y, fiir
das

(u, L) = (f*,0), ¢ € (C(R™)Y,
gilt mit einem f* € (L*(R"))Y, nach Satz I11.3.2: u € (HM(R"))Y = D(L?),
f* = L u. Damit haben wir die Adjungierte zu £, charakterisiert. Weiter
ist

Nl < [1(£5+ Nullo, A€ Y (B, 09) = {2]z € C, |2 = R} =
:RO(n7 M,N,CE(W), ||a’ZéHC|a‘(@))}7

so daf fiir A € SJ(RY), o) gilt: M(L5+ N) = {ulu € D(LE), (L5 + Nu =
0} = {0}. Mit A ist auch X in S_(R{”, 9). Wegen

M

(I11.3.8) S I M ull; < col[(Ly + Nullo, A€ (Ro, D),
=0
ist R(L, + \) abgeschlossener Teilraum von (L?(R™))Y. Also ist (R(L, +
M)t = R(L, + )). Man sieht leicht: R(L, + ) C (M (L + X))+, Dies ist
dquivalent zu V(L) + A) C (R(L, + \))*. Umgekehrt ist (R(L, + \))* C
N(L:+N), so daB N(L:+ X)) = (R(L, + \)*4,

(L*(R™)Y = (N(L;, +N)" = R(Ly +N)
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folgt; hierbei ist A € Z(R(()y), ¥o) und wir nehmen ohne Einschrankung an,
daB ST(RY) 95) € SO(Ro, 9p) ist. Fiir A € SRV, 9) st (£, + A)~L €
L((LAR™)N, (L*(R"))") und

_ Co
1L, + 07 < =
Al
wobei ¢y nicht von v abhéngt. Sei )y irgendein Punkt aus Z(Réy),ﬁo).
Dann betrachten wir den Operator

RA(L,) =Y (Ly+ Xo) “TH (o — M)
n=0
Die Reihe ist konvergent in £((L*(R™))", (L*(R"))"), wenn nur |\ — A <
Ro/2co < L|(L, + Ao) || 7! ist. Wie in Kapitel II. zeigt man, daB fiir alle
A mit (Ao — A < Ro/2¢ gilt: (£, + N7t € L(LAR™)Y, (L*(R™)N),
Ry(L,) = (£, + A)~L. Man beachte, da Ry nicht von v abhingt. Das
aus der Funktionentheorie einer Variablen bekannte Kreiskettenverfahren
liefert mit der Abschitzung (I11.3.8) die Beziehungen

(Lo + 27 e LILPRM)N, (LARM))Y), A€ ) (Ro, ),

1L, +N)7H < eof I, A€ Y (Ro. ).

Sei nun f € (L*(R"))N, sei (£, + A)u, = f, wobei ) irgendein Element aus
S (R, ¥o) ist und u, in D(L,) = D(L) = HM(R") liegt. Nach (II1.3.8) ist

uw||ar < col| f1lo-

Eine Teilfolge (u,,) von (u,) konvergiert schwach gegen ein Element u aus
D(L) = (HM(R™))N und es ist

(L+Nu=Ff.

Mit (II1.3.7) folgt der zu beweisende Satz. Hinweis: Wir haben ohne Ein-
schrankung angenommen, dafl (I11.3.7) und (II1.3.8) in demselben Sektor
> (Ro, vYy) gelten, wobei Ry nicht von v abhéngt. O

Wir fiigen einige Schlulbemerkungen an: Ist in Satz I11.3.1 die positive
ganze Zahl [4+1 > %+ M, so ist u € (CM(K;s(x)))". Entsprechend gilt in
Satz I11.3.5: Ist [+ M > 2+ M, d.h. | > %, so ist ebenfalls u € (CM(R"))".
Diese Resultate ergeben sich aus einer leicht abgewandelten Version des
Satzes I11.2.3 (1. Sobolev Lemma), die wir in der Form eines Problems
einfiithren:
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Problem II1.3.1: Sei 2 C R" offen, () geniige der Kegelbedingung. Seien
[,k € N gegeben mit

n
[>—-+k.
>2—i—

Dann ist

(H' (@)Y < (CHQ)™, DMue (L)Y, u e H'(Q),

| D" ul| ooy < c||ulls, uw e HY(S),

wobei D* fiir eine beliebige Ableitung der Ordnung &’ steht, &’ € N {0},
K <k.

Problem I11.3.2: Zeige, daf IZIm (R™) = H™(R") ist, m € NU{0}. Anlei-
tung: Konstruiere eine Folge (¢,) mit ¢, € C*(R"), v € N, (,|K,(0) = 1,
GIR" — K9,(0)) =0,¢ — 1, v - oo f ii.in R |(,] <1, v € N,
D%, — 0, v — oo, in L*(R") fiir alle o mit 1 < |a| < m. Zeige, daf fiir
ue H™(Q) gilt: (,u — u, v — oo in H™(R"). Auf (,u wende man J. an.

Von Satz II1.3.6 148t sich noch eine weitere Verallgemeinerung angeben,
namlich

Satz II1.3.7: Die Matrizenfunktionen a., |o| < M, seien aus C°(R").
Die a,, |a| = M, seien gleichmdflig stetig, es sei M = 2m fiir ein m € N.
FEs sei fiir ein ¥y € (0,7/2)

cnR)(IE] 4+ rDM = [ det( Y aa(@)€ + (=1)"r*"e D))

|a|=2m
> (] + [r)™, 9 € [~do— 2,0+ 2], w €R", £ € R, r €R
_CE(@) ) 0 27 0 27 ) ) )

mit einer positiven Konstante cp(R"). Insbesondere ist der Operator

Lu= ) an(.)D"u, u€ D(L) = H*"(R")
|a|<2m

dann elliptisch, und dariberhinaus gilt folgendes: Es existiert ein Ry > 0
derart, daf fiir alle A € C mat

—g+190§a7’g)\§g+190
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Al > Ro = Ro(n, M = 2m, N, cg(R"), ||aa|| @), w)
gilt:

2m

> lal P lullj < el (£ + AYullo:

j=1
Fiir diese X gilt: R(L + \) = L*(R"), die inverse Abbildung (£ + \)™!
aus L(L*(R"), L2 (RY)) und geniigt der Abschitzung

IE+ 27 < i

Beweis: Die erste Aussage des Satzes (Elliptizitdt von L) ist klar. Man
muB nur r = 0 setzen. £ wird wie im Beweis von Satz I111.3.6 eingefiihrt.
In Lw, w € H*(R™), setzen wir wieder das spezielle w = ¢(.)e/"u aus
H?*™(R™1) ein. L gestattet geméafl Voraussetzung wieder die Anwendung
von Satz I11.3.4 und dies liefert wie im Beweis des Satzes I11.3.6 die be-
hauptete Abschétzung von ||(L£ + A)ul|p nach unten. Nun fithren wir £,
wie im Beweis von Satz II1.3.6 ein. Es ist zu zeigen, dafi £}, die vorher
angegebene Gestalt hat. Fiir v > 1 ist zunéchst

2ep(®7)(1€] + [r)MN = det( ) al(@)€ + (=1)"r*" e )| =

|a|=2m
M-N
> o Y el
2ep(RY) (€] + )M > [det( ) al € + (=1)"r*"e )| >
|a|=2m

> (Rn)(|§|+|fr\)MN 9 € [—0g—7/2,00+7/2], z €R", £ €R", r € R.
Es ist nun klar, dafl man so fortfahren kann wie im Beweis des Satzes
I11.3.6. H

Eine Konsequenz aus Satz I11.3.7 ist die folgende:
Ist £ von der Gestalt

Lu= 3" D(aas()D%u), u€ D(L) € H™(R")

lal<m,
18/<m
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mit .5 € C1(R?), a5 = (—1)|O‘|+|ﬁ|aza und geniigt £ (in ausdifferenzier-
ter Form) den Voraussetzungen des Satzes 111.3.7, so ist £ selbstadjungiert
in L?(R").
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84. Halbschwache Loésungen elliptischer Systeme. Er-
zeugung selbstadjungierter Operatoren

Wir beginnen mit einigen Spezialisierungen fritherer Begriffe bzw. neuen

Begriffen. Es sei €2 eine offene Menge des R". L sei ein elliptischer Operator

der Ordnung M = 2m, m € N, der in folgender Form gegeben ist:
((111.4.1) Lu= Y Daas()D"u), u e (Hp ()N

loc

|| <m,
|BI<m.

mit N x N-Matrizen. a,p € Cl°/(Q), D¥a.5 € L®(Q), 0 < k < |a|, D* ist
eine beliebige Ableitung der Ordnung k. Wir setzen natiirlich

loc

(I11.4.2) Lou="> " (=1)HID5az () D), u € (Hm ()Y

la|<m,
1Bl<m

Die Elliptizitdtsbedingung liest sich wie folgt:

(I11.4.3) det Y aup(x)6°" #£0, 2 €Q, € R" — {0},

|a|=[3]=m
Mit dem Operator £ assoziieren wir eine Sesquilinearform

4. U, v — lal<m, — < ay, u, D% > dx,
(I11L.4.4) B(u,v) (=1)" 2 Jo(=D)" < ag3DPu, D* > d
Bl<m

(=)™ Z Q(—l)"l_m < Dﬂu,aZﬂDav > dz,

jal<m,
|8I<m

u,v € (H™(Q))N.
Offenbar ist | B(u,v)| < ¢||ullm||v||m, u,v € (H™(2))".

Definition II1.4.1: Seien m, ), L wie oben. Sei V ein abgeschlossener
Teilraum von (H™(Q))N mit

H ()N Ve (H Q).

Sei f € (L2(Q)N. u heifit halbschwache Lésung von Lu = f in V dann
und nur dann, wenn

B(u,v) :/ < f,v>dx
)
ist fiir alle v € V.

Der Raum V représentiert im allgemeinen eine Randbedingung. Im Fall
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V = (;I " (£2))" wird man gem#f I11.2 von einer halbschwachen Losung
des Problems Lu = f, D*u|0Q) = 0, |a| < m — 1, sprechen (sogenannte
Dirichlet-Nullbedingungen). Im Fall m = 1, V = (H'(Q))" erhilt man
ein sogenanntes Neumann-Problem, darauf wird noch einzugehen sein. Zur
Frage der Existenz von halbschwachen Losungen zeigen wir

Satz I11.4.1: Seien m,$), L,V wie in Definition II1.4.1. Set

B(u,v) = (=1)" Z /g)(—l)'o‘_m < aopD"u, D*v > —dx, u,v € V.

|| <m,
|Bl<m

Sei

|Bu, u)| = cllull,, u €V,

m?

mit einer positiven Konstante c. Sei f € (L*(Q))N. Es gilt dann eine und
nur eine halbschwache Lisung uw € V von Lu = f.

Beweis: Wir wollen den Satz von Lax-Milgram anwenden (Satz 11.7.4 aus
meiner Vorlesung ,, Funktionalanalysis [). Sei H = V| dies ist zuléssig, da
V ein Hilbertraum mit dem (H™(Q))N-Skalarprodukt ist. Durch L(v) =
fQ < f,v > dx ist ein beschranktes lineares Funktional in V' gegeben. Also
gibt es nach dem eben zitierten Satz von Lax-Milgram ein und nur ein
we V mit (B(v,u) = B(u,v))

B(v,u) = L(v), veV, d. h.
B(u,v) = L(v), veV,

B(u,v) = /<f,v>dx,v€V.
Q

]

Hilfssatz I11.4.1: Seien m, ), L wie in Definition 1I1.4.1. Sei V wie vorher
eingefiihrt. Sei f € (L*(Q))N, sei aqg € (ClH2m=1(Q))N* | sei

B(u,v) :/ < fo>dr,veV
0
fiir ein w € V. Dann ist u € (HZ™(Q))V,

loc

Lu=f,
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wobei Lu im Sinne von (I11.4.1) zu vertehen ist.

Beweis: Wegen ( H ()N C V ist der Hilfssatz eine Konsequenz aus
Satz I11.3.1, Hilfssatz I11.1.3. H

Dieser Hilfssatz legt die folgende Einfiihrung von £ als (unbeschréanktem)
Operator in (L?(Q2))" unter der durch V reprisentierten Randbedingung
nahe: Fiir m,Q, £,V wie vorher setzen wir

Dy (L) = {ulu € VA(HZ"(Q))Y, Lu e (LX(Q)N, B(u,v) = (Lu,v), v € V},

loc

(I11.4.5) L= Ypen D*(aas()D%), u € Dy(L)

Dann gilt:
Satz 111.4.2: Sei L der durch (II1.4.5) gegebene elliptische Operator mit
Definitionsbereich Dy (L) in (L2(Q))N. Seien zusitzlich anz € (Clo+2m=1(Q))N*,

|B(u,u)| = cllul [, ue V.
mat einer positiven Konstante c. Dann ist L surjektiv und injektiv. Der in-
verse Operator (die inverse Abbildung) L7t ist aus L((L*(Q))N, V). Falls
Q beschrinkt und 02 von der Klasse C™ ist, ist L= kompakt. In diesen
Fillen besitzt die Menge der Eigenwerte von L, d.h. der Zahlen A € C, zu
denen ein u € Dy (L) — {0} existiert mit Lu = Au, keinen Haufungspunkt
in C. Es gibt hiochstens abzdhlbar viele Eigenwerte.

Beweis: Die Surjektivitat folgt aus Satz I11.4.1 und Hilfssatz I11.4.1. Sei
Lu =0 fir ein u € Dy (L). Dann ist

B(u,p) =0,p V.
Mit dem Satz von Lax-Milgram folgt © = 0. Der inverse Operator £}
bildet also (L*(Q))Y in Dy (L) ab. Wegen B(u,v) = (f,v), v € V, f = Lu
fir ein u € Dy (L), folgt

cllullz < I Allollullo < [[Lullolullm,

1
ullm < =|[Lullo.
C

Setzt man u = L£7'g, so entsteht |[L71g|],, < 1]|g|lo. Die Kompaktheits-
eigenschaften von £7! folgen aus Satz II1.1.4 bzw. Satz II1.1.6. A = 0 ist
kein Eigenwert von L. Der Rest folgt aus Satz IV.7.5 in meiner Vorlesung
, Funktionalanalysis I“. [
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Satz 111.4.3: Sei L der durch (II1.4.5) gegebene elliptische Operator mit
Definitionsbereich Dy (L) in (L*(Q))N. Seien zusitzlich aqns € (C1OH2m=1(Q))V,

[B(u,u)| = cllull,, ueV

mit einer positiven Konstante c, und

anp(T) = (—1)|°‘|+|ﬂ|a2a(a:), x € Q.
Dann ist L selbstadjungiert. Im Falle der Kompaktheit von L' hat L
abzihlbar unendlich viele reelle Eigenwerte A1, Ao, ... mit |A| < |[Ao] < ...
Die Bedingungen, unter denen L1 kompakt ist, kénnen aus Satz III.4.2
ersehen werden.

Beweis: Fiir ¢ € Dy (L), u € Dy (L) folgt

(Lp,u) = By,
(Lu,¢) = B(
(¢, Lu) = Blu,p)

Wegen unserer Voraussetzung a,g(x) = (—1)|O‘|+|ﬁ|a2a(:c), x € Q) ist B(u, p) =

B(p,u). Damit ergibt sich

(,Cgp,u) = (¢7£U)7 Y, u € DV('C)
Also ist £ hermitesch. Mit Satz 1.3.4, Satz I11.4.2 folgt in der Tat die

Selbstadjungiertheit von £. Der Rest ergibt sich aus Abschnitt II1.6 mei-
ner Vorlesung ,,Funktionalanalysis I*. [

Wenn L strikt positiv ist (s. Definition I1.8.1) kann man den Definitions-
bereich von £Y? charakterisieren. Es gilt:

Satz 111.4.4: Sei L der druch (II1.4.5) gegebene elliptische Operator mit
Definitionsbereich Dy (L) in (L*(Q))N. Seien zusitzlich anz € (Clo+2m=1(Q))N*,

tuil@) = (—1) 7 (1), 7 € 2
Dann ist B(u,u) reell. Falls

B(u,u) > c||ul|?, ueV
1st mit einer positiven Konstante, ist L selbstadjungiert und > ¢ > 0. Fiir
L2 gilt: Der Definitionsbereich Dy (LY?) von £LY? ist gerade V. Die ,Gra-
phennorm“||LY2.|| und die Norm ||.||m sind dquivalent.
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Beweis: Die Selbstadjungiertheit von £ folgt aus dem vorigen Satz. Aus
(Lu,u) = B(u,u) > c||ul|?, > c||ul| folgt £ > c > 0(u € Dy(L)).
Gleichzeitig haben wir

(Lu,u) = ||L2u|]? > d||ul|}, u € Dy (L)
(Lu,u) < ||, = ¢}, u e Dy(L)

mit einer positiven Konstante ¢ (Die Norm von V ist natiirlich die ||.||,,.-
Norm). Sei nun u € Dy (£?). Fiir v € N sei
Lo
Uy = ([ + _[,) U
v

Dann ist u, € Dy(L). Wenn {E(M\)|A € R} die Spektralschar ist, die zu £
gehort, so hat man

1
T+ L) “‘/C/z T (/o))

+00 1

dE(Nu,

+00 1

L a2 =
I+ 20) /6/2 FrEntymyY

—12d(E(Nu,u) — 0, v — oo,

1 1
LI+ =) =T +=L)7 LV — LY, v — o0
% v

Weiter ist c||u, — u,||? < [|[£Y2(uy — u,)|[?, so daB die u, eine Cauchy-
Folge im Hilbertraum V bilden. Da insbesondere u, — u in (L*(Q))" folgt
u € V. Also ist Dy(£Y? € V. AuBerdem folgt aus ||L£Y%u,|> > c||u,||?,
daB ||£Y2ul)? > ¢||ul|?. Sei nun u aus V. Wir zeigen, dal Dy (L) dicht in
V' ist. Wir haben

B(u,7) = (£u,7),7 € Dy(L), T € V.

Sei v€ V und B(w,v) = 0, & € Dy(L). Dann ist (£, v) = 0, & € Dy (L).
Wegen R(L) = (L*(Q))" folgt: v= 0. Nun ist durch B(u,v), u,v € V
ein Skalarprodukt in V' gegeben, das zu einer V-Norm &dquivalenten Norm
fithrt. Daher ist Dy (L) in der Tat dicht in V. Demnach existiert eine Folge
(uy), uy € Dy(L), v € N, mit

llu —u,|ly — 0, v — oc.

Nun ist

142 (w, = w5 < €l — ul [,
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so daB mit der Abgeschlossenheit von £/2 folgt: u € Dy (LY?). Da ||L2u, |2 <
¢||uy||% ist, erhalten wir ||£2ul|? < ¢|ul[3. ]

Nun soll der Zusammenhang zwischen Elliptizitdt und einer Ungleichung
der Form B(u,u) > cl||u|?, studiert werden. Im Mittelpunkt unserer Be-
trachtungen steht die Gardingsche Ungleichung.

Definition I11.4.2: Sei 2 C R" offen. Seien M, N € N. Zu jedem x € )
und zu jedem Multiindexr o des R™ mit || < M sei eine N x N-Matrix
aq(x) gegeben mit a, € C°(Q). Der durch

Lu= Y au()D™u, ue (Hp ()"
la]<M

gegebene Operator L heifst stark elliptisch (in §2), wenn

Re< Y ag(@)n,n>#0, €9, R — {0}, n e CY - {0}
|a|=M

L heif$t gleichmdflig stark elliptisch, (in ), wenn L stark elliptisch ist (in
Q ist) und, wenn mit € = +1 oder € = —1 gilt:

a, € CU(Q)NLX(Q), |a| < M,

Q(:Uﬁn)—sRe<Zaa “n,mn >
a|=M
> Q)M P, e, R peC”

mit einer Konstanten ¢p(Q) > 0. Fiir Operatoren L, gegeben durch

Lu= > D(aas()D"u), ue (HE(Q)Y,

|| <m, |B]<m

mit m € N, a5 € ClYN(Q), DFa,s € L®(Q), 0 < K < |a|, ¥ € NU {0},
lesen sich die Bedingungen wie folgt:

(“1)"Re< > aasl@)€€’n,n >#0, € Q, € R {0}, n € CV—{0},
|al=m,|3]=m

bzw.

Qz,&n) = (-1)"Re < Y anp(x)"¢"n,n >
lal=rm, 8]
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> ()P, 2 € Q, E€R", neCV

mit einer Konstanten cg(£2) > 0.

Es ist klar, dafl jeder stark elliptische Operator auch elliptisch ist. Zum
Beweis verweisen wir auf den Beweis von Satz I11.3.6. Wichtig ist fiir uns

Satz II1.4.5 (Gardingsche Ungleichung): Sei Q C R" offen. Sei L
gegeben durch

Lu= > D%aas()Du), ue (Hy ()N,
o <m, |5]<m

Sei L gleichmdflig stark elliptisch in ). Zusdtzlich seien

tus € CO), Ja] = || = m, und
aqp seien gleichmdfig stetig in Q, |a| = |8] = m.
Dann 1ist

m

Re B(v,v) > el[v] 2, — eaful 3, v e (7 (@)~
co,c1 haben die vor Satz I11.3.2 erklirte Bedeutung.

Vor Beginn des Beweises bemerken wir folgendes: ¢p()) wird auch als

Elliptizitdtskonstante bezeichnet (anstelle von cg(£2)); ¢y in Satz I11.4.5

hangt von ¢g(Q2) (statt cg(€2)) ab. Weiter erinnern wir an die Bedeutung
der in ¢; eingehenden Funktion w. Es ist

wr)= swp 3 laus(e) — aus(y)l, > 0.

WEQ,
o2y < le|=m,|Bl=m

Ferner setzen wir

bro(z) = (=DM - ax,(2), 2 € Q, |\ + |0] < 2m.

Infolgedessen haben wir (u,v € H (Q))

B(u,v) = (—=1)™ Z /Q < a3(.)D?, D > da+

|a|=m,|Bl=m

+ Y /Q< bro(.)D%u, DMv > da.

la]+|o|<2m—1

Beweis des Satzes II1.4.5: Wir unterscheiden 3 Fille. 1. Fall: ang(x) =
aqp = const., x € Q. |a| = |B] = m, Q beschréinkt. Ohne Einschriinkung sei
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om

Qc{xlr €R", |z <7, i=1,...,n}. Die Entwicklung von v €H ()
in eine Fourierreihe liefert gemaf II1.1 die Formel

1 )
D% — Z Z'|oz|K/ozcﬁem-:r7
(V 27T)n HEZ”
1 .
aagDﬂv = Z z"m/-ﬁ;ﬂaagc,iem'”

(~ 27T)n HEZ"
Hieraus folgt wegen der Orthonormalitéit der e /(y/2m)"

ReBy(v,v) = Z Re < aapk®k ey, e > -(—1)™,

KEZL™,
la|=m,|B=m]|

- Z Re < Z aaﬁ’%a’%ﬂcmcn > .(_1)m,

KEZL™ |a|l=m,|B]l=m
> (@) Y I6l"edl,
KEL™
> col 0[5

wobel wir Hilfssatz I11.1.1 und Satz II1.1.2 benutzt haben. 2. Fall: ) wie
im Satz jedoch

suppv C {x|lx € R", |z;| < m, i=1,...,n},

diam suppv <

mit einer hinreichend kleinen Zahl §y > 0, die wir gleich bestimmen werden.
Es folgt

col[v|[2, < Re(—1)" Z /Q < aug(w0) D%, D > da

|al=m,|B|=m

= Re(—1)" Z /Q < au3(.)D’v, D*v > da+

|al=m,|B|=m

+Re Z / < byxo(.)D%v, D v > da+
A+ol<2m—1"9

+Re(—1)™ Z /Q < (aap(20) — aap(.)) D v, D* > do—

la|=m,|Bl=m
—Re Z / < byo(.)D°v, D*v > dz,
A +A<2m—1 "¢
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< ReB(v,0)+col[v]lm|[v]lm+e max Y agp(xo) —aas(@)| - [v]]7,
TESUPP v al=m]Bl=m

wobei x irgendein Punkt aus supp v ist. Wird ¢y hinreichend klein gewéhlt,
SO 1ist

1
cmax S Jaas(an) — aus(@)] < 5
|al=m,|B[=m

und wir erhalten

col[v][2, < ReB(v,v) + col[vl]7,_,,
also mit Satz I11.2.5

colv][, < ReB(v,v) + col[v][5.

Wir bemerken, dafl die auftretenden Konstanten nicht von ¢, abhéngen.
Man erhélt dasselbe Ergebnis, wenn

suppv C {z|x € R", |z; — ;| <m, i=1,...,n}

ist fiir ein festes aber beliebiges ¥ = (71,...,%,), d.h. die auftretenden
Konstanten hingen nicht von Z ab. Zum Beweis benutze man, dafl die
Konstante ¢(n,€2) im Satz II1.1.2 nur von diam() abhingt, d.h.
c(n,Q) = c(n,diam$)); dies ergibt sich aus dem Beweis von Satz II1.1.2
da man z durch x — 7, I fest, aber beliebig, ersetzen kann. Weiter beachte
man: Durch Fortsetzen durch Null erhélt man

ve(d ({zlzeRY, o <mi=1,...0})" bzw.

v E (]3 x|z € R, |z —2| < mi=1,...n}))".
Wir behandeln nun den dritten Fall. Dies ist der allgemeine Fall. v €

( H (2))" wird durch Nullsetzen zu einem Element aus ( it (RN =
(H™(R™))N fortgesetzt. Wir wihlen eine Uberdeckung

R" C OQZ
=1

durch achsenparallele offen Quader (); mit diam Q; < dy. Hochstens K der
@; haben nichtleeren Durchschnitt. Ohne Beweis bemerken wir, dafl wir
eine untergeordnete Teilung der 1 finden konnen, die aus Funktion o; = ?
mit @; € C°(Q;), ¢; reell, i € N besteht. Dann haben wir
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ReB(v,v) = Z Z ( 1)O‘|Re/ < @?an5(.)Dv, D" > dz,
Q

(— 1)’”736/ < @?aa5(.) D0, D" > dx +
0

=1 |al=m,[f]=m

+Re Z / < byo(.) D%, D% > dx,

|| +|o|<2m—1

> Z Z (—1)’”7%6/Q < aap() D" (piv), D (o) > da —
=1 |a|=m,|f=m|
—a ) ollam@p ol gm-@yy = collollm-1llo]lm-
i=1

Aus unseren Uberlegungen zum zweiten Fall folgt

allgnlly < (—1)"Re 3 b/ 1) < g1 D (pr0), D*(prv) > dat
|| <m,| B]<m
Teollosoll.
Also ist

ReB(v,v) > 1/(co+ 1 Z leivllz, — (co+ 1)*|Jpiv]]5)—
1=1

o

—c1 Y Nl 1ol 1@y = collollm=1[v]]m.
i=1
Nun ist

2 _llewlls, 2 Z/R @i Do dr —e1 Y [ollm@on vl g
i=1 i=1 " i=1

la|<m

S el g ollam-sigups < Sl + (@)l olla, 6> 0.

i=1
wie aus Satz [11.2.5 folgt. Ebenfalls mit Satz I11.2.5 erhalten wir ||v||,||v||m-1 <
§[|v]|2, + c(8)]|v]]o, 6 > 0. Damit ergibt sich, indem wir ¢ in Abhiingigkeit
von c¢1, ¢y hinreichend klein wéhlen,

ReB(v,v) > clv]]7, — al|v|[5,
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was zu beweisen war. ]

Daf durch die Giiltigkeit der G&rdingsehen Ungleichung die starke Ellipti-
zitdt impliziert wird, zeigt der folgende Satz. Es gilt:

Satz II1.4.6: Sei 2 C R" offen und beschrdinkt. Set m € N. Zu allen
Multiindizes o, B des R™ mit |a|, |B] < m un zu jedem x € Q seien N x N-
Matrizen ans(x) gegeben mit folgenden Eigenschaften:

s € C1N(Q), D¥ags € L¥(Q), 0 < k < |a], k € NU {0},

aag € C'(Q), la| = |B] = m,

m

ReB(v,v) 2 collolly, — allvll§, v e (H ()",

mit Konstanten cy,cp > 0.

Hierbes 1st

B(v,v) = (=)™ Z /Q(—1)|O‘|m < aap(.)D v, D*v > dz,

|| <m,|B]<m

und L st der durch

Lu= Y D%aap(.) D)

|al<m,|B]<m

gegebene Differentialoperator mit v € (;I ()N bzw. w € (HZ™(Q))N.
Dann ist L gleichmdflig stark elliptisch in €2, d.h.

Qa,&m) = (-1)"Re Y < ags(x)&*¢"n,n >
la|=m,|B|=m
> Cp(Q)E" ), v € Q, £€RY, neC,

wobei ¢p(Q) eine positive Konstante ist.

Beweis: Angenommen, die Aussage des Satzes ist falsch. Dann existiert
ein zg € Q, und es existieren ¢ € R" — {0}, n € CY — {0} mit

(~1)"Re Y < aas(z0)6 ¢ n,n >=0.

|a|=m,|Bl=m

om

Seive (H (2))V. Dann folgt
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2 < ReB(v,v) +alo]} < (-1)"Re >
|O“:ma|ﬂ‘:m

collv

/ < Gop(x0) D0, D > da+
0

H=D"Re D / < (aas(2) = aas(w0)) D0, D™ > da+
la|=m,|B]=m

+cl|vlfml[v]m-1
Wir wéhlen ein so kleines 9y > 0, daf} fir 0 < r < ¢y der Ausdruck

w(r) < %CO wird. Falls suppv C QU K, () ist, dann folgt mit Satz 111.2.5
die Ungleichung

1
§CO\|U|\3n (-1)"Re >~ / < aap(z0) DPv, D > da—+c||v||m-1]|V]|m;
ja|=m, |8 =m

[v][2, < e(—1)"Re Z / < aop(w0) D, D > dx + c||v||2.
|al=m,|B|=m

Nun sei ¢ eine reelle Funktion aus C§° (2N K, (x)) mit p(z) = 1 auf einer
hinreichend kleinen Kugel von positivem Radius, die mit ihrem Abschluf3
in QN K, (xg) liegt. Sei

v(@) = p(x)emn € (CEQ)N (7 ()Y,

wobei A > 1, insbesondere reell, und &, 7 die festen Elemente aus R" — {0}
bzw. CY — {0} sind mit Q(z¢,&,n) = 0. Wir haben

oIl = X" > (€)llells = X" elllollm, €, u,m)

la|=m

und andererseits

(—1)"Re Z / < Gop(w0) D0, D" > dx <
|a|=m,|5l=m

<D™ Y <aas(@o)E M > el + X el ol lms €1, m),
|a|=m,|B|=m

S )\2m_1c(||gp‘ ‘mJ 57 /’77 u? m)7

wobei die Konstanten c(||¢||m,&,n, u,m) positiv sind und nicht von A
abhéngen. Somit ergibt sich
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AP Y (Elell < NP te(llllm, €, m).

|lal=m

Der Faktor von A?™ ist wegen & # 0, n # 0, ||p||3 # 0 sicher positiv. Die
letzte Ungleichung wird durch A\?"~! dividiert, anschliefend lassen wir A
gegen +oo streben und erhalten einen Widerspruch. [

Wir beschlieen diesen Abschnitt mit einigen Problemen.

Problem 1I1.4.1: Wenn in Satz II1.3.1 der elliptische Operator £ in der
Form

Lu= Y D%aas()D"u), u e (HE(Q)N.
|a|<m,|B]<m
gegeben ist nur mit a,s € C*™(Q), wenn f € (L2 ()", wenn u schwache
Losung von Lu = f ist mit u € (H™ ()Y, so ist u € (HZ™(Q))V,

loc loc

|l (zzm (res@o))™ < ol | FI 22 mast@oy)™ + Callullmzm—1 (x5 ao)) ™

und ¢y héngt neben den in Satz I11.3.1 angegebenen Gréflen nur von den
@l com (Ko (ay)) Statt den ||a,|

C\(x|+2m—1(K26(l.O)) ab.

Losungshinweis: Man mufl nur davon Gebrauch machen, dafl wegen

(op € cmax(lallBl) ()
jedenfalls

az € CPI(Q)

und somit

Lu= Y (=)D (az () D),

|| <m,| B]<m

u € (HZ™(Q))N. ist. Offenbar kommt es nur auf die Abschiitzung der R (k)

loc

an. Man sieht leicht, dafl im Beweis von Satz I11.3.1. gilt:

Lro(x) = ()L, im)e™ y + Y D(ahs(x) DY DY p(x))y

laf,|B]<m,
a=a’+a’’,
|8+’ |<2m—1

Infolgedessen ist
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R = Y / (D (at, () D & D o)) u()

lal,|B]<m,
a=a'+a'’,
18]+ |<2m—1

= X /Q<azg<as>Da’em-xDa"so<x>>>*<—1>'ﬂ'Dﬁu<x>dx.

laf,|B]<m,
a=a/+a'’,
|81+]a’[<2m—1

Unter der Annahme u € H™(K»;(x)) folgere man hieraus

D IR I(Lo(ao, k)P - IR(K)P < eollul Fom g1y )

KEZL™
hieraus schliee man wie im Beweis des Satzes I11.3.1, da u € H™ ™ (K;(x))
ist. Auf diese Weise erhélt man mit der obigen Methode sukzessive u €
H?*™(Ks(xg)), ohne mehr als 2m-malige stetige Differenzierbarkeit der Ko-
effizientenmatrizen a5 zu verbrauchen.

Problem III.4.2: Man zeige, daf in Satz II1.3.6 jedes ¥y € (0, ) gewdhlt
werden kann. Erldutere, warum man damit rechnen muf}, dafl Ry — +o0,
wenn vy — /2. Zeige, daf Resolventenmenge und Spektrum (Definition!)
von —L wie in nachfolgender Figur erldutert liegen:
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85. Die klassischen Randwertprobleme der Mathema-
tischen Physik: Dirichlet- und Neumann-Problem fiir
elliptische Gleichungen zweiter Ordnung

Sei Q C R, seien a;; € C°(Q) NCHQ), 1 < 4,5 < n reellwertig, seien
g%z € L>*(Q), 1 <14,j,k < n. Mit einer positiven Konstante ¢z(€) sei

n

Z aij(2)6& > ep(Q)E]?, v € Q, £ € R™

ij=1
Seien b; € CY(Q)NL®(N),i=1,...,n,c e CYQ)NL>*(Q). Zur Abkiirzung

setzen wir

1 0b;
0=2 55, ¢
j=1
Wir setzen
- 0
(L5 1) Lu=— > 63: (aij(. )+ Zbi(-)a; +e(Ju, ue Hp(9),
1<4,5<n 1=1 !

(IIL5.2)= )~ D*(aep(.) D), u € Hjp (),

BI<1
mit
aop(r) = —aij(z), v €Q, a=¢, B=¢€;, 1<i,j5<n,
app(r) = —bj(x), z€, B=ej, 1 <j<n,
aoo(x) = 0, 2€Q, a=¢;, 1 <i<u,
ap(r) = c(z),x € Q.

Weiter ist wegen a;; reell

Re > ay()GC; > Ee(@)ICP, ¢eCn
1<i,5<n
Nun gilt:
Satz I11.5.1: Sei Q C R" offen. Der durch (111.5.1) bzw. (I11.5.2) gegebene
Operator L ist gleichmdafig stark elliptisch. Falls

ob;
ox;

€eL®(Q), 1<i<n, bzx)eR, z€Q, 1<i<n,
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Ref(z) < —e9 <0, x € 0,
so hat das Pmblem Lu = f 2u jedem f € L*(Q) genau eine Lisung u €

] o 1
H, ()N i Q)N {ulu € Hf, (Q),Li € L*(Q)} =Dy(L) mit V =H (Q).
Falls ) beschrdankt ist, falls

ob;
ox;

€ L>*(Q), 1 <i<n,

Ref(z) <0, z € Q,
so hat das Problem Lu = [ zu jedem f € L*(Q) genau eine Lésung
01
HfOC(Q)ﬂ H Q) n{ulu € H.(Q), Lu € L* ()} = Dy(L) mit

loc
V=17 (Q).

Beweis: Die erste Behauptung des Satzes ist wegen N = 1 trivial. Fiir

ol
jedes v €eH () gilt

ReB(v,v) = Re| Z /azjgv g; da:—l—/c\v\ dx—i—Z/bja?vdx
i J

1<i,5<n

10b
> (@) Al + Rel | c|v|2dx—2 / af\v\%zx

ng(ﬁ)HAng—/QRemm?dx

> min(eo, cp(Q))||v][3.

Zum Beweis der vorvorletzten Zeile argumentiert man wie folgt: Fiir v €

C°(Q) ist offenbar
Re/ b; _81) vdx = / (%j |U| dx,

wie durch partielle Integration folgt (Satz von Gaufl). Durch Grenziiber-
ol
gang bestatigt man leicht die Richtigkeit der obigen Formel fiir alle v € H

(2). Damit ist wegen Satz I11.4.2 der Satz fiir allgemeines 2 bewiesen. Fiir
beschranktes 2 erhélt man

ReB(v,v) > Cp(Q)]|Av|l5.

Mit Satz I11.1.2 folgt die Behauptung des Satzes auch in diesem Fall aus
Satz 111.4.2. O
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u bezeichnet man als Losung der Dirichletproblems Lu = f, u|0Q2 = 0.
Man kann noch folgendes beweisen: Sind die a;j, bj, c und f sowie 9€2 hin-
reichend glatt, insbesondere () beschriankt, so hat das Divichletproblem
Lu = f, u|0Q = 0, genau eine Losung aus D, (L), die dann in C?(Q) liegt,
wenn nur

c(z) >0, x € Q,

ist. Die Beweismethode ist analog der aus dem Beweis von Satz III.5.1,
doch benétigen wir zusédtzliche Regularitdtsaussagen iiber die Elemente
aus Dy (L), die wir hier nicht beweisen kénnen. In gewisser Weise werden
diese Aussagen zur Interpretation des folgenden Resultats prézisiert.

Satz II1.5.2: Se: Q@ C R" offen. Sei L der durch (I11.5.1) bzw. (111.5.2)
gegebene gleichmdfig stark elliptische Operator L. Falls

bz(iC)ZO, x €

Rec(x) > ey >0, x €,

so hat das Problem Lu = f zu jedem f € L*(Q) genau eine Lésung
u € {ulu e H2 () NV, Lu e L*(Q), B(u,v) = (Lu,v), v € V} = Dy(L)
mit V = HY(Q), B wie im Beweis des Satzes II1.5.1.

Beweis: Wir haben fiir v € H(Q)
ov v
B = E : i )=——=—d N|v|*d
ReB(v,v) = Re| /Qa]()ngaxi x—|—/ﬂc()|v| ],

1<i,j<n

> 25(Q)]| V| |2 + ol v][2,

> min(gE(ﬁ),go)HUH%

Damit folgt der Satz. ]

Das gewonnene Resultat wird nun in der folgenden Weise interpretiert.
Sei Q beschriankt und von der Klasse C?. Dann kann man zeigen, daf$ die
in Satz I11.5.2 gewonnene Losung aus H2() ist. Insbesondere hat jede Ab-
leitung Ou/0x;, 1 < i < n, eine Spur auf J€2 im Sinne von II1.2. Nach Satz
II1.2.2 ist, wenn man die My ausrechnet,
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ou Ov _
B(u,v) = Z /awaxzax]der/chvdx,

1<4,5<u

= (Lu,v) + Z / aij (€ 8%(5)-@(@6&,

= (f,v), ve Hl(Q)

> [ asom©g e =0 ve )

Aus der Tatsache, daf§ diese Bezichung fiir alle v € H'(Q) gilt, kann man
folgern, dafl die fiir alle stetigen Abbildungen v : 902 — C gilt. Hieraus
kann man folgern

z“: a”(g)l/l(f)%(é) = 0 fast iiberall in 052,
J

ij=1

praziser

" ou
Z aijyia_x‘j =0

ij=1

als Element von L?(99). Man sagt, u 16st das Neumann Problem

Lu = f,

- ou
Z CL,’jVia?j = 0.

1,7=1
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