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0. Vorkenntnisse, Spezielle Nomenklatur, Literatur. Zie-
le der Funktionalanalysis I

Vorkenntnisse: Analysis I-11I, besonders Teil III. Ich beziehe mich auf
die Biicher von O. Forster, Analysis I-III. Lineare Algebra I-1I, jedoch
kniipfen wir im wesentlichen nur an die Begriffe: Vektorraum iiber R bzw.
C, endlichdimensionaler Vektorraum iiber R bzw. C mit Basisdarstellung
an. Metrische Rdume, vollstdndige metrische Rdume. Zerlegung eines abg.
Quaders des R", gemeinsame Verfeinerung zweier Zerlegungen eines abg.

Quaders.

Bezeichnungen: Sei ) eine offene Menge des R™. Ein Element f € L*(Q)
(LP(Q) fiir ein p > 1) heiit stetig, differenzierbar, stetig differenzierbar
usw., wenn f fast iiberall mit einer Abbildung f : 2 — C {ibereinstimmt,
die stetig bzw. differenzierbar bzw. stetig differenzierbar usw. ist. Folgen
von Elementen irgendeiner Menge etwa x1, 9, . . . werden grundsétzlich mit
(xp) oder (x,) oder (z;) usw. bezeichnet. Ist (y,) eine Teilfolge von (), so
schreiben wir (y,) C (z,,). Die Norm eines normierten Vektorraums N wird
zur Vermeidung von Mifiverstandnissen gelegentlich mit ||.||» bezeichnet,
wobei mit dieser Symbolik die Zuordnungsvorschrift gemeint ist. Generell
benutzen wir diese Schreibweise auch bei Abbildungen f, indem wir f(.)
schreiben.

Literatur
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Akademie-Verlag, Berlin, DDR, 1954.

- Dunford-Schwartz: Linear Operators, Wiley-Interscience, New York,
1958.
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- Speziell zu Integralgleichungen:
Jorgens: Integralgleichungen, B.G. Teubner, Stuttgart.

- Speziell fiir die Verbindungen zwischen Integrationstheorie und Funk-
tionalanalysis:
Hewitt-Stromberg: Real and Abstract Analysis. Springer, 1965.
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Ziele der Funktionalanalysis:

1. Untersuchung unendlichdimensionaler Vektorrdume. Funktionenrdume
sind im allgemeinen unendlichdimensionale Vektorrdume, z.B. die ste-
tigen Abbildungen von [a,b] in C. Die ,,Vektoren“sind dann die ge-
nannten Abbildungen. Ein anderes Beispiel ist L?((2).

2. Untersuchung von linearen Abbildungen von unendlichdimensionalen
Vektorrdumen in solche oder endlichdimensionale Vektorrdume, z.B.
R oder C. Differentialoperatoren wie sie im folgenden Kapitel betratet
werden sind z.B: solche Abbildungen.



I. Integralgleichungen

§1. Das Sturm-Liouvillesche Eigenwertproblem

Wir fiihren ein bzw. erinnern an einige Funktionenklassen.

Sei I ein beliebiges endliches oder unendliches Intervall in R. Sei k €
NU{0}. Dann ist C*(I, C) oder einfach C*(I) die Menge aller k-Mal stetig
differenzierbaren Abbildungen von I in C (stetig im Fall £ = 0). Handelt
es sich um reelwertige Abbildungen, so schreiben wir auch C*(I,R).

Sei im folgenden a < b, a,b € R.

Definition I.1.1: Sei p € C([a,b],R), ¢ € C%([a,b],R), p(x) > 0, z €
[a, b] Seien c1,co,dy,dy € R mat

A +c3>0,di+ds>0
Der folgende Unterraum von C?([a,b], R) wird mit D(L) bezeichnet.

{ulu € C*([a,b],C), cru(a) + cxu'(a) = 0, diu(b) + dou'(b) = 0}.
Die durch D(L) 3 u +— Lu = —(pu') +qu definierte Abbildung von D(L) in
C%([a, b)) heift ein Sturm-Liouvillescher Operator L mit Definitionsbereich
D(L).

Bei dem soeben eingefithrten Sturm-Liouvilleschen Operator handelt es
sich um eine lineare Abbildung. Es ist ein einfacher Spezialfall eines Diffe-
rentialoperators: In Lu treten nur gewohnliche Ableitungen, jedoch keine
partiellen auf. Statt wie frither die Anfangswerte u(a), v’ (a) bei gewohnli-
chen Differentialgleichungen zweiter Ordnung vorzuschreiben, sind wir jetzt
dazu iibergegangen, die Randwerte von u, v’ auf [a,b] zu fixieren. Beach-

te, dafl L die Regulartitdt von u ,,verschlechtert”, d.h. eine Funktion aus
D(L) c C*([a,b],C) wird in eine solche aus C°([a, b], C) {ibergefiihrt.

Definition 1.1.2: Sei L ein Sturm-Lionvillescher Operator mit Defini-
tionsbereich D(L). Eine Zahl A € C heifst Figenwert von L, wenn es ein
u € D(L) gibt mit

u &0, Lu= Au.

u heifst dann Eigenfunktion oder Eigenvektor von L zum Figenwert ).



Wir betrachten ein einfaches Beispiel: Sei p =1, ¢ =0, a =0, b = m,
co = ds = 0. Dies fithrt auf

D(L) = {ulu € C*([a,b],C), u(0) = u(w) = 0},
Lu = —u”.
Wir untersuchen zunéchst, ob A = 0 Eigenwert von L ist. «” = 0 impli-
ziert u(x) = Ax + B mit Konstanten A, B. Aus u(0) = 0 folgt B = 0,

aus u(m) = 0 folgt Amr = 0, also A = 0. Sei nun A reell und > 0. Ist A
Eigenwert, so ist

(I.1.1) u 4+ Au=0

fiir jede Eigenfunktion u. Jede zweimal stetig differenzierbare Lésung u von
(I.1.1) 1&8t sich in der Form

u(x) = Acos VvV x + BsinVAz, A, B konstant,
darstellen (cos v/A.,sin v/A. bilden ein Fundamentalsystem). Aus

u(0) = 0 folgt A =0, also
u(z) = BsinVz.

Aus

u() = 0 folgt BsinvAr = 0, also
wegen u# 0: VA =keZ— {0}, A\=k%, ke Z—{0}.

Auf der anderen Seite sind alle Zahlen der Form A = k? k € Z — {0},
Eigenwerte, da wuy(x) = sin k, nicht identisch verschwindet, in D(L) liegt
und Lu = k?u ist. Wie wir spéter zeigen, sind alle Eigenwerte von L reell
und > 0. Also hat L genau die Eigenwerte A = k% k € Z — {0}.

Uns interessieren die folgenden beiden Probleme:

Problem A: Bestimme alle Eigenwerte von L.

Problem B: Sei f € C°([a,b]). Kann man in einer noch zu prézisierendne
Form

o
f=> cru
h=1
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schreiben, wobei die ¢; komplexe Konstanten sind und die u; Eigenfunk-
tionen von L zum Eigenwert k%, k € N.

Zur Vorbereitung der spéteren Losung dieser Probleme bendtigen wir eine
Darstellung der Losung u von Lu = f, u € D(L), f € C°([a,b]) vorgege-
ben, in Form eines Integraloperators. Diese Darstellung soll jetzt hergeleitet
werden.

Hilfssatz 1.1.1: Sei L ein Sturm-Lionvillescher Operator mit Definitions-
bereich D(L). Dann ist

b b
/ vLudz :/ Lvudx, v,u € D(L).

Beweis:

v(Lu) — (Lv)u = v(=(pu') + qu) — u(—=(pv')" + qv)
= u(pv) —v(pu)

Nun ist %(u(pv)’—v(pu)’) = %(pv’u—pu’v) = p'v'u+pv"u+po'u’ —p'u'v—

pu'v — pu'v" = u(p'v' + pv”) —v(p'd 4+ pu”), also

o(In) ~ (L) = - (u(pv)’ — vlpu)),
= Lo’ — '),
/(v(Lu)—(Lv)u)daz = [pluv —u'v)]’.

Wegen ¢ (u(a)+cou'(a) =0, cyv(a)+cov’(a) = 0ist u(a)v'(a) —u'(a)v(a) =
0. Ebenso ist wegen dyju(b) + dou/(b) = 0, dyv(b) + dov'(b) = 0 auch
u(b)v'(b) — u/(b)v(b) = 0. Also ist

b
0= [p(uv’ —u'v)]’ = / (v(Lu — (Lv)u)dz.
L]

Hilfssatz 1.1.2: Sei L ein Sturm-Lionvillescher Operator mit Definitions-
bereich D(L). Sei A € C ein Eigenwert von L. Dann ist A reell.

Beweis: Mit u ist auch @ in D(L) und Lu = M, falls Lu = \u ist. Wegen
Hilfssatz I.1.1 ist



b
0 = /(uLﬂ—Luﬂ)d:c,

= (A=) /ab u|?dz.

Als Eigenvektor verschwindet u nicht identisch, so daf$ fab lu|*dz > 0 ausfillt.
Also ist A = . [

Wir kommen nun zur angekiindigten Auflosung der Gleichung Lu = f
in D(L).

Satz 1.1.1: Set L ein Sturm-Lionvillescher Operator mit Definitionsbe-
reich D(L). Die Gleichung Lu = 0 habe in D(L) nur die triviale Lisung
u=0. Dann gibt es eine Funktion

G : [a,b] X [a,b] = R
mit folgenden Eigenschaften:
1. G ist stetig in |a,b] X [a, ],
2. G(x,y) = G(y,x), y € [a,b], x € [a,],
3. u(w) = [} G(x,y)f(y)dy € D(L)

fiir alle f € C%([a,b]) und Lu = f. G heifit Greensche Funktion zum Sturm-
Lionuvilleschen Operator L.

Beweis: Wir suchen ein spezielles Fundamentalsystem («, ) von —(pu’)’+
qu, namlich ein solches, fiir das

e13(a) + e (a) = 0,
(I.1.2)
dia(b) + da (b) = 0
gilt. Zu diesem Zweck erhdlt man eine Losung o von —(pu') 4+ qu = 0
mit a(b) = —ds, o/(b) = di und eine Losung 3 von —(pu') + qu = 0 mit
B(a) = —c9, §'(a) = c1. Dann sind zunéchst die Gleichungen (I1.1.2) erfiillt.
Sei nun

A-a(x)+ B-((z)=0, z € [a,b],

mit Konstanten A, B. Seien A, B nicht gleichzeitig Null. Dann ist §(x) =
c-a(zr) im Falle B # 0 und «a(z) = ¢G(x) im Falle A # 0 mit Konstanten
¢, . Im ersten Fall hat man



ciff(a) + 2 (a) = 0,
cdiB(b) + cdyB'(B) = 0.

Da wegen ¢} + ¢3 > 0 die Grofie ¢ # 0 ist, folgt 5 € D(L), L3 = 0. Unsere
Annahme liefert 8 = 0, ein Widerspruch. Der zweite Fall wird ebenso
behandelt. Also ist («, 3) ein Fundamentalsystem von —(pu') 4+ qu = 0.
Wie im Beweis von Hilfssatz I.1.1 schlieffit man

d

%(p(o/ﬁ —af)) = aLf — BLa =0, also

p(d/f—af’) = Konstante — C.
Diese Konstante ist nicht Null. Wére sie namlich Null und wére etwa ¢y # 0,

so folgt aus (1.1.2): B(a) = (—co/c1)F (a), also mit o/ — af’ = 0 die
Gleichung

—c9d/(a)f(a) — cra(a)B'(a) = 0.
Ist §'(a) # 0, so ist dann ¢y (a)+coa’(a) = 0. Also liefert (1.1.2): a € D(L).
Wegen La = 0 folgt a = 0, ein Widerspruch. Ist 5'(a) = 0, so ist auch
B(a) = 0 und B = 0, ebenfalls ein Widerspruch. Der Fall ¢ # 0 wird
entsprechend behandelt. Mit («, 3) ist nun auch (a, %ﬁ) ein Fundamental-
system, das (I.1.2) erfiillt und dariiberhinaus die Eigenschaft

(113) pa'tf — a(kB)) = -1
besitzt. Sei a = a, B = %ﬁ. Wir setzen

A(x)fy), a<y<z<b,

G — ~
9 =1 Be)aly), o< <y<b, sodad

G stetig von [a, b] X [a,b] in R operiert.

Wir zeigen nun, dafl die Funktion u(z) = fab G(z,y)f(y)dy die Gleichung
Lu = f lost. Es ist



u'(x) = &' /ﬁ y)dy + a(z)B(x) fx + B ()
/a( ) f(y)dy — Bla)ale) f.
b
u"(z) = a’( / 6 dy+ﬂ" /04 y)dy +
) f(x) = B (z)a(z) f(z),

play(z) = x)&"m / By 16 ~p@)F (@) [ @) )y -

wegen (1.1.3). Weiter haben wir

Pap(s) = — (@)@ / B f(y)dy — v/ (@) F () / &) (y)dy.
((@)u(z) = / By f(y)dy + a()B(x) / Gy f (y)dy

und somit u € C?([a, b])

I
T
<

S
+

=)
=

—

=~
=
=
<

+

—(pu') + qu

Weiter ist G(y,z) = a(y)s B(z) =
Bly)a(z) = G(z,y), a <y <w <
S0 1st

G(x,y), a <x <y <b und G(y,z) =
b. Was die Randbedingungen anbetrifft,

b

. ~ b
eru(a) + exid(a) = afia) / G/ (y)dy + ex (a) / &) f(y)dy,

- . b
— (@ f(a) + ef (@) / G(y) (y)dy = 0

nach (I.1.2). Analog zeigt man, dafl auch dyu(b) + dou/(b) = 0 ist. Also ist
u € D(L) und Satz 1.1.1 bewiesen. [
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Gemaf unserer Voraussetzung, da§ Lu = 0 in D(L) nur die Nulllésung
hat, ist

u(z) = / G, y)f (y)dy

die einzige Losung von Lu = f in D(L). Aus demselben Grunde ist 0 kein
Eigenwert von L. Wenn nun A € R — {0} Eigenwert von L ist, so ist in
[a, 0]

b
1
pu(z) =/ Gz, y)uly)dy, p= 7,
falls u € D(L), Lu = Au. Sei umgekehrt p # 0, u € C°([a, b])

GeméB unserer Voraussetzung, dafl Lu = 0 in D(L) nur die Nulllésung hat,
1st

() = / G(x,y) f(y)dy

die einzige Losung von Lu = f in D(L). Aus demselben Grund ist 0 kein
Eigenwert von L. Wenn nun A € R — {0} Eigenwert von L ist, so ist in

[a, b]

pu(z) =/ G2, y)u(y)dy, p=

1
A’
falls u € D(L), Lu = Au. Sei umgekehrt p # 0, u € C°([a, b])

pu(z) =/ G(x,y)u(y)dy, v € |a,b].

Nach Satz 1.1.1ist dannu € D(L), Lu = %u Ist jedoch 0 = f; G(z,y)u(y)dy =
0 in [a, b], so folgt LO = u, also v = 0. p wird man als Eigenwert des Inte-
graloperators GG, der ,Inversen von L“bezeichnen. Allgemeiner geben wir
die folgende

Definition 1.1.3: FEine stetige Funktion K : [a,b] X [a,b] — C heifit ste-
tiger Integralkern. Ist K(x,y) = K(y,x), so heiffit K stetiger hermitescher
Integralkern. Eine Zahl X € C, zu der es ein u € C°([a, b)), u # 0, gibt mit

Nuu() = / K (2, y)uly)dy, o € (0.,

heifit Eigenwert von K, u heifst Figenfunktion oder Eigenvektor von K zum
Eigenwert \.
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Definition 1.1.4: Zwei Elemente u,v aus C°([a,b]) heiffen orthogonal (zu-
einander), wenn

15t.

Satz 1.1.2: Alle Figenwerte eines stetigen hermiteschen Integralkerns sind
reell. Seien u,v FEigenfunktionen von K zu den FEigenwerten Ai, Ao mit
A1 # Xo. Dann sind u,v orthogonal zueinander.

Beweis: Aus

/K y)dy, u Z 0,

folgt durch Multiplikation mit u

)\/ab|u(:v)|2da: — / /K:z:y y)dydz,
= / /ny (z)dy,

Es ist

/ab Mu(z)v(x)dx =

A o
— /bu( ) /bK(:c y)v(x)dz)dy
/ /Ky dx)dy

= /\2/ () ()dy, da A\, Ao € R.

Also ist (A; — Ag) f; uvdr = 0. Wegen \; — Ay # 0 folgt fab uoder = 0. O

11



In leicht veranderter Form lassen sich nun Problem A und Problem B
im Fall stetiger hermitescher Integralkerne formulieren als

Problem A’: Sei K ein stetiger hermitescher Integralkern. Gibt es Ei-
genwerte von K7

Problem B’: Kann man jedes f € C%([a,b]) in eine Reihe

oo
f= Z CrU
k=1

in einem noch zu prézisierenden Sinn entwickeln, bei der die u; Eigenfunk-
tionen von K zu Eigenwerten )\, sind? Wir weisen darauf hin, dafl fiir die
Konstanten ¢, € C gilt: ¢ = fab fupdx, wie spéater gezeigt wird.

12



§2. Die Fredholmsche Integralgleichung

In diesem Abschnitt soll der Begriff der Fredholmschen Integralgleichung
anhand eines Beispiels aus dem Gebiet der partiellen Differentialgleichun-
gen kurz erldutert werden. Sei B = {(x,y)|2?+y? < 1}. Seien f,q: B — C
stetig. Gesucht ist eine Losung v von

Au+qu=f
in B, die in B zweimal stetig differenzierbar ist, d.h. in C*(B) liegt und
in B stetig ist, d.h. in C°(B) liegt, sowie auf B die Randwerte u|0B = 0
annimmt. Wir behandeln zunéchst den Fall ¢ = 0. Sei

1 1-z
6(¢.5) =~ logl 2], 2.0 € C, Al S 1 K <1, 2 £¢

Differentiation ist i.f. reell zu verstehen, d.h. nach & = Re(, n = Im(;
r=TRez, y=Imz.

Dannist G € C*(Bx B—{(=2})NC°(B x B—-{¢ =z2}), G((,2) =0,
lz| =1, || < 1, G(¢,2) = G(z,(). Die Losung unseres Problems wird
geliefert durch

u@%iLG@xﬁ@Mwm<=5+mbz=x+w,

so dafl man in Anlehnung an §1. die Funktion G als Greensche Funktion
zum Randwertproblem Au = f in B, u|0B = 0, bezeichnen wird. Im
allgemeinen Fall Au = f — gu mufl demnach

u(z) = /Gcz — g(Qu(Q))dedn,
!/; G(C, 2)a(C)u(Q)dédn

sein. Setzt man K (C, ) = —G(C : ) (C ) so fiihrt dies auf die Gleichung
(12.1) = Jo KGO + 1),

wobel f*(z) = [, G B dﬁdn Auch jetzt wird die Funktion K als
Integralkern beze1chnet Doch besitzt K im Gegensatz zum eindimensio-
nalen Fall in §1 eine Singularitat bei ¢ = z. Man kann zeigen, dafl etwa fiir
f,q € CY(B)! jede Losung der Integralgleichung (1.2.1) eine Losung von

Au+qu=f,ucC*B)NC"B), uldB = 0, ist.

1 Sei Q C R" offen und beschréankt. Dann ist fiir £ € NU {0} der Raum
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C*(Q)) die Menge der k-Mal stetig differenzierbaren Abbildungen u : ) —
C derart, daf} sich jedes D“u,

a=(a,...,a,) € (NU{OD"

n 8 Oéj
D%y = HDO‘ju, D%j = <57) )
j

J=1

mit || = oy + ... + a, <k, nach Q stetig fortsetzen lifit. Der Leser kann
fiir sich zeigen, dafl durch

[ulloriy = D sup | D*u(x)|

la|<k e

eine Norm in C*(Q) gegeben ist. Die eindeutig bestimmte Fortsetzung von
D%y auf €2 wird ebenfalls mit D%u bezeichnet.

CF(Q) ist die Menge aller k-Mal stetig differenzierbaren Abbildungen u :

1 — C, deren Tréger kompakt ist und in Q liegt. C3°(€2) ist der Durch-
schnitt aller C¥(Q), k € NU {0}. O

Wir bezeichnen (1.2.1) als Fredholmsche Integralgleichung 2. Art.
Hingegen wird eine Gleichung der Form

(12.2) [ K 2utz)dsan = £)

als Fredholmsche Integralgleichung 1. Art bezeichnet.
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§3. Orthogonale Funktionensysteme

Definition 1.3.1: Sei Q C R" eine offene beschrinkte Punktmenge. Ein
endliches oder abzihlbar unendliches System von Funktion {p1,...,pN}
bzw. {p1,p9,...} mit o, € C°'(Q), 1 < k < N baw. k = 1,2,..., heifit
ortho-normiert, wenn

/ i) (@) =
Q

15t.
k2rmix
Als Beispiele dienen uns 1. = (a,b) C R, ¢i(x) = %, k e Z.

Allgemeiner gilt fiir Q = {z|xr € R", |z;| <7, j=1,...,n}, daB 2. die

1 »
gpﬁ(g;)zwe“”, KREZL", k= (Kly...,Kn), KT =K1T1+ ..., KpTy

ein Orthonormalsystem bilden.

N Funktionen ¢, ..., oy aus C°(Q) heiflen linear unabhingig (iiber ),
wenn und nur wenn aus

N
Z Nipi(x) =0, v € Q, mit Konstanten Aj,...,\y € C
i=1

folgt: \; =0, 1 <1< n.

Hilfssatz 1.3.1: Seien ¢; € C°(Q), 1 < i < N orthonormiert. Dann sind
die ©1,...,oN linear unabhdingig.

Beweis: Aus

N
0= /(Z Xigi(x))p(x)de, 1 < k < N,
€ =1
folgt 0 = i [, [or(2)|?de = Ay O
Hilfssatz 1.3.2 (Orthogonalisierungsverfahren von E. Schmidt):

Seien fi,..., fx € C%Q) linear unabhingig. Dann gibt es ein orthonor-
miertes System {p1,..., N} mit
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f1($) = 011901(96’),
fo(z) = capr(x) + coapa(z),
In(z) = ener(x) + ...+ enven(x),

x € Q. Hierbei sind die c11,ca1, . .., cny komplexe Konstanten mit c;; # 0,
1 <7< N.

Beweis: Sei ¢1(z) = yifi(z) mit v = (g | f1]2dz)"2. Man beachte, daB
wegen der linearen Unabhéangigkeit der fi,..., fy sicher f; # 0 ist. Wegen
der Stetigkeit von f; folgt

[ Iz 2o
)
Entsprechendes gilt fiir die fs,..., fn. Sei

pa(x) = Y2(fa(2) — Caipr(2))
angesetzt. Aus [, pa(z)¢1(z)de = 0 folgt: ¢n = [, fo(x)p1(z)dz, sofern
vo # 0 ist. Nun ist

w=g/m—awﬁmri
Q

wenn [, [p2/*de = 1 sein soll. Man beachte, daB [, [fo — Cargr[*dz > 0
ausfallt, da sonst fo—co1001 = 0 und fi, fo linear abhéngig wéaren. Allgemein
setzt man an

k-1
er(®) = 1(fu(@) = ) cupi())
=1
mit Cy = —fﬂfk@dx, l=1,....k—1,
k-1
Vi = (/ fr =Y Cup|*da) 2
Q I=1

Die letzte Grofle ist wohl definiert, da sonst wegen

k—1
fe=> Cuen
I=1
die f1,. .., fr linear abhéingig wéren. Zunéchst ist bei diesem Ansatz [, |¢x(z)*de =

1.

Sodann ist fir [ =1,...,k—1
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weil

k-1
[ ovterat@s =l [ fwia@in-Y( [ fa@in( [ eeiati),

und dieser Ausdruck verschwindet in der Tat, wenn man annimmt, daf

Joei(x)pr(x)de =y ist, 1 <1, " <k —1. Durch Auflésen nach f; ergibt
sich

k—1
fulz) = %W) + 3 Gugi(e),
=1

so dafl mit ¢ = v_lk’ e =C¢u, 1 <1 <k—11<k < N die Aussage des
Hilfssatzes 1.3.2 folgt. [

Hilfssatz 1.3.3: Seien o1,...,on € C°(Q) orthonormiert. Sei f € C°(Q)
und set

fr = /Qf(x)gok(x)d:c, 1<k<N.

Dann gilt
N N
031 [ 1@ =3 fenoPds = [ [f@)Pds = 3|5
Q k=1 Q k=1
N N N
132) [ 112 = S ap@)Pde = [ |F@)fde =316+ lo— il
@ k=1 k=1 k=1
wobet c1, . ..,cy trgendwelche komplexe Zahlen sind.

Beweis: Wir haben

[(40) =3 fune) T - Y- Feanta =

k=1

N N
_ / F@)Rdr+ S 1 -2 i
Q k=1 k=1

N
_ / F@)Pds = 3 2
Q k=1

Damit ist (I.3.1) bewiesen. Zur zweiten Gleichung des Hilfssatzes: Es ist
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N

[ @)=Y apnto)fde = [ 17@) =3 figr+ Y (o) e

k=1

Die zweite Summe im letzten Integral nennen wir G(x), den verbleibenden
Term in den Betragsstrichen F'(x). Dann haben wir

N
/]f(x)—chgpk(x)\2dx:/\F|2da7—|—/\G!de—F/F@dx—F/Fde.
0 P 0 0 0 0

Allgemein ist

/F@dm—k/ﬁde :2R6/F6d$,
Q Q Q

N N

2R6[Z fil(fe — @) — Z fi(fi—a)- / or(z) i (x)dr],

k=1 k=1 L

=0

wegen der Orthonormalitat der o;, ..., py. Wie wir bereits ausgerechnet
haben, ist

N
29 24 2
/Q\F|dx—/9|f|da: ;\m.

Aus der Orthonormalitat der o1, ..., oy folgt leicht

N
/ GPdr = | fr —
& k=1
so dafl auch (I1.3.2) bewiesen ist. O

Hilfssatz 1.3.3 zeigt bereits, dafl die Approximation von f durch den Aus-
druck

N
Z Jrpr
h=1
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in der Norm von L?(Q) besser ist als jede andere Approximation durch ein
Linearkompositum der ¢, ..., oxN.

Hilfssatz 1.3.4 (Besselsche Ungleichung): Sei {y1, 9, ...} ein abzdhl-
bar unendliches orthonormiertes System von Funktionen ), € C°(Q). Dann
gilt fiir jedes f € C°(Q) die Ungleichung

N

2 2de, N=1.2....
SO S/Q!f(x)l v N=12,....

k=1
wober wieder f, = fQ fordr gesetzt ist. Das Gleichheitszeichen gilt nach
Ubergang zum Grenzwert fiir N — oo in der letzten Ungleichung dann und
nur dann, wenn

N
A}im / |f(x) — Z fror|?dr = 0.
A k=1

Beweis: Nach Hilfssatz 1.3.3 ist

N N
[ 1@ =3 fun@lPde = [ |f@)Pde = 31
Q@ k=1 Q@ k=1
N =1,2,..., woraus Hilfssatz 1.3.4 in der Tat folgt. [

Definition 1.3.2: Ein abzdhlbar unendliches orthonormiertes System {1, o, ...}
von Funktionen ¢ € C(Q) heifit vollstindig; wenn fiir jedes f € C°(Q)
die Gleichung

1l = [ 1)
)

qgilt.

Insbesondere ist damit zum Ausdruck gebracht, daf$ die Rethe links kon-
vergiert.

Wir beschranken uns jetzt im wesentlichen auf abzadhlbar unendliche or-
thonormierte Systeme. Dies ist insofern gerechtfertigt als ein endliches
orthonormiertes System {@1,...,pn} nicht vollstindig sein kann (¢ €
C°(Q), 1 <k < N). Die Abwandlung der obigen Definition im Falle end-
licher Orthonormalsysteme liegt auf der Hand. Sei ohne Einschrénkung
QD {z| |7;| <7, 1 <i < N} Dann gibt es ein py,; € C%Q) derart,
daB die ¢, . .., pn41 linear unabhingig iiber Q sind, da je endlich viele der
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Funktionen ¢ /(27)"/2, k € Z", iiber Q1 linear unabhéngig sind. Nach dem
Beweis von Hilfssatz 1.3.2 kénnen wir annehmen, daf§ die {¢1,...,on11}
orthonormiert sind. Wenn nun {1, . .., @n} vollstdndig ist, so wiirde gelten

/ |90N+1|2d33 =
0

I
M= T

| / ox (@) pn(@)de]? = 0,

also ein Widerspruch.

Hilfssatz 1.3.5 (Parsevalsche Gleichung): Sei {¢1, p9,...} ein abzdhl-
bar unendliches vollstindiges orthonormiertes System von Funktionen py, €
C%(Q). Seien f,g € C°(Q). Dann gilt

/f dx—kazgk

Beweis: Zunéichst ist wegen der Besselschen Ungleichung (Hilfssatz 1.3.4)

N N

STl < <Z\fk|2> ZL%\ 2,

k=1
< /If ) de)t /\g ) 2da)t.

Damit ist die Konvergenz der Reihe in Hilfssatz 1.3.5 gesichert. Aus der
Vollstandigkeit folgt

/ 1+ gPde = / fPde + / g2 + 2Re / Fgde,
Q Q Q Q

= D fe+ gl

N|—=

k=1
= > (el +1gl?) +2Re- D figi
k=1 k=1

und somit

Re/ fgdx = Rez fx0%-
& k=1

Ersetzung von f durch ¢ f. liefert die entsprechende Beziehung fiir Im fQ fgdx
und damit den Hilfssatz. ]
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Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung ist eine leichte Konsequenz aus der
Parsevalschen Gleichung. In der Tat hat man (f, g € C°(2))

\/Qfgdfc\ - \/Qfﬁdx\ < ;mum
Z|fk %Zw :,

- /\f\de H /|g\ dr)},

sofern es ein vollstandiges Orthonormalsystem {1, o, ...}, or € CV(Q),
gilt, worauf wir spéater eingehen.

IA
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84. Lineare Gleichungen mit unendlich vielen Unbekannten

Sei K eine stetige Abbildung von [a,b] x [a,b] in C. Sei y € C%(a,b)])
vorgegeben. Sei A € C — {0}. Dann betrachten wir die Gleichung (Fred-
holmsche Integralgleichung 2. Art)

b
Ax(s) — / K(s,t)z(t)dt = y(s)

fiir die unbekannte Funktion z € C%([a, b]). Sei {©1, 2, ...}, ¢p € C°([a, b)),
ein vollstdndiges Orthonormalsystem; ein solches wird zum Beispiel durch
die Funktionen oy (t) = 27 /=0 /(h — a)z, k € Z, geliefert, worauf spiter
eingegangen werden soll. Wir setzen

K,(s) = /bf(s,t)gop(t)dt, a<s<hb.

Dann ist die so definierte Funktion K, in C%([a,b]), wie sofort aus der
gleichméaBigen Stetigkeit von K auf [a,b] X [a,b] folgt. Nach der Parse-
valschen Gleichung ist mit z, = ffx(t)gpq(t)dt, geN

0
=1

b
/ K(s,t)z(t)dt = ZKq(s)xq, a<s<hb.
@ q
Dies liefert die Gleichung
(I.4.1) Ax(s) — Z K, (s)xg=1y(s), a<s<b
q=1

Wir miissen nun das Konvergenzverhalten der letzten Reihe studieren.

Hilfssatz 1.4.1: Die Reihe

ZKq(S)xq

q=1
konvergiert gleichmdfig in |a,b].

Beweis: Fiir M > N+ 1, M, N € N ist

M M M
K (s)mg < (D 1K) () )2
g=N+1 g=N+1 q=N+1
Nun ist

00 b
SO 1Ky ()] = / K (s, 8)Pdt < M,
q=1 @
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wobei wir etwa M = sup  |(b—a)-|K(s,t)|*) wihlen kénnen. Mit
(s,t)€la,b]xa,b]

M (0.¢]
D (o)l S VAL(3 0 Jeal’)

g=N+1 g=N+1
folgt jeder Hilfssatz 1.4.1. ]

Aus (I.4.1) ergibt sich nun nach Multiplikation mit ¢,(s) und anschlie-
Bender Integration iiber |a, b]

/ qupp( )ds = Yp;

also wegen Hilfssatz 1.4.1

(1.4.2) Z / Ky(s)py(s)dszq = yp,

wobei wie {iblich y, = f y(s)p,(s)ds gesetzt ist. Weiter sei K,, = ff K, (s)pp(s)ds

f; f; K (5,t)0,(5)p,(t )dsdt, SO daﬁ aus (I.4.2) die Gleichung

(1.4.3) AT — Z Kprg=vy,, p=1,2,...,

entsteht. Dies ist eine Gleichung fiir die unendlich vielen Unbekannten
T1, T, . ... Wie man aus einer Losung von (1.4.3) eine Losung unseres ur-
spriinglichen Problems gewinnt, zeigt der folgende

Satz 1.4.1: Sei y € C%[a,b]) f y(t),(t)dt. Sei (x1,29,...) eine
Lésung von (1.4.3) mit

Z |z,|* < .

p=1

Dann gibt es eine Funktion x € C%([a, b]) mit

b
—/ K(s,t)x(t)dt = y(s), s € [a,b], x, = /xﬁpds.

x st bereits eindeutig bestimmdt, falls wir fordern

T, = /ab:c(s)gpp(s)ds.

Beweis: Erinnerung: A # 0. Sei
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(14.4) x(s) )+ Z K,( s € [a,b)].

We im Beweis von Hilfssatz 1.4.1 schheﬁt man, dafl die Reihe

iK s)x
qg=1

gleichméfBig in [a, b] konvergiert, also eine in [a, b] stetige Funktion ist. Nun
wird (I1.4.4) mit Ap,(s) multipliziert. x : [a,b] — C, definiert in (1.4.4), ist
stetig wie eben gezeigt. Integration liefert mit (1.4.3)

b - oo
)\/ z(s)pp(s)ds =y, + Z Kpgxq = Az,
a g=1
Aus (1.4.4) folgt

- Z Kq(s)zq = y(s)

in [a, b] und hieraus Wegen der gleichméfligen Konvergenz der letzten Rei-
he in [a, b], Az (s f K(s,t)z(t)dt = y(s) in [a,b]. Die Eindeutigkeit von
x folgt aus der Vollstandlgkelt von {1, o, ...} H

Satz 1.4.2: Sei K : [a,b] X [a,b] — C. stetig. Seien K,(s), s € [a,b],
und K,, wie vorher definiert. Dann gilt:

zoo:\K s)|?
q=1

konvergiert gleichmdfig in |a,b] und es ist

/ / |K (s,t)>dsdt = Z K|

pg=1
Beweis: Wegen der Vollstéandigkeit des Orthonormalsystems {1, @2, ...}
ist fiir alle s € [a, b]

/]Kstht /|Kst|dt Zu( Zu(

Nach dem Satz von Dini ist die letzte Relhe gleichméfig konvergenz in [a, b]:
Man beachte, dafl f; | K (s,t)|?dt stetig in [a, b] ist wegen der gleichmé#Bigen
Stetigkeit von |K(s,t)|* in [a,b] X [a,D].
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Nochmalige Integration der letzten Gleichung und Vertauschung der In-
tegration mit der Reihenbildung liefert

b b o0 b
| [ i npias = 3 [P
a Ja g=1"7¢

- Z Z |qu‘2a

q=1 p=1
(0.
- Z |qu|2a
p,g=1

wobei wir fiir die vorletzte Zeile die Vollstandigkeit des Orthonormalsy-
stem {1, 2, ...} benutzt haben; da die vorletzte Doppelreihe nur Glieder
> 0 hat, kommt es auf die Reihenfolge der Summation nicht an, und es
entsteht die letzte Zeile. ]

Sei nun eine Folge komplexer Zahlen x1, xs, ... gegeben derart, daf3

o
2 .
E |z,|° konvergiert.
p=1
Wir stellen uns die Frage, in welchem Sinn man

s) = Z Tpop(s)

setzen kann; wenn man die Partialsummen

n
s) = Z Tppp(S)
p=1
betrachtet, so folgt fiir n,m € N, n > m:

(L.4.5) / |z,(5) 2ds—/ | Z zp0,(8) | ds

p=m+1

n
= Z |7,|> — 0, m — oo.
p=m-+1

Also ist limy, ;00 fab 2, (8) — 21, (8)|?dz = 0 und die x,, bilden eine Cauchy-
Folge im Raum L?((a,b)) (Siehe hierzu [Forster, Analysis 3, S. 96]). Also
gibt es ein eindeutig bestimmtes x € L*((a, b)) mit
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HSUn — $‘|L2((a,b)) — 0, n — oo

Hieraus folgt

[ 2((ap) Z\%\QHZI%IQ— 12122 (0.t

p=1
Ist umgekehrt z € L?((a,b)) so setzen wir

b
T, = /m(s)gop(s)ds,
Tn(s) = pr@p(s)

Die Inspektion des Beweises von Hilfssatz 1.3.4 zeigt, dafl dieser Hilfssatz
auch unter der Voraussetzung f € L*(Q) hier f € L*((a, b)) gilt. Dies liefert

N

HxNHLZ‘ ((a,b)) Z\%\Q / lz(s)|*ds, N =1,2,.

p=1
und die Konvergenz von

o0
Z |xp‘2-
p=1

Somit bilden die x,, eine Cauchy-Folge in L?((a, b)) wie die auch jetzt giilti-
ge Abschitzung (1.4.5) zeigt. Also gibt es ein 7 € L?((a, b)), das eindeutig
bestimmt ist, derart, daf ||z, — Z||r2((ap) — 0, n — oo. Inspektion des
Beweises von Hilfssatz 1.3.5 zeigt, da8 dieser auch fiir f,g € L?(Q2), d.h.
hier f,g € L*((a,b)), gilt. Anwendung auf x,, — x liefert

(1.4.6) 2 = @l r2apy = Y |zl

und somit x = 7 als Elemente von L?((a,b)).

Definieren wir also

o0
by = {(zp)|zp € C, Z |2, * < oo},
p=1
machen [y in evidenter Weise zu einem Vektorraum iiber C, normieren ihn
durch (Beachte, daf
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N
Z\xﬂryz )2 < lel W2 (Y )

ist Ne Nyzy,...,xn,y1,...,ynv € C)

so erhalten wir folgendes Resultat: 1. [y (wir bezeichnen die wie eben be-
schrieben zu einem normierten Vektorraum gemachte Menge [ mit demsel-
ben Symbol) ist vollstéindig (dies kann sich der Leser zur Ubung iiberlegen).
2. Die Abbildung J, definiert durch

ly 3 (z,) — Za:pgop(.) =uz(.) € LQ((a, b)),

wobei die ¢, € C([a,b]) ein vollstéindiges Orthonormalsystem bilden, ist
ein Isomorphismus von Iy auf L?((a,b)) (o und L?((a,b)) als Vektorriume
genommen), der normtreu ist, d.h.

oo

[1@p)I12 = [1T(@p))IP = N2l e any = D ol

Nun ist es kaum iiberraschend, dafl Satz I.4.1 die folgende Ubertragung auf
L*((a, b)) gestattet:

Satz 1.4.3: Seien \, K wie in Satz I.4.1. Seiy € L*((a,b)),

w= [ VeI

Sei (xp) € ly, sei

o0
L), — Z Kpxq = yp.
q=1

Dann gibt es ein und nur ein v € L*((a,b)) derart, daf

_ / K (s, )n(t)dt = y(s) . i in (a,b),

o= | ' a(s)oy 3V

Beweis: © wird wie in (I.4.4) angesetzt. Hilfssatz 1.4.1 sichert auch hier
die gleichméflige Konvergenz von
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in [a,b], so dafl die letzte Reihe in C°([a,b]) ist. Wie im Beweis von Satz
[.4.1 folgt

b 00
)\/ z(8)pp(s)ds =y, + Z Kpgx, = Az,

q=1

Der Rest des Beweises verlauft wie der von Satz 1.4.1. OJ

Die Eindeutigkeit von x in den Sétzen [.4.1 und 1.4.3 war eine Konsequenz
aus der Forderung

T, = /abx(s)gpp(s)ds.

Allgemeiner gilt folgendes: Seien u, v € L*((a, b)), f; u(s)p,(s)ds = ff v(8)p,(s)ds.
Dann ist ©w = v. Setzt man fiir die beiden letzten Integrale w, und v,, so

folgt J((up)) = J((vp)), also u = v. Weiter sei darauf hingewiesen, daf fiir

jedes z € L*((a,b)) der Ausdruck fabK(s,t)z(t)dt aus C%([a,b]) ist. Dies

ist einfach eine Konsequenz aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung in

[.3: Wir haben némlich

N[—=

|/ (K (s1,t) — K(s2,1))z(t)dt| < (/ | K (s1,t) — K (s, 1)|*dt)

und der erste Ausdruck konvergiert wegen der gleichméfigen Stetigkeit von
K auf [a,b] X [a,b] gegen Null, wenn |s; — s dies tut.

(12l 2((ab))»
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II. Der Hilbertraum H

§1. Aximatische Definition des Hilbertraums

Wir beginnen mit

Definition I1.1.1: Sei H ein Vektorraum iiber C. Es sei eine Abbildung
von H x H in C definiert, die jedem Paar {f,g} € H X H eine komplexe
Zahl (f,g) zuordnet und folgende Eigenschaften besitzt:

(IT.1.1) (azx,y) = a(x,y), v,y e H, a € C

(I1.1.2) (z,y) = (y,x), z,y € H,

(I1.1.3) (1 + 22,y) = (21,y) + (¥2, ), 1,32,y € H,
(I1.1.4) (z,2) >0 fir v € H — {0} und

(x,z) =0 fiir z = 0.

H heifit dann Prahilbertraum, die durch {f,g} —— (f,g) erklirte Ab-
bildung heifst Skalarprodukt in H. Wir bezeichnen diese Abbildung auch
einfach als das Skalarprodukt (f,g) in H.

Aus (I1.1.1, 2, 8) ergeben sich sofort die trivialen Konsequenzen (x,ay) =

a(xay)7 (I,yl +y2) - (33,91) + (mng); (an) - (IDO) - O; TyY,Y1,Y2 € H;
a € C. Auflerdem ist (x,x) stets reell. Sei

(11.1.5) ||| = (z,2),2 € H
Dann gilt
(I1.1.6) \laz|| = |af||z||, v € H,a € C,.
(I1.1.7) |z|| = 0 dann und nur dann, wenn z = 0 ist.

Fir xz,y € H, A\, u € C ist

Az + pyl? = APl + [aPllyl]® + 2ReA7(2, y) > 0,

also
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—2ReAp(z, y) < |AP[|z|]® + |ulllyl].
Fir z # 0,y # 0, A = —=1/2[[z[, p = +1/2][y| folgt

Re(z,y) < [[z[[|ly]l-

Trivialerweise gilt dies auch, wenn x = 0 oder y = 0 ist. Also ist ||z +y||* =
lz[1* + 2Re(z, y) + [lylI* < (lz|| + ||y[])* und somit

(IL1.8) |z +yll < [l=]l +[lyll, 2,y € H.

Dies ist die Dreiecksungleichung. Damit ist H durch die Festsetzung (I1.1.5)
zu einem normierten Raum geworden. Durch die Definition

(I1.1.9) plx,y) =|le =1y, z,y € H

ist ‘H auch metrisiert, d.h. ein metrischer Raum mit der Metrik p. Wir
erinnern daran, dafl eine Konsequenz aus der Dreiecksungleichung die Be-
ziehung

(I1.1.10) |z —yll = [ll=]| = [lylll, =,y € K,
1st.

Wir geben einige Beispiele fiir Prahilbertraume: Sei 2 C R” offen
und beschrinkt. Fiir f, g € C°(Q) setzen wir

(f.9) = /Q F(2)g(@)da.

C°(Q) als Vektorraum iiber C, versehen mit dem soeben erklirten Ska-
larprodukt, ist ein Prahilbertraum. Ein etwas komplizierteres Beispiel
1t

C™(Q) = {u|u € C™(Q), D*u|dN =0, |a| < m —1}.
Der Leser vergleiche hierzu die auf Seite 14 gegebene Definition. C7(12)

ist offenbar ein Vektorraum iiber C. €2 wird jetzt zusétzlich als wegweise
zusammenhéngend vorausgesetzt. Wir definieren ein Skalarprodukt

F9)= Y [@ i) (g

|aj=m
(f,g) muB als Skalarprodukt im Sinne der Definition II.1.1 nachgewiesen
werden. Bis auf (I1.1.4) sind alle Eigenschaften trivialerweise erfiillt. Sei nun
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(f, /)Y? = 0. Dann ist D*f = 0 in Q, |a| = m. Da Q zusammenhingend
ist, ist D’ f = cg = konstant in €, |3| = m — 1. Da D7 f auf 99 verschwin-
det, ist cg = 0. Fortsetzung dieses Arguments liefert f = 0, also ist f das
Nullelement des Vektorraums C™(Q) iiber C.

Wir definieren nun den Begriff des Hilbertraums.

Definition I1.1.2: Sei H ein Prdhilbertraum. ‘H heifst Hilbertraum genau
dann, wenn folgendes gilt: Zu jeder Folge (x,) aus H mit ||z, — x,|| — 0,
n,m — 0o, gibt es ein x mit ||z, — x|| — 0, n — oo.

Es ist trivial, daBl x in Definition II.1.2 eindeutig bestimmt ist. Die in
Definition I1.1.2 zu den Eigenschaften eines Prahilbertraums hinzutreten-
de Eigenschaft ist die sogenannte Eigenschaft der Vollstindigkeit. Als
Beispiel sei erwidhnt L*(Q2), Q eine offene Menge des R™, mit dem Skalar-
produkt

(19) = | flgad.
(Vgl. [Forster, Analysis 3]).

Definition I1.1.3: Se: 'H ein Hilbertraum. H heifst separabel, wenn fol-
gendes gilt: Es gibt eine abzdhlbare Teilmenge & = {f1, fo, ...} von H mit
folgender Figenschaft: Zu jedem € > 0 und zu jedem f € H ¢gibt es ein
fr € & mit

1f = fill <e.
Man sagt: S liegt dicht in H.

Ein einfaches Beispiel ist L?((a,b)). Wie in 1.4 bewiesen, liegen die endli-
chen Linearkombinationen

+k

> Gy G, €C, kEN,

p=—k
dicht in L?((a,b)). Dann gilt dasselbe von den endlichen Linearkombina-

tionen

+k

Z appp; k€N,

p=—Fk
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wobei die ay, komplexe Zahlen mit rationalem Real- und Imaginérteil sind.
Der Beweis sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. Die Menge & dieser Li-
nearkombinationen ist abzahlbar.

Ist H ein Hilbertraum und endlichdimensional, so heifit H unitirer Raum.
Mit diesen Rdumen befasst man sich in der Vorlesung iiber Lineare Al-
gebra, so dafl wir auf sie nicht mehr einzugehen brauchen. Entsprechend
befassen wir uns im wesentlichen nur mit abzahlbar unendlichen Ortho-
normalsystemen, genauer geben wir die

Definition I1.1.4: Se: H ein Prdhilbertraum. Ein abzdhlbar unendliches
System {1, p2,...} von Elementen aus H heifit orthonormiert oder Or-
thonormalsystem, wenn

(807,80k)25zk7 iak:1727"'7

15t.
Hilfssatz I1.1.1: Sei H ein Prahilbertraum. Seien ¢, ..., pn Elemente

aus ‘H, die orthonormiert sind, d.h. (v1,pr) = Ok, t,k = 1,2,...,N. Sei
feH, seien cq,...,cy € C, sei

fe=(f,ex), k=1,....N.

Dann st
N N N
1= el ” = 11F =D feonl P+ lex — Sl
k=1 k=1 k=1
N
> |1f = feerll,
k=1
N
= IF11P = > Il
k=1
Beweis: Der Beweis entspricht dem des Hilfssatzes 1.3.3 und kann daher
iibergangen werden. [

Hilfssatz 11.1.2 (Besselsche Ungleichung): Sei H ein Prdhilbertraum.
Sei {1, @2, ... ein Orthonormalsystem. Sei f € H. Dann ist

SO < I,
k=1
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wobei fr = (f, k) ist, k = 1,2,.... Das Gleichheitszeichen gilt dann und
nur dann

lim |If =) fuerl =0, d. b
k=1

f= Z Jrer
k=1
15t.
Beweis: Entspricht dem von Hilfssatz 1.3.4. [

Definition 11.1.5: Sei H ein Prdhilbertraum, sei {¢1, o, ...} ein Ortho-
normalsystem in H. Das System {1, o, ...} heif§t vollstindig (in H) dann
und nur dann, wenn fir jedes f € 'H die Gleichung

AP =111

k=1
gilt. Dabei ist wieder fr = (f, k). Sei {1, p2,...} irgendein Orthonor-
malsystem im Prahilbertraum H. Ser f € H. Dann heiflen die Zahlen
fr = (fyer), E = 1,2,..., die Fourierkoeffizienten von f beziiglich des
Orthonormalsystems {1, p2, ...} ).

Hilfssatz I1.1.3: Sei H ein Prdhilbertraum. Ein Orthonormalsystem {1, o, . .

1st genau dann vollstindig, wenn es zu jedem € > 0 und jedem f € H von
e, [ abhingige N = N (e, f) komplexe Zahlen ¢y, ..., cy gibt mit

N(e.f)
(IL.1.11) 1f =) awpll <e.
k=1

Beweis: ist das System vollstdndig, so kann man fiir die ; die Zahlen
fr wéhlen. Gilt umgekehrt (I1.1.11), so folgt aus Hilfssatz I1.1.1 und Hilfs-
satz I1.1.2 die Gleichheit

1FIP =D 1l
k=1

und damit die Vollstandigkeit. ]

Hilfssatz I1.1.4 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung): Sei H ein Prdihil-
bertraum. Seien f,qg € H. Dann ist
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[(F, ) < I f1Igll-
Beweis: Seien fi, fo € H. Sei ajr = (fj, fr), j,k =1,2. Dann ist

0 < ||&, fi + &afoll” = (E1fi + Eafay E1f1+ Eafo)

- Z ajk£j§7 &1,6 € C.

1<j,k<2
Wegen a, = @5 folgt det(aze) = ||l PIIf2ll2 = (1. f2)I° > 0, und hieraus
ergibt sich die Behauptung. ]

Sei (f,) eine Folge in einem Pr#hilbertraum H, f,, konvergiere gegen f,
n — oo. Aus (I.1.10) folgt || f.|| — ||f]], » — oo. Insbesondere ist (|| f,|])
beschrankt. Hilfssatz I1.1.4 liefert jetzt

(I1.1.12) (fu,gn) — (f,9), n — o0,

falls f, — f, g» — g, n — oo, in H.

Wie in 1.3 zeigt man, dafl in einem Préahilbertraum H endlich viele ortho-
normierte Elemente ¢, ..., oy linear unabhéngig sind. Es ist nichtiiberra-
schend, daf auch ein Analogon zum Orthogonalisierungsverfahren von E.
Schmidt gilt:

Hilfssatz I1.1.5: Sei 'H ein Prdhilbertraum. Seien die Elemente fi,..., [,
aus 'H linear unabhdngig. Dann gibt es ein orthonormiertes System 1, ..., o,
mit

fi = cuepr,
fo = cap1 + caoypo,

fn = Cn1¥1 + ...+ CnnPn-

Beweis: Wir setzen o1 = f1/]|fill, s @re1 = Yer1 (e — Sy (frsn, @1) -
¢;) und

k

Vo1 = | fesr = D (frens o)l

=1
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Der Beweis ist somit vollig analog zum Beweis des Hilfssatzes 1.3.2, und
wir brauchen nicht weiter auf Einzelheiten einzugehen. [

Der Beweis des Hilfssatzes II.1.5 zeigt iibrigens, dafl alle ¢;; > 0 sind,
1 < j < n. Eine Konsequenz dieses Hilfssatzes ist

Satz I1.1.1: Set 'H ein separabler Prdhilbertraum. Dann existiert, falls H
nicht endlichdimensional ist, ein abzdhlbar unendliches vollstindiges Or-
thonormalsystem {1, o, ...}. Fir alle f,g € H gilt die Parsevalsche Glei-
chung

(f7 g) = Z fk%:
k=1
wobei fr = (f,¢x), gx = (9, pr) sind.

Beweis: Nach Voraussetzung existiert ein abzédhlbar unendliches System
{11,109, ...} inH, das in H dicht liegt (Vgl. Definition I1.1.3). Nun streichen
wir in {11, 19, ...} alle diejenigen ; mit der Eigenschaft, dal es ¥y, ..., ¥,
und ¢, ..., ¢, € C gibt mit

N
Y = Z ;s
j=1
l,..., Iy <L
Das so entstehende System sei {fi, fo,...}. Es sei abzdhlbar unendlich.
Jeweils endlich viele der fi, fo,... sind linear unabhéngig. Die endlichen
Linearkombinationen
N
ZCkfk, c, €C, 1<k <N,
k=1

liegen dicht in H. Nach dem Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahren
gibt es ein abzédhlbar unendliches Orthonormalsystem {1, @9, ...} derart,
dafl die endlichen Linearkombinationen

N

ng% & eC, 1<E<N,

k=1
dicht liegen. Nach Hilfssatz I1.1.3 ist {¢1, @9, ...} vollstandig. Sei nun das
System { f1, fa, ...} endlich, d.h. es bestehe aus {f1, ..., fy}. Die vorherge-
hende SchluBweise liefert dann N orthonormierte Elemente ¢y, .. ., o5 aus
‘H derart, dafl die Linearkombinationen
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fiir festes N € N dicht in H liegen. Dann zeigt jedoch Hilfssatz I1.1.1, da8

N
f:kagpk‘u f€H7
k=1

ist, so daB H die Dimension N hat, im Widerspruch zu unserer Annahme.
Die Parsevalsche Gleichung folgt wie in Hilfssatz 1.3.5. [

Satz I1.1.2: Set 'H ein Hilbertraum nicht endlicher Dimension. Ein abzdhl-
bar unendliches orthonormiertes System {1, @2, ...} von Elementen @; €

H, i = 1,2,... ist genau dann vollstindig, wenn aus (f,p;) = 0, i =
1,2,..., fir irgendein f € H folgt: f = 0.

Beweis: Sei also {1, 9, ...} vollstandig. Sei x € H und sei (z, ;) = 0,
1 =1,2,.... Wegen der Vollstédndigkeit gilt

[]]* = > Iz, )] =0,
1=1

also x = 0. Nun sei {1, ¢9,...} orthonormiert und aus (z,p;) = 0, i =
1,2,..., folge x = 0. Sei f € H und sei

g="> (e
i=1

Die Konvergenz der Reihe rechts folgt aus der Konvergenz von
(0.9]

oI

die eine Konsequenz der Besselschen Ungleichung (Hilfssatz 11.1.2) ist.
(I1.1.12) liefert

(97_f7gok):(f7¢k)_(f7g0k):()7 k:1727"'7
also g — f = 0 und

oo

1=1
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Hilfssatz I1.1.3 liefert nun die Vollstandigkeit von {¢1, @2, ...}. ]

In einem separablen Hilbertraum nicht-endlicher Dimension haben wir ein
abzihlbar unendliches vollstdndiges Orthonormalsystem {1, o, ...}. Je-
dem Element (z,) € Iy (s. .4) ordnen wir das in H liegende Element

I(x)) = Z XiPi
i=1

Dann ist I ein Vektorraumhomomorpismus von [y in ‘H. Sei x € ‘H. Dann
ist vermoge der Vollsténdigkeit von {¢1, 9, ...}

r = Zajigpi, = (z,0), 1=1,2,...,
i=1
und ((x,¢;)) = (x;) ist wegen der Besselschen Ungleichung aus ls.

Also ist I surjektiv. Mit (I1.1.12) folgt, dal I auch injektiv ist. Daher
ist I ein Vektorraumisomorphismus. Die Vollstéandigkeit von {p1, @9, ...}
zeigt die Normtreue von [, d.h.

[ Cp) I = 1l

Definieren wir in ls ein Skalarprodukt durch

((zp): (yp)) = Z TpYps

so wird [y damit zum Hilbertraum, wie der Leser z.B. aus der Normtreue
von [ selber herleiten moge, und die Parsevalsche Gleichung zeigt

(L (p), L(yp)) = ((xp), (4p))-

I ist also ein Hilbertraumisomorphismus.

Wir skizzieren nun kurz wie man durch den Standardprozess der Ver-
vollstdndigung aus einem Préhilbertraum einen Hilbertraum herstellt. Sei
also H' ein Prahilbertraum, sei (f)) eine Cauchy-Folge in H’, d.h. ||f] —
fLll — 0, n,m — oo. Sei f = [(f])] die Menge aller Cauchy-Folgen (g/,)
mit ||g, — fI|| = 0, n — oo. Sei f = [(f))], g = [(g),)]. Dann setzen wir
f+g:=1f+d)]0:=1[0)), af = [(af!)], « € C. Damit haben wir
die Menge aller f = [(f])] zu einem Vektorraum iiber C gemacht. Durch
die Festsetzung (f, g) := lim,, .« (f},g)) wird diese Menge auch zu einem
Préhilbertraum (Der Leser iiberzeuge sich selbst, daf alle Definitionen von
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der Auswahl der Folgen (f)), (g),) unabhéngig sind). Wir bezeichnen die
eben konstruierte Menge mit H. Nun betrachten wir den Unterraum aller
f=1[(f)] mit f/ € H'. f ist dann die Menge aller Folgen (f)) mit f € H,
fl— f', m — oco. Ordnen wir jedem f' € H' das Element f = [(f')]
aus ‘H zu, so erkennt man, dafl ‘H' und H als Vektorrdume iiber C iso-
morph sind und dariiberhinaus ||| = [[[(F)]I], (f'g) = ((F)], [(¢))] ist.
Wir behaupten nun: I. ‘H ist vollstindig, I11. 'H ist dicht in H. Beweis die-
ser Behauptung Wir befassen uns zunéchst mit I1.: Sei f = [(f;)] € H,

= [(f},)] € H. Dann ist f — f, = [(f, — f5,)] und

1 = Full = lim {17 = frull = 2.

Sei ¢ > 0. Nun ist ||f, — fi.l| < &/2, m,n > N(g), also ist g, < €/2,
m > N(e), also || f — fm|| <&, m > N(e). Nun zu I.: Sei (f,,) eine Folge in
H mit

I fn — fiull — 0, n,m — oc.

Wir wihlen eine Folge (ﬁl), fn € H, aus mit || fr — ELH < 1. Sei fo = [(f])]
mit f) € H. Dann ist

~ ~ 1 1
||fn_me S an_me +_+_7
n m

und die rechte Seite konvergiert gegen Null fiir n,m — oo. Wegen ||ﬁl —
Smll = 11f5 = foll folgt, daB auch [|f}, — fi|| — 0, n,m — oo. Sei f =
[(f/)] € H. Dann ist f,, — f = [(f}, — f})] (m fest), und es gilt

1 =11 = T [|f, = foll = em,
Hfm_fH < Hfm_me—'—Hfm_fH)
~ 1
< Hfm_fH—{__
m
Sei ¢ > 0. Dann ist ||f;, — f;|| < 5, m,n > N(e), also e, < 5, m > N(e),
also
1 2
U= IS S+ <o m > max(N(e, [2] + 1)

Damit ist die Behauptung bewiesen. Bei dieser ,,Vervollstindigung“ von
H' handelt es sich um den gleichen Prozess, mit dem die reellen Zahlen aus
den rationalen gewonnen werden.

Allgemeiner gilt folgender Satz iiber Komplettierungen:
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Satz 11.1.2: Sei B ein normierter C-VR (also insbesondere separiert).
Dann gibt es bis auf Isomorphie normierter C-V Rdume genau einen Ba-
nachraum EA?, so dafl sich B in B als in B dichter normierter Unterraum
(linearer Teilraum) einbetten ldsst.

Beweis: B sei der C-VR aller Cauchyfolgen (b,,)nen in B. Durch

1Bu)all = T [[ou]] € R

(mit (by)nen ist (||ba]|) Cauchy-Folge und R ist vollstindig) ist auf B eine
Quasinorm erklirt (Quasinorm |[[.|| : [[|.]| > 0, ||| = |a|[|€]], [|€ + 0] <
11€]] + ||n]], aber nicht notwendig |[¢]| > 0 fiir £ # 0). Sei O der Unter-VR
der Elemente von B mit Quasinorm 0, d.i. die Menge der Nullfolgen. Der
Faktorraum B /O =: B ist ein normierter Raum. Man hat eine kanonische
Abbildung B — B — B die normtreu und also injektiv ist. Wir fassen B
als Teilraum von B auf. Sei (bn)nen + O ein beliebiges Element aus B und
e > 0 ebenfalls beliebig. Sei m € N fest derart, daf3

|16 — bal| <&, n>m,
ist. Dann gilt lim, . ||by, — by|| < € und daher fiir (b,, — by )neny + O € B:

[(bm — bp)nen + O] < e,

B liegt also in B dicht. Sei (&5)nen eine Cauchy-Folge aus B. Dann gibt es
nach dem bereits Bewiesenen eine Cauchy-Folge (a,)nen aus B C B derart,
daB ||, — au|| — 0 in B. Wir zeigen

lim a, = (ay)peny + O € é;

n—oo
ist ndmlich ¢ > 0 beliebig, so gibt es ein m € N mit ||a,, —a,|| < €, n > m,
Woraus

[(am — an)n + 9| <,

H(am - ((an)n‘FD)H <e

folgt. Die Eindeutigkeit von B folgt leicht aus den entsprechenden Sétzen
iiber uniforme Strukturen und soll hier nicht gezeigt werden. ]

Zum Abschlul dieses Abschnitts befassen wir uns mit der Konstrukti-
on vollstéindiger Orthonormalsysteme in L?((a,b)) bzw. der Konstruktion
vollstéindiger Orthonormalsysteme in L%((a,b)) bzw. L?(Q2), @ C R" und
offen fiir ein spezielles 2. Dafl die bereits eingefiihrten Funktionen
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ekZWix/(b—a)/ /b — a, keZ,

ein Orthonormalsystem (in L?((a, b))) bilden, ist leicht zu sehen. Zu zeigen
ist die Vollstdndigkeit. Sei ¢ > 0. Sei f € L*((a,b)). Dann gibt es nach
[Forster, Analysis 3] ein ¢ € C°([a, b]) mit

£

3

Durch Abénderung von ¢ in einem hinreichend kleinen Intervall [b — &, b]
finden wir ein ¢ € C°([a,b]) mit @(a) = $(b) und

|f - CPHL?((a,b)) <

~ g
| — SOHLZ‘((a,b)) <3z

w

¢ setzen wir durch (b+s) := p(a+s), 0 < s < b—a, auf [b,b+b—a] und
dann auf [b, +00) fort. Durch ¢(a—s) := p(b—s), 0 < s < b—a setzen wir
¢ auf [a — (b —a), aJund dann auf (—oo, a] fort. Dadurch erhalten wir eine
stetige periodische Funktion ¢ : R — C mit der Periode b — a. ¢ o g mit
g(z) = I’Q_—Waa: hat dann die Periode 27. Nach [Forster, Analysis 1, S. 196,
Satz 2] gibt es ein N = N(@ o g,¢) derart, dal mit

2m
Do gy = / P o ge " [\ 2ndx
0

N 1 o

~ ~ tkx
1Gog— k;vw 0 gre™ V2| 2((02m) < 3545

ist. Die Transformationsformel liefert mit ¢y = f; P(y)e 2kmw/(b=a) /\ /b — ady

N
~ ~ i —a 1
12— 2 @™ Vb — | < 3¢
k=—N

Insgesamt folgt

N
1f =) @™ b — al| 2oy < €
k=—N

und nach Hilfssatz I1.1.3 die Vollstdndigkeit. Den mehrdimensionalen Fall
reduzieren wir folgendermafien auf den eindimensionalen: Sei 2 C @) =
{z| e R, |z;| < m, j=1,...,n}, Q offen. Sei f € L*(Q). Durch Fort-
setzung von f durch Nullsetzen erhalten wir f € L*(). Sei ¢ > 0, sei
e € C§°(Q) derart, daB

|f - 90HL2(Q) <

Wl M
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(s. Forster, Analysis 3, p. 92, Satz 3). Wir kénnen @Q derart in endliche
viele achsenparallele Quader Qy, Qr = {z|r € R, a§k) <z < bgk), J =
n}t, k=1,..., N zerlegen, daf}

N
a=a
k=1

kaQk’:¢> k#kla
ist, und gleichzeitig kénnen wir komplexe Zahlen ci, ..., cy finden derart,
dafl
al €
sup x) — crXo. ()] <
2€Q,U...UQ, ole) kz:; a(®)] 3(2m)m

ist. Sei [;k) = (a§k),b§k)), 1<j<n,1<k<N.Dann ist

XQk H XI(k) xJ

Da x,m € L*((—m,+m)) ist, konnen wir auf diese Funktion unser eindi-
J

mensionales Resultat anwenden. Tun wir das in einer Weise, die am Ende
dieser Darlegungen erldutert wird, fiir jeden Faktor in der Produktdarstel-
lung fiir xg, und dann fiir jeden Summanden ¢, in der letzten Summe,
so erkennen wir: Es gibt ein M € N und komplexe Zahlen d,, x € Z",
|k| = |k1| + ... + |kn| < M, derart, dafl

1K

N
e £
| ;CkXQk - Z dnwﬂﬂ(@) < 3

k| <M

also insgesamt

ZKJ?

(I1.1.13) If - Zd el <<

|k| <M

so daf sich die letzte Differenz auch in der L?*(Q)-Norm in derselben Wei-
se abschétzen 148t (Dieses Resultat benotigen wir spéter noch). Ebenfalls
durch Reduktion auf den eindimensionalen Fal sieht man, dafl die Funktio-
nen e /(2r)"/?, k € Z" ein Orthonormalsystem in L?(Q) bilden. Setzen
wir Q = @, so zeigt (I1.1.13) mit Hilfssatz I1.1.3 die Vollstandigkeit dieses
Orthonormalsystems. Wir kommen nun zur Approximation von xg,. Die
Funktion x Ij(k)|[—7r, +r] wird periodisch auf R fortgesetzt. Die Periode ist

2.
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Sei

N
Sy (@) =D xm,e""/Vor
v=—N
(x,;m, sind die Fourierkoeffizienten von x ), N ist aus N.

Dann ist mit dem Satz von Fubini-Tonelli und der Besselschen Ungleichung

I’“ 1
(/ IHxIm ;) = [[ 8% (x))fPdx)? <
Q j=1 j=1
n Jj—1 e 78 n )
< Z/ ’HSJ%,- (xl)(X[j(k)(xj) - SJA\;' (':U])) ) H X]l(k)(xl)l d.ﬁlﬂ',
j=1"70 =1 I=j+1
n j—1 n
i I(k
:ZHHSN{ lz2(mamp X = S3 - Me2(-mtm) - 1] X0 22—t
j=1 I=1 I=j+1
<ZHHX[(’CHL2 —m,+7)) HXﬂk TPy HL2 (=m,+m))
=

Dies liefert die gewiinschte Approximation fiir xq, bzw. cixg,, falls N
hinreichend grof§ gewéhlt wird.
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§2. Orthogonale Projektion

Sei H ein Hilbertraum. Ein Teilraum 9 (von H) ist ein Untervektorraum
(oder einfach Unterraum genannt) des Vektorraums H.

Definition 11.2.1: Sei H ein Hilbertraum. Sei M ein Teilraum. DN heifst
abgeschlossen, wenn mit einer konvergenten Folge (f,,) von Elementen f, €
M, u=1,2,..., auch das Grenzelement f in N enthalten ist.

Definition I11.2.2: Sei 'H ein Hilbertraum. Sei 9N ein Teilraum. Sei

M={f13(f), fn€M n=12..., fu = f, n— oo}
M heift die Abschliefung von I (in H)

Es ist leicht zu sehen, dal 9 ein Teilraum von H ist mit folgender Ei-
genschaft:

H = M A

2 abg. Teilraum von #, 2>m

M ist also der kleinste abgeschlossene Teilraum von H, der 9 enthilt.

Hilfssatz I1.2.1: Sei 9 ein abgeschlossener Teilraum des Hilbertraum
H. Sei M ein Vektorraum endlicher Dimension n > 1. Dann gibt es eine
orthonormierte Basis {¢1,...,on} von M, so daff fir jedes f € M gilt:

k=1

Dabei versteht sich orthonormiert beziiglich des Skalarprodukts in H, mat
(f, k) ist ebenfalls das Skalarprodukt in H gemeint.

Beweis: Aus der Vorlesung Lineare Algebra I oder II bekannt. ]

Generell ist ein Teilraum 91 eines Hilbertraums H ein Préhilbertraum,
wenn das Skalarprodukt in H zu Grunde gelegt wird. Ist 9t abgeschlos-
sen, so wird, wie man leicht sieht, 99t dadurch sogar zu einem Hilbertraum.
Jeder endlichdimensionale Teilraum eines Hilbertraums ist abgeschlossen.
Der Beweis sei dem Leser iiberlassen. Hinweis: Konstruiere eine Orthonor-
malbasis mit Hilfssatz I1.1.5.
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Hilfssatz 11.2.2: Se: 'H ewn Hilbertraum. Sei H separabel. Sei 9N ein Teil-
raum. Dann ist auch 9N separabel.

Beweis: Sei (f,,) eine Folge von Elementen f, € H, n = 1,2,..., die
in ‘H dicht liegen. Sei

D= {(m,m)m €N, n €N, {glllfu—gll <} N9M#£0).

I" ist abzéhlbar. Zu jedem (m,n) € T gibt es ein g, € M mit || frn— Gl | <
%. Wir zeigen, daf§ die g,,, dicht in 91 liegen. Seien g € 9 und n € N
vorgegeben. Dann gibt es ein m € N und ein f,, mit ||g — fi.|| < % Also
ist (m,n) €T, also || fu — gmnl| < L, grn € M wie eben. Somit ist

9
119 = Gmnll < Nlg = finll + | fn — gmnl| < e

]
Sei MM ein Teilraum eines Hilbertraums H. Dann ist MM+ = {g|(f,g) = 0
fiir alle f € M. MM+ heiBt auch das Orthogonalkomplement zu 9 (in H).
9+ ist abgeschlossener Teilraum von H. Nun gilt

Satz I1.2.1: Set 9 abgeschlossener Teilraum eines Hilbertraums H. Dann
gibt es zu jedem f € H ein fi € M ein f1 € M und ein fo € M mit

f-=5+f
f1, fo sind durch f eindeutig bestimmt.

Beweis: Wir bringen zunéchst eine 1. Version, die nur fiir separable H
giiltig ist. Aus der Separabilitdt von H folgt geméafl Hilfssatz 11.2.2 die Se-
parabilitdt von 91. Also ist 91 ein separabler Hilbertraum. Sei 99T zunéchst
nicht endlich dimensional. Sei {1, @2, ...} ein vollstdndiges Orthonormal-
system in 9. Sei f € H. Sei

k=1
Die Reihe rechts konvergiert dabei wegen der Besselschen Ungleichung in
H. Da 9t abgeschlossen ist, ist f; € 9. Sei fo = f — f1. Wir behaupten,
daB fo in 9+ liegt. Es ist ndmlich

(fi,00) = (f, 1) = (f1,0),

o

= (fr00) — O _(fren)er 1),
s
= (fie) = (f, ) =0.
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Die so gewonnene Zerlegung ist auch eindeutig bestimmt, denn sei 'H >

f=h+h=A+f0=fH~fi+f—Ff i, i €M, fo, f; € M- Dann
folgt durch Skalarmultiplikation der letzten Gleichung mit f; — f{ und mit

fo— [, daB

1fi=AlP=0=f2— £l
ist, also fi = f{, fo = f5. Ist 9 endlichdimensional, so ist der Beweis
sinngem&f} derselbe. Die 2. Version macht von der Separabilitit von H

keinen Gebrauch. Fiir f € 'H sei

d= inf ||f — 7.
glgmllf ql|

Sei (g,,) eine in M enthaltene Folge mit || f — g,|| — d, n — oco. Wir wollen
nun zeigen, dafl die g, gegen ein Element g € 9 konvergieren. Zunéchst ist
o—ylIP+la-+yl12 = 2(]lal |+ ]Iyl ), also |[Z521 -+ |21 = L(felP+[lyl?)
xr,yeH. Seix=f—g, y=f— gn Dann folgt

9n — 9Im In + 9m 1
1oy = I g1 = gl

9n — Gm 1 gn+gm
T2 = S(11F = gal P+ 11F = gul D) = 11 = 222

Nun ist || f — @582 > ¢2, also

9n — Gm 1
| 1* < §(|\f—gn\|2+Hf—gml\z)—dQ,

2
= L1 = gl = )+ 51 — gl — ).

Die letzte rechte Seite konvergiert gegen 0 fiir n, m — oco. Infolgedessen ist
(gn) eine Cauchy-Folge, also g, — g, n — co. Wegen der Abgeschlossenheit
von M liegt g in M. Insbesondere ist d = ||f — g|| und ||f — h|| > ||f — ¢||
fiir alle h € 9. Sei h nun von der folgenden Gestalt:

h=g+e-e,
e >0, a € R, ¢ ein Element aus 991. Dann ist

If —g—eeol? > [|f —gl”
Sei g = f1, f — g = fo, so daB || fo — eep||* > || f2||* ausfillt, also

(fo—eep, fo—ee®p) = [IfolI" +|oll" — 2Re(f, ee™?)
= |I2lI* + €¥lell” — 2eRee™™(f2, ¢)
> ||l
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Also ist €2||¢]|? > 2eRee™(fo, ). Division durch ¢ und Grenziibergang
e — 0 liefert 0 > 2Ree™™(fo,¢). Nun sei a so gewéhlt, dal e(fa, p) =
|(f2, )| gilt. Dann folgt (fa,¢) = 0. Also ist fo € M*, f = f1 + fo mit
f1 € M. Die Eindeutigkeit der Zerlegungn folgt wie oben. ]

Hilfssatz 11.2.3: Sei 9t Teilraum eines Hilbertraums H. Dann ist

<51

M- =9
Beweis: Sei f € M, g € M, g = lim,,_, g, mit einer Folge (g,), deren
Elemente in 91 liegen. Dann ist (g, f) = lim,, .o (gn, f) = 0, also f € ﬁL,
M M. Sei umgekehrt f' € ﬁL, S0 ist

(9,f)=0, gem,
(9. f)=0, geM
also f € M+, also M comt. O

Der folgende Satz ist eine Folgerung aus Satz I1.2.1:

Satz 11.2.2: Sei MM ein Teilraum eines Hilbertraums H. M ist genau dann
dicht in H, wenn aus (f,g) =0, f € M, fir ein g € H folgt: g = 0, d.h.
m+ = {0}.

Beweis: Sei 9 dicht in H. Dann ist M+ = ﬁL = H' nach Hilfssatz
1.2.3. Wie man sofort sieht, ist H* = {0}. Sei umgekehrt MM+ = {0}.

Dann ist 9% = 0 nach Hilfssatz I1.2.3, also M = H nach Satz 11.2.1.
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83. Beschrinkte lineare Funktionale in H

Definition I1.3.1: Se: 'H ein Hilbertraum. FEine Abbildung A : H — C
heifst lineares Funktional (in H, wenn A hologen linear ist, d.h. wenn

Alaf + Bg) = @ A(f) + BA(g), f,.g€H, a,B €C,

ist, und A heifit beschrinktes lineares Funktional, wenn

(AN < cllfll; fenr,

ist mit einer nichtnegativen Konstanten c. Statt A(f) schreiben wir auch
Af. Fiir ein lineares Funktional A definieren wir

|[AS]

|A[| = sup === = sup |Ag],
serc |LFIL o=

wobei wir ||A|| = 400 zulassen.

Hilfssatz 11.3.1: Sei A ein lineares Funktional in H. A ist genau dann
beschrinkt, wenn ||Al| endlich ausfallt. A ist genau dann stetig, wenn A
beschrdnkt ist.

Beweis: Sei A beschrinkt. Dann ist offenbar ||A|| < ¢, also endlich. Sei
||A|| endlich. Dann ist |Af|/||f]| < ||A|l, f # 0, also wegen A(0) = 0
[Afl < [[AIll[f]|- Sei A beschréinkt, fu — f, n — oo, fu,f € H, n
1,2,.. ..

Dann ist |A(f, — f)| < ||A||||fn — f]], also A stetig. Sie umgekehrt A stetig.
Dann folgt Af, — 0, falls (f,) in H gegen Null konvergiert. Angenommen,
A sei nicht beschriankt. Dann gibt es eine Folge (f,,) in H mit

[/l =1 und ¢, = [Afn] — +00, n — oo.

Also ist (0. E.seic, >0, n=1,2,...)

|A(fa/en)l =1, || fa/enll = 0, n — oo,
ein Widerspruch gegen die Stetigkeit. [

Ein Beispiel fiir ein stetiges oder beschrédnktes lineares Funktional wird
durch die Festsetzung
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Af =(f.9), g € H fest, f € H,

geliefert, wobei ‘H ein Hilbertraum mit Skalarprodukt (x,y), z,y € H, ist.
Der Beweis sei dem Leser iiberlassen; dabei sieht man, da8 ||A|| = ||g]|| ist.
Wie der folgende Satz zeigt, beschreibt dieses Beispiel schon die allgemeine
Situation:

Satz I1.3.1 (Riesz-Fréchet): Sei A ein beschrinktes lineares Funktio-
nal i einem Hilbertraum H. Dann gibt es genau ein g € ‘H derart, daf

Af =(f.9), f €,
ist. Insbesondere ist ||All = ||g]|. g heifit das erzeugende Element von A.

Beweis: Sei fiir die 1. Version wieder H als separabel vorausgesetzt. Dann
existiert ein vollstdndiges Orthonormalsystem {1, 9, ...} in H. Mit der
bekannten Entwicklung

o

i=1
gilt

Af = Af(lim  (f,0:)¢).
1=1

_ nlgglo A(Z(f, ©i)Pi),

1=1

= T}LHOIO Z(ﬂ i) Agi,
i=1

= > (fre) A0,

i=1
wobei wir von der Stetigkeit und Linearitdt von A Gebrauch gemacht ha-

ben. Die letzte Zeile folgt einfach aus der Reihendefinition. Fiir komplexe
Zahlen zq,...,z, ist

[AQ =l < AN =zl
1=1 1=1

= AN =)=

1=1
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Setzen wir z; = Ay, so folgt

A Apien)l = D 1Al
=1 =1

< AN 1Apil*)2,
i=1
so daB -7, |Ap;|? konvergiert und < ||A|[? ist. Sei g = > 0, Apip;. Dann
ist nach der Parsevalschen Gleichung

(f.9) = (frei)Api = Af
i=1
Dafl es hochstens ein ¢ € H mit (f,g) = Af, f € H, gibt, ist trivial.
Die Gleichung ||A|| = ||g|| hatten wir schon vor dem Satz erwéhnt. Die 2.
Version behandelt den allgemeinen Fall. M = {f|f € H, Af = 0} ist ein
abgeschlossener Teilraum von H. Wir unterscheiden zwei Félle: 9T # H,
I = H. Zunichst zum ersten Fall: Es ist dann nach Satz I11.2.1 I+ # {0}.
Sei also h # 0, h € M*. Wir betrachten g = ah, a € C. Sei a = Ah/||h|?.
Zunichst ist 0 = Af = (f,g), f € M.

Fir f = g ist Af = Ag = (AR/|[[)Ah = |AR/|IR]I? und |lglf?
(LARP/IIBIIY) - [[R]? = [ARP/|IA][? = Ag, also im Fall f = g : Af = Ag =
lgll? = (,9).

Endlich zeigen wir , dafl Af = (f,q), f € H ist. Es ist A(f — cg) = 0,
c = Af/Ag, f € H. Dabei ist zu beachten, dafl Ag # 0 ist, denn wére
Ag = 0, so wire h € M N M, also h = 0, also ein Widerspruch. Sei

fi=f—cg,also f = fi1+cg, fL €M

Dann ist

Af = Afi+cAg=(f1,9) +c(9,9),
= (fl+cgag):(f7g)

Der Rest folgt wie im separablen Fall. Im Fall 9t = ‘H wéhlen wir g = 0,
der Rest folgt wie eben. O]
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84. Lineare Operatoren in ‘H

Wir befassen uns in dieser Vorlesung vorwiegend mit in H erklarten li-
nearen Abbildungen von H in sich, doch geben wir fiir spétere Zwecke eine
allgemeinere Definition des Begriffs des linearen Operators.

Definition I1.4.1: Sei 'H ein Hilbertraum, D ein linearer Teilraum. Ein
linearer Operator (lineare Transformation) T in H ist eine lineare Abbil-
dung T : D — H, d.h. T(af + Bg) = oTf + pTg, a,8 € C, f,g € H.
D = D(T) heifst Definitionsbereich von T, T(D(T)) = R(T) heifit Werte-
bereich von T.

Wie man sofort sieht, ist R(T") ebenfalls ein Teilraum von H. Wir bringen
einige Beispiele:

1. Sei H = L?((a,b)), D = C%([a,b]). Sei K : [a,b] x [a,b] — C stetig.

Dann ist die Funktion
b
~ [ K sy

aus C%([a, b)), also insbesondere aus L?((a,b)). Wle man leicht sieht,
ist 7" linear.
2. Sei H = L*((a,b)), D = H. Sei K € L*((a,b) x (a,b)). Dann ist fiir
fast alle x € (a,b) die Funktion K (z,.) € L*((a,b)) (Satz von Fubini).
Fiir f € L*((a,b)) ist somit die Funktion

b
:/memwy

fir fast alle x € (a,b) erklart.

Nun ist insbesondere f € L?((a,b) x (a,b)), also Kf € L'((a,b) x
(a,b)), also ist (wieder nach dem Satz von Fubini) die Funktion T'f €
LY((a,b)). Dariiberhinaus gilt nach der Cauchy-Schwarzschen Unglei-
chung

T |/ny (y)dyl? < /umWﬂmmmm

Die rechte Seite ist fiir fast alle x € (a,b) in L*((a,b)). Also ist nach
[Forster, Analysis 3, S. 91 T'f € L*((a,b)) und
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b b
1
T il < ( / / K (2, ) Pdyd)} | f |l 2y

Die Linearitédt der Abbildung ist sofort ersichtlich, und wir haben so-
mit gezeigt, dafl T" ein linearer Operator in H ist mit Definitionsbe-
reich D(T) = D = H. Die Funktion K wird als Kern vom Hilbert-
Schmidtschen Typ bezeichnet.

3. Sei H = L*((a,b)), D = C§((a,b)). Fiir f € D setzen wir

Tf=—f) +af

mit Funktionen p, ¢ wie in Definition 1.1.1. Dann ist T(D) C ‘H, T ist
linear. Also ist T ein linearer Operator in ‘H. Da die Funktionen in
D = D(T) kompakten Tréager haben, erhilt man dieses Resultat auch,
wenn nur p € C'((a,b)), ¢ € C°((a,b)) verlangt wird.

Definition I1.4.2: Sei 'H ein Hilbertraum, sei T ein linearer Operator in
H mit Definitionsbereich D(T). T heif$t beschrdnkt, wenn

ITFI < cllfll, feD(T),

ist mit einer Konstanten ¢ > 0.

In Analogie zu unserem Vorgehen bei linearen Funktionalen setzen wir
fiir einen linearen Operator T in H mit Definitionsbereich D(T)

, L1
ITil = = sup [|Tf]
s [T

||T|| = 400 ist wieder zugelassen.

D(T), T ist ein linearer Operator in H, ist ein Prahilbertraum. In die-
sem Sinne gilt

Hilfssatz I1.4.1: Sei 'H ein Hilbertraum, T ein linearer Operator in H
mit Definitionsbereich D(T). T ist genau dann beschrinkt, wenn ||T|| end-
lich ausfillt. Die Abbildung T : D(T) — H ist genau dann stetig, wenn T
beschrdnkt ist.

Beweis: Der Beweis verlauft vollig parallel zum Beweis des Hilfssatzes
I1.3.1 und kann daher iibergangen werden. [

Betrachten wir die von uns soeben gegebenen Beispiele darauf, ob sie be-
schrinkte Operatoren liefern. In Beispiel 1 ist dies der Fall, denn (c eine
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positive Konstante, die von Schritt zu Schritt wechseln kann, aber von den
variierenden Funktionen unabhéngig ist):

T fll2(@p)y < cllTfllcoqap),
< csup |[K(z,y)| - |[fllz(ap)

z€la,b],
y€la,b]

c sup K (@, )| - (|1 22((a))-
ze{i:bf

IA

In Beispiel 2 hatten wir schon gezeigt, daf ||T f|r2(ap) < || f]lr2((ap)) 15t
mit ¢ = ||K||z2((ap)x(ap))- Was Beispiel 3 betrifft, so wird spéter noch ge-
zeigt, dafl ein Differentialoperator im allgemeinen nicht beschrankt ist.

Definition I1.4.3: Sei ‘H ein Hilbertraum. Sei T ein linearer Operator
in H mit Definitionsbereich D(T), ebenso T mit Definitionsbereich D(T T).

T heifit eine Fortsetzung von T, abgekiirzt T C T oder T D T, genau dann,

wenmn

D(T) C D(T),

Tf=TFf, feD(T),

ist. Weiter setzen wir TTf = T(Tf), f € D(IT) = {glg € D(T), Tyg €
D(T)}.

Offenbar ist T'T ein linearer Operator in M mit Definitionsbereich D(TT).
Sind T,T beschrinkst, so ist [|TTf|| < |TINTIIIfIl, f € D(TT), ist
dariiberhinaus D(T) = D(T) = H, so ist TT ein beschrénkter linearer
Operator in H mit Definitonsbereich D(TT) = H. Auf diese Weise kann
man innerhalb der beschrinkten linearen Operatoren in H, die in ganz H
erklirt sind, eine (nichtkommutative) Multiplikation einfithren und diese
Operatoren zu einer Algebra machen.

Als Beispiel dient uns zunéchst das Beispiel 1 von vorhin. Fiir f €

L2((a,b)) = D(T) sei
b
~ [ K@

Dann ist Tf sogar in C°([a, b]) wie die Rechnung am Ende von 1.4 zeigt.
Offenbar ist T eine Fortsetzung von T'. Auch bei Beispiel 3 1483t sich leicht
eine Fortsetzung konstruieren. Im Fall, dafl p, ¢ den Annahmen in Defini-
tion 1.1.1 geniigen, sei T = L, wobei D(T') = D(L) gesetzt ist und L, D(L)
die in Definition I.1.1 angegebene Bedeutung haben. In den meisten Féllen
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von linearen Operatoren 7' in einem Hilbertraum H, die wir noch keinnen
lernen, ist D(T") dicht.

Die wichtigste Art der Fortsetzung ist die durch AbschlieBung. Hierzu gilt

Satz 11.4.1: Sei 'H ein Hilbertraum: Sei T ein beschrdnkter linearer Ope-
rator in H mit Definitionsbereich D(T). D(T) sei dicht in ‘H. Dann gibt
es genau einen beschrinkten Operator T in H mit

TcT,

D(T) =H.
T heift die Abschliefung von T (in H). Es ist ||T|| = ||T|.

Beweis: Wir zeigen zunichst, dal T eindeutig bestimmt ist. Sei ndmlich
f € H und (f,) eine Folge von Elementen aus D(T') derart, dafl f, — f,
n — o0o. Wegen der Beschrianktheit von T folgt fiir jeden Operator T mit
den im Satz angegebenen Eigenschaften, dafl

Tf= lim Tf, = lim Tf,.

Zur Existenz von T: Sei f € H und (f,) eine Folge wie eben. Dann ist

T fr =T fll = IT(fr — f)ll < cllfn = finll, so daB (T'f,,) eine Cauchy-
Folge ist. Sei g = lim,, ., T'f,,. Dieser limes héngt nicht von der Auswahl
der Folge (f,,) ab, denn sei (f/) eine weitere Folge von Elementen f/ € D(T)
mit f — f, so ist (f, — f]) eine Nullfolge und daher auch (T'f,, — T'f}).
Nun setzen wir

Tf = lim Tf,, f<€H, (f,) wie eben.
Dann ist ||Tf|| = lim, oo ||T'fn|| < ||T||||f]]. Der Beweis der Linearitiit sei

dem Leser iiberlassen. ]

Satz 11.4.2: Sei 'H ein Hilbertraum. Sei T' ein linearer beschrinkter Ope-

rator in ‘H mit D(T) = H. Dann gibt es einen und nur einen linearen
Operator T* in H mit D(T*) =H,

(Tz,y) = (z,T7y), z,y € H.

T ist beschrankt, es gilt ||T*|| = ||T||. T* heif§t die Adjungierte zu T oder
der zu T adjungierte Operator. AufSerdem qilt
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Beweis: Die Eindeutigkeit ist trivial: Aus (z,T*y) = (z,Sy), =,y € H,
folgt (x,T*y — Sy) = 0, z,y € H, T*y = Sy, y € ‘H. Nun zur Existenz:
Sei Ayx = (Tv,y), x € H, y € H fest aber beliebig. A, ist eine lineare
Abbildung von H in C, da T linear ist. Weiter ist A, beschrankt, da

[Ayz| < [yl TH]]|=]

nach der Ungleichung von Cauchy-Schwarz. Nach Satz I1.3.1 (Riesz-Frechet)
existiert genau ein y* € H mit

A = (z,y"), € H

Wir ordnen nun y € ‘H dieses Element y* € H zu und setzen

y =Ty
Zunichst ist dadurch ein linearer Operator in H mit Definitionsbereich
D(T*) = 'H gegeben, denn

Aoy +ppr = a(Tz,y) + B(Tz,ys),
= alz,y;) + Bz, y3),
= (@, ay1) + (z, By),
= (x, ozTJl + ﬁT;z),
= (2, T"(ay1 + Bya),
a, € C, y1,ys € H. T™ ist beschrankt, denn aus

(T, 2)| = [Tz, y)| < |[T|][||y]
folgt fiir x = Ty

1Tyl* < NTINTylllIyll, also [|T7]| < [|T].
Nun ist (Tz,y) = (x,T*y) = (T*y,x) = (y,(T*)*x) = (T™=x,y), also
T = T. Wie eben gezeigt, ist ||T|| = ||T**|| < ||T*||, so daBl schlielich
71 = [[T] ist. O

Wir studieren zum Abschlufl dieses Abschnitts den Zusammenhang zwi-
schen unendlichen Matrizen und beschrankten, in ganz H erklarten Opera-
toren 1T', sofern ‘H separabel ist. In diesem Fall existiert in ‘H ein vollstindi-
ges Orthonormalsystem {1, @9, ...}, das wir wie iiblich als abzéhlbar un-

endlich voraussetzen (s. Satz I1.1.1). Wir ziehen weiter den Isomorphismus
I :ly — H hinzu (s. I1.1). Sei
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Dann ist

yi = (Tx,¢;)

= (T Z TkPk; Pi)
k=1

— (Z kaQOlH 902)
k=1

= (Tor, pi)x
k=1

wegen der Stetigkeit von 7' und der Stetigkeit des Skalarprodukts beziiglich
Normkonvergenz. Setzen wir Tj = (1, ), so folgt

Y = Z Ty,
k=1

Von der Reihe rechts kennt man zunéchst nur ihre Konvergenz. Eine ge-
nauere Information liefert

Hilfssatz 11.4.2: Es qilt: Wenn

oo
T’ =) |Tul’ < o,
i,k=1

d.h. die Doppelreihe iiber die Tﬁc, 1,k € N, st absolut konvergent, so ist
T <T.

Beweis: Wir haben

1Tzl = ZﬁIZZ;_lTikxkF, 2
(IL.4.1) < Dt HllF 22 Tl
< Tzl
woraus der Hilfssatz folgt. [

Die Annahme des Hilfssatzes I1.4.2 braucht keineswegst fiir jeden beschrank-
ten Operator T erfiillt zu sein. Dies zeigt das Beispiel Tx = =, x € 'H, bei
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dem T}, = 9;; ist. Jedoch gelten stets die schwécheren Aussagen, die wir in
folgendem Hilfssatz zusammenfassen:

Hilfssatz 11.4.3: Es st firk=1,2,..., bzw. 1 =1,2,...

T = |Tul> < 400, T=) |Tyl* < +oc.
i=1 k=1
Beweis: Wahlt man fiir x € H das Element, dessen Urbild unter I bei
fest vorgegebenem k € N gerade eine Eins an k-ter Stelle und sonst lauter
Nullen hat, so folgt die erste Aussage des Hilfssatzes aus (I11.4.1). Ersetzen
wir T durch 7™ und fithren wir dieselben Rechnungen wie eben vor Hilfssatz
I1.4.2 durch, so ergibt sich mit y =Tz = I(y,)

(11.4.2) vi =Y Tiar, T = (T"¢r, 01).
k=1

Also ist T = (or, T;) = (Twi, 1) = Tri- Aus

1T7|* = i | iﬂ?wﬁ

i=1 k=1
folgt wie eben

Z|7}>’}€|2<—|—oo fir k=1,2,..., also

1=1

> | Twil? < 4oo fiir k=1,2,....
i=1
Damit ist der Hilfssatz bewiesen. ]

Der Beweis des Hilfssatzes [1.4.3 liefert auch eine Darstellung fiir die Ad-
jungierte eines beschrénkten linearen Operators 7" in einem separablen Hil-
bertraum H mit Definitionsbereich D(T) = H. In Analogie zum endlich-
dimensionalen Fall wird man 7 als hermitesch bezeichnen, wenn T}, = Tj;
ist, i,k € N, d.h. T = T" ist. Dies erheben wir im allgemeinen Fall (nicht
notwendig separabler Hilbertraum) zur

Definition 11.4.4: Sei 'H ein Hilbertraum, T ein beschrinkter Operator

in H mit Definitionsbereich D(T) = H. T heifit hermitesch genau dann,
wenn T =T ist.
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85. Die Inverse eines linearen Operators

Definition I1.5.1: Se: 'H ein Hilbertraum, sei T ein linearer Operator
in 'H mit Definitionsbereich D(T') und Wertebereich R(T'). Die Abbildung
T : D(T) — R(T) sei eineindeutig. Die inverse Abbildung T~ : R(T) —
D(T) heifit der zu T inverse Operator T

Zur Rechtfertigung dieser Definition kann sich der Leser leicht selbst da-
von iiberzeugen, dafl 7! ein linearer Operator in H mit Definitionsbereich
D(T 1) = R(T) und Wertebereich R(T!) = D(T) ist. Offenbar gilt we-
gen der Linearitat von T'

Hilfssatz 11.5.1: Sei 'H ein Hilbertraum, T ein linearer Operator in 'H
mit Definitionsbereich D(T). Notwendig und hinreichend fiir die Ezxistenz
des inversen Operators T~ ist, daf§ die Gleichung Tx = 0 in D(T) nur die
Lésung x = 0 hat.

Eine weitergehendes Kriterium stammt von Toeplitz:

Satz I1.5.1: Sei H ein Hilbertraum, T' ein beschrdnkter linearer Operator
in 'H mit Defintionsbereich D(T) = H. T hat genau dann einen in ganz
H definierten beschrinkten inversen Operator T~ (insbesondere ist dann
D(T) =R(T) =H), wenn gilt

(I1.5.1) || Tx|| > dl||z||, = € H,
mit einer positiven Konstante d, und

(I1.5.2) T*x =0, hat nur die triviale Lisung 0.

Falls T hermitesch ist, ist (11.5.2) eine Konsequenz aus (I1.5.1) und somit
tiberfliissig.

Bevor wir einen Beweis des Satzes I1.5.1 geben, diskutieren wir verschiede-
ne Aspekte dieses Satzes. Zunéchst sei ‘H separabel. Wir bedienen uns der
am Ende von II.4 eingefiihrten Matrizenschreibweise. Sei T' gegeben durch
die Matrix
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O O = O
O = O O
= O O O

Dann ist also mit © = I(z,), Tx = I(y,) : 11 = 0,42 = Z1,...,Yp =
Tp_1,- ... Somit folgt

00 (%)
1Tzl = lypl® = D lwp* = [l .
p=1 p=1

Also erfiillt der in D(T') = H erkldrte Operator T' die Bedingung (I1.5.1).

c
Jedoch gilt fiir z = I(d1,), daB ||Tz — z|| > 1 ausfallt. Also ist R(T") # H,
und 7" hat keinen in ‘H erklédrten inversen Operator. In der Tat wird 7™ nach
unseren Untersuchungen am Ende von II.4 durch die unendliche Matrix

0O 1 0 0
0O 0 1 0

0O 0 0 1

gegeben, und fiir € H mit x = 1(dy,) gilt © # 0, aber ¥z = 0. Somit ist
(I1.5.2) verletzt. (I1.5.2) ist also in der Tat notwendig. Wir bemerken, daf3
(II.5.1) auch im Fall unbeschrénkter hermitescher Operatoren nicht aus-
reichend ist, um die Existenz einer in H erklédrten beschrankten Inversen
zu garantieren (wobei wir den Begriff der Hermitizitat noch gar nicht auf

den Fall nicht {iberall erklarter unbeschréinkter Operatoren verallgemeinert
haben).

Fiir das folgende ist es zweckméfig, die Definition der Hermitizitdt zu
erweitern; wir geben die

Definition I1.5.2: Sei 'H ein Hilbertraum, sei H ein linearer Operator
in H mit Definitionsbereich D(H). H heifit hermitesch, wenn D(H) dicht
in H ist und (Hf,g) = (f,Hg), f,9 € D(H), ist.

Nun konnen wir aus Satz I1.5.1 die folgende Konsequenz ziehen:
Hilfssatz 11.5.1: Sei H ein Hilbertraum, sei H hermitesch und beschrdnkt.
Sei weiter ||Hf|| > d||f]|, f € D(H), mit einer positiven Konstanten d.
Dann ist H : D(H) — R(H) eineindeutig, R(H) = D(H ') ist dicht in H
und H™1 ist beschrinkt.
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Beweis des Hilfssatzes I1.5.1: Die Abschliefung H ist ein beschrinkter
linearer Operator in H mit Definitionsbersich D(H) = H. AuBerdem ist
I|Hf|| > d||f|l, f € H, d ist eine Konstante aus unserer Voraussetzung.
Fir f,g € Hsei f, = f, gn — g, n — 00, fn, g0 € DIH), n =1,2,...,
Hf, — Hf, Hg, — H,, n — oo. Dann ist (Hf,g) = lim,_.oo(H fs, gn) =
limy, oo (fn, Hgn) = (f, Hg). Also ist H hermitesch.

Satz I1.5.1 liefert den inversen Operator I mit R(H)=H=D(H 1) =

D(H) = R(H 71). Wir brauchen H = R(H). Nach Definition der Ab-
schlieBung gibt es zu jedem g = Hf € R(H) eine Folge (f,), f, € D(H),
n=12...,mit Hf, — Hf, f, — f, n — oo Also ist R(H) = H. Daher
ist D(H™1') = R(H) dicht in H; die Existenz von H 1 ist iibrigens trivial.
Aus |[Hf|| = d|lfIl, f € D(H), folgt fiir f = H g, g € R(H) =D(H)

1
~llgll > |1H gl
Sllgll = |12 gl
[
Hilfssatz I1.5.1 wird falsch, wenn man die Voraussetzung der Beschrankt-
heit fallen 148t: Dies zeigt das folgende Beispiel: Sei H = L*((a, b)), Hf =

—f"+ f, f € D(H) = C3((a,b)). Wie wir bereits in I.1 gesehen hatten, ist
(Hf,g) = (f, Hg). Weiter haben wir (Hf, f) € R, f € D(H),

b
VHFINA > [(Hf, ) > (. ) = / (—f"F + 1Pyt

/ffdt /If\ it = /\f|2+\f\ )t > || ]2

also [[Hf|| > ||f||. Jedoch ist R(H) nicht dicht, denn fiir g(t) = €', a
t<b, feD(H) ist

IA

b b
s.9) = |1+ pga = [ 1=g"+g)ae =
Hilfssatz 11.2.2 liefert jetzt in der Tat, dafl R(H) nicht dicht ist.

Beweis des Satzes II.5.1: Angenommen, 7' hat einen in H erklédrten
beschriinkten inversen Operator 7. Dann ist R(T") = H,

1T Al < ellfIl, fER,

mit einer positiven Konstanten c. Fir g € H, f = Tg ist
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1
~llgll < [|T'ql.
C

so daB (I1.5.1) mit d = % folgt. Angenommen, es gibt ein g # 0 mit T%g = 0,
so folgt (T'f,g9) = (f,T*g) =0, f € H. Also ist g € R(T)* = {0}, ein Wi-
derspruch. Nun mégen umgekehrt (I1.5.1) und (I1.5.2) gelten. Wir zeigen
zunéchst, daf§ R(7") abgeschlossen ist. Sei (g,,) eine Folge von Elementen
g1, 92, - .. aus R(T) mit g, — g, n — oo. Sei g, =T f,.

Aus (I1.5.1) folgt, dal die f, eindeutig bestimmt sind und eine Cauchy-
Folge bilden. Also gilt: f, — f, n — oo. Aus der Beschranktheit von T
folgt: Tf,, — Tf = g,n — 00, so dal R(T') in der Tat abgeschlossen ist. Sei

nun R(7T) ;ﬁ H. Dann gibt es nach Satz I1.2.1 ein g in H, g # 0, derart, daf
(Tf,g) =0, f € H="D(T). Wegen Satz 11.4.2 ist (T'f,g) = (f,T*g) =0,
f € H, also T*g = 0, also nach (I1.5.2) g = 0. Also ist R(T)* = {0}, also
R(T) = H. Aus (I1.5.1) folgt ||g|| > d||Tg||, indem man x = T~1g setzt,
g € H. Also ist T~! beschrinkt. Il

Satz 11.5.2: Seir 'H ein Hilbertraum, T ein beschrinkter linearer Opera-
tor in H mit Definitionsbereich D(T) = H. T* sie der zu T adjungierte
Operator gemdf$ Satz 11.4.2. T bilde H eineindeutig auf sich ab, also exi-
stiert der inverse Operator T—' und ist auf H erklirt. T—' sei beschrinkt.
Dann bildet auch T* den Hilbertraum H eineindeutig auf sich ab. Der in
H erklirte Operator (T*)™! ist beschrinkt, und es ist

() =)
Beweis: Es ist (T'f,9) = (f,T*g), f,g € H, und nach Satz 11.5.1 gilt:
| Tf]| > d||f|], f € H, d eine positive Konstante. Sei f = T~1g. Dann folgt
lgll* = [(T~ g, T*g)| < [T lglllIT*gll < d~H|T*gllllgl], also [|T*g]| >
d||lg||. Nun ist nach Satz I1.4.2 noch T** = T, so dal T**g = 0 nur fiir
g = 0 eintreten kann. Satz I1.5.1 liefert nun, dal 7™ einen in H erklarten
beschrénkten inversen Operator hat. Sei

f=T"u, g=(T") ", u,v e H.

Dann ist (u, (T*)") = (T'f,q9) = (f,T*g) = (T u,v) = (u, (T71)*v), so
dafl in der Tat (7%)~t = (T~1)* folgt. O

Aus dem vorstehenden Beweis folgt unter den Voraussetzungen des Sat-
zes 11.5.2, daB ||T* f|| > d||f||, f € H, ist mit derselben Konstante d > 0
wie fiir T anstelle von T™.
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§6. Unitidre Operatoren. Projektoren

Wir beginnen mit einer geringfiigigen Erweiterung des Begriffs der linearen
Operatoren:

Definition I1.6.1: Seien H,H' zwei Hilbertriume. Eine Abbildung V :
H — H' heifit linearer Operator von H in H', wenn

Viar + By) = aVr + gVy
ist, a, B € C, x,y € H. V heifst beschrankter linearer Operator (von H in
H'), wenn

V|| < cllzl], z € K,
mit einer nichtnegativen Konstante c. Dabei ist ||V z||" die Norm in H', ||x||
die Norm in H. Bezeichnen wir die Skalarprodukte in H mit (z,y), z,y €
H, und in H mit (2',y), 2",y € H' so nennen wir einen beschrinkten
linearen Operator V' (von 'H in H') isometrisch, wenn

VfVg) =(f9), f.g€eH,

18t.

Wie in I1.4. zeigt man: Ein linearer Operator V' von H in H' ist genau
dann beschrinkt, wenn ||V|| = sup ||V fI|'/||f|| = sup ||V f]|" endlich
fen feH

1#0 lisll=1
ausfillt, und dies wiederum ist dquivalent mit der Stetigkeit der Abbil-

dung V : H — H’'. Die beschriankten linearen Operatoren V von H in H’
kénnen zu einem Vektorraum iiber C gemacht werden, indem man Addi-
tion und Multiplikation mit einer komplexen Zahl in der iiblichen Weise
erklirt. Diesen Vektorraum bezeichnen wir mit L(H, H'), im Falle H' = H
(. 2l = llell, (z,y) = (x,y), @,y € H mit L(H).

Definition 11.6.2: Seien H,H' Hilbertriume. Sei U : H — H' ein be-
schréankter linearer Operator. U heifst unitdr genau dann, wenn 1. U iso-
metrisch ist, und 2. die Abbildung U : H — H' surjektiv ist

Die Injektivitit von U folgt aus der Isometrie. Im Falle H = H’ gilt fiir
zwei unitire Operatoren Uy, Uy, dafl (U1Usf, U1Usg) = (Usf, Usg) = (f, 9)
ist; auflerdem ist U U, : 'H — H eine Bijektion und ein beschrankter linea-
rer Operator, also selbst unitér. Ist U : 'H — H unitér, so ist die Inverse
U1 ein iiberall erklirter beschrinkter linearer Operator in H (Die Be-
schrinktheit von U~! folgt sofort aus ||Uf|| = ||f|l, f € H) Setzt man fiir
fL9€EH
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f=U"p, g=U",
so folgt aus (Uf,Ug) = (f,g) die Beziehung (p,v) = (U 1p, U~14). Die
unitdren Operatoren U : ' H — H bilden also eine Gruppe.

Wir geben ein Beispiel: Sei H' ein separabler Hilbertraum, sei {1, @9, ...}
ein vollstandiges Orthonormalsystem in H'. Es ist leicht zu zeigen, dafl I
durch die Festsetzung

((zp); (yp)) = pry_pv (@), (yp) € Lo,
p=1
zu einem Hilbertraum wird, fiir den wir die Bezeichnung [, beibehalten.
Aufgrund der Parsevalschen Gleichung folgt, dafi die bereits in I1.1 ein-
gefiihrte Abbildung I : H = Iy — H' unitar ist (Wir hatten schon in II.1
gezeigt, daB ((z), (vp)) = (L(zp), I(yp))" ist). Dabei war I erklért durch

o0
(2p) — Z LpPp-
p=1
Einen beschriankten linearen Operator 7" in H’ mit Definitionsbereich D(T") =
H’ konnten wir durch die GréBen T}, = (T, ,¢;)’, i,k € N, beschreiben.
Definieren wir einen linearen Operator 1" in ls durch

(xp) — (Z Torn),

so haben wir damit einen in ganz ‘H = [y erklarten linearen beschrankten
Operator T' definiert, denn

0
1> Tl = 1T,
1 k=1

NE

p

< dlz|P,

00
=c_lul’
k=1

gemif (I11.4.1). Offenbar ist ['T"x = T1 'z, also T' = ITI ' und T =
I7'TT im Sinne des Hintereinanderausfiihrens von Abbildungen. Dies gibt

VEranlassung zur folgenden
Definition I1.6.3: Es secien H und H' zwei Hilbertriume, es seien T, T’
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zwei beschrankte lineare Operatoren in H bzw. H' mit den Definitionsbe-
reichen D(T) = H, D(T') = H'. Dann heiffen T und T" unitir dquivalent,
wenn es einen unitiren Operator U von H in H' gibt mit

T =UTU!
oder, gleichbedeutend,

T=U'TU.
Eine Rechtfertigung wird auch die folgende Bemerkung geliefert: Sei Tz =
Az fiir ein A € C und ein ¢ € H. Dann ist U™'T'"Uz = Az, also T'Uzx =
AUz, sofern T und 7" unitéir dquivalent sind im Sinne der vorhergehenden
Definition. Insbesondere haben also 7" und 7" dieselben Eigenwerte.

Ein Kriterium fiir Unitaritat liefert der

Satz 11.6.1: Ein beschrdnkter linearer Operator V in einem Hilbertraum
H mit Definitionsbereich D(V') = H ist dann und nur dann unitdr, wenn
VV* =V*V =1 ist, wobei I die identische Abbildung in H ist.

Beweis: Sei zunédchst V' unitar. Dann ist (V f,Vg) = (f,g9) = (f,V*Vyg),
f, g € H. Alsoist V*V = I. Nun ist V! auch unitér, wie wir in diesem Ab-
schnitt schon gezeigt haben. Alsoist (f,V*g) = (Vf,g) = (VIV [,V 1g) =
(f,V7lg), V* = VL VV* = I. Nun sei umgekehrt VV* = V*V = I. Dann
haben wir

V£, Vig) = (VV'f,g9) = (f,9),
ViVg = (VVfg) =I(f9)
wobei wir Satz I1.4.2 benutzt haben. Also sind V,V* isometrisch. Nach

Satz I1.5.1 ist V* der zu V inverse Operator, insbesondere ist R(V) = H,
V' unitar. N

Wir haben gleichzeitig gezeigt, daf§ ein Operator V' € L(H) dann und
nur dann unitér ist, wenn V* = V! ist; dies wiederum ist dquivalent da-
mit, dal V und V* isometrisch sind.

Wir fiithren jetzt eine neue Klasse von Operatoren ein, die Projektoren.
Zunichst beweisen wir einen Hilfssatz, der die schon behandelte Orthogo-
nalzerlegung eines Hilbertraums betrifft (Satz 11.2.1).

Hilfssatz 11.6.1: Se: H ein Hilbertraum, M ein abgeschlossener Teilraum
von M. Sei
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(I1.6.1) f=fit+fo, fEMfreMmt

die Zerlegung von H gemdfs Satz I11.2.1. Ordnen wir jedem f € H das
Element f1 € MM in der Zerlegung (11.6.1) zu, so ist dadurch ein linearer
beschrinkter Operator Pon = P in 'H mit Definitionsbereich D(Pom) = H
gegeben, der folgende Eigenschaften besitzt:

Piy = P, Py = P, R(Poy) = M.

Beweis: Die erste und dritte Eigenschaft sind klar. Seien f,g € H, Pf =
f1, Pg = ¢g1. Dann ist

(Pfog) = (f1,01),
(f,Pg) = (f1,91),

also (Pf,g) = (f,Pg), f,g € H, P = P*. O

Dies Ergebnis verallgemeinern wir in der

Definition 11.6.4: Se: 'H ein Hilbertraum, P ein beschrdnkter linearer
Operator in H mit Definitionsbereich D(P) = H. P heif§st ein Projektor
(in H genau dann, wenn P hermitesch ist, d.h. P* = P gilt, und P? = P
15t.

Beziiglich der soeben eingefiihrten Klasse der Projektoren gilt
Satz 11.6.2: Sei H ein Hilbertraum, P ein Projektor in H. Dann ist R(P)
abgeschlossener Teilraum von H, und H hat die folgende Orthogonalzerle-

gung

f=Pf+(f—Pf), feH, PfeR(P), f—PfeR(P)"

Beweis: Es ist klar, dal R(P) ein Teilraum von H ist. Wir zeigen nun die
Abgeschlossenheit von R(P). Sei (g,) eine Folge aus R(P) mit g, — g,
n — oo. Dann gibt es f, € ‘H mit g, = Pf,, n € N. Also ist Pg, =
P?f, = Pf, = g, — g, n — oo. Nun haben wir, weil P beschréinkt ist,
Pg, — Pg,n — o0, also g = Pg, also g € R(P). Weiter ist (Pf, f—Pf) =
(Pf,f)—(Pf,Pf)=(Pf,f)—(Pf, f) = 0 wegen der Hermitizitit von P.
Mit der Eindeutigkeit der Zerlegung in Satz I1.2.1 folgt der Satz. [

64



87. Sesquilinearformen

Wir beginnen mit der Definition einer Sesquilinearform, die einem Ope-
rator zugeordnet ist.

Definition I1.7.1: Sei 'H ein Hilbertraum. Sei T ein linearer Operator
in H mit Definitionsbereich D(T) = H. Dann heifit die durch

B(f,9)=(Tf.9), [.g€H
definierte Abbildung B : ' H x H — C die zu T gehorige Sesquilinearform.

Satz I11.7.1: Seir T ein linearer Operator in einem Hilbertraum H mit
D(T) ="H. T ist dann und nur dann beschrdnkt, wenn fir die zugehdorige
Sesquilinearform B gilt:

(IL.7.1) [B(f;9)| < cllfllllgll, f.9 €™,

mit einer nichtnegativen Konstante c. In diesem Fall ist ||T|| < c.

Beweis: (I1.7.1) folgt sofort aus der Beschrianktheit von 7T'. Gelte umge-
kehrt (IL7.1). Dann ist [B(f, /)| = IITfIP < cllfIIITS]], also |[Tf]] <
c||fl], also T € L(H) und ||T|| < c. O

Satz 11.7.2: Sei 'H ein hermitescher linearer Operator in einem Hilber-
traum H im Sinne von Definition 11.5.2. Sei D(H) = H. H ist beschrdnkt
dann und nur dann, wenn fir die zu H gehérige Sesquilinearform B gilt
(c eine nichtnegative Konstante):

(IL7.2) B, HI < CIfI? f e

In diesem Falle ist ||H|| < c.

Beweis: Es gelte (I1.7.2). Seien f,g € H. Dannist B(f+g¢g, f+9) = (Hf+
Hg, f+g9)=(HS )+ Hg,9)+ (Hg f)+(Hf,g)=(Hf, [)+ (Hg,g) +
2Re(Hf,g). Weiter gilt B(f —g, f—g) = (Hf,[)+(Hg,g9) —2Re(H [, g).
Also ist

Re(Hf.g) = {[(H(f +9).f +9) ~ (H(f ~9).f ~ 9],

Re(H f,9)] < S (IIf + gl +11f = gll),

=~ 0
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sofern (I1.7.2) vorausgesetzt wird. Hieraus folgt

[Re(Hf, g)| < (2Hf||2+2\|9|\ ) = (\|f|\2+|\9\|2)
Sei || f]] = |lg|]| = 1. Dann 1st also

Re(Hf, g)| <

¢,
woraus im allgemeinen Fall |Re(H II_jt"H )l < ¢ f.g € H—{0}, und endlich

[Re(H f,g) < clfllllgll, f,9 € H,

folgt. Fiir o € C ist Re(H f,@g) = Re(a(H f,g)). Halten wir f, g € H fest
und bestimmen « so, dal || = 1 und a(H f, g) = [(H f, g)| sind. Dann ist

(Hf,9)| = Re(a(Hf,g)) = Re(Hf,ag),
< [Re(H f,ag)| < cl||flll[ag|| = [l fl[lg]

Satz I1.7.1 liefert jetzt die Beschrinktheit von H und ||H|| < c¢. Ist um-
gekehrt H beschrankt, etwa ||H|| < ¢, so folgt trivialerweise |(Bf, f)| <
cl| f]*. O

Definition I1.7.2: Eine Abbildung B : H x H — C, 'H ein Hilbertraum,
heifit Sesquilinearform genau dann, wenn

B(lel + CQfQ;Q) - ClB(fhg) + CQB(f27g)7
B(f,c1g1 + c2g2) = & B(f,91) + &B(f, 92),
f,a9, 11, f2. 91,92 € H, c1,¢0 € C, ist. Die Sesquilinearform B heifst hermi-

tesch, wenn

B(f,g9) =B(g,f), f.g€H,

ist, sie heifit beschrinkt, wenn

[B(f;9)| < cllfllllgll, f.9 €™,

18t.

Satz 11.7.3: Se: 'H ein Hilbertraum, B eine beschrdinkte Sesquilinearform

i H. Dann gibt es genau einen beschrdnkten linearen Operator T in H
mit D(T) = H derart, daf

B(f.,g9) = (f.Tg), f,.g € H.
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Die oben eingefiihrte Sesquilinearform ist dann und nur dann hermitesch,
wenn T es ist.

Beweis: Sei g € H fest und

Ly(f) = B(f,9), f € H.

Dann ist dadurch ein lineares Funktional L, gegeben, das wegen |L,(f)| <
c||lgl||| f|| beschrénkt ist. Nach dem Satz von Riesz-Fréchet (Satz I1.3.1)
gibt es genau ein ¢* € ‘H mit

Nun ordnen wir g das eindeutig bestimmte Element g* zu und haben zu
zeigen, dafl dadurch ein beschréankter linearer Operator T" in ‘H erklart ist.
Fiir ¢1,c0 € C, ¢1,92 € 'H ist

Lergieg,(f) = (f, (c1g1 + c292)"),
= B(f,cg1 + cag2),
= aB(f,q1) + &B(f, 92),
= a(f, 91) + ([, 92),
= (f,ag] + 293), [ €H,

so daB (c191 + c292)" = €197 + c2g5 wird. Damit ist die Zuordnung g — g*
als linearer Operator T in H erkannt mit Definitionsbereich D(T") = ‘H. We-
gen |(f,Tg)| < [|f]lllg]| folgt fiir f = T'g die Ungleichung |[T'g|| < cl|g],
also ||T'|| < ¢. Dafl T' eindeutig bestimmt ist, ist trivial. Sei T" hermitesch.
Dann ist (f,Tg) = (Tf,g9) = (9,Tf), also B(f,g) = B(g, f), also ist B
hermitesch. Wenn B hermitesch ist, so ist (f,7g9) = B(f,g9) = B(g, f) =

(9. Tf)=(Tf,9), f,g € H. Also ist T hermitesch. O]

Fiir die Anwendungen wichtig ist der folgende Satz von Lax und Milgram.
Satz I1.7.4: Sei 'H ein Hilbertraum, B : ' H X 'H eine beschrdnkte Sesqui-
nearform, d.h.

(I.7.3) [B(f;9)l < bllfllllgll, f.9 €™,

mit einer Konstanten b > 0. Weiter sei B auch nach unten beschrdnkt,
d.h.

IB(f, Nl z allfI, f e,
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mit einer Konstanten a > 0. Sei L ein beschranktes lineares Funktional in
H. Dann gibt es genau ein g € 'H derart, dafs

(IL.7.4) L(f) = B(f.9). f € H.

Beweis: Zunichst folgt aus Satz I1.7.3, dafl

B(u,v) = (u,Tv),u,v € H,

ist mit einem beschréankten linearen Operator in H mit D(7) = H. Aus
(I1.7.4) ergibt sich

(TF, Nl = allfIP, fen,

also mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung ||Tf|| > al|f]|, f € H.
Ebenso folgt ||T*f|| > al|f||, f € H. Also hat die Gleichung T*f = 0
nur die Losung f = 0. Satz IL.5.1 liefert den inversen Operator 7!, der
beschriinkt und in ganz H definiert ist (||T7!|| < 1/a). Nach Riesz-Fréchet
(Satz 11.3.1) gibt es ein und nur ein h € H mit L(f) = (f, h), f € H. Setzt
man g = T~ 'h, so folgt

L(f) = (f.h) = (f.Tg) = B(f.9), f € H.

DaB g eindeutig bestimmt ist, ist eine Konsequenz aus 0 = B(f,g—¢'), f €
H, und (I1.7.4), sofern g, ¢’ zwei Elemente aus H sind, die das Gewiinschte
leisten. 0
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§8. Das Theorem von Fourier-Plancherel

Eins der wichtigsten Beispiele fiir einen unitdren Operator ist die Fourier-
Transformation in L*(R"). Sie verwandelt die Operation der Differentiation
in eine algebraische Operation. Sei f € CJ(R") oder C}(R™). Dann bezeich-
net man

1 —iT-y
TH) = o e Wy

als die Fouriertransformierte von f. Dabei ist

x-y:Zxk-yk, z,y € R",
k=1
gesetzt. Es ist leicht zu sehen ([Forster, Analysis 3, Satz von Gau8), da8

/ e‘”'yaif(y)dy:i% / e f(y)dy, also
n y] n

0
dy;
ist, sofern f € C}(R") ist. Wir wollen zunéchst die Fouriertransformierte
einer Treppenfunktion, also einer Funktion f mit kompaktem Tréger stu-

dieren. Es ist unmittelbar klar, dafl das Integral fRn e~ f(1y)dy einen Sinn
macht. Zunéchst wird ein Hilfssatz in der Dimension 1 bewiesen.

T f = ZZL’ij

Hilfssatz 11.8.1: Fir a,b € R, a <b, sei

1L, a<x<b,
Xla ) = 0, sonst.

Dann st

1 —ibx —z'ax)

1 +00 .
TxXiap(T) = — e "Y1 dy= —(e" —¢ ,
X[a.0] (2) o /_OO X[a,) (Y)Y Tﬂ(_m)(
T'X[a) 18t aus L*(R), und fiir das L*(R)-Skalarprodukt

[(CL, b7 C, d) - / TX[a,b] (y)TX[c,d] (y)dy7 a < b; c < d7

qilt

0 wenn [a,bl, [c,d] hichstens Randpunkte gemeinsam haben
I(a,b,c,d) = .

b—a, wenn |a,b] = [c,d] ist.
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Bewelis: Zunachst haben wir

Pt = g [ o= [5]
X[mb} - \/— Y \/ﬁ —'LZU .

( —ixb efzam)
V 277(—23:)
Wegen |e~ ™| = |e7™%| = 1,z € R, existieren die Integrale [~ |T\ .4 (y)|*dy,
f;oo T ap(y)*dy filr alle e > 0. Nun ist e~ — e~tar|? = —e-izlb-a) _
ewl=a) 1 9 =2 — 2Ree™(= = 2 — 2cos(b — a)z. Wegen

1 _ (b— a) k. 2(k—1)
wQ(Qcos(b—a)x—Q QZT')( 1)z

existiert auch f Ty (W) Pdy. Alsoist Ty, b]TX[c g € L'(R). Fiir I(a, b, ¢, d)
ergibt sich

1 “ 1. , . .
I boe.d = —1i = oi(d=-bx  i(d—a)x _ i(c—b)x i(c—a)x d
(a,b,c,d) 5 E:;’r? i 5(:2(6 e e +e )dx +
1 ol (d-0b) i(d—a)x (c=b)x i(c—a)x
% 11_%1 6 P(e e +e )dx,
1 - ei(d—b) 1 ez(d—a)m 1 ez(c—b)x 1
B %%—iﬁl s < x? a x? a 2z
ei(c—a):c —1 . 1 . +o0 6i(d—b)aj -1 ei(d—a)ac -1
72 L o o ). ) 72
i(c—d)x __ 1 i(c—a)x __ 1
(& €
R— + " ) dz.

Nun ist f:f(l/xQ)(eihx —1)dz+ [5(1/2?)(e" —1)dx = [5(1/2*)(2cos hx —
—2)dx < p, ,6 < e9(p),do(p), h € R, 0 < § < . Greifen wir wieder auf
die Reihenentwicklung fiir cos(hx) zuriick, so erkennen wir, da§ nach dem
Cauchy-Kriterium fiir A € R der Grenzwert

+o0o _ithx —& _ihx +o00 _ihx
—1 —1 —1
]{ ¢ >—dx ;= lim (/ ‘ 5 da:+/ ‘ 5 d:z:)
NS x =0\ J_ o - x

e>0

existiert, und wir erhalten die Formel

2rl(a,b,c,d) = 7{00[( id=br _ 1) /g ]dm—j{_ OO[( d=a)r _ 1) /a?)dx —

I e T S e e
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X

Durch Zuriickgehen auf die Definition von 39:;?[(6”1 — 1)/2?]dx sieht man

sofort, daf3

+o0o _ihxr 1 +oo ilhlx _ 1 +oo it 1
f S mzf ij—wzwf —
o x o x o t

ist, wobei die letzte Gleichung durch Anwendung der Substitution t = |h|z
sowohl auf [~° (e —1)/a%dz als auch auf [[(e”* — 1)/2?dx folgt.
Setzen wir also o = fj;o[( * —1)/t?]dt, so folgt

27l (a,b,c,d) = a(|d —b| — |d — a| — |¢ — b| + |c — a]).

Mit dieser Formel 148t sich bereits der Fall behandeln, daf§ [a, b] und [c, d]
nur Randpunkte gemeinsam haben. Dann ist a < b < c < doder c <d <
a < b. Im ersten Fall erhdlt man 27/ (a,b,c,d) = a- ((d —b) — (d — a) —
(¢ —b) + (¢ —a)) = 0. Eine analoge Rechnung liefert auch im zweiten Fall
2rl(a, b, c,d) = 0; also haben wir die Behauptung des Hilfssatzes im Fall,
daf [a, b] und [c, d] hochstens Randpunkte gemeinsam haben, bewiesen. Im
Fall [a,b] = [c,d], i.e. a = ¢, b = d liefert unsere Formel fiir 271 (a, b, ¢, d)
die Beziehung

2rl(a,b,c,d) = a(—=2(b—a)) = —2a(b— a); also

I(a,b,e,d) = —2(b—a).
s
Zur Vollendung des Beweises habn wir § ' >°[(e' —1)/t%|dt = — zu zeigen.

Dies geschieht mit Hilfe des Cauchyschen Integralsatzes (I1.3 in meiner Vor-
lesung Analysis IV (Funktionentheorie)). Wir wéhlen als Integrationsweg
die im folgenden skizzierte Kurve [. mit den in der Figur nidher bezeichne-
ten Kurvenstiicken . g, lr g, [-R ¢, lcc: Esist 0 <e < R,

Die Funktion f(z) = (e* — 1)/z? ist in C — {0} holomorph. Die dort
giiltige Reihenentwicklung

flz) =

NK\D| —_

o0 .
Z .
0 _
+szz ,
=2

zeigt, dafl f in z = 0 einen Pol der Ordnung 1 mit dem Residuum ¢ besitzt.
Zunéchst ist nach dem Cauchyschen Integralsatz

N | .

71



/lf(z)dz =0 = /lR’Ef(Z)dZ + /ZE,R f(2)dz + - f(2)dz + /z f(2)dz

_ /_ (e — 1) /2% dr + / R[(e”’ —1)/2¥dx +

R

+ lRRf(z)der/mf(z)dz

Wegen fl 2)|ldz| < mRg folgt: limpg .o [, f(2)dz = 0. Also ist

[ l(er — )/xQ]dx + e — 1) /2% da = —fl“f( 2)dz. Mit Hilfe der
Reihenentwicklung fiir f sieht man sofort 7

1
lim—/ f(2)dz = —limi/ —dz,
e—0 ls,s e—0 ls,e 4

sofern der Grenzwert rechts existiert. Dies ist in der Tat der Fall, dann mit
der Parametrisierung z = ee' folgt [, (1/2)dz = — [[(cie’? [ee’¥)dyp =
—im; man beachte, dafl /.. im negativen Sinn durchlaufen wird. Damit
folgt

li_{%(/__g[(em —1)/2%)dx +/ w[(eix —1)/2%dx) = —m, also
[ CEVEIEE

(@]

was zu zeigen war. ]

Der Fall der charakteristischen Funktion eines n-dimensionalen achsen-
parallelen Quaders wird durch Reduktion auf den eindimensionalen Fall
behandelt. Wir betrachten einen n-dimensionalen achsenparallelen Quader

Q= {zlaj <z <bj, 1 <j<n}.
Q ist der offene Kern von Q. Zerlegen wir jedes Intervall I; = [a;,b;] in
Intervalle

ki k;
[Clj ,bb], kal,...,pj, dh

Dj

kj oy kj
laj, b;] = U[aj >bj ]
j=1
ki pk; ki o K]
(ajvbj) (j’b]):®7

kjgk;- = 1, yPjs kj 7& ]{;
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so erhalten wir eine Zerlegung von Q, d.h.
Q= U I

wobei I}, = I, X ... x I, gesetzt ist; seien k, k' € N* k = (ky,..., k),
K= (ky, ..o k), 1< kj, k) < pj und es sei k # k'; dann ist

Ik M [k’ = ®7
wenn I, Iy die offenen Kerne von I, Iy bezeichnen. Mit diesen Bezeich-
nungen gilt

Hilfssatz 11.8.2: Ses

1, zel,
XE(CU):
0, sonst,
FeN', 1<k <pjj=1,...,n, se

Txr(z) = ( \/217)71 /R ) e Vx-(y)dy.

Dann ist Txy- € L*(R"), und fir zwei Multiindizes k,l € N* mit 1 <
kil <p,j=1,...,n git die folgende Formel fiir das L*(R™)-Skalarprodukt

Ty Ty — [0, falls k # 1 ist,
X XL T (8 — a9, falls k=1 ist,

| L=
[0, falls k # 1 ist,
| (X7 X7 falls k=1 ist,

= (Xm XTl)-

Beweis: Offenbar ist
ﬁ 1 +00
Txr(x) = | |(—= / ey i (Y)dY)
iy V2T ) [a;7b;7]

- H TX[a;fj’b;”'j] (:CJ)
7=1

(Vgl. die Rechnungen am Ende von II.1 zum Nachweis der Vollstdndigkeit
des Orthonormalsystem e x € Z" in L*(Q)). Der Satz von Fubini-

Tonelli zeigt mit Hilfssatz I1.8.1, da§ Tx;- € L*(R") ist. Fiir das Skalar-
produkt liefert die obige Formel

73



(TXE7 TXTI = H(TX[ j b ]] TX[ j bJ])
]_

wobei jetzt hinter dem Produktzeichen die L?(R)-Skalarprodukte von T X[

mit Ty, stehen. Wenn k # [ ist, so gibt es ein jy mit k;, # [;,. In dle—

0] 7]
sem Fall haben [a 5”0, b JO] und [a 0 b’o] keine inneren Punkte gemeinsam,
nach Hilfssatz 11.8.1 Verschwmdet der Jjo-te Faktor im letzen Produkt und

damit das gesamte Produkt. Nochmalige Anwendung von Hilfssatz I1.8.1
im Fall k = [ liefert die erste Formel fiir (T'xz, T'x7). Wegen

n
XIk7XIl H ijax ij])
7=1

0, falls (a,b) N (c,d) =0,

(X(a.b)> Xe.d) =
b—a, fallsa=c,b=d,

folgen nun auch die letzten beiden Formeln. ]

Nun betrachten wir Treppenfunktionen in @ beziiglich einer Zerlegung
3 ={Llk e N, 1<Ekp;,j=1,...,n} wie wir sie vorhin eingefiihrt
hatten. Darunter verstehen wir Funktionen

to3 = Z CkX T,

kENT,

wobei die ¢; komplexe Konstanten sind. Wir setzen

Tto3 = Z cr Xt

keNm,

Dann folgt aus Hilfssatz I1.8.2 sofort, dafl

ist, wenn tg 3, t/Q,B Treppenfunktionen in @ beziiglich derselben Zerlegung

3 sind. Sei f : R*” — C stetig, auBerhalb Q verschwinde f identisch. Zu
jedem ¢ > 0 gibt es eine Zerlegung 3. von ) und eine Treppenfunktion
tg 3. derart, daf
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<e/lQIY?

sup |f(z) = tg3.

ist, also insbesondere ||f — tg3,||r2®n) < € ausfillt.

Hilfssatz 11.8.3: Sei f € L*(R"), f verschwinde auferhalb des achsenpar-
allelen Quaders Q. Seien (3,), (3',) Folgen von Zerlegungen vonvon @, seien
(tg,3,): (tg 3, )- Folgen von Treppenfunktionen tq3,,t; 5, in Q beziiglich der
Zerlegungen 3,,3!,. Es gelte

If —to3.]lr2n) — 0, v — 00,

Hf - tIQ,SLHLQ(R") — O, UV — OQ.

Dann haben wir auch

TtQ73U - Tth),S;/H[ﬂ(Rn) — O7 vV — Q.

Beweis: Nehmen wir die gemeinsame Verfeinerung 3} von 3, und 3.
Dann ist (die genaue Bedeutung wird am Ende des Beweises erklért)

(11.8.2) tQ,3y (23) = ng (a:),

v

(I1.8.3) 03, (@) = t’st(:c)
fir fast alle x € R"™. Aus (11.8.1) folgt

1Tt3, — Tty 3, ll2mn = [Tty 35, — Tt 5 2,
/
- HtQBV N J‘QS/VHLQ(R")’

= lltQ.3, — to.3 2@,
woraus der Hilfssatz folgt. Mit (II.8.2) meinen wir natiirlich folgendes:
Wenn

_ ~v)
tos, = Z Ck X7

keNT
P CON
1SkJSpj ,J=1,...n

ist, wobei 3, = {.77};]/6 e N, 1 < k; < ]3§-V),j =1,...,n} und Eéy) =
tQ,CV|(];(§V) —R.), R, die Vereinigung aller Rénder aller Elemente [ Igy) von

(0]



3y ist, so ist tg3,(z) = t, 3 (z) fast iiberall in R; fiir (I1.8.3) gilt entspre-
chendes. L]

Somit ergibt die folgende Definition, die jedoch wegen ihrer Abhéngig-
keit von () nur vorlaufig ist und daher nicht numeriert wird, einen Sinn:
Sei f : R" — C stetig und verschwinde auflerhalb eines achsenparallelen
Quaders @ identisch. Sei (tg3,) eine Folge von Treppenfunktionen in @
beziiglich der Zerlegungen 3,, v = 1,2,... mit

|f —tg3,|lr2@mr) — 0, v — o0.
Dann setzen wir

(11.8.4) Tf = lim Ttys,

V—00

sin L*(R") Sinn. Zunéchst existiert der letzte Grenzwert, denn nehmen wir
die Zerlegungen 3,, 3,, bilden ihre gemeinsame Verfeinerung 3,, und set-
?en im) Sinn von (I1.8.2), (I1.8.3) tf)5 = 6’%,%’3% = tg3,, so folgt mit
I1.8.1

1Ttq.3, — Ttos, @y = 1Tt 3, — Tty 3, 2@,

= [tg.3,, — t03.,.llr2®) = [[te3, — to3.ll 2@,

Daher bilden die T'tg 3, eine Cauchy-Folge in L*(R") und sind demnach
konvergent. Die Unabhéngigkeit des Grenzwertes in (I1.8.4) von der Aus-
wahl der Folge (tg3,) wird durch Hilfssatz 11.8.3 garantiert. Um uns von
der Abhéngigkeit von () zu befreien beweisen wir

Hilfssatz I1.8.4: Sei f : R" — C stetig und verschwinde auferhalb ei-
nes achsenparallelen Quaders @Q identisch. Dann gilt fiir die in (11.8.4)
eingefiihrte Funktion T'f die Formel

(I1.8.5) Tf(x)= (\/27;71')71 fRn e~ Y f (1) dy.

Dariiberhinaus 1st T'f unendlich oft stetig differenzierbar. Fiir irgendeinen
Multiindexr o € (NU{0})™ gilt die Abschditzung

1 o n
(\/%)HH?J f||L1(Q)a reR )

(DT f(2)] <

wobei a = (g, ...,ap),
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n
vo =[] v"
j=1
sind.

Beweis: Sei (tg 3, eine Folge von Treppenfunktionen in @ beziiglich der
Zerlegungen 3,, v = 1,2,..., mit f =lim, . Ag3,, T'f = lim, . Tty 3,
Dann ist

1 —ix-Y
s, () ~ s [ e )i

< (1QIz/(V2m))||f — to.3, || 2@n), = € R,

woraus der erste Teil des Hilfssatzes folgt, da eine Teilfolge von (Ttg3,)
fast iiberall in R"™ gegen T'f konvergiert ([Forster, Analysis 3, S. 96]). Der
zweite Teil des Hilfssatzes folgt aus [Forster, Analysis 3, S. 98,99] und der
sich aus diesem Zitat ergebenden Formel

DTS = s [ T s

]

Hilfssatz 11.8.4 zeigt, dafi die Definition (I1.8.4) auch unabhéngig von @

ist. Unsere bisherigen Ergebnisse fassen wir zusammen in

Hilfssatz I1.8.5: Sei D(T') derjenige Teilraum von H = L*(R"), der aus
allen stetigen Abbildungen f : R"” — C mit kompaktem Trager besteht.
D(T) ist dicht in H = L*(R"). Auf D(T) ist durch

Tf = [ ey

(vem)" Jr
eine lineare Abbildung T : D(T) — H gegeben. Es gilt

(T'f,Tg)=(f.9), f,9 €D(T).
Durch Abschliefung wird T zu einem linearen Operator T € L(H) fiir den

(Tf,Tg)=(f.9), f,g€H,

gilt, der also isometrisch ist. Fir f € H = L*(R") mit der Eigenschaft,
daf f auferhalb eines achsenparallelen Quaders Q fast tiberall verschwin-
det, qilt
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(11.8.6) Tf(x) = s foo e F 0y
fast iberall in R™. Tf ist beliebig of stetig differenzierbar auf R™ und fiir

irgendeinen Multiindez o € (N U {0})" gilt die Abschdtzung

1
(\/%)nHyafHLl(Q)

Insbesondere st fir die friher eingefiihrten Funktionen T'xz, und T'tq 3,

DT f()| <

fQ73 = Z CkX[k

auch TXE =Txt, Ttos = Ttos-

Beweis: Dafl D(T) linearer Teilraum von H = L*(R") ist, ist klar. Die
Dichtheit von D(T') in ‘H wurde in [Forster, Analysis 3, S. 92] bewiesen.
Die Linearitat von T bedarf keines Beweises. Seien f,g € D(T),

f = lim to.3,;

V—00

g = lim ty3.

Indem wir (I1.8.2) und (II.8.3) benutzen, erhalten wir f = lim t,5 , g =
limt -, Tf=1lmTt,5s, Tg= lim Tt

vooo @30 vooo | @307 vooo @3

(Tf,Tg) = lim(Tt,z ,Tt <)

Jim (Tto 3,

Q.3,
N 3 — / -
= lim (ty5 . 6,5 )
= (f,9),

wobei wir (I1.8.1) benutzt haben. Diese Relation bleibt bei Bildung der
AbschlieBung T gem#f Satz 11.4.1 erhalten. Sei nun f € L*(R") wie im
Satz beschrieben. Sei )’ ein weiterer offenerachsenparalleler Quader mit
@ C Q'. Dann gibt es nach [Forster, Analysis 3, S. 23] eine Funktion
¢ € C°(Q') mit ¢|Q = 1. Sei (p,) eine Folge von Funktionen aus CJ(R")
mit || f — @u||2@n) — 0, v — o0.

Wegen
I%—Nm:/m~ﬂ%%/ o de, v E N,
R" Q R-Q
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folgt ||¢u||z2mn—qg) — 0, v — oo. Also ist (||[Cy||r2@mn—¢)) eine Nullfolge
und die Gréflen

Con— fPda = / oy — fPde + / Coy 2da
R» Q R—Q

konvergieren ebenfalls gegen Null, wenn v — oo. Nun ist

1 —ix- n n
| e W) =S en())dyl < (1Q2/(V2m))| F—=Coullz@ny, € R™.
(V2m)" Jre
Gleichzeitig ist ||Tf — TCqy||r2rn) — 0, v — 00, so daf eine Teilfolge von
(TCp,) fast iiberall gegen T'f konvergiert. Nach (I1.8.6) ist somit in der
Tat

a3l 1 —iTY
TH@) = g e Wy

fast iiberall in R”. Die Aussagen betreffend die Differenzierbarkeit von 7T f
folgen wie schon im Beweis von Hilfssatz 11.8.4 aus [Forster, Analysis 3, S.
98, 99]. Der letzte Teil des Hilfssatzes ist eine Konsequenz aus (11.8.6). O

Unser néchstes Ziel ist das Studium der Adjungierten T von T. Wir be-
halten die Bezeichnungen aus Hilfssatz I1.8.5 bei und setzen

(11.8.7) Sf(z) = (ﬁ;ﬂ) Jan €Y f(y)dy, f € D(T)=D(S).

Dann ist

Sf(x) = TF(x), f € D(T) = D(S).

Infolgedessen ist S ein beschriinkter linearer Operator in H = L*(R") mit
Definitionsbereich D(.S), den wir durch Abschliefung auf ‘H fortsetzen. Die
Abschlieung wird mit S bezeichnet. Wir haben

(Sf,Sg) = <T_7,§, f.g9 € D(T) = D(S)
= (Tg,T7),
= (Tg,Tf)
= @) =9=(9 =9

und somit auch

(gf,gg) - (f,g);f,gGH.
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Auch S ist also isometrisch. Weiter ist

! iy -g(z)dx
(T'f.9) = /R Jon) /ne f(y)dy - g(z)dz,

L “Wrg(x)de
= Rnf(y)(m)n/né’ g(x)dzdy

nach dem Satz von Fubini-Tonelli, wobei f, g € D(T') sind. Alsoist (T'f, g)
(f,Sq), f,g € D(T) = D(S), und somit auch

(Tf.9) = f(S9). f.geH,
T = 3.
Hieraus folgt (T + Tf,g) = (Tf,Tg) = (f,9) = (5f,59) = (S'5f.9) =
(T'T f,9), f,g9 € H, so dal nach Satz I1.6.1 der Operator T" unitér ist. Wir
schlielen unsere Erorterungen mit dem folgenden Satz ab:

Satz I1.8.1 (Theorem von Fourier-Plancherel): Der in Hilfssatz 11.8.5
eingefiihrte Operator T heifst die Fourier- Transformation. T ist unitdr, eine
Adjungierte (und Inverse) ist die Abschliefung S des in (I1.8.7) eingefiihr-
ten Operators S. Ist f € L*(R™) und fast iiberall Null auferhalb eines
Quaders Q so ist

o3l 1 —ix-y
51(0) =t [ & @ € R

Sei (R,,) eine Folge positiver reeller Zahlen mit R, — 400, m — oco. Sei
Kr, =A{z|lxr € R", |z| < R,,}. Dann ist

_ 1 .
Tf = lim / e f () dy,
m—00 (/2m)" JKp, . (0)

_ 1 ,
Sf = lim “y d
f= lim WL /chm<o>e fy)dy

in L*(R").

Beweis: Der erste Teil des Satzes bis zur Formel fiir T'f(z) einschlieBlich
folgt aus Hilfssatz 11.8.5. Die Formel fiir Sf(z) ergibt sich aus Sf(z) =

Tf(x), f € D(T) = D(S), und ausschlieBendem Grenziibergang wie im
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zweiten Teil des Beweises von Hilfssatz I1.8.5. Zum Nachweis der letzten
beiden Formeln bedenken wir, daf3

1 —iz-y _ 1 e 1Y
Wit /Kme)e fly)dy = o) / Xm(y)f(y)dy

ist. Dabei ist x,,(y) = 1,y € Kg_(0) und x,,(y) = 0 Sonst: Wegen y,, — 1
fast tiberall in R" folgt: ||x,.f — f||z2@n) — 0, m — oo, nach dem Konver-
genzsatz von Lebesgue. Mit der Beschrinktheit von T folgt die Formel des

Satzes fiir Tf. Sf wird analog behandelt. [
Wir weisen darauf hin, dal man statt der Ky (0) auch Quader Q,, =
{x|a§m) < ijgm), j =1,...,n} nehmen kann mit agm) — —00, M — 00,
j=1,....n, b§~m) — 400, m —o00,7=1,...,n.

Hinweis zur Vereinfachung:

Hilfssatz I1.8.2: Seien Q), Q' abgeschlossene Quader des R", Q = {z|a; <
z; <bj}, Q = {z|d; < x; < bj} mit offenen Kernen Q,Q’. Sei

1 .
Tyg = ——— [ 1"xa(y)dy.

Dann st

(Txg, Txg )12y = (Xgs Xg) L2 (®n);

also 1nsbesondere

I Txgllr2 ) = lIxgll z2@n)-

Beweis: Es ist

Txg(z) HTXQJ = (z1,...,%,), also

n

(Txg, Txg ) 12me) = T, T'X(at 1)) L2(R)
=1

—H Xla;,b ab’ L2(R) = (X@;X@’)

Sei
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t = Z aiXg., Qi € C konstant, Q; wie Q, QiNQ,; =0, 1 #£j,i,jel
iel,I endlich

eine Treppenfunktion des R". Wir setzen

i€l

Fiir zwei Treppenfunktionen t, t ist nach Hilfssatz 11.8.2

(Tf, Tt/)Lz(Rn) = (f, f’)Lz(Rn).
D(T) sei derjenige Teilraum von L*(R"), der aus den Aquivalenzklassen
besteht, die durch eine Treppenfunktion représentiert werden. Tt setzen

wir wie oben fest: Nullmengen haben keinen Einflul auf die Definition von
Tt, d.h. hier, wir konnen jedes Q; = {ay) <z < by)} ersetzen durch

D 5] oder (a?), M oder (a

i) 1) (1) 2(4)
iy b ,0:7) oder [a;”,b;”)

jedes I ](-i) kann die Form [a ;

haben.

D(T) ist dichter Teilraum von L?(R").
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89. Erginzung: Orthonormalbasen in beliebigen Hilbertraumen

Sei (X,),er eine Familie von Mengen. Das kartesische Produkt von (X,),er
besteht aus allen Familien (x,),e7, wo z, € x, ist fiir alle ¢ € I, und wird
notiert als [[,.; X,. I wird auch als Indexmenge bezeichnet. Ist die In-
dexmenge endlich, etwa I = {I,...,n}, so schreibt man auch [["_; X, =
X1 Xx...xX,. Allgemein gibt es zu jedem € I eine kanonische Projektion
T @ 1 ,e; Xo — X, welche einer Familie (z,),¢; die k-te Komponente
zuordnet. Eine Abbildung f von einer Menge W nach [],.; X, ist dadurch
festgelegt, dafl fiir jedes ¢ € I eine Abbildung f,(= m, o f) : W — X, vorge-
geben wird. Ein kartesisches Produkt ist gleich der leeren Menge, falls ein
X, leer ist. Da88 [],.; X, nicht leer ist, wenn alle X, # () sind, ist Inhalt des
Auswahlaxioms. Ist X, = X, ¢« = I, und v = |I|, die Kardinalzahl von I,
so schreiben wir auch X7 oder X! fiir das kartesische Produkt von (X,).er-

Zu jeder Kardinalzahl a = |K| (K Indexmenge) geben wir nun einen Hil-
bertraum C® an. Wir setzen

C = {3 = (2n)nex € CII3|* := D _ |2al* < 00}.

keEK
Dabei ist wie tiblich ), _, (. absolut konvergent, wenn

doIGl= sup )G

K KgCK I%
re x, endlich "€"0

endlich ausfillt. Zunéchst ist in naheliegender Weise C* ein Vektorraum
iiber C; und C'a‘ ist ein Untervektorraum von C®, denn: Mit 3 € C® ist

auch A3 € C), \ € C; seien 31 = (2)wer, 32 = (22)per € C%, sei Ky C K
endlich. Dann 1st

Do lm P <Y (el + 12+ 2zl

keEKy keEKy

< H31H2—|—||32H2+2 Z |Zl 2\1/2 Z ’222 L

keEK rkeKy

= |134]1* + 11321 + 2113411132

Nun mﬁssen wir ein Skalarprodukt in C einfithren. Wir zeigen, da8 fiir
31,32 € C9 31 = (2)) ek, 32 = (22)nek, der Ausdruck

(I11.9.1) S ek Zi22 = (31, 39)
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absolut konvergent ist. Dazu ist zu beweisen: Zu jedem & > 0 gibt es
eine endliche Menge Ky C K derart, daf§ fiir alle Ky, K; C K, K; endlich,
KiNKy=0, gilt

> el <e

reK,

Nun existieren nach Konstruktion von C® ein K} (¢) C K, K}(g) endlich,
und ein KZ(e) C K, KZ(¢) endlich, derart, daf}

Z 12/|? < e, K] ¢ K, K] endlich,

HEK‘{
KINKl(e)=0,j=1,2

ist. Sei Ky = Kj(e) U Ki(e). Die Holdersche Ungleichung fiir Summen
liefert sofort

S 7 <

keKy
Aus (3,3) = 0 folgt 3 = 0, es ist (3,3) = ||3]|*>. Mit der in (IL.9.1)
eingefithrten Grofle (31, 32), fiir die offenbar (A31, 32) = A(31, 32), A € C,
(31 +34,32) = (31,392) + (3, 32), (31,32) = (39, 31) gilt, 31,3},32 € C¥,
haben wir somit ein Skalarprodukt in C'® gewonnen und C® zu einem
Prahilbertraum gemacht. Wir haben nur noch die Abgeschlossenheit zu
zeigen: Sei also ||3, —3,||> — 0, v, u — oo fiir eine Folge (3,) aus C@). Sei

3, = ,S/)). Zu jedem ¢ > 0 existiert ein ngy derart, daf

S — 2 < &

ist, p,v > ng. Fiir festes x ist also (z,i”)) eine Cauchy-Folge in C mit

Grenzwert a,. Ist Ky C K, Ky endlich, so gilt

D aw— 2P < > g

keEK)

Daher gilt

Z la, — 2W2 < &% p > ng.
keK

Mit a = (ax)kerx kann man aus a — 3, 3, € C@ schlieBen, dafi a € C@.
Ferner gilt 3, — a, v — oo, in C®.
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Satz 11.9.1: Sei 'H ein Hilbertraum. Es gibt genau eine Kardinalzahl «
derart, daff H isometrisch isomorph zu C'%) ist, d.h. es gibt einen Vek-
torraumisomorphismus I : H — C@), der eine Isometrie ist (in Zeichen
H™C), ~ steht fiir isometrische Vekorraumisomorphie).

Beweis: Beim Beweis beschrinken wir uns auf die Existenzaussage, da
der Nachweis der Eindeutigkeit von « einen mengentheorretischen Satz
erfordert, der hier nicht gegeben werden kann. Fiir a < |N| ist die Eindeu-
tigkeit in dem Sinn trivial, daB nie C®)~C©2) fiir oy, ay < |N|, a1 # as,
gelten kann. Eine Menge £ C H, £ = {®, 1, ...} heifit orthonormal, wenn

(W, 0) =0, Y, pc L, Y #p,

19?2 =1, v € L,
ist. In dem System L = {£, M, O, ...} der orthonormalen Menge fiihren
wir eine Halbordnung ,,<“durch die Mengeninklusion ein (£ < 99t genau
dann, wenn £ C 91). Wenn L' C L nach der Relation < geordnet ist, so
ist

U £

cer
eine obere Schranke von L’. Daher hat nach dem Lemma von Kuratowski-
Zorn L ein maximales Element K. Die Elemente von K mogen als injektiv
indizierte Menge {v,|k € K} geschrieben werden. Wir zeigen: Ist ¢ € H
beliebig, so gibt es genau eine Darstellung

W:Za/@'wm CLKG(C, '%Eﬁa

KER
derart, daf3 die rechte Seite in H summierbar ist. Darunter wollen wir
verstehen, daf3

sw 1S andh|

Ro,
®oca.s, endlich RER

endlich ausfallt. Offenbar ist dies letztere dquivalent damit, dafl

D laxf’

KER
endlich ist, da die {¢x|x € K} orthonormal sind. Seien komplexe Zahlen
a., k € R, gegeben derart, daf3
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> ap,

KER
summierbar ist. Von einem Element ¢ € ‘H sagen wir, daf}

(I1.9.2) © =D nek Wls

ist dann und nur dann, wenn es zu jedem € > 0 eine endliche Menge
Ro(e, ) C R gibt derart, dafl

(119.3) I = s, antiull <€

ist fir alle endlichen Teilmengen R&; von K, die Ry(e,¢) enthalten. Wir
geben nun einige Erlduterungen zu diesen Definitionen. Offenbar ist ¢
in (I1.9.2) eindeutig bestimmt, denn sind ¢, zwei Elemente aus H mit

(11.9.2),s0ist ||o—0|| < ||o=>_ resoerzou axtul | ][0 —> " resoerzon axthe]| <
US(=/2,9). US(e/2,0)
g, € > 0 beliebig, also ¢ = 1. Z axYy ist nun summierbar dann und nur

KER
dann, wenn es ein eindeutig bestimmtes ¢ € H mit (I1.9.3) gibt. Dies sieht

man folgendermafien: Sei Z a,, summierbar. Dann wéahlen wir eine Fol-

KER
ge (R,) von endlichen Teilmengen K von R, v € N, derart, dafl K, C R,1,

12 g,ccq, @xxl| < 1/v fiir alle endlichen & C C&,, v € N. Dies ist
nach der vorhin gegebenen Charakterisierung der Summierbarkeit sicher
moglich. Nun erkennt man sofort, dal (3, s ax¥,) eine Cauchyfolge ist.
Ihr Grenzwert wird mit ¢ bezeichnet. Wir behaupten, dall ¢ = >, ¢ a9,
ist. Zu ¢ > 0 wéhlen wir vy € N, K, mit ||p — Zmeﬁm a, Vx| < €/2 und

Vio < £/2. Sei R eine beliebige endlich Teilmenge von & mit & D K&,,. Dann

st 10— 3, anel] < 10— S, aethel| 1 s, g, wethell < 5+ <
g, so dafl (I1.9.3) folgt. Umgekehrt folgt aus (I1.9.3): (D_,.cq, la,>)/? <
e+1lel], B1 > Ro(e, p), K endliche Teilmenge von K, also die Summierbar-
keit von g axth,. Wir zeigen nun noch: Wenn ¢ = >, ¢ a1, ist, so ist
a, = (¢,1,), t € R Man hat ndmlich fiir ¢ > 0, & > Ro(e, ) U{i} die Be-
ziehung 0 = [(p—>_,.cq @n, )| = ‘(@_Eneﬁl A Pr, ¢L)+(Zneﬁl QP —
o, 0,)| > [(p,¥,) — a,| — €, und hieraus folgt die Behauptung. Wir kehren
nun zum eigentlichen Beweis zuriick. Aus dem zuletzt Gesagten folgt die
Eindeutigkeit der Darstellung. Der von den {i,|x € R} aufgespannte Teil-
raum von H wird mit 90 bezeichnet. Sein AbschluB 9 muf H sein, da sonst
nach Satz I1.2.2 das System £ = {¢x|x € R} nicht maximal wére. Zu ei-
nem beliebigen ¢ € H setzen wir a,, = (¢, ¥, ). Die Besselsche Ungleichung
liefert
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D ael < [lellP, & C R, R endlich,
KER

und damit die Summierbarkeit von

© = Z a0y

KER
Nun ist (¢ — @,1,) = 0, ¢ € K, denn wihlen wir K wie eben, so wird (v
fest)

(e =@, <M= D antu, ) +[1E— D anthll <e

KERY KER
da der erste Summand rechts in der vorletzten Ungleichung wegen ¢ € K
verschwindet. Da € > 0 beliebig ist, folgt (p — ¢,%,) = 0, ¢ € K, und
hieraus ¢ = @. Die Zuordnung ¢ — ((¢,¥x))xeq ist also ein Vektorrau-
misomorphismus von H auf C® gegeben, der mit J bezeichnet sei. Wir
wollen zeigen, dafl J isometrisch ist. Sei

Y1 = Zamwm Qx, = (9017%)7 K€ ﬁ:

KER

P2 =" buthe, b = (g2, %0), K € &.

KER

Seite 87 zeigt nun: Es gibt eine Folge (ﬁ(yl)) von endlichen Teilmengen von

R derart, daB 8 c &), v e N, ist,

d | apths — 1, v — 0

reRY
1
| Z axtp|| < ~ fiir alle endlichen Teilmengen &Y von CK,.
v
reRY

Sei (ﬁ(f)) die entsprechende Folge von endlichen Teilmengen von K, die zu
vy gehort. Dann haben wir

E anwnﬁgpla vV — 00,

refVUug?®

Z b — o, V — Q.
veRMNnal
Hieraus folgt sofort

87



(1, ) = lim Z Wby

reRMURY
Nach Seite 85 wissen wir bereits, dafl

Z a,.b,. absolut konvergent ist.

KER
Mit
a.|*> = lim a.|?
| /f’ ‘ I{l
V—0Q
KER keRVURS
§ [bs)? = lim § bl
V—0Q
RER reRMURY

folgt sofort

g a,b. = lim E Dy,
V—00
RER refSURY
woraus in der Tat die Isometrie von I folgt. [

Definition 11.9.1: Sei ‘H ein Hilbertraum. Fine maximale orthonorma-
le Teilmenge von H heifst auch eine orthonormierte Basis von H. Die
Mdchtigkeit einer orthonormierten Basis heifst die Dimension von H. H
heifit endlichdimensional, falls H eine endliche orthonormierte Basis be-
sitzt, andernfalls heiffit H unendlichdimensional oder nicht endlichdimen-
sional. Falls H eine orthonormierte Basis mit der Mdchtigkeit von N be-
sitzt, so heifst H praziser abzdihlbar unendlichdimensional.

Satz I1.9.2: Sei ‘H ein Hilbertraum. H ist dann und nur dann endlich-
dimensional oder abzdhlbar unendlichdimensional, wenn H separabel ist.
H ist dann und nur dann separabel, wenn die Topologie in H eine abzihl-
bare Basis besitzt.

Beweis: Die letzte Aquivalenz gilt fiir jeden metrischen Raum. Sei H end-
lichdimensional oder abzéhlbar unendlichdimensional. Sei {9} eine ortho-
normierte Basis von H"=L™ oder n = 1,2, .. ..

Die Elemente

chwk, c € C, RC{l,...,m} oder R endlich , R C N,
keR
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liegen nach Hilfssatz I1.1.3 dicht in ‘H, da nach Satz I1.9.1 die Vollstandig-
keitsrelation aus Definition II.1.5 gilt. Dann liegen jedoch auch die Linear-
kombinationen

Z'cvkwk, Cr = Epting, & € Q,mp € Q8 C {1,...,m} oder R endlich, R C N,
kER

dicht in ‘H; die Menge dieser Linearkombinationen ist jedoch abzéhlbar. Ist

‘H separabel, so enthélt nach Satz I1.1.1 der Hilbertraum H ein vollstiandi-

ges Orthonormalsystem {¢1,...%,,} oder {uy,1s,...}. Wir beschranken
uns auf den letzten Fall. Wir haben in II.1 bereits bewiesen, dafl ‘H dann
isometrisch isomorph zu CN ist. ]
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III. Vollstetige oder Kompakte Operatoren

8§1. Schwache Konvergenz

Wir beginnen mit einem Beispiel. Wir betrachten den bereits eingefiihr-
ten Hilbertraum Iy (s. I1.7, IL.1). Fiir ein Element x = (x,) wird die Norm
||z|| erkléart durch

00
[2]]* = |z
p=1

Sei (z*)) mit 2 = (a:]()k)) eine Folge in Iy mit [|z™|| < ¢, k=1,2,..., und
¢ eine feste nichtnegative Zahl. Wir sagen, daB die () schwach (in ly) ge-

()

gen ein x* = (z,) € Iy konvergieren, wenn x,° — 3, k — oo, p=1,2,....
Man sieht sofort, dafl auch ||z*|| < ¢ ist. Das abzdhlbar unendliche Ortho-
normalsystem mit den Elementen (k € N) 2*) = (§,;.) konvergiert nach
dieser Definition schwach gegen Null, obwohl ||z*®)|| = 1 ist.

Im Fall des allgemeinen Hilbertraums H geben wir die

Definition II1.1.1: Sei ‘H ein Hilbertraum mit Skalarprodukt (.,.) und
Norm ||.||. Sei (z,,) eine Folge von Elementen aus H. Man sagt, (x,) kon-
vergiert schwach gegen x* € H (in Zeichen: x, — x*, n — 00), wenn
folgendes gilt:

zpl| < e, n=1,2,...

mit einer nichtnegativen Zahl c, und

(Tn,y) — (27,y), n — o0, y € H.

Wir kniipfen an an unsere Bemerkung von eben iiber gewisse Orthonormal-
systeme in ly. Sei {1, @9, ...} ein abzihlbar unendliches Orthonormalsy-
stem in H. Wegen ||p,|| =1, n=1,2,..., ist die Folge (||©,||) beschrénkt.
Fiir irgendein y € H ist nach der Besselschen Ungleichung (Hilfssatz 11.1.2)

> )l <yl
i=1
Insbesondere folgt lim,, ... (¢,, y) = 0, so dafl wir erhalten: ¢, — 0, n — 0.

Weiter bemerken wir, daf3 aus =, — ", n — oo, und x,, — =%, n — o0
sofort folgt: (z* —7*,y) =0, y € H, also x* = z*. Der schwache Grenzwert
ist also eindeutig bestimmt. Das wichtigste Resultat im Zusammenhang

90



mit schwacher Konvergenz ist der folgende

Satz I11.1.1: Sei 'H ein Hilbertraum, sei (z,,) eine beschrinkte Folge in 'H,
d.h. ||z,]] < ¢, n=1,2,..., mit einer nichtnegativen Konstante c¢. Dann
gibt es eine Teilfolge (zy,,) C (xn), die schwach gegen ein x* € 'H konver-
giert.

Beweis: Wegen |(x,,,x1)| < c||x1|| gibt es eine Teilfolge (:L‘?(zl)) C (z,) der-
art, dafl (x%l),arl) konvergiert. Nun betrachten wir (:1:5}),3:2) und schliefen
ebenso: Es gibt eine Teilfolge (x,(f)) C (xg)) C (xy,) derart, daB (1'7(12),1'2)
konvergiert. Fortsetzung dieses Verfahrens liefert eine Kette von Folgen

c...(@P)yc...c@?)c @V c(z,)

mit der Eigenschaft, dafl (azﬁf’ ),xq) fiir alle ¢, p > ¢ konvergiert, n — ooc.
Betrachten wir das folgende Schema

Wir betrachten nun die , Diagonalfolge® (z") und setzen z/, = z".

Dann ist (2),,z,) fiir n — oo konvergent, und zwar fiir alle ¢ € N. Im
zweiten Schritt untersuchen wir (z/,y) fir y € 9; dabei ist 9t die Ab-
schliefung des Teilraums

M= {f|f €H, IN(f) € N derart, daB

N(f)
f= Z crpry mit gewissen ¢y, ..., cn(p) € C}
k=1
Wir behaupten nun: (27, ) ist konvergent fiir alle y € 901. Zunéchst kon-
vergiert (z,y) fir alle y € M. Ist y € M, ¢ > 0, so gibt es ein ¢y’ € M mit
lly — || < e. Also ist

(20, ') = (20, )+ [,y — )|+ (2, v — ),
|(x;wy/) - (l‘;na y,)‘ + 2ce.

(2 y) = (2, 9)]

IA A
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Nun bestimmen wir ein N (e,y’) derart, daB |(z],y") — (2], y)| < &, n,m >
N(e,y'). Insgesamt ist dann

(27, y) = (23,,9)] < (L4 2¢)e, n,m > N(e) = N(e,y)

Also ist in der Tat ((z/,%)) konvergent fiir alle y € 9. Im dritten und
letzten Schritt untersuchen wir ((),,y)) fiir y € H. Sei

= .
y=yi+ye, 1 €M, o €M =M
(Satz 11.2.1, Hilfssatz 11.2.3). Dann ist

(20, y) = (2, 1),
so daB8 ((2),y)) konvergiert fiir jedes y € H. Damit konvergiert auch
((y,x))), y € H, und wir setzen

L(y) = lim (y, ;)
Dadurch ist beschrianktes lineares Funktional L : 'H — C gegeben, die
Linearitdt kann sich der Leser leicht selbst {iberlegen, die Beschranktheit

ergibt sich aus |(y,z,)| < |ly||||«},] << ¢|ly||. Nach Satz I1.3.1 (Riesz-
Fr’echet) gibt es ein und nur ein xx € H mit L(y) = (y, z*), so daB

lim (y,z,,) = (y,2")

n—oo

(«%y) = lim (x;,y)

n—oo

ist. L]
Satz II1.1.2: Sei H ein Hilbertraum, (z,) eine Folge aus H, die schwach
gegen x € H konvergiert, (y,) eine Folge aus H, die in H gegen y kon-
vergiert. Dann konvergiert ((z,,y,)) gegen (z,y). Fine Folge (x,) aus H

konvergiert dann und nur dann schwach gegen x € H, wenn

lznl] <, n=1,2,...

mit emner Konstanten ¢ > 0, und

(Tn,y) = (2,9), n — o0

fiir alle y aus einem dichten Teilraum D von H.

Beweis: Sei ||z,|| < ¢. Dann ist
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(@0, y0) = (@ 9)] < (@0, Y0 — )| + (@0 — 2,9)],
< Cllyn = yll + (20 — 2,9)|.

(||yn — yl||) ist eine Nullfolge, ((x, — x,y)) ebenfalls. Damit folgt der erste
Teil des Satzes. Der zweite folgt, indem man zu y € H eine Folge (y,,) aus
D wiahlt mit y,, — y, m — oo. Dann folgt aus dem angegebenen Kriterium
fiir schwache Konvergenz, daf§ (., yn) — (z,ym), n — oo, fiir jedes feste
m € N. Nun wéhlen wir m so grof, dafl zu vorgegebenem ¢ > 0 erstens
lly — yml|| < e/3(c+1) und zweitens ||y — ym|| < &/3(||z|| +1). Dann erhilt
man

(0, y) = (@, 9)] < (@0 y) = (s Y) |+ (@0, Ym) — (@, ym)| + (25 ym) — (2, 9)],
< @l lly = yull + 2l [ly = vl + (@0, yim) — (2, ym);
< 2e/3+ [(Tn, Ym) — (T, Ym)]-

Nun kénnen wir zu festem m die Zahl n so grofl wéhlen, da8 |(x,, ym,) —
(x,ym)| < €/3 wird. Die umgekehrte Richtung ist trivial. O

Wir kommen nun zum Prinzip der gleichméfligen Beschrénktheit. Dies ist
eine ,, Verallgemeinerung“einer Aussage von Osgood, die folgendermafien
lautet: Seien f, € C°([a,b])(a < b), n € N. Zu jedem x € [a,b] gebe es
eine nichtnegative Zahl M (z) derart, dafl |f,(x)| < M(x) fir alle n € N
ist. Dann gibt es ein Teilintervall [o, 5] (o < ) von [a,b] derart, daf
| fn(x)| < M ist mit einer nichtnegativen Konstanten M, und zwar fiir alle
x € [a, 5] und alle n € N.

Satz II1.1.3: Sei {A,|c € I}, I eine beliebige Indexmenge, eine Menge
von beschrankten linearen Funktionalen in einem Hilbertraum H und es
gelte

|A(z)] < M(z) < +o0, tel, zeH,

mit einer geeigneten Zahl M (x), die von x abhdngen kann. Dann gilt

Al <M < +o00, L€

mit einer geeigneten KonstanteM .

Dieser Satz stammt von Banach und Steinhaus. Zum Beweis bendétigen
wir zwei Hilfssdtze:
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Hilfssatz II1.1.1: Sei A ein beschranktes lineares Funktional im Hilber-
traum H. Sei xg € H. Sei e > 0,

A@)| < e, [|lo— ol < e

Dann st

2
1Al <=
IS

Beweis: Sei z € H, ||2]| = 1. Sei K.(29) = {z[z € K, ||z — zol| < €}
also xg + ez € K.(x9). Also ist |A(zo + €2)| < ¢, |A(xo) + €A(2)] < ¢,
e|A(2)] < e+ |A(zo)] < 2¢, |A(z)] < % und somit ||A[] < . O

Hilfssatz II1.1.2: Sei (A,) eine Folge beschrinkter linearer Funktiona-
le im Hilbertraum H. Die Folge (||A,||) sei nicht beschrinkt. Zu ng € N
und ¢ > 0 existieren dann in jeder Kugel K.(xo) = {x| € H, ||lx—xo|| < €},
xg €EH, >0, einy und ein n € N mit n > ng derart, daf§ |A,(y)| > c.

Beweis: Wir nehmen an, die Aussage des Hilfssatzes sei falsch. Dann ist
von einem ng € N an

| An(y)l
[ An(y)]
fiir ein geeignetes € > 0 und ein geeignetes Element xy € H. Nach Hilfssatz

III.1.1 ist ||A,]| < 2¢/e, die Folge (||A,]|) ist somit beschrinkt, also ein
Widerspruch. 0

< C, UNS Ka(x())? also
<c

Beweis des Satzes II1.1.3: Da sonst nichts zu beweisen ist, konnen wir
annehmen, dafl I unendlich ist. Wenn die Aussage des Satzes falsch ist,
existiert eine Folge (4, ), t, € I, n € N, von beschriankten linearen Funk-
tionalen derart, da (||A,,||) nicht beschrankt ist. Sei A, = A, . In der
Kugel K. (z9) = {z|||z — zo|| < e} existiert ein y = z1(g9 > 0, g € H),
und es existiert ein ny € N derart, dafl |A,,(y)| = |An,(z1)] > 1 ist (s.
Hilfssatz I11.1.2). Dann gibt es auch eine Kugel K. (1) = {z|||x — x1|| <
g1} C K. (xp) mit e; > 0 derart, dafl |A,,(x)| > 1 ist, v € K. (z1). Ohne
Einschréankung sei €1 < €p/2. Nach Hilfssatz I11.1.2 gibt es in K. (z1) ein
y = xo und es existiert ein ny € N derart, dafi |A,,(y)| = |An,(z2)| > 2

ist. Wieder gibt es eine Kugel K., (z2) = {z|||x — x2|| < 2} C K., (1) mit

| A, (2)| > 2, x € K.,(z2). Ohne Einschrankung sei €2 < €1/2 < g¢/4. Es

gibt also eine Folge von Kugeln K. (z,) = {z|||t — || < &,}, p € NU{0},
derart, daf3
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€p—>0,p—>OO,

K. (w0) D K. (21) D Key(22) D ... D K. (1,) D K., (7p41) D ..,
| A, (7)| > p, € K. (2,).

Fir ¢,p € N, ¢ > p, ist somit ||z, — x,|| < €,. Also ist (x,) eine Cauchy-
Folge in 'H und somit existiert ein z* € H mit z, — z*, p — oco. Wegen
limg oo [|2g — 2p|| = ||2" — 2p]] < €p, p € N fest, ist

s ﬂ K. (z,), also
p=0
|Ap, (2%)] > p, p € NU{0}.

Dies ist ein Widerspruch zur Annahme des Satzes. ]

Indem man die Betrdge der Werte der linearen Funktionale durch die Nor-
men von Bildern von Elementen aus H unter stetigen linearen Abbildungen
ersetzt, erhdlt man sofort

Satz II1.1.4: Seien H,H' zwei Hilbertraume. Sei {T,|. € I}, I eine be-
liebige Indexmenge, eine Menge von beschrdnkten linearen Operatoren T, :

H — H'. Zu jedem x € H gebe es eine Zahl M(x), die von x abhdngen
kann, derart, dafs

Tzl < M(z), el
(||.||" ist die Norm in 'H'). Dann gibt es eine Zahl M > 0 derart, dafs

|T,|| < M, € 1.

Dieser Satz ist auch als ,,uniform boundedness principle® in der englischen
Literatur bekannt. Der Beweis zeigt uns, dafl wir vom Hilbertraum nur sei-
ne Vollstandigkeit benutzt haben. Auf diese Bemerkung kommen wir noch
zuriick. Eine erste Konsequenz aus Satz II1.1.3 ist

Satz II1.1.5: Sei (x,) eine Folge in 'H derart, daf$ die Folge ((x,,y)) fir
jedes y € 'H konvergiert. Dann gibt es ein x* € ‘H derart, daf

T, — T, n— 00.
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Beweis: Sei A, (y) = (y,z,). Dann ist A,, ein beschrianktes lineares Funk-
tional in H. Sei M (y) = sup,ey |(y, xn)|. Also folgt |A,(y)| < M(y), n € N,
y € 'H. Nach Satz I11.1.3 ergibt sich ||A,|| = ||z.|| < M, n € N. Sei

A(y) = lim A,(y).

n—oo

Dann ist A eine lineare Abbildung von H in C. Wegen |A,(y)| < M]||y||
ist auch |A(y)| < M||yl|, y € H. A ist somit ein beschridnktes lineares
Funktional in H. Nach Satz I1.3.1 gibt es genau ein z* € H mit

Aly) = (y,27) = lim(y, z,), also

n>00

lim (xna y) = (IE*, y))

n—oo

womit der Satz bewiesen ist. ]
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82. Vollstetigkeit, Kompaktheit
Wir beginnen mit der Definition kompakter Mengen.

Definition II1.2.1: Sei H ein Prdahilbertraum. Fine Teilmenge Y, C 'H
heifit prikompakt, wenn jede Folge (x,,) aus > eine Teilfolge (z,,) enthdlt
mit ||z, — || — 0, k, j — oo.

Definition II11.2.2: Sei 'H ein Hilbertraum. Eine prdkompakte Teilmen-
te > C H heifst kompakt, wenn der Grenzwert der Teilfolge (z,,) nach
Definition I11.2.1 in )" liegt.

Die letzte Definition steht in Ubereinstimmung mit der Definition der Kom-
paktheit in topologischen Rédumen. (Uberdeckungseigenschaft - siche den
folgenden Abschnitt II1.3.). Ist > eine prikompakte Teilmenge eines Hil-
bertraums H, so ist i kompakt.

Definition 111.2.3: Sei ‘H ein Prdhilbertraum. Sei D ein Teilraum von
H. Sei V : D(V) — H eine lineare Abbildung. V' heifit vollstetig oder kom-
pakt, wenn > ={Vzx|x € D, ||z|| < 1} prdikompakt ist.

V' in Definition III.2.3 ist demnach dann nur dann vollstetig, wenn man aus
jeder Folge (z,) mit ||z,|| < ¢, n € N, ¢ eine Konstante > 0, z,, € D(V),
n € N, eine Teilfolge (z,, ) auswahlen kann derart, da8 ||V, —Vx,|| — 0,
k,l — oo. Bevor wir abstrakte Sétze iiber vollstetige Operatoren beweisen,
studieren wir einige Beispiele.

Sei ‘H ein Prahilbertraum der ein abzadhlbar unendliches Orthonormalsy-
stem {1, o, ...} enthélt. Dann ist die identische Abbildung I : H — H
jedenfalls nicht vollstetig, da ||¢; — @i||? = 2 ist, i # k, i,k € N.

Sei ‘H ein separabler Hilbertraum, 9 ein abgeschlossener Teilraum, sei Py
der Projektor von ‘H auf 9. Py ist dann und nur dann vollstetig, wenn 9
endlichdimensional (d.h. nicht endlichdimensional). Nach Hilfssatz 11.2.2
ist 9 separabel, also insbesondere separabler Hilbertraum (s. I11.1) Nach
Satz II.1.1 gibt es ein abzédhlbar unendliches vollstédndiges Orthonormalsy-
stem {1, p2,...} in M,

Pof =Y (f.¢i)ei, f €H.
=1

Da Py eingeschrankt auf 9T die Identitét ist, ist nach dem ersten Beispiel
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Py sicher nicht vollstetig. Ist nun andererseits 991 endlichdimensional, etwa
von der Dimension N, so ist

N
Pof = Z(f? P1)e1
i=1

Sei nun ( f,,) eine Folge aus H mit || f,|| < ¢. Dann ist |(f], ¢;)| < ¢, und wir
kénnen eine Teilfolge (f,,) finden derart, dafl (f,,, @) — ¢, K = o0, i =
1,..., N, mit gewissen komplexen Zahlen ¢y, ..., cx (Bolzano-Weierstraf!).
Dann gilt

Poy fre — ZCN%; k — oo,
i=1
und Py ist in der Tat als vollstetig erkannt.

In unserem dritten Beispiel behandeln wir einen stetigen Integralkern K,

dh. K : [a,b] x [a,b] — C ist stetig. H ist der Prahilbertraum C°([a, b]).
Sei die lineare Abbildung K : H — H, die definiert ist durch

/K:I:y y)dy, f€H.

Sei (f,) eine Folge in ‘H mit ||f,|| < C, sei g, = K f,. Fir x1,z5 € [a,b]
haben wir

gn(@1) — gule2)| < | / w1,y) — K (22, 9) faly)dyl,

— K(22,y)’dy)? - || full,

IA
—
N
i
8

=

S

< o | K (2 y) — K(2,y)Pdy)?.

Zu jedem e > 0 existiert ein 6(€) > 0 derart, daf |K(x1,y) — K(z2,y)| <
e/(b—a)cist, y € [a,b], wenn nur |r; — x5 < §(¢) ist. Dies folgt aus der
gleichméBigen Stetigkeit von K auf [a,b) X [a, b]. Also ist

|gn(x1) - gn($2)| <€,

wenn |x; — x3] < 0(¢g) ist, n € N. Man rechnet wie eben leicht nach, dafl
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()] < ( / K (2, ) Pdy) | £l
< (b—a) sup |K(z,y)|c

z€la,b],
ye[”':b]

ist. Die Folge (g,), gn € C%([a,b]), n € N, ist daher gleichgradig stetig und
gleichartig beschrénkt. Nach dem Satz von Ascoli-Arzela gibt es daher eine
Teilfolge (g,,) von (g,), die gleichm#Big gegen eine Funktion g € C%([a, b])
konvergiert. Insbesondere ist

Hgnk _gan S Vb_a' sup]\gnk(x) _gnl($)| _>07 kal_> 0,

z€lab

und wir haben gezeigt, dal K vollstetig ist.

Satz II1.2.1: Sei H ein Prdhilbertraum. Sei K : D = D(K) — H wollste-
tig. Dann st

1Kl = sup JIKF][ = sup |IKFII/IIF]

[1711=1 J#0

endlich (K ist beschrinkt).

Beweis: Wire ||K|| nicht endlich, so gébe es eine Folge (f,), fn, € D(K),
l|full = 1, n € N, derart, daB || K f,|| — 400, n — oo. Insbesondere enthélt
(fn) keine Teilfolge (f,,) mit ||K f,, — K fu,|| — 0, k,l — oo, denn fiir eine
solche gilte, dafl die ||K f,,, || beschrénkt bleiben. O

Satz II1.2.2: Ser 'H ein Hilbertraum. K sei ein vollstetiger linearer Opera-
tor in 'H mit dichtem Definitionsbereich D(K). Dann ist die Abschlieffung
K ebenfalls vollstetig (D(K) = H).

Beweis: Sei (f,,) eine Folge von Elementen aus H mit ||f,|| < ¢, n € N.
Zu f, bestimmen wir ein f), € D(K) mit ||f, — f,|| < 1/n, n € N. Dann
ist |[f,]] < ¢+ 1. Da K vollstetig ist, gibt es eine Teilfolge (f;, ) von (f;)
und ein g € 'H mit

Kf, — g, j — oo, also
Kf, —g, j— oo

Nun ist

<K (f,, = fu)

|+ 1K (fr, = S+ K (£, = fad)
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Da nach Satz II1.2.1 der Operator K beschriankt ist, ist die Abschliefung
K wohldefiniert und ein beschrinkter Operator in H mit D(K) = H, s.
Satz I1.4.1. Also ist

1K fo; — K fol| < EN(L/ni 4+ 1/ng) + |[K(f,, = fi)ll-
Also ist (K fn,) eine Cauchy-Folge. H

Der vorhergehende Satz gibt uns Veranlassung zur folgenden Bemerkung:
Sei H' ein Prahilbertraum, K : D = D(K) — H' eine vollstetige lineare
Abbildung, D(K) sei dicht in H'. Nach II.1 kénnen wir aus H’ durch Ver-
vollstandigung einen Hilbertraum H machen, in den H’ ,eingebettet” ist
und in dem H’ dicht ist. D(K) geht dann in einen dichten Teilraum von
H iiber. In ‘H definieren wir K durch K f' = [(Kf')], f' € D(K). K ist ein
vollstetiger linearer Operator in ‘H mit dichtem Definitionsbereich. Die Ab-
schlieffung K ist nach Satz I11.2.2 ebenfalls vollstetig. Es ist K f = [(K f!)],
(f!) eine Cauchy-Folge in ‘H' mit f € D(K,n € N, wie der Leser zeigen
moge.

Satz I11.2.3: Set ‘H ewn Hilbertraum, set V' ein vollstetiger linearer Ope-
rator in H mit D(V') = H, sei T' ein beschrdnkter linearer Operator in 'H
mit D(T) = H. Dann sind die in H erkldrten linearen Operatoren VI und
TV wollstetig.

Es wird aus dem Beweis klar werden, dafl eine entsprechende Version in ei-
nem Préhilbertraum gilt. Nach dem obigen Riickgriff auf die Vervollsténdi-
gung beschrinken wir uns im folgenden auf Hilbertrdume.

Beweis des Satzes I11.2.3: Zur Vollstetigkeit von VT Sei (f,,) eine Fol-
ge von ‘H mit ||f,|| < ¢, n € N. Dann ist ||Tf,|| < ||T]| - ¢, n € N. Sei
gn =T f,, also Vg, = VT f,. Wegen der Vollstetigkeit von V' gibt es eine
Teilfolge (gn,) von (g,) derart, daf§ die Folge (Vg,,) konvergiert, d.h. fiir
die Teilfolge (f,,) von (f,) konvergiert (VT'f, ). Die zweite Aussage des
Satzes moge der Leser zeigen. ]

Satz 111.2.4: Sei 'H ein Hilbertraum, K ein vollstetiger linearer Opera-
tor in H mit Definitionsbereich D(K) = H. Dann ist auch K* vollstetig.

Beweis: Sei (f,) eine Folge aus H mit ||f,|| < ¢. Der Operator KK*

ist nach Satz I11.2.4 vollstetig. Demnach ist (K K*f, ) eine Cauchy-Folge
fiir eine geeignete Teilfolge (f,,,) von (f,). Nun ist

100



K7 (o, = find)

|2 - (K*(fnj - fnz)a K*(fnj - fm)):
— |(KK*(fn]_fnz)7fn]_fm)
< 20f|[KK7(fny — fri)ll,

Y

so daf auch (K*f, ) eine Cauchy-Folge ist. O

Das wichtigste Kriterium fiir Vollstetigkeit im Hilbertraum ist

Satz I11.2.5: Set 'H ewn Hilbertraum, V ein linearer Operator in H mit
Definitionsbereich D(V) = H. V ist dann und nur dann vollstetig in H,
wenn fiir jede schwach konvergente Folge (x,) in H mit x, — x, n — 00,
gilt: Vax, — Vz, n— oo.

Beweis: Es gelte das Kriterium. Zu zeigen ist die Vollstetigkeit. Sei (z,,)
einer Folge in H mit ||z, || < c¢. Nach Satz II1.1.1 gibt es eine Teilfolge (z,,)
und ein z* € H derart, dall x,;, — 2%, j — oo. Dann folgt nach unserer
Annahme, dafl Vz,,, — Vz*, und V ist somit vollstetig. Sei umgekehrt V
vollstetig, (x,) eine Folge in H mit x, — =, n — oo. Sel y, = x, — .
Dann folgt y, — 0, n — o0. Zu zeigen ist: Vy, — 0, n — o0. An-
genommen, es ist ||[Vyl|| > d > 0, n € N, fiir eine Teilfolge (y)) von
(yn). Da die Folge (]|z,||) beschrénkt ist, ist es auch die Folge (||y,||), also
auch die Folge (||y]]). Wegen der Vollstetigkeit von V' gibt es eine Teil-
folge (y!) von (y,) derart, daf die Folge (V) gegen ein Element z € H
konvergiert. Also gilt: ||[Vy!|| — ||z]|, n — oo, ||2|]|] > d > 0. Nun ist
0<d*<(z2)=limy,.o(Vy!, 2) = lim, .o (y!, V*2) = 0, und dies ist ein
Widerspruch. [
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§3. Die Fredholmschen Satze fiir vollstetige Operatoren im Hil-
bertraum

Wir erinnern an die Fredholmschen Gleichungen 2. Art aus [.4. Sie hat-
ten die Gestalt (A € C — {0})

b
(II1.3.1) Az(s) — / K(s,t)x(t)dt = y(s)

mit gegebenen Funktionen y € CY([a,b]) und K, wobei K stetig von
[a, b] X [a,b] in C war. Gesucht war eine stetige Funktion x : [a,b] — C, die
(II1.3.1) in s € [a, b] erfiillt. Umschreibung auf ,unendliche Matrizen bzw.
Vektoren“lieferte die dquivalente Formulierung

(111.3.2) Aoy =Y Kty =1y, p=1,2,....
q=1

mit Ky, = (K@, ¢,), wobei Kf(s) = [ K(s,t)f(t)dt, s € [a,b], f €
C%([a, b]) gesetzt ist. Wir betrachten statt (II1.3.2) das System

(II1.3.3) AT — Z Kpxg=vy,, p=1,2,...,n.
q=0
Ist 9, der von ¢, ..., @, aufgespannte abgeschlossene Teilraum von H =

L*((a,b)), so ist (II1.3.3) gerade dquivalent mit

wobeil Py, der Projektor von ‘H auf 9, ist. Es fragt sich nun inwie-
weit (I11.3.4) bzw. (I111.3.3) die Gleichungen (IIL.3.1) bzw. (II1.3.2) appro-
ximieren und ob Py K in der Operatorennorm K approximiert, d.h. ob
||Pm, K — K|| — 0, n — o0. Diese Fragen werden im folgenden abstrakt
studiert, und aus den Ergebnissen ziehen wir Riickschliisse auf die Losbar-
keit von © — Ko =y, d.h. von (IIL.3.1).

Hilfssatz I11.3.1: Sei V' ein vollstetiger linearer Operator im Hilbertraum
H, sei D(V) ="H. Sei z € H. Zu jedem € > 0 existiert ein endlichdimen-
sionaler Teilraum O mit z € M und ||PmV — V|| < €; hierbei ist Py der
Projektor von H auf IN.

Zum Beweis bendétigen wir einen Hilfssatz, ndmlich:
Hilfssatz II1.3.2: Sei H ein Prahilbertraum. Sei Y C H eine prikom-
pakte Teilmenge. Dann gibt es zu jedem £ > 0 endlich viele Elemente
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2y 2y € mit

> clJE(2).
v=1
Ke(z) ={ylye Hlly — 2|l <€}, e >0,z € H.

Beweis: Sei z; € > . Wenn K. (z1) die Menge >  enthéilt, sind wir fer-
tig. Anderenfalls gibt es ein zo € > mit |[zo — z1|| > e. Wenn > C
K.(z1) U K.(29), so folgt die Behauptung. Andernfalls gibt es ein 25 €
mit |23 —z3|| > ¢, ||[z2—23|| > €, usw. Wenn die Behauptung des Hilfssatzes
falsch ist, so gibt es eine Folge (z,) aus > mit ||z,—z|| > e,i=1,...,n—1,
n € N— {1}, also ||z — z;|| > €, < j, i,j € N. Eine solche Folge enthilt
keine Cauchy-Folge, und dies ist ein Widerspruch zu unserer Annahme,
dafl > priakompakt ist. O

Beweis des Hilfssatzes I11.3.1: Sei ) = {y|ly = Vz, ||z|| < 1}. Dann
ist wegen der Vollstetigkeit von V' die Menge ) prakompakt. Nach Hilfs-
satz 111.3.1 gibt es Elemente z1,...,2, € > mit

(I11.3.5) Y c O K.(2).

Sei zp = z und

m:{f‘fzzcﬁszna 007"'70716@}7
k=0

d.h. der von zy, z1, ..., 2, aufgespannte Teilraum von H. 9 ist endlichdi-
mensional. Aus (I11.3.5) folgt, dafi es zu jedem y € > komplexe Zahlen
o, - - -, Cp Gibt mit

n
|y — ZC,QZ,{H <e.

k=0
Zu y3z, mit |ly — z.|| < e.
Wenn m die Dimension von 9 ist, die wir offenbar ohne Einschrankung
als > 1 voraussetzen konnen, so hat nach dem Schmidtschen Orthogona-
lisierungsverfahren 9t eine orthonormierte Basis {¢1, ..., pn} (Hilfssatz
I1.1.5). Insbesondere gibt es komplexe Zahlen dy, ..., d,, mit

ly =D dupsll <e.
k=1
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Nach Hilfssatz 11.1.1 ist dann auch

m

Hy - Z(ya SOK)QOKH <E.

k=1

Nun ist gerade

Pﬁﬁg: Z(ga 90/1)90/17 g € H7
k=1

also
1Py —yll <&, ye)
[PV = V] <,
womit alles bewiesen ist. ]

Fiir einen vollstetigen Operator V' in einem Hilbertraum H setzten wir

T=I-V,D(T)=H,

wobei wir D(V') = H annehmen. R(T’) ist der Wertebereich von T', M(T")
ist sein Kern oder Nullraum, d.h. {z|z € H,Tx = 0}. (T ist offenbar
abgeschlossener Teilraum von H.

Hilfssatz I11.3.3: M(7T") ist endlichdimensionaler Teilraum von H.

Beweis: Angenommen, 91(7") sei nicht endlichdimensional. Dann gibt es
eine abzéhlbar unendliche Menge {f1, fo,...} C N(T) derart, dafl jeweils
endlich viele Elemente dieser Menge linear unabhéngig sind. Nach Hilfssatz
I1.1.5 kénnen wir hieraus ein abzédhlbar unendliches Orthonormalsystem
{¢1, 2, ...} konstruieren, fiir dessen Elemente gilt:

Ty, =0, also p; =V, i € N.
Die Folge (¢;) miiBite also wegen der Vollstetigkeit von V' eine konvergente
Teilfolge (ip;,) enthalten, was wegen ||p; — @r||* = 2, i # k, nicht mdglich
ist. 0
Hilfssatz I11.3.4: Fiir alle x € M(T)* gilt eine Abschitzung der Form
|1 T|| = d|||]
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mit einer positiven Konstante d.

Beweis: Angenommen, es gibt eine Folge (z,,) von Elementen aus (7))
mit ||z,|| =1 und Tz, — 0, n — oo. Wegen der Vollstetigkeit von V' gibt
es eine Teilfolge (z,,) von (z,) mit Vi, — z, j — oo z ein geeignetes
Element aus H. Wegen T'z,, — 0, j — oo, T' =1 -V, folgt x,, — z,
J — oo. Da V stetig ist, folgt Vi, — Vz, j — oo, Tz = 0, gleichzeitig ist
somit ||z]| =1, 2z € N(T)*, z € N(T). Dann muB aber auch z = 0 sein, so
daf sich ein Widerspruch ergeben hat. ]

Hilfssatz I11.3.5: R(T') ist abgeschlossen.

Beweis: Sei (y,) eine Folge aus R(T) mit y, — y, n — oo. Sei y,, = Tz,
mit einem geeigneten z,, € H, n € N. Sei P der Projektor von H auf
N(T). Sei x|, = x, — Px,. Dann ist (y € H) (2, — Pxy, Py) = (Pzy,y) —
(P2x,,y) = 0, also =/, € M(T)*+. Weiter gilt Tz!, = Tz, — TPz, = Tz, =
Y. Die Folge (T'z!,) ist somit eine Cauchy-Folge, also auch die Folge (z/,) wie
aus Hilfssatz I11.3.4 folgt. Also gilt 2/, — 2/, n — oo mit einem 2/ € N(T)*,
und y = lim,, oo Tz, = lim,, oo T, = T2' € R(T). O

Hilfssatz I11.3.6: Die Gleichung Tx = 0 habe nur die Losung v = 0.
Dann hat T' eine in ganz H definierte beschrdnkte Inverse. Es ist dann

T'=1-W

mit einem vollstetigen, in ganz H erkldrten Operator W.

Beweis: Angenommen, 7! sei in ganz H definiert und beschrinkt. Aus
r—Vex=yfolgte =Ty =y+ VT ly=y—Wymit W =—-VT"1. Nach
Satz I11.2.3 ist W vollstetig. Wir haben nun die Existenz von T~! nachzu-
weisen sind, insbesondere zu zeigen, dafl 7! aus L(H) ist. Die Existenz
von Tt als linearer Operator in H von R(T') in H ist durch unsere Voraus-
setzung gesichert. Sei y € H. Zu zeigen ist y € R(T'). Nach Hilfssatz I11.3.4
gilt ||Tz|| > d||z||, * € H, mit einem d > 0. Nach Hilfssatz I11.3.1 gibt
es eine Folge (M;) von endlichdimensionalen Teilrdumen 9; mit y € IM;
und || P,V — V|| — 0, j — oo (P, der Projektor von H auf 91;). Sei jo
so gewdhlt, da3 || Py, V — V|| < d/2 ist fiir j > jo. Sei Tj = I — P;V. Dann
ist T;(M;) C M;. Wir betrachten die Gleichung Tjz =y in z € M;. Es ist
[Tyl| = lle — PVal| > [le = Vall - Ve — Poyo,l| = difal| - [|Pa,V
Villlz|| > d/2||z||, 7 > jo, v € H. Also hat die Gleichung Tz = 0 nur die
triviale Losung x = 0. Wegen T;(9;) C M; liefert die endlichdimensionale
Theorie linearer Abbildungen die Existenz eines und nure eines x; € 9,
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mit Tyz; — y. Dann ist [lyl] = [ Tyasl] = (d/2)]]z;]], also lJe| < /)yl
725 = yll = T2 — Tiyll < 1T = Tl sl < 1PV — Villzsl| <
(2/d)|[y||[| P,V — V||. Daher konvergieren die T'z; gegen y fiir j — oo,
Insbesondere ist y in R(7T'). Da nach Hilfssatz I11.3.5 der Raum R(7T") abge-
schlossen ist, folgt in der Tat R(T') = H. T~ hat als Definitionsbereich den
ganzen Hilbertraum H. Wegen ||Tz|| > d||z|| folgt mit y = T, z =T 'y
die Ungleichung ||T'y|| < (1/d)||y||, z,y € H. Damit ist der Hilfssatz
bewiesen. ]

Entscheidend fiir den Beweis des letzten Hilfssatzes war die Approxima-
tion von V' durch Operatoren Py V', wobei die Py, Projektoren von H
auf endlichdimensionale Teilrdume 9; waren. Wir studieren im néchsten
Hilfssatz die Beziehungen zwischen T' und 7™ fiir Operatoren T'=1—-V, V
vollstetig. Den Kern von T™ bezeichnen wir mit 91(7*). Natiirlich ist auch
M(T*) ein abgeschlossener Teilraum von H.

Hilfssatz II1.3.7: Es ist die Dimension von N(T') gleich der Dimensi-
on von N(T™).

Beweis: Sei d = Dimension von (7). Wegen T = I — V* und Satz
[11.2.4 ist die Dimension d* von (7T™*) ebenfalls endlich. Wir miissen nur
den Fall d < d* ausschliefien, da d = Dimension von 9t(7™) ist. Sei d = 0.
Dann hat Tx = 0 nur die triviale Losung und nach Hilfssatz I11.3.5 hat
Tx = y fur jedes y € H genau eine Losung x. Sei z € M(T¥), ||z]| = 1.
Dann ist (Tx,z) = (z,7*z) = 0, und dies ergibt fiir Tz = z einen Wi-
derspruch. Sei {¢1,..., 04}, d > 1, eine orthonormierte Basis von (7)),
{11, ..., 14} eine solche von (7). Sei

d
Wz =V + Z(x, ©0i)Yi, v € H.
i=1
Dann ist W ein linearer Operator in H mit Definitionsbereich D(W) = H
und wie man leicht sieht, vollstetig, da wir nur einen ,,endlichdimensiona-
len“Anteil zu V' hinzugefiigt haben. Sei (I — W)x = 0, also

d

Tx — Z(a:, i) =0,

1=1

(Twij) - (33790]') = 07 (ZB7T*¢J') - (*IL.?QOJ') = 07

(2,0) =0, j=1,....d.
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Somit ist Wx =Va, (I —W)x =1 —-V)x =Tz =0,

d

i=1
Nach Hilfssatz II1.3.6 hat die Gleichung x — Wax = y fiir jedes y € 'H eine
und nur eine Losung x in ‘H. Dann ist

d
Tr — Z(I} wi)Yi = y.
i=1
Wir setzen, was wegen unserer Annahme d < d* moglich ist, y = 14,1. Fiir
das zugehorige x folgt aus der vorletzten Gleichung

1= ‘|¢d+1‘|2 = (Tz,Ya11) = (x,T"Pay1) = 0,
und dies ist ein Widerspruch. O

Die sogenannten Fredholmschen Sétze fiir den Hilbertraum fassen wir im
folgenden Satz zusammen:

Satz II1.3.1: Sei V' ein vollstetiger Operator in einem Hilbertraum H mit
DV)="H,sei T =1-V, sei W(T) der Nullraum von T, N(T*) der
Nullraum von T* = I — V*. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(a) Die Dimension d von N(T) ist endlich und stimmt mit der Dimension
von N(T™) diberein,

(b) Wenn d = 0 ist, so hat T' einen in H definierten beschrinkten inver-
sen Operator T~ der die Form T—' = I — W besitzt, wobei W ein
vollstetiger Operator in H ist mit D(W) = H,

(c) Wenn d > 0 ist, so hat zu vorgegebenem y € ‘H die Gleichung Tx =y
dann und nur dann eine Lisung x € H, wenn y € N(T*)* ist.

Beweis: Es ist nur noch (c) zu zeigen. Nach Hilfssatz I11.3.5 ist R(T)
abgeschlossen, sei y = Tz und z € MN(T*). Dann ist (y,2) = (Tx,2) =
(x,T*z) = 0, also z € R(T)*. Sei umgekehrt z € R(T)‘. Dann ist
(Tz,z) =0, x € H, also (x,T%2) = 0, x € H, also Tz = 0, z € N(T™).
Somit ist R(T)* = N(T*) und Teil (c) bewiesen. O

Es sei noch darauf hingewiesen, daf fiir y € R(T'), T wie in Satz I11.3.1,

die Gleichung T'r = y geméaf§ Hilfssatz 111.3.4 eine und nur eine Losung in
N(T)* hat.
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84. Anwendungen auf Integraloperatoren. Vorbereitendes iiber
Banachridume

Wir stellen einige abstrakte Aussagen an den Anfang, die unmittelbar fiir
die Anwendungen von Bedeutung sind.

Hilfssatz I11.4.1: Sei (K,,) eine Folge vollstetiger Operatoren in einem
Hilbertraum H mit D(K,) = H. Sei K ein beschrdinkter linearer Operator
in H mit D(K) ="H. Sei

|K, — K|| — 0, n — .
Dann ist K vollstetig.

Die Aussage des Hilfssatzes I11.4.1 kann dahingehend verstanden werden,

dafl die Vollstetigkeit bei Konvergenz in der Operatorennorm erhalten
bleibt.

Beweis des Hilfssatzes 111.4.1: Sei (f,,) eine Folge aus H mit || f,|| < c.

Dann gibt es eine Teilfolge ( fél)) von (f,) derart, daf (K; fél)) konvergiert.
Ebenso gibt es Teilfolgen

(fP c (f» )y c...c (fV) C (f,) mit

(Kﬁf?)) konvergent,p €e N pe N, 1 < p <p.

Wir setzen f, = fgp ). Dann ist die Folge (K f,) konvergent fiir jedes | € N.
Wir wollen zeigen, daf auch (K f)) konvergiert. Es ist

1K S, = Kfll < 11K fy = Kufgll + 115 = K11+ 11K = KAl

< [|Kif), = Kifol| + 2¢|| K, — K.
Zu € > 0 wahlen wir ein ly = ly(¢) derart, dafl 2¢|| K, — K|| < £/2 wird. Fiir
D,q > qo = QO(Z())g) 18t HKlofgg - Klofé” < 8/2 Also ist HKf]; - Kf(;H <&,
p,q > qo und K vollstetig. ]

Satz 111.4.1: Sei 'H ein Hilbertraum. Ein in H definierter beschrinkter
linearer Operator V ist dann und nur dann vollstetig, wenn es eine Folge
(V) von in H erkldrten beschrinkten linearen Operatoren V,, n € N gibt
mit folgenden Eigenschaften:
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Die Dimension von R(V,,) ist endlich,
|V, = V|| — 0, n — oc.

Beweis: Sei V vollstetig. Die Existenz der Folge (V) ist eine unmittelbare
Konsequenz aus Hilfssatz I11.3.1. Sei umgekehrt (V) eine Folge mit den im
Satz angegebenen FEigenschaften R(V},) ist endlichdimensional und somit

abgeschlossen. Sei P, der Projektor von H auf R(V,,). Nach II1.2 ist P,
vollstetig, nach Satz I11.2.3 ist P,V,, vollstetig (n € N). Wegen V,, = P, V,,,
n € N, ist auch V,, vollstetig. Hilfssatz II1.4.1 vollendet den Beweis. [

Unsere erste Anwendung beschéftigt sich mit Integralkernen vom Hilber-
Schmidtschen Typ. Solche hatten wir bereits in II.4 in einer Raumdi-
mension studiert. Sei () ein offener achsenparalleler Quader im R". Sei

K€ L*(Q x Q).
Dann heiffit K Integralkern vom Hilbert-Schmidtschen Typ. Nach

dem Satz von Fubini ([Forster, Analysis 3, S. 73]) ist | K (x,.)|? fiir fast alle
x € (Q iiber Q integrierbar. Fiir f € L*(Q) ist

(ITL4.1) g(x) = K f(z) = /Q K (2. 9) (9)dy

demnach nach [Forster, Analysis 3, S. 90]) fiir fast alle x wohldefiniert;
insbesondere haben wir

9()] < /Q K (2, 9)||£(»)|dy,

g(@)? < /Q K (z,9) Pdy - || f1 2.

und nach Fubini und der Argumentation in I1.4 ([Forster, Analysis 3, S.
73,91]) folgt

9llz2@) < 1K |2 x| fll 220

Somit ist durch (IT1.4.1) ein linearer Operator in H = L*(Q) erklirt, des-
sen Definitionsbereich D(K) gerade H = L*(Q) ist, der beschrinkt ist und
dessen Norm ||K|| der Abschétzung

(I11.4.2) K < [|K [ r2@xq)

geniigt. K heiflit Integraloperator vom Hilbert-Schmidtschen Typ. Nach
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[Forster, Analysis 3, Seite 92| gibt es eine Folge von Funktionen K, €
CJ(R*"), n € N mit

(I11.4.3) 1K — K| 12(0xq) — 0, 1 — .

Die Einschrankung k\; von K, auf () x @ ist natiirlich wieder ein Kern
von Hilbert-Schmidtschen Typ. Durch

/K v fy)dy, | € LX(Q)

ist jedoch ein vollstetiger Operator in H = L?(Q) gegeben mit D([N(n) = H;
da ndmlich die Funktion [?n eine stetige Fortsetzung auf Q) x Q besitzt (man
nehme die Einschrinkung von K, auf Q x @), kann man so argumentie-
ren wie im dritten Beispiel in III.2.. Da K — IN(n ebenfalls vom Hilbert-
Schmidtschen Typ ist, folgt aus (111.4.3), dafl Hl?n — K|| — 0,n — o0, also
mit Hilfssatz I11.4.1 die Vollstetigkeit von K. Wenn K ein Integraloperator
von Hilbert-Schmidtschen Typ ist mit Integralkern K, so ist

(Kfg) = / ( / K (2. 9)  (y)dy)g(@)dz

Z/f /Kfcy dx)dy
= (f.K*g), f.g € H=L*Q).

Also ist K* ebenfalls ein Integraloperator vom Hilbert-Schmidtschen Typ
mit Integralkern

K*(z,y) = K(y, z).
Wir fassen unsere bisherigen Ergebnisse zusammen, soweit sie Integralope-
ratoren vom Hilbert-Schmidtschen Typ betreffen, in
Hilfssatz I11.4.2: Sei K ein Integraloperator vom Hilbert-Schmaidtschen
Typ im Hilbertraum H = L*(Q). Dann ist K vollstetig mit Definitionsbe-
reich D(K) = H. Wenn K durch den Integralkern K € L*(Q x Q) gegeben

wird, so hat K* den Integralkern K*(x,y) = K(y,x), ist also ebenfalls vom
Hilbert-Schmadtschen Typ.

Hinsichtlich der Dimension von M(7"), T' = [ — K, K vom Hilbert-Schmidtschen
Typ, gilt

Hilfssatz II1.4.3: Sei K ein Integraloperator vom Hilbert-Schmaidtschen
Typ mit Integralkern K € L*(Q x Q), so gilt fiir die nach Hilfssdtzen
I11.4.2, 1I1.3.3 endliche Dimension d von T' =1 — K die Abschdtzung:
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Beweis: Sei {¢1, ..., 4} eine orthonormale Basis von M(7T"). Aus T'p; = 0

folgt
= /Q K(z,y)ei(y)dy

fast iiberall in ). Also ist nach der Besselschen Ungleichung (Hilfssétze
I1.1.1 oder I1.1.2)

d
S gi(a) §]/szy o)yl < /U(xw%y
=1

fast iiberall in (). Nochmalige Integration iiber () liefert

=/Q§d;|%($)l2d:v</Q/QIK(SE,?J)IZClydx,

was zu zeigen war. [

Die Fredholmschen Satze fiir Integraloperatoren vom Hilbert-Schmidtschen
Typ formulieren wir in

Satz 111.4.2: Sei K ein Integraloperator vom Hilbert-Schmidtschen Typ
im Hilbertraum H = L*(Q) mit Integralkern K € L*(Q x Q). Seien
N(T),N(T*) die Nullriume von T = I — K bzw. T* = I — K*. Fir
e € N(T), v e NT™) gilt

(I11.4.4) fQ o(y)dy =0 fast iberall in Q,

(II1.4.5) P(x) — fQ K(y,x)¥(y)dy =0 fast iberall in Q,

und umgekehrt ist jedes p € L*(Q) mit (III.4.4) in N(T) und jedes ¢ €
L*(Q) mat (II1.4.5) in N(T™*). Weiter gilt: Dimension N(T) = Dimension
N(T*) < ||K||r2(gxq) < +00. Zu gegebenem f € L*(Q) ist die inhomogene

Gleichung
—/iaamwwwzfu>
Q

genau dann in L*(Q) lésbar, wenn fQ f@)(x)de = 0 st fir alle ¢ €
N(T™).

Als néchsten Punkt fithren wir die v. Neumannsche Norm fiir lineare Ope-
ratoren in einem Hilbertraum H ein.
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Definition I1I1.4.1: Sei H ein separabler Hilbertraum. Sei A ein be-
schrinkter linearer Operator in H mit Definitionsbereich D(A) = H. Sei
{¢1, @2, ...} ein vollstindiges Orthonormalsystem in H, das wir wie tblich
als abzdhlbar unendlich annehmen. Wir sagen, A ist von endlicher v. Neu-
mannscher Norm, wenn

o
> Agil]? < +oo

i=1
1st, und bezeichnen

N(A) = (O || Ag;|[)'?
i=1
als die v. Neumannsche Norm von A.

Damit diese Definition einen Sinn macht, miissen wir ihre Unabhéngig-
keit von der Auswahl des Orthonormalsystems nachweisen. Dies geschieht
in

Hilfssatz II1.4.4: Sei 'H ein separabler Hilbertraum, sei A ein linearer
Operator in H mit D(A) = H. Seien {p1,a,...} und {tp1,19,...} zwei
abzdhlbar unendliche vollstindige Orthonormalsysteme. Dann qilt stets

(111-4-6) Z?; HA%'HQ = 221 HA%W

Die Gleichung st so zu verstehen, dafi eine Seite dann und nur dann end-
lich ist, wenn es die andere ist, und, dafS dann beide Seiten ibereinstimmen.

Beweis: Sei also die rechte Seite in (III1.4.6) endlich. Dann ist wegen der
Vollsténdigkeit von {1, 19, ...}
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Z HA%’\P =
i=1

Z A@Z) wk )
1 k=1

|(A9027 ¢k)|27

Mg ||M

i

1

.

)

— Z |(90iv A*¢k)|27

i,k=1

— Z‘ A*wk‘awz )
=Sl

1=1

wobeil wir zuletzt die Vollstandigkeit des Orthonormalsystems {1, o, ...}
benutzt haben. Wieder mit der Vollstandigkeit von {11, 1,, ...} folgt

o

oA P = ZZ (Atr, @0)],

1=1

= > llAvP”

k:

8||

Die entsprechende Rechnung fithrt man durch, falls die rechte Seite in
(II1.4.6) endlich ist. [

Aus dem vorangehenden Beweis folgt N(A) = N(A*). Im folgenden Hilfs-
satz vergleichen wir die bereits eingefithrte Operatorennorm || A|| mit N (A).

Hilfssatz 111.4.5: Set A ein beschrdnkter linearer Operator im Hilber-

traum H, den wir als separabel voraussetzen, mit D(A) = H. Dann ist
|A]l < N(4)

(N(A) = 400 ist hier zugelassen.)

Beweis: Sei {¢1, 2, ...} ein vollstdndiges Orthonormalsystem in H. Dann
haben wir

F=Y (f.e)ei fEH.

=1
Nun ist
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N+M N+M N+M

Z (S i) Al | < ( Z (£l (Y 1Agil )Y, N, M € N.

1=N

Wenn also N(A) endlich ist, so haben wir

i=1

da die rechte Seite konvergiert und A stetig ist. Dieselbe Rechnung wie eben
zeigt ||Af|| < N(A)||f]l, f € H, also ||A|| < N(A). Der Fall N(A) = +oo
ist trivial. ]

Eine weitere Eigenschaft der Operatoren mit endlicher v. Neumannscher
Norm geben wir in

Hilfssatz I11.4.6: Sei 'H ein separabler Hilbertraum, set A ein beschrdink-
ter linearer Operator in H mit D(A) = H. A besitze endliche v. Neumann-
sche Norm N(A). Dann ist A vollstetig.

Beweis: Sei (f,,) eine Folge in H, die fiir n — oo schwach gegen f € H
konvergiere. Aus dem Beweis des vorhergehenden Hilfssatzes folgt

Afy = A= ((fa0i) — (f,00) Ags,
=1

also
1Af = AFIl < D 1 =0 = (Fel 1Al + Y (1(Fas i)l + 1 00Dl Al
1=1 1=m+1
< D NUni) = (ool HA@ill + 10D 1(far 00)D)? +
i=1 i=m+1
+( Y ()P Z 1 Apil%)'12,
i=m+1 i=m+1
(LA.7) < () = (Fredl HA@ill + (c+ D - (D (1Al )Y,
m G_N o

Hierbei ist ¢ = sup,,ey || f2||, und diese GroSe fillt nach Satz I11.1.5 endlich
aus. Wegen N(A) < 4+oo kénnen wir zu € > 0 ein my € N wihlen derart,
daB der zweite Ausdruck in (II1.4.7) rechts kleiner als €/(c+ || f|| +2) wird
fir m = my. Fiir n > nyg = ng(mg, e) wird die erste Summe in (I11.4.7)
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dann < ¢/2, da |(fn, i) — (f,i)] = 0, n — 00, i € N und [|Ag;|| < [|A]
sind. Also folgt: Af, — Af, n — oo. Anwendung des Satzes 111.2.5 vollen-
det den Beweis. L]

Sei @ ein offener achsenparalleler Quader des R", K € L*(Q x Q) ein
Integralkern vom Hilbert-Schmidtschen Typ, K der zugehorige Integral-
operator vom Hilbert-Schmidtschen Typ in H = L*(Q). Es ist keine Ein-
schrinkung anzunehmen, dal Q C {z|z € R", |z;| <=, j=1,...n}. Wir
fithren eine geeignete Variablentransformation aus. Aus (I.1.13) folgt, daf3
L?(Q) separabel ist, da wir fiir die d, Elemente aus den komplexen Zahlen
mit rationalen Real- und Imaginérteilen wahlen konnen, man vergleiche
hierzu auch die Bemerkungen in II.7.

Wir wollen nun den eben eingefiihrten Begriff der v. Neumannschen Norm
auf Integraloperatoren vom Hilbert-Schmidtschen Typ anwenden. Unser
Ergebnis ist

Hilfssatz I11.4.7: Sei K ein Integraloperator vom Hilbert-Schmaidtschen
Typ in H = L*(Q) mit Integralkern K € L*(Q x Q). Dann gilt: N(K)* =
Jo Jo 1K (z,y) Pdydy

Beweis: Sei {1, s,...} ein vollstindiges Orthonormalsystem in L?(Q).
Sei (i € N)

Yi(z) = /QK(JS, y)wi(y)dy;

dann ist 1; fast iiberall in @ erklirt und aus L?*(Q).

o

NE)? = ) |IKeill

1=1

= Y [ 1ito)Pas,
=17
Nach dem Satz von Levi ([Forster, Analysis 3, S. 81]) ist somit
VU = [ 3 o
i=1

= /Qi/QK(a?,y)%(y)dyzdﬂf-
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Wegen der Vollsténdigkeit des Orthonormalsystems {1, o, . ..} ist fiir fast
alle x € Q)

K(z,y)|’dy = | |K(z, 2d:00 K(z,y)pi(y)dy|,
/Ql(y)Iy /Q\(y)ly ;!/@I(yw(y)y\

so daf in der Tat N(K)* = [, [, |K(z,y)[*dydy ist. O

Im Spezialfall, dal K € C°(Q x Q) ist, gestattet der Beweis des vor-
hergehenden Hilfssatzes eine einfachere Argumentation. Dann ist namlich
Y; € C°Q), wie das Beispiel drei in I11.2 zeigt (Man erkennt sofort, daf
die Rechnung im n-dimensionalen Fall dieselbe wie im eindimensionalen
Fall ist, siehe auch II.1). Zunéchst haben wir wie im Beeweis des vorher-
gehenden Hilfssatzes

Sl = | 1K G0y

aber jetzt iiberall in Q. Der Satz von Dini zeigt die gleichméBige Konver-
genz von

> i(a)

in Q, da durch fQ |K(x,9)|?dy, x € Q, eine stetige Funktion auf Q) gegeben
ist. Daher konnen wir Integration und Reihenbildung vertauschen, erhalten

N(K) = /Q > leito) P

und daraus das gewiinschte Ergebnis.

Als néchste Anwendung behandeln wir die sogenannten schwachsinguliren
Kerne. Es erweist sich als zweckméfig, bereits jetzt den Begriff des Ba-
nachraums einzufiithren, obwohl wir diesen erst spéter genauer studieren
werden.

Definition II1.4.2: Sei B ein normierter Vektorraum tiber C, d.h. ins-
besondere, es ist eine Abbildung x —— ||z|| von B in die nichtnegativen
reellen Zahlen gegeben mit folgenden Eigenschaften: ||x|| = 0 dann und nur
dann, wenn x = 0 ist, ||az|| = |af||z]|, « € C, z € B, ||lz+y|| < ||z||+]|yll,
x,y € B. B heiffit Banachraum dann und nur dann, wenn B vollstindig
ist, d.h.: Wenn (x,,) eine Cauchy-Folge von Elementen x,, € B ist, n € N,
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also ||z, — xw|| — 0, n,m — oo, so gibt es ein und nur ein x € B mit
||z, — z|| = 0, n — oco. Im letzten Fall sagt man, daf$ die Folge (x,) ge-
gen x (in B ) konvergiert fir n — oo, in Zeichen x, — x, n — oo oder
r = lim,, o T,.  heifit Grenzwert von (x,).

Natiirlich ist der Grenzwert einer konvergenten Folge (x,) eindeutig be-
stimmt. Wir fiithren nun einige Begriffe fiir einen Banachraum ein, de-
ren Definition in volliger Analogie zu den entsprechenden Definitionen
im Hilbertraum steht, so dafl wir uns kurz fassen konnen. Seien B, B’
zwei Banachraume, sei C ein Teilraum, d.h. Untervektorraum von 8. Sei
T : D — B eine lineare Abbildung, d.h. T'(af + Bg) = oTf + [Ty,
a,3 € C, f,g € B. Dann heifit D = D(T') der Definitionsbereich von T,
der Teilraum R(T) = {Tx|x € B} von B’ heifit Wertebereich von 7', T
heift linearer Operator von B in B’ (in B, wenn B’ als Banachraum mit
B iibereinstimmt). T heifit beschriankt, wenn (||.||" ist die Norm von 98B’)

AV

||| = sup = sup ||Tf[
fED(T), Hf” fe€D(T),
f#0 [1fll=1

endlich ausfallt. 7" ist dann und nur dann beschréinkt, wenn ||T f||" < ¢l|| f]],
f € D(T), ist mit einer nichtnegativen Konstanten c. Letzteres ist wieder-
um duqgivalent mit der Stetigkeit von T'. Ist D(T) = B, T beschrinkt,
so sagen wir 7' ist Element von L(8,%8’), und bezeichnen L(%8,%B’) als
den Raum aller beschrinkten linearen Operatoren T von B in B’ mit
D(T) = B. Man zeigt leicht, dal L(®B,B’) ein Vektorraum iiber C wird,
wenn man die Addition zweier Operatoren T,7T" € L(95,%’) und oT),
a € C, in naheliegender Weise definiert. Die Dichtheit einer Teilmenge ei-
nes Banachraums % in %8 ist wie im Hilbertraum erklért (Definition 11.1.3).

Dir Préikompaktheit einer Teilmenge ) eines Banachraums B wird ebenso
erklirt wie im Fall eines Prahlibertraums (Definition I11.2.1). Entsprechend
lautet auch die Definition eines vollstetigen Operators.

Definition I11.4.3: Sei B ein Banachraum, sei V' ein linearer Operator
in B mit D(V) = B. V heifst vollstetig oder kompakt genau dann, wenn
> ={Vazlx € B, ||z]| < 1} prikompakt ist.

Natiirlich kénnen wir die Menge Y ; = Y in der obigen Definition erset-
zen durch ) . = {Vzlz € B, ||z|| < ¢} fiir irgendein ¢ > 0. Beispiele
fiir vollstetige Operatoren werden wir gleich kennenlernen. Wir benotigen
noch ein Kriterium fiir Vollstetigkeit, das dem Hilfssatz II1.4.1 entspricht.
Doch zunéchst merken wir an
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Hilfssatz I11.4.8: Sei B ein Banachraum, sei V' ein vollstetiger linea-
rer Operator in B(D(V) =B). Dann ist V beschrdinkt.

Beweis: Wie Beweis des Satzes 111.2.1. ]

Hilfssatz 111.4.9: Sei B ein Banachraum, sei (K,,) eine Folge vollsteti-
ger linearer Operatoren in B(D(K,) = B), sei K ein beschrdnkter linearer
Operator in B mit D(K) = B. Es gelte || K,, — K|| — 0, n — oc.

Dann 1st auch K vollstetiq.
Beweis: Wie Hilfssatz I11.4.1. ]

Hilfssatz I11.4.10: Sei B ein Banachraum, sei V ein vollstetiger linearer
Operator in B(D(V) = B), sei T ein beschrinkter linearer Operator in B
mit D(T) = B. Dann sind die linearen Operatoren VT und TV ebenfalls
vollstetige lineare Operatoren in B (VT und TV sind natirlich im Sinn
des Hintereinanderausfiihrens von Abbildungen zu verstehen).

Beweis: Wie Satz I11.2.3. ]

Fiir Banachrdume kennen wir bereits verschiedene Beispiele:

Sei €2 eine offene beschréankte Teilmenge des R". Wir betrachten die stetigen
Abbildungen f : Q — C und setzen

[Lf]] = sup | f(2)].
xEef)

Unsere Behauptung ist nun: Erklirt man f + g, ag, o € C, f,g € C*(Q)
in der iiblichen Weise, so wird mit || f|| wie oben eingefiihrt, f € C°(Q),
der Vektorraum C°(Q) iiber C zu einem Banachraum (den wir wieder mit
C°(Q) bezeichnen wollen). Zu zeigen ist nur die Vollstindigkeit. Sei (f,) ei-
ne Cauchy-Folge beziiglich der eben eingefithrten Norm, d.h. sup,.q | f.(z)—
fu(z)] = 0, v, 1 — oo, so erkennt man, daf} die f, gleichmiBig in Q gegen
eine eindeutig bestimmte stetige Abbildung f : Q@ — C konvergieren. Fiir
die verwandten Banachriume C*(Q) siehe I1.2.

Aus [Forster, Analysis 3, S. 96/97 | sind die Banachriume LP(R"™) bekannt,
p > 1. Wenn (2 eine offene Menge des R" ist, so ist LP(€2) der abgeschlossene
Teilraum von LP(R™), der entsteht, wenn man alle f € LP(R") betrachtet,
die fast iiberall aulerhalb 2 verschwinden. LP(£2) ist also auch ein Banach-
raum, seine Norm ist natiirlich gegeben durch
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11l = ( / )V

Wir kommen nun zu den schwach singuldren Integralkernen.
Definition II1.4.4: Se: Q) eine offene Menge des R". Fine Abbildung

K:QxQ—{(z,y)|r,y eR", 2 =y} = C

heifit schwach singuldrer Kern zum Ezponenten o oder Kern vom Schur-
schen Typ zum Ezxponenten o, a < n, wenn folgendes gilt:

1. K st stetig,

2. |K(x,y)| < c/lv -yl (z,y) € Ax Q—{y = x}, mit einer Konstanten
c>0, wenn 0 < a <n ist,

3. K hat eine stetige Fortsetzung auf Q x Q, wenn o < 0 ist, die wir
ebenfalls mit K bezeichnen.

Die Menge der schwach singuliren Kerne wird mit &,(2) bezeichnet.

Natiirlich ist im Fall @ < 0 die stetige Fortsetzung von K auf Q x Q
eindeutig bestimmt.

Die Bedeutung der schwach singuldren Kerne liegt darin, dafl man mit ih-
rer Hilfe Integraloperatoren bilden kann, die Differentialgleichungen 16sen.
Zunichst erinnern wir an das Newtonsche Potential in [Forster, Analysis
3, S. 161], dann an das Dirichletsche Randwertproblem in 1.2; man kann
zeigen, daf} fiir die dort eingefiihrte Funktion G gilt:

B = {(z,y)|z,y € R, 2% + y* < 1}. Auch beim Sturm-Liouvilleschen Pro-
blem in I.1 trat in Gestalt der Greenschen Funktion G ein schwach sin-
guldrer Kern auf, der hier allerdings keine Singularitédt besitzt, vielmehr
ist

G € | 8alla,b)).

a<0
Zur Vereinfachung unserer Rechnungen wollen wir im folgenden vorausset-
zen, daf ) ein offener achsenparalleler Quader () des R" ist. Ohne zunéchst
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die verwendeten Funktionen f nédher zu spezifizieren, wollen wir K, defi-
niert durch

Kf(z) = /Q K (2, 9)f (4)dy,

K € 6,(Q) fir ein a < n, als schwach singuldren Integraloperator be-
zeichnen. Wie schon bei Integraloperatoren vom Hilbert-Schmidtschen Typ
verwenden wir fiir den Integraloperator und den zugehoérigen Integralkern
denselben Buchstaben.

Hilfssatz I11.4.11: Sei K € 6,(Q) fiir ein o < n. Dann ist durch

Kf(x) = /Q K(e.9)f(s)dy, f € C*Q).

im Banachraum B = C°(Q) ein vollstetiger linearer Operator gegeben.

Beweis: Sei durch © : RT — R™*,

0, 0<t<1
Ot)=|t—1, 1<t<2
1, 2 <t < +00

eine stetige Funktion gegeben. Sei Ks(x,y), d > 0, definiert durch

Ks(r.y) = K y)o(22 2,

Dann ist

Ké(xay) - 07 "ZC _y| < 57 (xvy) S @ X @7
Ks(z,y) = K(z,y), l[v —yl = 26, (z,y) € Q x Q,
K; € C°(Q x Q).
Offenbar ist K ein schwach singuldrer Kern zu jedem Exponenten o < 0.

Der zugehérigen Integraloperator ist vollstetig in C°(Q), wie die Argumen-
tation im dritten Beispiel in III.2 zeigt. Daf3

l/KWwﬁ@My
Q

wohldefiniert und aus C°(Q) ist, f € C°(Q) wird in der folgenden Rechnung
mitbewiesen. Es ist
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uﬁmw—Kﬂm|:|quuww4a%wﬁ@mw
< /Uﬁww%Jﬂ%wWWHbm>

— DK (z,y)|dy|| fllco )

r—y
:t/ u@<5 ) — DK (@,y)ldy - I fllco)
QN{y|ly—z|<26}

Sc/' 1flleo@
{y||ly—=x|<26} |£I3 - yla ¢

26
< c-wn/ T”_l_o‘derHCo@)
0
CWn v —
(11.45) = L g f g € D

Die Grofle w,, ist hierbei die Oberfliche der Einheitskugel im R"; wir haben
Beispiel (9.1) in [Forster, Analysis 3, S. 85] verwendet. Die Integrierbarkeit
aller auftretenden Integranden folgt aus dem Lebesgueschen Konvergenz-
satz ([Forster, Analysis 3, S. 83]): Ks(x,y) — K(x,y) fast iiberall in Q,
r€Q,0—0,|Ks(z y)| <c/|lr—y|* mit einer von § unabhingigen posi-
tiven Konstante, und die letzte Funktion ist integrierbar iiber () nach dem
eben erwiahnten Beispiel. Aus (I11.4.8) folgt

up K5 f(2) = K f(2)] < c(20)" || fllcog)

re

mit einer positiven Konstante c. Insbesondere konvergieren die Funktionen
Ksf € C°(Q) gleichmifig in Q gegen K f, deren Wohldefiniertheit fiir je-
des x € @ die vorgehenden Rechnungen zeigen. Somit ist K f € C°(Q). Es
ist klar, dal durch K ein linearer Operator in B = C°(Q) mit Definitions-
bereich D(K) = 9B gegeben ist. K ist auch beschrinkt, denn es gibt ein
R > 0 derart, daB8 Q C K,.(z) = {y||lz — y| < R} fiir alle z € Q, so daB

(K f(z)] < e R fllcog): = € Q,
wird nach dem eben erwihnten Beispiel (9.1). Hilfssatz 111.4.9 vollendet
den Beweis. L]

Im néchsten Schritt erweitern wir die Klasse der Funktionen, auf die K
anwendbar ist.

Hilfssatz I11.4.12: Sei K € &,(Q) fir ein o < n. Sei f € LYQ).
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Dann st

(I11.4.9) Kf(z)= [, Kz

fiir fast alle x € @Q wohldefiniert und aus L'(Q). Es ist K fllog) <
c||f|lz1) mit einer Konstante ¢ > 0. Daher ist durch (II1.4.9) ein be-
schrinkter linearer Operator K in B = LY(Q) gegeben mit D(K) = B =
LY Q). Sei f € L*(Q). Dann ist K f sogar aus L*(Q). Es ist || K f||r2q) <
c||fl|r2@) mit einer positiven Konstante c. Durch die Einschrinkung von
(I11.4.9) auf L*(Q) ist also ein beschrinkter linearer Operator K im Hil-
bertraum H = L*(Q) gegeben mit D(K) = H = L*(Q).

Beweis: Sei € Q, seien Kj, 6 > 0, die im Beweis von Hilfssatz 111.4.11
eingefiihrten Funktionen aus C°(Q x Q). Dann ist

Ks(z,9) f(y) — K(z,9)f(y), § =0,
fiir fast alle y € Q(f € L'(Q)). Endlich ist

|Ks(z,y) f(y)] < P ‘alf( Y|, y€Q, 5> 0.

Nun wihlen wir Kz(x) wie im Beweis des Hilfssatzes I11.4.11 und setzen

glv) = ol <R,

v |“’
glv) = 0, o] > R.

f wird durch Null aulerhalb von @) fortgesetzt. Dann ist

|Ks(z,y) f(y)] <g(z —y)|f(y)], y€Q, 6 >0.

Die rechte Seite ist fiir fast alle x € Q aus L'(Q) ([Forster, Analysis 3, S.
75]). Also ist K f(z) fiir fast alle x € @) wohldefiniert und

(I11.4.10) |Kf(x) <gx*|f[(x)

(Satz von Lebesgue, Faltung, s. [Forster, Analysis 3, S. 83, S. 75]). Auf-
grund der Stetigkeit von Kj ist die durch

Kif(0) = | Kolwn)f iy, = €@,
gegebene Funktion aus C°(Q)(f € L'(Q)). Wie eben gezeigt, ist
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Ksf(z) — Kf(z), 0 — 0, fiir fast alle z € Q.

Erneute Anwendung des Satzes von Lebesgue liefert mit (II1.4.10) und
[Forster, Analysis 3, S. 75, Beispiel (9.1), S. 85]

KfeLY(Q)

1K fllevo) < gl aoplfllv@

Sei nun f € L*(Q), g € CO(Q). Dann ist nach dem eben Gesagten |K||f] -
lg] € LY(Q); hierbei ist |K| der zum Kern |K| € &,(Q) gehorige Integral-
operator. Nach dem Satz von Fubini-Tonelli ist

/Kf g(x)dz| < /QQ|K(x,y)Hg(a:)Hf(y)]dxdy,
:/ K () [V |g ()| | K (2, )2 f () | dacdy,
QxQ
< (/ K (2, )| |g(x) [Pdzdy)"/? -
QxQ

( /Q Gl
< VMN||fllezll9llr2)

wobei

—Sup/IKny\dy < sup/ . ~dy,
T€Q reQ J Kr(x) ‘:U o y'
< cR"Y/(n — «a),
_sup/ K (z,y)|de < sup/ ‘ —~d,
veQ veQ JKn(y) 1T =Yl
< cR"/(n— «)

ist. Fiir f € C°%Q) ist nach Hilfssatz [11.4.11 Kf € C°(Q). Setzt man
g = K f, so erhalten wir

(I11.4.11) 1K fllr2@) < VMN|[fllr2@)

Bilden wir die Abschlieﬁung des im Teilraum D(K) = C°(Q) von ‘H =
L*(Q) durch K f(x f K(x,y)f(y)dy definierten linearen Operators in
H, so liefert dies nach Satz I1.4.1 und (I11.4.11) einen linearen Operator
K € L(H). Ist f € L*(Q), (f,) eine Folge aus C°(Q) mit f, — f, n — oo,
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so haben wir nach [Forster, Analysis 3, S. 96] und dem bereits bewiesenen
Teil unseres Hilfssatzes

Kfn(x) — K f(x) fiir fast alle x € Q, j — o0,
Kfo(r) — Kf(z)= /ny y)dy fiir fast alle x € Q, 7 — oo,

wobei wir eine geeignete Teilfolge (f,,) von (f,) ausgewéhlt haben. Also
ist fast iiberall in @)

Damit ist der Hilfssatz bew1esen. ]

Zur ndheren Charakterisierung der Operatoren K beweisen wir

Hilfssatz 111.4.13: Sei: K der in Hilfssatz I111.4.12 eingefiihrte beschrink-
te Operator in B = L1(Q) bzw. H = L*(Q), D(K) =B bzw. D(K) = H.
Dann ist K vollstetig.

Beweis: Sei K; der bereits eingefithrte Kern aus C°(Q x @), und der
zugehorige Integraloperator sei ebenfalls mit Ky bezeichnet. Der Satz von
Ascoli-Arzela zeigt sofort die Vollstetigkeit von Ky in 8 bzw. H, siehe auch
das dritte Beispiel in II1.2. Wie im ersten Teil des Beweises des Hilfssatzes
[11.4.12 zeigt man

15F — Kiflliar < ¢ dzl|fll o)

lz|<26 | ‘ ’oz

< ((20)"/(n — )|l

Hilfssatz 111.4.9 zeigt die Vollstetigkeit von K in L'(Q). Nun betrachten
wir K in L?(Q). Die Rechnung, die zu (I11.4.11) fiihrte liefert

IKf = Ksfll2) < e((20)"7/(n = a))l| ]2
und wir erhalten die Vollstetigkeit wieder mit Hilfssatz 111.4.9. ]

Im néchsten Schritt wollen wir zeigen, dafl jede Losung f etwa in L'(Q)
oder L*(Q) von f — K f = g stetig ist in Q, sofern dies von ¢ gilt. Dabei
ist K schwach singuldrer Integraloperatore in L'(Q) oder L*(Q) mit Kern
K € 6,(Q). Zu diesem Vorhaben benétigen wir einige Vorbereitungen.
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Formal erhalten wir durch Hintereinanderausfithren zweier schwach sin-

guldrer Integraloperatoren L und K mit Kernen L € 6,(Q), K € 65(Q).

LKmméumw@mmzé%fmmmwmw@w

so daf es bei der Untersuchung von K L offenbar auf die Grofle M (z,y) =
i) o K (2, 2)L(z, y)dx ankommt. Wir beweisen daher zunéchst
Hilfssatz I11.4.14: Seien 0 < o, 8 < n, x,y € R". Dann ist die Funktion

(1/|z — 2]%)(1/]z — y|?) von z, 2 € R" — {x,y}, idiber jede Kugel Kg(0),
R > 0, integrierbar, und es gelten fiir

dz
I(z,y :/
Sl N P T

die folgenden Abschditzungen: Fiir o+ 8 <n ist

I(z,y) < ci(n, o, B)R" @0,
fiira+ 3 >n st

1
I(z,y) < ea(n, o, B) Ty © # Y,

mit von n, «, B abhdngigen positiven Konstanten c1(n,«, 3), i =1, 2.

Beweis: Wir behandeln zunéchst den Fall a + 3 < n. Sei

_cH—ﬁ :oﬁ-ﬁ

» 4 .
o 6
Dann ist % + é = 1, und formal gilt nach der Hoélderschen Ungleichung

dz dz
o < (f ]
(@9) (|z|gR|SU—Z|O‘p) (|z|§R\Z—y|5p)

— ([ e
s<R |T — 2]oTP 1<k |2 — y|oto

und die Integrierbarkeit (1/]z — 2]%)(1/|z — y|?) iiber |z| < R ist bewiesen,
wenn die von (1/|z — 2z|**%) iiber |z| < R und die von (1/|z — y|**?) iiber
|z| < R gezeigt ist ([Forster, Analysis 3, S. 92, S. 90]). Sei v = a+ 3. Wenn
|z| < 2R ist, folgt |z — 2| = |z — x| < |2| + |z| < 3R, |2] < R. Also ist
{z]|z| £ R} C {z||z — z| < 3R}, |z| < 2R. Somit ist

I(2) = / dz < / dz
<R [T — 2]y s—al<sr |T — 2]7
= (wy/(n—7))BR)", |z] <2R.
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Sei nun |z| > 2R. Dann ist |z — z| > |z| —|2| > 2R— R =R, |z| < R. Also
haben wir

I(2) < RO / dz = (w,/m)R", |z| > 2R.
-I<n

In jedem Falle gilt somit

I(x) < (wn/(n—7))BR)".
Die Integrierbarkeit von 1/|z — z|7 iiber beliebige kompakte Mengen des
R™ ist durch Beispiel (9.1) in [Forster, Analysis 3, S. 85] gesichert; dassel-
be Beispiel liefert auch die verwendeten Formeln fiir die Volumenintegrale.
Damit ist der Fall a+ (3 < n erledigt. Im Fall o+ (3 > n gehen wir zunéchst
von der Integrierbarkeit von (1/|z — 2|*)(1/|z — y|?) iiber |z| < R aus; sei
r #y, 6 =|r—y|. Dann ist

dz dz
111.4.12)1 =
( ) (3379) /VlzlgR7 ‘x_z‘alz_y|ﬁ+/ |z|<R, ‘x_z|a‘z—y|ﬂ+

1 1
|z—z|<56 50<]z—z[<26

dz
+/|Z<|’§’25 |z — 2|z — y/ 1(@,y) + D2, y) + Iz, y)

Schiitzen wir zuerst [1(z,y) ab. Aus |z — 2| < 16 folgt |z — y| > |z —
yl — |z — 2| > 6/2. Also ist

By < (1/6/2°) [ e

lz—z|<L6 |z — x’a’
= (1/(8/2)")(wn/(n — a))(8/2)"",
= (wn/(n—a))1/(6/2)*77",

Wenn wir beriicksichtigen, dafl aus |z — z| < 26 folgt: |z —y| < |z — x| +
|z — y| < 36, so ergibt sich

Bey) < O/620) [
) dz

< W62 [

|z—y|<348 |Z - y’ﬁ’

= (1/(6/2)")(wa/ (n — B)) (36",
= @ (0 — B))1/5

Zu I3(x,y): Aus |z —x| > 20 folgt |z —y| > |z—x|— |z —y| > |z —z| - >
5|z — x|, also
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dz
M%wéh/ ,
e—afz26 |2 — 2]*(3]2 — z[)?

B 2ﬂ/ dz
|z—x|>20 |2 — $|a+ﬂ’

= (2%w,/(a+ B —n))1/(20)* 7",

wobei wir Beispiel (9.2) in [Forster, Analysis 3, S. 86] verwendet haben. Die
Integrierbarkeit des ersten Integranden in (I11.4.12) rechts folgt aus dem
schon erwidhnten Beispiel (9.1) und der Stetigkeit des zweiten Faktors des
Integranden in |z — x| < 18. Die Integrierbarkeit des zweiten Integranden
folgt entsprechend. Die Integrierbarkeit des dritten Integranden kann aus
seiner lokalen Integrierbarkeit (man beachte, da§ der Integrand stetig ist
auf |z—x| > 2J) und dem Corollar in [Forster, Analysis 3, S. 87] geschlossen
werden. Somit ist [(x,y) wohldefiniert. Addition unserer Abschétzungen
fir I;(x,y), j = 1,2,3 liefert das gewiinschte Ergebnis. H

Hilfssatz I11.4.15: Sei A € G,(Q), sei B € &5(Q) fiir irgendzwei Zahlen
a, € (0,n). Seien A, B die zugehirigen schwach singuldren Integralope-
ratoren in B = LY(Q) bzw. L*(Q) bzw. C°(Q) mit D(A) = D(B) = B. AB
im Sinne der Hintereinanderausfihrung von Abbildungen ist dann ebenfalls
ein schwach singuldrer Integraloperator in B und D(AB) = B,

ABf(z /sz y)dy, [ € B,

M%w:/A%@M%Wm
Q
M € Goipn(Q), falls a+ 3 >n ist,

M e ()6,(Q), falls a+ 3 <n ist.

<0

Beweis: Sei B = LY(Q), f € L}(Q). Dann ist

fwﬂ@:LA@@AB@wﬂwmm

nach Hilfssatz I11.4.12. Jedoch gilt dies auch fiir |A[, | B|, die wieder die zu
den schwach singuldren Integralkernen |A| € &,(Q), |B| € &5(Q) gehéri-
gen Integraloperatoren bezeichnen. Ersetzen wir noch f durch |f], so wird

AlIBIIfI(: /waQ/nywdex



so dafl wir mit dem Satz von Fubini-Tonelli

ABf(z) = /Q ( /Q Az, 2)B(z, y)dz) f (4)dy

erhalten. Dabei ist M (z,y) = fQ A(z,z)B(z,y)dx fiir fast alle z,y € @
wohldefiniert, insbesondere ist A(z,.)B(.,y) fiir fast alle z,y € @ aus
LY(Q). Hilfssatz I11.4.14 liefert die Abschitzung

(L413)  [M(z,p)| € calma B)(1/]z — y"P ), 2,y € Q2 £ 3,
falls a + 3 > n ist,

(I11.4.14) [M(z,9)| < ex(n.a. /Ry,
falls a + 8 < n und Kpg,(0) D Q. (111.4.13), (I11.4.14) gelten jeweils fiir
fast alle z,y € @ und auch fiir die Integrale tiber (A — As)(z,2)B(z,y)
bzw. As(z,x)(B — Bs)(z,y) anstelle von A(z,z)B(x,y). Dabei sind As, Bs

sowie Ky im Beweis von Hilfssatz 111.4.11 erklart, § > 0. Sei My(z,y) =
fQ As(2,2)Bs(x,y)dr. Dann ist M; € C°(Q x Q) und

M(z,y) — My(z,9)] < | /Q (A2, ) — Ag(z2))B(x, y)de]| +

1] /Q (As(z2)(B(x,y) — By(a,y))dal, =,y € Q.

Wegen |A(z, z) = As(z, )| = [(1-6(54
und 0 sonst, und |B(z,y) — Bs(z,y)| =

JA(z,2)] < i fiir |2 - wl <2
| Y
|z — y| < 26 und 0 sonst, sowie |B(z,y)

)
(1—0(51)B(x,y)| < W fir
| <

E byv“ [Aalz, 2)] < 5> ab
positive Konstanten, erhalten wir
(IILA15)  |M(z,y) — Ms(z,y)| < b(/ v,
N < — < a
Y s\ZY) > |Z‘ TL<R25 ‘Z—LU| ‘m_yw

d
+/Iryl<25| - ) Ty € Q.

_ —ylB”’
iz [z — 2]l — ]

Wir untersuchen zunachst den Fall a + 3 > n. Sei |z —y| > e > 0. Wir
wihlen 0 aus (0,3¢). Aus |z — x| < 26 folgt v —y| > |z —y| — |z — x| >
e—20 >¢e/2. Aus |z —y| < 26 folgt |z—x| > |z—y|—|x—y| > e—20 > /2.
Somit ist
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M (z,y)—M;(z,y)| < ab[(l/(g/Q)ﬁ)/ dx

|z—x|<26 |Z o :C|a

s [

|x—y| <26 ‘IU - y|6 ’

< abwn[(1/(/2))°((20)" ™/ (n — a)) + (1/(/2))*((20)" "/ (n — B))].

Demnach konvergieren die in Q x Q stetigen Funktionen M; gleichméBig in
(Q xQ—A{(z,9)||z —y| < e}-Nullmenge) gegen M,§ — 0. Somit kann, da
e > 0 beliebig war, M als eine stetige Funktion in Q x Q — {(z —y)|z = y}
aufgefat werden. Mit (I11.4.13) folgt M € Soy5,(Q). Im Fall a + 3 < n
liefert (II1.4.15) zusammen mit Hilfssatz [11.4.14 (angewandt im Fall o = 0)

die Abschétzung

|M(z,y) — Ms(z,y)| < 2abe; (n, a, §)(26) "~ (@A) min(e.5)/(a+5)

Demnach konvergieren die in Q x @ stetigen Funktionen M; gleichmiBig
in (@ x @-Nullmenge) gegen M,J — 0. Somit kann M als Element aus
C%(@Q x Q) aufgefaBt werden, insbesondere ist

M e ()6,(Q)

v<0

Hilfssatz I111.4.15 ist bewiesen, da C°(Q) C L*(Q) C LY(Q). O

Eine Konsequenz aus Hilfssatz I11.4.15 ist

Hilfssatz I11.4.16: Sei K ein schwach singuldrer Integralkern mit K €
S.(Q) fiir ein a € (0,n). Fiir den zugehdrigen Integraloperator K in
B = LY(Q) mit D(K) = B gilt: Es gibt eine positive ganze Zahl p derart,
dafs der in D(KP) = B definierte lineare Operator KP (K p-Mal ange-
wandt), der nach Hilfssatz I11.4.15 schwach singuldrer Integraloperator ist,

die Darstellung

mewaéLuwﬁ@m%feL%@

mit dem Integralkern L € C°(Q x Q) besitzt.

Beweis: Aufschluss iiber die schrittweise Verbesserung der Qualitdt von
f € LY(Q) bei Anwendung von K gilt das folgende Schema:;
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Operator Kern ist Element von

K 6a(Q)
K2 a+ (a—n) (@
K3 a+2 (a—n) (Q)
K? Sa+(p-1)(a—n) (@)

Fiir n > 3 > a ist 6,(Q) C 64(Q), denn 1/|x —y|* < |z —y|* > 1/]x —
y|? < dP~*/|z — y|?, wobei d der Durchmesser von Q ist. Wir wihlen nun
ein 3 € [a,n), das nicht von der Form n - .25 ist, m € NU {0}; dann ist
B+m(B—n)#0, meNU{0}. pbestimmen wir so, daB3 p > 2, p € N und

B+ (p—2)(B—-n)>0,

B+p—-1(E—-n)<0
sind. Die zu K?~! bzw. K? gehorigen Integralkerne sind dann in & B+(p—2)(

bzw. Sgi(p—1)(5-n )(@), insbesondere ist der letzte Kern stetig und unser
Hilfssatz bewiesen. ]

Hilfssatz II1.4.17: Sei K ein schwach singuldrer Integraloperator in
B = LY(Q) mit Definitionsbereich D(K) = B. Sei g € C°(Q). Sei f € B

eine Losung von

(I-K)f=g
Dann ist f € C°(Q).

Beweis: Wir nehmen zunéchst an, dafl der zu K gehorige Integralkern
K aus 6,(Q) ist fiir ein o € (0,n). Auf (I — K)f wenden wir den Opera-
tor

p—1
I+) K
v=1
an, wobei p irgendein Element aus N mit p > 2 ist. Dann folgt
p—1
f=K'f=(I+) K')g
v=1

p—1
f=K'f+(I+) K")g
v=1
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Nach Hilfssatz I11.4.16 kénnen wir p derart wihlen, dafl der zu K? gehorige
schwach singuliire Integralkern L aus C°(Q x Q) ist. Man sieht, dafl wegen

|K? f(x) — KPf(2)] <sup |L(z',y) — L(z,y)[||fllrr @), =2 € Q,
yeQ

die Funktion K?f gleichméfiig stetig in () ist und daher eine eindeutig

bestimmte stetige Fortsetzung auf ) besitzt, die wir ebenfalls mit K?f
bezeichnen. Wegen g € CY(Q) ist nach Hilfssatz I11.4.11

p—1

Y K'ge Q).

v=1
Damit ist der Hilfssatz bewiesen, da der Fall a < 0 jetzt trivial ist (vgl.
die obige Abschéitzung fir |K?f(x) — KP f(2')|). O

Hilfssatz I11.4.18: Sei K ein schwach singuldrer Integraloperator in
H = L*(Q) mit Definitionsbereich D(K) = H und Integralkern K. Dann
15t auch K* ein schwach singuldrer Integraloperator mit Integralkern K*,

K*(z,y) = K(y, ).
Beweis: Seien f, g € L?*(Q). Da der Operator | K|, definiert durch |K|f(z) =

fQ |K (z,y)|f(y)dy, ebenfalls schwach singuldrer Integraloperator in H ist
(D(|K|) = H), existiert das Integral

[ [l
QJQ

Nach dem Satz von Fubini-Tonelli ist

//ny da:—/f /K*y, x)dzdy,

f,g € L*(Q). Der Hilfssatz ist bewiesen. [

Schliefllich formulieren wir die Fredholmschen Sétze fiir schwach singulére
Integraloperatoren in der folgenden Form, die sich unmittelbar aus den
vorhergehenden Erorterungen ergibt:

Satz I11.4.3: Se: K schwach singuldrer Integraloperator mit Integralkern
K in B = LYQ) bzw. H = L*(Q)(D(K) = B bzw. D(K) = H). Jede
Losung der Gleichung

(I11.4.16) fF—Kf=0
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in B = LYQ) ist aus C°(Q). Daher hat die Gleichung (III.4.16) nur end-
lich viele linear unabhdngige Losungen sowohl in B als auch in H, und die
Mazimalzahlen linear unabhdingiger Losungen in B bzw. H stimmen tibe-
rein. Die Gleichung

(I11.4.17) f—K*f=0

hat in B = LYQ) nur Lisungen aus C°(Q). Daher hat die Gleichung
(I11.4.17) nur endlich viele linear unabhdingige Lisungen sowohl in B als
auch in H, und die Maximalzahlen linear unabhdngiger Losungen in B bzw.
H stimmen sowohl untereinander als auch mit der Maximalzahl linear un-
abhingiger Liosungen in B oder H von (II1.4.16) iberein. Hierbei ist K*
sowohl in B als auch H durch

(I11.4.18) K*f(z) = [o K*(2,y)f(y)dy
definiert, K*(x,y) = K(y,x). Die Gleichung

h—Kh=g

in H besitzt zu vorgegebenem g € 'H dann und nur dann eine Losung h € 'H,
wenn fQ gfdx = 0 ist fiir alle f € C°(Q), die (II1.4.17) erfiillen; in diesem
Falle ist h € C°(Q), falls g € C°(Q) ist.

132



85. Spektraltheorie im n-dimensionalen unitidren Raum

C", n € N, ist ein Vektorraum iiber C. Durch die Fortsetzung

n

(z,w) = Z 25,

1=1

2]l = v (z, 2),

z=(21,..,2n), w = (wy,...,w,) € C", wird C" zu einem Hilbertraum;

seine Dimension ist offenbar gerade n, z.B. bilden die Vektoren e; = (1,0, ...

es = (0,1,0,...,0),...,e, = (0,...,0,1) eine Basis, die auch orthonor-
miert ist. C", ausgestattet mit der soeben eingefiithrten Hilbertraumstruk-
tur, heifit der n-dimensionale unitidre Raum. In diesem Abschnitt bezeich-
nen wir ihn auch mit H. Nach §§1,9 in Kapitel II ist jeder Hilbertraum
der Dimension n isometrisch isomorph zu H; daher werden auch diese Hil-
bertraume als n-dimensionale unitire Rdume bezeichnet. Fiir ihr Studium
kénnen wir uns auf ‘H beschranken, doch machen wir im folgenden keinen
expliziten Gebrauch davon.

Sei {¢1, ..., @y} irgendeine orthonormierte Basis von Hy, sei A ein linearer
Operator in Hy mit D(A) = Hy. Sei x € H,

n
T = ingol-, so daf3

=1

i=1
ist. A ist also von selbst stetig und somit in L(Hy). Wir haben

n

(Az, ;) = Y _(Api, @)z,

i=1
Gleichzeitig ist wegen der Orthonormalitéit der Basis {¢1,...,¢n}

Az =Yy, ;= (Az,p;),

J=1

also

Yj = E @iy

1=1
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mit a;; = (Api, ;). Eine Zahl z € C bezeichnen wir als Eigenwert von A,
wenn es ein ¢ aus Hy gibt mit ¢ # 0, Ap = zp. Insbesondere konnen wir
l|¢|| = 1 annehmen. ¢ heifit Eigenvektor zum Eigenwert z.

Definition IIL.5.1: Sei H; ein Teilraum von Hy, A € L(Hy). Hi heifst
invarianter Teilraum von Hy beziiglich A, wenn A(Hy) C Hy.

Hilfssatz II1.5.1: Se: Hy # {0} invarianter Teilraum von Hy beziglich
A € L(Hyp). Dann gibt es ein p € Hy, ||¢|| =1, und ein z € C derart, dafs
Ap = zp.

Beweis: H; ist endlichdimensionaler Vektorraum iiber C und somit ab-
geschlossen. Sei {¢1,...pn,} eine orthonormale Basis von H;, m € N ist
die Dimension von Hj. Sei aj; = (Agi, ), 1 < 4,7 < m. Die Gleichung
Ap = zp, ||p|| = 1, ist dann dquivalent mit

m

(IIL.5.1) Zaﬂxi =zxj, 1 <j<m,
i=1

(I11.5.2) D =1,
i=1

sofern

¥ = Z TiPi
i=1

gesetzt wird. Das System (II1.5.1, 2) hat jedoch dann und nur dann eine
Losung (x1, ..., 2,) mit (IIL.5.2), wenn det(a;; — 26;;) = 0 ist. Dies liefert
eine Bedingung fiir z, denn

det(aj; — 20;i) = Za,ﬁ“, z € C,
n=0
mit gewissen komplexen Koeffizienten a,,, fiir die insbesondere a,, = (—1)"
gilt. Nach dem sogenannten Fundamentalsatz der Algebra ([siehe meine
Vorlesung Funktionentheorie, I1.7]) gibt es sicher ein z € C mit det(a;; —

Unser Hauptergebnis im endlichdimensionalen Fall ist
Satz III.5.1: Sei A aus L(Hy) und hermitesch. Dann besitzt Hy ei-

ne orthonormierte Basis von Figenvektoren {p1,...,pn} zu Figenwerten
Alyeeey An, die reell sind. Fiir x € Hy qult
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n

v =Y (z,0:)pi,

i=1
(IIL.5.3) Ar = Z iz, )i
i=1

Zum Beweis benotigen wir
Hilfssatz I11.5.2: Sei A aus L(Hy) und hermitesch. Sei H; ein invarian-
ter Teilraum von Hy beziiglich A. Dann ist Hi ebenfalls invariant beziiglich

A.

Beweis: Sei * € Hi. Dann ist (z,y) = 0 fiir alle y € H;. Also ist
(Az,y) = (z, Ay) = 0 wegen A(H;) C Hi, also Ax € Hi. O

Beweis des Satzes II1.5.1: Zunéchst ist H selbst invarianter Teilraum
beziiglich A. Nach Hilfssatz II1.5.1 gibt es ein A; € C und ein ¢; € Hy mit
llp1]| = 1 derart, dal Ap; = A1p1. Sei ‘Hy das Orthogonalkomplement zu
{Ap1|A € C}. Ist die Dimension von Hy = n — 1 wieder > 1, so finden wir,
da nach Hilfssatz I11.5.2 der Teilraum H; invarianter Unterraum beziiglich
A ist, wieder ein Ay € C und ein ¢ € H; mit ||ps|| = 1 und Aps = Ajpo.
Offenbar ist (@1, p2) = 0. Nun bilden wir das Orthogonalkomplement Hs
zum invarianten Teilraum {Ap; + pps| A € C, p € C}. Ist die Dimension
von Hy = n — 2 wieder > 1, so finden wir wie eben A3 € C und ¢35 € Hs
mit [[ps]] = 1, Aps = Azp3. Es ist (¢r, 1) = 0, 1 < k1 < 3. Auf diese
Art fahrt man fort und findet eine orthonormale Basis der im Satz be-
schriebenen Art. Daf} alle Eigenwerte Aq,..., A, reell sind, sieht man wie
im Beweis von Satz 1.1.2. Die Entwicklung von x nach den ¢1,..., @, ist
klar. Entsprechend ist

n

Axr = Z(A:c,gpi)gpi, also

1=1
n

Axr = Z(m, Ap;i)pi

1=1
n

= Z /\1(377 @1)902

1=1

wegen der Hermitizitdt von A und der daraus folgenden Realitédt der ;. [

Fiir uns ist ein anderer Aspekt der vorstehenden Erorterungen von Bedeu-
tung. Sei A € L(Hp) und hermitesch. Die Eigenwerte geméafi Satz I11.5.1
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denken wir uns nach der Grofle ihres Absolutwerts angeordnet, also etwa
|A1] > |A2] > ... |An]. Aus der Entwicklung (I11.5.3) folgt

|(Az, z)| = IZM(SU

(I11.5.4) < |A\|||z]|?, = € Ho,

|(Az, )|
22|

Falls Az = £\ ist, tritt in (II1.5.4) das Gleichheitszeichen ein. Tritt
umgekehrt in (I11.5.4) das Gleichheitszeichen ein, so ist zunéchst |(x, ¢;)| =
0 fir alle \; mit |A;| < |[\]. Wir haben als Eigenwerte dann nur || oder
—[A1]: Ist Ay = 0, so ist Az = 0, x € Hp, und in der Tat folgt aus dem
Eintreten des Gleichheitszeichens in (I11.5.4), dal Az = Az ist. Ist Ay # 0,
so ist entweder (z,p;) = 0 fiir alle ¢; mit Ap; = |A1]|y; oder (x,¢;) =0
mit Ap; = —|A\|p;. Die Entwicklung (II1.5.3) liefert dann Az = 4|\ |z,
falls in (II1.5.4) das Gleichheitszeichen eintritt. Dies legt die Idee nahe, im
Fall eines unendlichdimensionalen Hilbertraums H und eines hermiteschen
Operators A € L(H), einen Eigenwert nebst zugehorigen Eigenvektor ¢
durch Analyse des Maximums von |(Az, z)|/||x||* zu gewinnen. Diese Idee

verhilft auch zur Gewinnung weiterer Eigenwerte; denn kehren wir zu H,,
A € L(Hy), A hermitesch zuriick, so ist

A[C—Z)\ 7@1@027 |_|Z/\|

i=p+1

(I11.5.5) < sl = € Ho

< |A1], z € Hy — {0}.

falls n > 2 ist. Man kann nun, dhnlich wie eben, zeigen, dafl das Gleich-
heitszeichen in (II1.5.5) dann und nur dann eintritt, wenn Az = £\,
ist. So hat man zur Gewinnung von A,;; nebst zugehdrigen Eigenvektor
¢p+1 das Maximum von

A:B—Z)\ 902 Pi, L |

Hxll2

zu analysieren.
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86. Spektraltheorie vollstetiger Operatoren im Hilbertraum

Sei H ein Hilbertraum, A aus L(H) und hermitesch. Die Voraussetzung der
Hermitizitat allein ist nicht ausreichend dafiir, dafl das am Ende des vorigen
Paragraphen dargestellte Verfahren zur Konstruktion eines Eigenwerts mit
zugehorigem Eigenvektor # 0 erfolgreich angewendet werden kann. Dies
zeigt das folgende Beispiel: Sei H = L?((0,1)). Wir setzen Af(x) = zf(z),
f € L*((0,1)). Dann ist offenbar A € L(H) und hermitesch. Gibt es ein
A € Cund ein f # 0 in H derart, dafl Af = Af ist, so ist (A — z).
f(x) = 0 fast tiberall in (0,1), also f(x) = 0 fast {iberall in (0,1), also
f = 0 im Widerspruch zu unserer Annahme f # 0. Die erforderliche Zu-
satzvoraussetzung ist, wie sich herausstellt, gerade die Vollstetigkeit von A.

Da wir mit dem Begriff des Eigenwerts und dem Begriff des Eigenvek-
tors bisher nur in Spezialfdllen operiert hatten, geben wir die

Definition II1.6.1: Sei B ein Banachraum, sei T ein linearer Operator
in B mit Definitionsbereich D(T'). Eine Zahl X € L heifit Eigenwert von T
dann und nur dann, wenn es ein p € D(T) gibt mit

o #0,

Typ = M.

¢ heift dann Eigenvektor zum Figenwert X von T Aquivalent damit ist
die Forderung, daf$ es ein o € D(T) mit ||p|| =1, Ty = Ay gibt.

Unser erstes wichtiges Ergebnis ist

Satz II1.6.1: Sei H ein Hilbertraum, A € L(H). Weiter sei A hermitesch
und vollstetig, und (Ax,x) sei nicht fir alle x € H Null. Dann gibt es ein
w€eEH, p#0, und ein N € R, A # 0, derart, daf

[(Af, f)] |(Ap, ©)|
R Iy = B 21 _
AE == e S e 0

Ap = Ay

sind.

Beweis: Aus der Hermitizitat von A folgt, dal (Af, f) reell ist fiir alle
f € H. Aus unserer Voraussetzung iiber (Az,z) und der Voraussetzung
A e L(H) folgt
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0<d= sup |[(AZ,T)| < +oc.
|Iz[|=1
Sei (x,) eine Folge in ‘H mit ||z,|| = 1, n € N und |(Az,,z,)| — d,
n — oo. Sei (z],) eine Teilfolge von (z,), die schwach gegen ein Element
x € H konvergiert. (siehe Satz III.1.1), n — oo. Wegen der Vollstetigkeit
von A gilt: Az], — Az, n — oo (sieche Satz I11.2.5). Also ist nach Satz

I11.1.2

|(Az,,, 2)| — [(Az, z)],

n»n

also insbesondere

d = [(Az, z)|
Wir zeigen zunichst, daf ||z|| = 1 ist. Wegen ||z||* = lim, oo (20, ) < ||2]|
folgt ||z|| < 1. AuBerdem ist = # 0, da d > 0 ist. Ware ||z|| < 1, so wire

d < ‘(ﬁ;"ﬁ)' und gleichzeitig d = supjz =1 %; dies ist ein Widerspruch,

also ist ||z]|| = 1. Sei z € H, y(e) = v + ez, —gp < € < g fiir ein gy > 0.
Wir betrachten ie auf (—¢g, g¢) erklérte, reellwertige und in (—eg, £¢) stetig
differenzierbare Funktion

o(c) = (Ay(e),y(e))  (Av+eAz, v +ez)
[ly(e)lI? |z +ezl*
wobei wir uns noch ¢y hinreichend klein gewéhlt denken, so dal etwa
ly(e)l| > 5, ¢ € (—eo,€0), ist. Wegen ?*(c) < ¢*(0), € € (—eo,¢0),
©(0) # 0, folgt: ¢'(0) = 0. Wir haben

Ue) = (A(x +e2),x +c2) = (Ax,z)+ (A, 2) + e(Az, ) + €2||2||?,
= (Ax,z) + e2Re(Ax, 2) + &°||2||?,

Vie) = |lz|]® +e2Re(x, 2) + *||2%,

U'e) = 2Re(Ax, z) + 2¢||2||,

V'(e) = 2Re(x,z) + 2¢||z||%, € € (—ep,0),
2Re(Ax, 2)||z||* — 2(Ax, z)Re(x, z)

[l

Mit A\ = (Ax, z) folgt aus ¢’'(0) = 0 die Beziehung Re(Ax — Az, z) = 0. Da
z € 'H beliebig war gilt die letzte Gleichung auch fiir z = Ax — Az, so daf
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schliellich Az = Az das Ergebnis ist. Wegen |A\| = d ist alles bewiesen. [

Fiir die folgenden Ertrterungen bemerken wir, dal nach Satz I1.7.2. die
in Satz I11.6.1 gemachte Voraussetzung: (Ax, x) verschwindet nicht fiir alle
x € H mit der Annahme: Az verschwindet nicht fiir alle x € 'H dquivalent

ist. Wir prézisieren nun die Aussage des Satzes I11.6.1 in der folgenden
Weise:

Satz I11.6.2: Sei H ein Hilbertraum, A € L(H) sei hermitesch und voll-
stetig. Es sei Ax micht fir alle x € H das Nullelement. Dann gibt es
ein endliches oder abzdihlbar unendliches Orthonormalsystem {1, ..., on}
oder {1, ¢, ...} von Eigenvektoren zu reellen Eigenwerten A1, ..., Ay oder
A1, Ag,y ... von A derart, daff alle \; # 0 und, daf§ |M\]| > ... > |An]| oder
IA1| > Ao = ... ist. Wenn das Orthonormalsystem der Figenvektoren
abzihlbar unendlich ist, dann gibt es unter den Eigenwerten A, Ao, ... un-
endlich viele paarweise verschiedene, und es ist lim; .o |A;| = 0. Fir alle
x € H haben wir die Entwicklung

oder

i=1
mit einer in H konvergenten Reihe.

Beweis: Aus Satz [11.6.1 folgt die Existenz eines p; € H mit ||¢1|| = 1 und
eines A\; € R — {0} derart, dal Ap; = Ajp1. Sei {¢1,...,pn} ein ortho-
normiertes System von Eigenvektoren zu den Eigenwerten Aq,..., Ay € R,
|)\1‘ Z |>\2‘ Z Z ’)\N| Sel BO = A,

N
Byr = Az — Z)\l(a:, ©vi)pi, v € H, N €N,

i=1
so dafl By € L(H) und hermitesch ist. Die Rechnungen zum ersten Beispiel
in I11.2 zeigen sofort, dafl B vollstetig ist. Wir unterscheiden nun zwei Félle:
By(z) = 0, x € 'H, oder By verschwindet nicht identisch. Im ersten Fall
sind wir fertig. Im zweiten Fall wenden wir Satz I11.6.1 auf By an. Dieser
liefert ein ¢ € H, ||¢|| = 1, und ein reelles A # 0 mit Byy = Ap. Dann ist
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Ao i) = (Ap,0j) — Ai(e, ¢))
= X(p,9j) = Aj(g, ) =0, j=1,...,N.

Also bilden {1, ..., pn, ¢} ein Orthonormalsystem. Daraus folgt sofort

Byp = Ap = Ap.

Wir setzen onyi1 = @, Ayy1 = A. Kann man dieses Verfahren belie-
big fortsetzen, so liefert es ein abzdhlbar unendliches Orthonormalsystem
{¢1, 2, ...} von Eigenvektoren zu reellen nichtverschwindenden Eigenwer-
ten Ai, Ag,.... Falls [A\{| > |Xo] > ... > |A\n] ist, so ist nach unserer Kon-
struktion

Al = [Aval = [(Byz,z), € H, |[z]| =1, N € {0} UN.

Wihlen wir fiir x den Eigenvektor ¢nio, so wird Bypnio = Apnio =
ANi2@n 12, und demzufolge ist

|>\N+1‘ > |>\N+2‘, N € {0} U N.

Wie in III.1 zu Anfang gezeigt, gilt fiir unser abzahlbar unendliches System
{¢1, @2, ...} von Eigenvektoren

gojé(),j—>oo,

da es orthonormal ist. Nach Satz II1.2.5 folgt Ap; — 0, j — o0, also
Nillleill = |Aj] — 0, j — oo. Fiir den Summenanteil (ohne Minuszeichen)
in der Definition von Byx schreiben wir Ayx, N € N, x € H. Dann
ist dadurch ein Operator Ay € L(H) gegeben, der vollstetig ist. Nach
Konstruktion der Eigenwerte ist

(Byz,2)| = [(A = An)z,2)] < Avlll2], = € H.
Nach Satz I1.7.2 ist wegen der Hermitizitdt von By = A — Ay

1A = An|| < [Avial,

also in der Tat

Ax = lim ANI = Z)\Z(SU, QOZ)QOZ
i=1

N—o0

Aus |N\;| — 0, j — oo, folgt natiirlich, da8 die zur Folge (\;) gehorige
Wertemenge unendlich ist, da alle A; # 0 sind. [
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Eine Art Umkehrung des Satzes I11.6.2 stellt der folgende Hilfssatz dar:

Hilfssatz II11.6.1: Sei H ein Hilbertraum, sei A € L(H). Es gebe ein
abzihlbar unendliches Orthonormalsystem {@1, o, ...} in H und eine Fol-
ge (N), \i € C, i €N, derart, dafs

A — 0, 17— o0,

Ax—Z)\ i) i, * € H,

mit einer in 'H konvergenten Rezhe. Dann st A vollstetig.

Beweis: Wir fithren wie im Beweis des Satzes 111.6.2 den in ‘H definierten
und vollstetigen linearen Operator A, durch

na:—Z)\ ,0i)pi, © € H, n €N,

ein. Dann ist

[(A = Anz|* = || Z i, ei)ll?,

i=n+1

= > Pl el

1=n+1
< sup |N|z|?, x € H,

i>n+1
wie aus der Orthogonalitdt der {1, o, ...} und der Besselschen Unglei-
chung folgt. Insbesondere ist

[|A = Ap[| < sup |Af,

1>n+1
und, da ()\;) eine Nullfolge ist, folgt mit Hilfssatz I11.4.1 die Behauptung. [

Satz I11.6.3: Sei H ein Hilbertraum, A € L(H) — {0}. A sei hermitesch
und vollstetig. Sei {p1, ¢, ...} das in Satz II11.6.2 konstruierte abzihlbar
unendliche Orthonormalsystem wvon FEigenvektoren zu den reellen, nicht
verschwindenden Figenwerten A, Ag, ... von A mit | M| > |Xo| > ...,
lim; ..o A\; = 0, wobei wir den Fall des in Satz II1.6.2 erwdhnten endli-
chen Orthonormalsystems {p1,..., N} nicht behandeln, da er im Sinne
der folgenden Behauptung des Satzes trivial ist. Unsere Behauptung lautet:
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Dann bilden die {¢1, 2, ...} ein vollstindiges Orthonormalsystem im Hil-
bertraum R(A) C H.

Beweis: Sei y € R(A). Sei (Ax,) eine Folge mit Az, — vy, n — oo.
Dann ist

]2

Az, = (Azx,, pi)pi, n € N, also
i=1
o0
HAITLHQ - Z |(A$n, 902')|27 n e N7
i=1
und auflerdem ist
o
Z (y, 0;)|* konvergent mit Grenzwert < ||y|[*.
i=1
Weiter ist
o
1> (0P = (A2, )]
i=1
m (0]
Z v )P = 1Az, @)1+ Y (1,001 + [(Azn, 00) ),
i=1 1=m+1

Z v, 00) *— | (Azn, 1) |+ Z (, 0i) P+2/(Azn—y, 05) P42/ (y, 00) ),

1=m+1

m 0
< 2| Azn =yl + Y11y 0P = [(Aza, i) +3 Y (g @)’ me N,
1=1 1=m+1
Zu € > 0 wihlen wir zunichst ein my = mg(e) € N derart, dal der letzte
Reihenrest < /2 wird. Zu my wahlen wir ein ny = ny(myg, ) € N derart,
daf} die ersten beiden Summanden in der letzten Ungleichung rechts < /2
werden fiir alle n € N, n > ng. Dies liefert

i=1 1=1
— i || Az, | = Iyl
also die Vollstandigkeit von {1, ¢9,...} in W ]
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Insbesondere zeigt der Satz I11.6.3, daBl R(A) separabel ist, unabhéngig,
ob 'H dies ist oder nicht; dies folgt aus Hilfssatz I1.1.3, indem man die dort
auftretenden Koeffizienten in der Form c¢; = & + in, wahlt, &, m € Q;
auBerdem war dieses Resultat auf Grund von Satz I11.4.1 zu erwarten.

Hilfssatz I11.6.2: Sei ‘H ein Hilbertraum, A € L(H) — {0}. A sei her-
mitesch und vollstetig. Dann ist (A)L = N(A) = {z|z € H, Az =0}, so
daff 'H die orthogonale Zerlequng

H =TR(A) + N(A)

gestattet. Ist H separabel, so ist auch M(A) ein separabler Hilbertraum.
Ist {41, 1s, ...} ein abzdihlbar unendliches vollstindiges Orthonormalsystem
in N(A) und ist {¢1,p2,...} das in Satz I11.6.2 konstruierte abzihlbar
unendliche Orthonormalsystem von FEigenvektoren zu den reellen, nicht
verschwindenden Eigenwerten A\, Ag,... von A mit |\ > [N > ..
so bilden die {11,109, ..., ¢1,p9,...} ein vollstindiges Orthonormalsystem
{wy,ws, ...} in H, das abzdhlbar unendlich ist und fir das gilt: Aw; =
wiw;, © € N mat reellen p;. Hierbei beschrinken wir uns wieder ohne Ein-
schriankung auf den Fall abzdhlbar unendlicher Orthonormalsysteme, da
im Falle endlicher Orthonormalsysteme {¢n,...,¥n'} als Basis von D(A)
bzw. M(A) = {0} oder endlicher Orthonormalsysteme {p1,...,on} als
Basis von R(A)(= R(A)) bzw. R(A) = {0} die Aussagen unseres Hilfs-
satzes erst recht folgen. Weiter gilt: Ist Af = \f fir ein A € C und ein
feH—{0}, soist

/\:uj
fiir ein j € N und

(I11.6.1) f=> _(frw)u;.

ieN,
Hi=A

In einem beliebigen Hilbertraum H folgt aus Af = \f fir ein A € C— {0}
und ein f € H — {0}, daf

A=\

fiir ein 7 € N 1st, wobet \1, Ao, ... wieder die in Sazt 111.6.2 konstruierten
Figenwerte sind mit |A\1| > |Xo| > .. .. Auflerdem ist wieder

f= Z (fs pi)pi,

€N, ;=
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und die letzte Summe ist endlich. {1, @a, ...} ist wieder das Orthonormal-
system aus Satz I11.6.2.

Beweis: Sei (Az,y) = 0 fiir alle z € H und ein y € H. Dann ist (z, Ay) =0
fiir alle x € ‘H also Ay = 0. Demnach ist

R(A) € R(A)L C N(A).
Sei umgekehrt y € M(A). Dann ist (z, Ay) = 0 fiir alle x € H, also
(Az,y) = 0 fiir alle z € H, also y € R(A)* und damit auch y € R(A)L.
Demnach gestattet H in der Tat die im Hilfssatz angegebene Zerlegung.
M(A) ist abgeschlossen und daher Hilbertraum. Ist H separabel, so nach

Hilfssatz 11.2.2 auch 9(A). Sei € H, so ist + = x; + x2 mit eindeutig
bestimmten x; € R(A), x2 € M(A) (nach Satz [1.2.1). Wir haben

o

1=1

nach Satz I11.6.3 und

Ty = Z(SUQ, Vi) ;.
i=1
M(A) ist nichts weiter als die Menge der Eigenvektoren zum Eigenwert
0, vereinigt mit dem Nullvektor. Somit ist in der Tat {w;,ws,...} ein
vollstédndiges Orthonormalsystem in H und wir haben Aw; = p;w; mit
w; =0 oder p; € {1, \a,...} CR.Ist nun Af = 0, so folgt die Darstellung
(IT1.6.1) aus dem eben Gesagten. Ist Af = Af mit einem A\ € C — {0},
f € H — {0}, so ist jedenfalls in einem beliebigen Hilbertraum f € R(A).
Dann folgt aus den Sétzen I11.6.2 und I11.6.3 die Gleichungskette

oo

Moo= N en)en
i=1

= > A e

1=1

also A\;(f,¢j) = M(f,¥;), 7 € N. Daher nun ist fiir alle j € Nmit (f, p;) # 0
auch A = A; und
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f= > (fe)e

JEN,(fp;)#0

= > (f.e)e;

JEN A=A,

Nun gibt es nur endlich viele Indizes j mit A\; = A # 0, da (\;) nach Satz
I11.6.2 eine Nullfolge ist. ]

Hilfssatz I11.6.2 zeigt insbesondere, dafl mit dem Konstruktionsverfahren
im Beweis von Satz II1.6.2 tatsdchlich alle von Null verschiedene Eigenwer-
te von A erfasst werden. Zum Abschluf dieses Paragraphen bringen wir die
v. Neumannsche Norm N(A) in einen Zusammenhang mit den Eigenwer-
ten eines vollstetigen hermiteschen Operators.

Hilfssatz 111.6.3: Sei 'H ein separabler Hilbertraum, A # 0 ein beschrink-
ter linearer hermitescher Operator in H mit D(A) = H und mit endli-
cher v. Neumannscher Norm N(A). Sei {p1,¢,...} das in Satz I111.6.2
konstruierte Orthonormalsystem von Eigenvektoren zu den FEigenwerten
{)\1,)\2,...} von A mit \; € R — {0}, 1 E N, |)\1‘ > |)\2‘ > ... Dann
15t

N(A)? = i A2
=1

Setzen wir wieder

A,x = Z)\i(:c, ©0i)pi, v € H, n €N,
i=1
so ist dadurch ein linearer Operator A, € L(H) definiert, der hermitesch
und vollstetig ist. Fs ist

N(A—A,)* = Z AP — 0, n — oo,
1=n+1
Beweis: Nach Hilfssatz I11.4.6 ist A vollstetig. Wir konnen in der Tat Satz
II1.6.2 anwenden. Dies liefert uns mit Satz I11.6.3 das aus Eigenvektoren be-
stehende vollstindige Orthonormalsystem {¢1, @s, ...} in R(A). Mit dem
vollstéindigen Orthonormalsystem {1, 9,...} in J1(A) geméB Hilfssatz
I11.6.2 gewinnen wir ein vollstindiges Orthonormalsystem {1, s, ..., @1, 9, ...}

in H. Nach Definition 111.4.1 ist
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N(A? = > IAGIP+ D llApl,
1=1 1=1
= > 14l
i=1
— i)\f’
=1

so daf} insbesondere die letzte Reihe konvergiert. Sei nun B, = A — A,,.
Die Vollstetigkeit und die Hermitizitdt von A, sind trivial. Weiter ist
Byhi = AYy — Aphi = 0 und By = Apj — Anpj = Ajpj — Ajp; = 0,
j=1,...,n, By =Ap; =Njpj, j=n+1,....

Dieselbe Rechnung wie eben zeigt nun

t=n+1
und diese Reihenreste konvergieren fiir n — oo gegen 0. [

146



87. Anwendungen auf Integraloperatoren

Wir behandeln zunéchst Integraloperatoren vom Hilbert-Schmidtschen
Typ. Wir verwenden die Bezeichnungen aus III.4. Insbesondere ist () ein
offener achsenparalleler Quader des R", von dem wir ohne Einschrankung
annehmen kénnen, dafl er mit seinem Abschlufl in {z|x € R", |z;| <7, j =

.,n} liegt. Der Integralkern K € L*(Q x Q) und der zugehorige In-
tegraloperator K vom Hilbert-Schmidtschen Typ in H = L*(Q) werden
wieder mit demselben Buchstaben K bezeichnet. Vom Kern K setzen wir
voraus, daf3

K(z,y) = K(y, z)
ist. Nach der in II1.4 gegebenen Charakterisierung von K™ ist der Integral-
operator K dann hermitesch, nach Hilfssatz I11.4.7 ist N(K) endlich, und
nach Hilfssatz I11.4.6 ist K auch vollstetig (dies hatten wir in II1.4 direkt

unter Verwendung von Hilfssatz I11.4.1 bewiesen). Weiter hatten wir in
Hilfssatz [11.4.7 gezeigt, dafl N(K)? = foQ | K (x,y)|>dzdy ist.

Unsere Ergebnisse fiir Integraloperatoren vom Hilbert-Schmidtschen
Typ fassen wir zusammen in

Satz II1.7.1: Sei K ein Integraloperator vom Hilbert-Schmidtschen Typ in
H = L*(Q) mit Integralkern K € L*(Q x Q). Sei K(x,y) = K(y,z) und
foQ |K (z,y)|>dxdy > 0. Dann ist K nicht der Nulloperator.

FEs gibt ein endliches System {p1,...,on} oder ein abzihlbar unendliches
System {1, po, ...} von Eigenvektoren zu den reellen, nicht verschwinden-

den Eigenwerten Ay, Aa, ..., An bzw. Ay, Ao, ... mit M| > |[Xo| > ... >
|IAN| bzw. [A| > |Ao| > .... Im Fall eines abzdihlbar unendlichen Systems
{g@l, ©2, . . } 15t

ZAQ /QQ K (x,y)|*dzdy,

lim IXii (2) i (y) |2dady = 0.
n—oo QXQ Z
Im Falle eines endlichen System {gpl, ... on} sind die letzten Aussagen

entsprechend zu modifizieren.

Der vorstehende Satz liefert insbesondere

(I11.7.1) K(.,.) =32 g )wi()
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mit einer in L*(Q X Q) konvergenten Reihe. (II1.7.1) nennt man auch die
Bilinearentwicklung des Kerns K.

Beweis des Satzes II1.7.1: Zunéchst gehen wir davon aus, dafl K nicht
der Nulloperator in H ist. Bis auf die Bilinearentwicklung folgen alle Aus-
sagen aus den Erorterungen zu Beginn dieses Paragraphen, Satz I11.6.2
und Hilfssatz II1.6.3. Zum Beweis der Bilinearentwicklung setzen wir wie

im Hilfssatz I11.6.3

i=1
Dann ist fast iiberall in )

K, f(z) = ZA F)ei(y)dyes(x),

Der Kern

Ky(z,y) = Z Aivi(x)ei(y)

ist nach dem Satz von Fubini-Tonelli vom Hilbert-Schmidtschen Typ. Of-
fenbar ist K, (z,y) = K, (y,x). Nach Hilfssatz I11.6.3 gilt

/ K(2,y) — Ko(z,y)[Pdedy = N(K - K,)?
QxQ

o
= g A§—>O,n—>oo,

i=n+1
woraus in der Tat die letzte Aussage folgt. Auf die Behandlung des Fal-
les eines endlichen Orthonormalsystems {1, ..., on} von Eigenfunktionen

verzichten wir. Nun miissen wir noch zeigen, dafl unter der Voraussetzung
| K||z2(gx@) > 0 der Operator K nicht der Nulloperator sein kann. Wére

er das namlich, so wire nach Hilfssatz I11.4.7 N(K) = ||K||r2oxq) = 0,
ein Widerspruch. [

Als zweite Anwendung behandeln schwach singuldre Integraloperatoren K

mit Kernen K € 6,(Q) fir ein a < n; @ ist wieder ein offener achsen-
paralleler Quader des R", und wir verwenden die Bezeichnungen aus I111.4.
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Wenn fiir den Kern K gilt: K(z,y) = K(y, z), so ist nach Hilfssatz 111.4.18
der Operator K hermitesch in H = L?*(Q). Unsere Ergebnisse fiir schwach
singulire Integraloperatoren lauten folgendermaflen:

Satz I11.7.2: Sei K ein schwach singulirer Integraloperator in & = L*(Q)
mit Integralkern K € &,(Q) fiir ein a < n. Sei K(z,y) = K(y,z) und K
verschwinde nicht fiir alle (x,y) € QxQ—{(Z,9)|Z,y € R, ¥ = y}. Dann
ist K nicht der Nulloperator. Es gibt ein endliches System {p1,...,on}
oder ein abzdihlbar unendliches System {1, v, ...} von Eigenvektoren zu

den reellen, nicht verschwindenden Eigenwerten Ay, ..., Axy bzw. A, A, ...
mit |A1| > [N > ... > |An]| bzw. |A1| > |\ > .... Die Eigenvektoren
liegen in C°(Q). Sei f € H = L*Q) und g = Kf. Dann gilt

/Q lg(x) — 2(97 ©i)i(x)Pde — 0, n — oo.
i=1
Im Fall « < n/2 ist g € C°(Q) und

(TI1.7.2) g(z) =329, ¢i)piz), € Q

wobei die Reihe rechts in Q gleichmdfig konvergiert. Bei den beiden letz-
ten Aussagen haben wir uns wieder auf den Fall des abzdhlbar unendli-
chen Systems {ps, o, ...} beschrankt, da der Fall des endlichen Systems
{¢1,..., N} der triviale ist.

Beweis: Wir gehen zunéchst davon aus, dafl K nicht der Nulloperator ist.
Nach Hilfssatz 111.4.12 ist K € L(H) = L(L*(Q)), nach Hilfssatz I11.4.13
ist K vollstetig. Wie eben bemerkt, ist K auch hermitesch. Satz I11.6.2
zeigt dann die Existenz der Eigenvektoren und Eigenwerte wie behaup-
tet. Aus Ko, = N, @ = 1,...,N bzw. ¢ € N, folgt wegen \; # 0 die
Gleichung Ly; = ¢; mit L = 1 K Also ist ¢; — Ly; = 0. Natiirlich ist
auch L schwach singulérer Integraloperator mit schwach singularem Kern
L € 6,(Q). Daher zeigt Hilfssatz 111.4.17, daf8 alle ¢; in C°(Q) liegen. Die
néchste Aussage ist eine Konsequenz aus der Reihenentwicklung von Ax
in Satz II1.6.2. Nun ist
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oo

Yo g elle@)l = Y [(Kfellpil)l.

i=n+1 1=n+1
= > |(f.e)lhigi()],
1=n—+1
- Z\fm/m@m )iyl
i=n+1

Wegen |K(z,y)]> < ¢/|lz — y* wnd [, /|w — yPdy < & [, |2

y|~2dy < Cw, fOR r1720dr < (Cw,/(n — 22))RY2 im Falle 2a < n
folgt mit [Forster, Analysis 3, S. 91], da8 fiir jedes z € @ die Funktion
K(z,.) von y aus L*(Q) ist und die Abschiitzng

/ K (2,y) 2y < (Cwn/(n — 20))R"2* < M, ¢ € Q,
Q

gilt. Hierbei ist zu beachten, da8 R eine positive Zahl ist derart, dal Q C
Kgr(x) = {y||lz — y| < R} ist fiir alle z € Q (Vgl. auch den Beweis von
Hilfssatz 111.4.11); ebenfalls im Beweis von Hilfssatz I11.4.11 hatten wir
gezeigt, dal K(z,.) € L*(Q) ist fiir jedes 2 € Q. Mit der Holderschen
(oder Cauchy-Schwarzschen) Ungleichung fiir Reihen und der Besselschen
Ungleichung folgt nun:

S @ elle@] < (3 (o). r/m ey

i=n+1 1=n+1 1=n+1

(K (,.), )"

o

< (3 1 e /Q K (2, y)dy) 2,

i=n+1
Z |(f, 1) )2

1=n+1
Die letzte Ungleichung impliziert die gleichméflige Konvergenz der Reihe in
(IT1.7.2). Da eine Teilfolge der zugehorigen Partialsummenfolge fast iiberall
in () gegen g konvergiert, stimmt ¢ fast iiberall mit einer Funktion aus
C%(Q) iiberein, so da wir g als Element aus C°(Q) auffassen konnen.
Ist endlich Kf = 0, f € H = L*(Q) und etwa K(z,y) > § > 0 in

K. (z0) x K-(y0) N (Q x Q — {z = y}) fiir ein (z0, yo) € @ x Q mit z # yy
und ein € > 0, so folgt fiir f = xx_(y,)n0 :
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KT@%ﬁA()Qwaﬂyzdﬁ>Q
Yo

T < Ke(x()) ﬂ@,

mit einem ¢ > 0. Insbesondere ist ||K f||12g) > 0, im Widerspruch zu un-
serer Annahme. O]

Als dritte Anwendung betrachten wir das Eigenwertproblem von Sturm-
Lionville wie es in den Definitionen I.1.1 und 1.1.2 eingefiihrt worden war.

Wir iibernehmen die Bezeichnungen aus I.1. Unser Ergebnis besteht dann

in

Satz I11.7.3: Sei H der Hilbertraum L*((a,b)). Sei L ein Sturm-Lionville-

Operator mit Definitionsbereich D(L) wie in Definition 1.1.1. - L wird als

linearer Operator in H mit Definitionsbereich D(L) aufgefasst. Dann gibt

es ein in H vollstindiges Orthonormalsystem {¢1, pa, ...} von Figenvekto-

ren @; € D(L) zu den Eigenwerten A\, A, ... von L, die reell sind und fiir

die gilt Ay < Ao < -+, lim; oo \; = +00. Fir f € D(L) gilt

f@) = (fre)ei(x), = € [a,b],
i=1
und die Reihe rechts konvergiert gleichmdjig in [a, b].

Beweis: Wir nehmen zunéchst an, dal A = 0 kein Eigenwert von L ist,
d.h. geméB Definition 1.1.2 hat Lu = 0 in D(L) nur die Losung u = 0. Zu
f € C°%a,b]) gibt es dann genau ein u € D(L) mit Lu = f, und nach Satz
[.1.1 ist

(I11.7.3) u(x) = [ Gz, y) f(y)dy

mit der dort eingefiihrten Greenschen Funktion G € C°([a, b] x [a, b]). Um-
gekehrt ist ebenfalls nach Satz 1.1.1 bei beliebigem f € CY([a, b]) das nach
(II1.7.3) bestimmte u in D(L) und erfillt Lu = f. Ist demnach Lu = Au
fiir ein w € D(L) und ein A # 0, so ist dies dquivalent mit

L/ny y)dy,

wobei g = 1/X ist. Durch (I11:7.3) wird ein linearer Operator G' in H =
L*((a,b)) definiert mit D(G) = CO([a, b]). G ist beschrankt, und durch
AbschlieBung gewinnen wir einen Operator G € L(H). Nach Satz 1.1.1 ist
G reellwertig und G(x,y) = G(y, z). Daher ist G hermitesch, also auch G.
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Nach unserem dritten Beispiel in I11.2 erkennt man sofort, dal G vollstetig
ist, da auch fiir G gilt:

Gw) = [ Gl iy, 1

insbesondere zeigen die Rechnungen zu diesem Beispiel: G(H) C C°(Q).
Offenbar kann G nicht der Nulloperator sein, denn sonst wire Gf = 0,
feC%a,b]),0="L0=f, fe C%a,b]). Wir untersuchen den Nullraum
von G. Nun ist R(G) = D(L) und C°((a,b)) € D(L). C((a,b)) ist je-
doch ein dichter Teilraum von L*((a,b)) = H (siehe den auf diesen Satz

folgenden Hilfssatz). Erst recht ist also R(G) dichter Teilraum von H. Aus

Satz I1.2.2 und Hilfssatz I11.6.2 folgt 91(G) = {0}. Derselbe Hilfssatz liefert

R(G) = H. Da H nicht endlichdimensional ist (s. II.1), liefern die Sétze
I11.6.2 und III.6.3 ein abzahlbar unendliches vollstdndiges Orthonormalsy-
stem {©1, @2, ...} € H von Eigenvektoren zu den reellen, nicht verschwin-
denden Eigenwerten ji, o, ... von G mit |py| > |pa] > |us] > ... Wegen
wi # 0, i € N folgt sofort: ¢; € C%([a,b]), ¢; € D(L). Nach Hilfssatz I11.6.2
sind dies alle Eigenwerte von G, also insbesondere alle Eigenwerte von G.
Somit hat L genau die Eigenwerte A\ = 1/, Ao = 1/u9,.... Da || >
|p2| > ... und nach Satz I11.6.2 lim; o p; = 0 ist, ist |A1] < |Ag| < ... und
|Ai| — 400, i — oo. Fiir jedes f € R(G) = D(L) haben wir nach Satz
I11.7.2 die Entwicklung

(I11.7.4) flx) =32 (f, ei)ei(x), x € [a,b]

mit einer in [a, b] gleichméfig konvergenten Reihe, da der Kern G sogar
aus &,([a,b]) ist fir jedes a < 0. Wir wenden uns nun dem Fall zu, dafl
A = 0 als Eigenwert auftreten kann. Wir betrachten ein Hilfsproblem,
nédmlich den Sturm-Lionville Operatoren (p, ¢ wie in Definition 1.1.1)

Lou = —(pu') + qu

mit

D(Ly) = {ulu € C*([a,b]), u(a) = u(b) = 0}.
Mit Hilfe partieller Integration sieht man, daf
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ist, u € D(Lyg), qo = m[iré] q(z). Nun behaupten wir, da8 fiir den allgemeinen
z€la,

Sturm-Lionville Operator L geméfl Definition I.1.1 gilt: Es gibt hochstens
zwel Eigenwerte A, Ay mit \; < qg, qo wie eben, ¢ = 1, 2. Man beachte, daf3
nach Hilfssatz [.1.2 alle Eigenwerte von L gem&fl Definition I.1.2. reell sind.
Unsere Behauptung beweisen wir durch Widerspruch, indem wir anneh-
men, dafl es drei Eigenwerte A1, Ao, A3 mit A; < Ay < A3 < ¢ < qo gilt. Wir
wahlen drei zugehorige Eigenvektoren o1, po, 3 aus D(L) und normieren
sie in ‘H auf 1 unter Beibehaltung ihrer Bezeichnung. Wie im Beweis von
Satz [.1.2 zeigt man, dafi die @1, @9, (o3 paarweise orthogonal sind, da L nach
Hilfssatz 1.1.1 hermitesch ist. Nun sei u(x) = c1¢1(x) + capa(z) + c3p3(z),
r € [a,b]. Dann ist jedenfalls v € D(L), wenn ¢;, i = 1,2,3 irgend-
welche komplexe Konstanten sind. ¢q, ¢o, c3 werden nun so bestimmt, daf
u(a) = u(b) = 0und |e1*+|eo|*+]|c3|* = 1 sind. Dann ist u € D(L)ND(Ly),
|[ul|z2((apy) = 1 und

3
L(u,u) = ZlCiF}‘i
i=1

< @1 < g0 = gol|ullZ2((ap)-

Nun ist Lu(x) = Lou(z), so dafl sich ein Widerspruch zur Ungleichung
(Lu,u) = (Lou,u) > quuH%Q((a p) €rgibt. Sei ¢ > 0. Dann betrachten wir

hilfsweise einen abgednderten Sturm-Lionville-Operator Z, definiert durch
Lu = Lu+ cu, u € D(L) = D(L). X € R ist dann und nur dann Ei-
genwert von E, wenn A — ¢ Eigenwert von Eigenwert von L ist. Anders
formuliert: X\ ist dann und nur dann Eigenwert von L, wenn A\ + ¢ Eigen-
wert von L ist. Nach den vorstehenden Erorterungen konnen wir ¢ so grof3
wéhlen, dal A + ¢ > 0 ist, falls A Eigenwert von L ist. Also hat dann
L nur positive Eigenswerte, und wir konnen den ersten Teil des Beweises
auf L anwenden. Dies liefert sofort die Eigenwerte A1, \o,... von L in der
Anordnung Ay < Ay < ... mit lim; ., \; = +00. Das in H vollstidndige
System {1, @9, ...} orthonormaler Eigenfunktionen zu den Eigenwerten
A+, A+, ... von Z, das wir durch Anwendung des ersten Beweisteils
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erhalten, ist natiirlich ein in ‘H vollstdndiges Orthonormalsystem von Ei-

genfunktionen zu den Eigenwerten Ay, A2,... von L. Daher haben wir in
(IT1.7.4) bereits die gewiinschte Entwicklung von f € D(L) = D(L) bewie-
Sen. ]

Wir kommen nun zum im vorstehenden Beweis angekiindigten Hilfssatz
iber die Dichtheit der Cg°-Funktionen in den LP-R&umen. Dieser Hilfssatz
wird uns auch bei anderer Gelegenheit von Nutzen sein.

Hilfssatz II1.7.1: Sei Q) eine beschrinkte offene Menge des R". Sevp > 1,
sei LP(Q2) der in IIl.4. eingefiihrte Banachraum. Dann ist der Teilraum

C5 () von B = LP(QY) dicht in B.

Beweis: Sei ¢ > 0. Sei f € LP(Q)). Die triviale Fortsetzung von f ist
in LP(R™) und wird ebenfalls mit f bezeichnet. Zu f finden wir geméf
[Forster, Analysis 3, S. 92] ein f; € CJ(R") mit

I1f — fillermny < /3.

Wenn /1 die Einschrinkung von f; auf Q ist, so ist f; € C°(Q) und ||f —
fillzr(@) < €/3. Nun ist nach [Forster, Analysis 3, S. 68]

Q={JQn
k=1

wobei die Qy offene achsenparallele Wiirfel des R™ mit @, C  und Qy, N
Qr, = 0 sind, ki # ko. Sei

N
(@) =1, z €| JQr
k=1

xn(x) = 0 sonst.
Wegen xnf1 € LP(Q), |xwfil < |f1] und yn(z) — 1, N — oo, fiir fast alle
z € Q, liefert der Konvergenzsatz von Lebesgue, da8 || fi — xw fi1|| () — 0,
N — oco. Demnach existiert ein Ny = Ny(¢) € N mit || f; — XNoleLp(Q) <
e/3. Nach [Forster, Analysis 3, S. 13] gibt es ein ¢ € C5°(R™) mit ||, /1 —
©||rr(rny < €/3. Nun wihlen wir nach [Forster, Analysis, 3, S. 23] ein ¢ €
C§(€2) mit

No
(x)=1, ze| Qs
k=1
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Dann ist
IXnof1 = x@llr) = ICxnef1 — ©)l|Lr o)
< lxmfi = @l < e/3,
und insgesamt ergibt sich || f — (o] ) < €. O

Als vierte Anwendung behandeln wir die gleichméfige Konvergenz der Bi-
linearentwicklung eines stetigen hermiteschen Kerns. Sei ) ein offener ach-
senparalleler Quader des R”. Sei K € C°(Q x Q) — {0}, K(z,y) = K(y, z).
Beziiglich des zugehorigen Integraloperators K in H = L*(Q) steht uns
zunéchst Satz I11.7.1 zur Verfiigung, in dem die Bilinearentwicklung eines
Kerns K € L*(Q x Q) eingefiihrt wurde, dann aber noch Satz I11.7.2, da
K schwach singulédrer Integralkern zu jedem a < n ist. Insbesondere ent-
nehmen wir dem letzten Satz das Orthonormalsystem der Eigenvektoren
{¢1, @2, ...} zu den reellen nicht verschwindenden Eigenwerten A, Ao, .. .,
|IA1] > |A2| > ...; das System der Eigenvektoren setzen wir der Einfachheit
halber gleich als abzéhlbar unendlich voraus; alle ¢; sind nach Satz II1.7.2
aus C°(Q). Unser Ergebnis ist

Satz II1.7.4 (Satz von Mercer): Sei K € C°(Q x Q) — {0}, K(z,y) =
K(y,x). Sei K der zugehdrige hermitesche vollstetige Integraloperator in
H = L*(Q)(D(K) ="H). Wenn K hdichstens endlich viele negative Eigen-
werte hat, dann ist

K(z,y) = Z Mgi(z)eiy), (z,y) € Q x Q,

und die Reihe rechts konvergiert gleichmdfig in Q x Q. ©1,¢2,... und
A1, Ao, ... haben die unmattelbar von diesem Satz erkldrte Bedeutung.

Beweis: Seien zunéchst alle A\; > 0. Wir setzen

i=1
Nach Satz I11.7.2 sind alle ¢; € C°(Q), also ist K,, € C*(Q x Q). Aus \; € R

folgt: K,(z,y) = K,(y,z), und fiir den zugehérigen Integraloperator K,
gilt:
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Kof(z) = /QKn(w,y)f(y)dy
= ZAi(f, ei)ei(z), € Q, feH.

Sei L,(x,y) = K(x,y) — K,(z,y), (v,y) € Q x Q. Fiir den zugehorigen
Integraloperator L, gilt demnach

Lof(z) = Kf(z) =Y X(f,@)ei(x), €@, feH,
=1
(Lnafaf) = (Z(fvf)__(}(nfaf)a
= S ML AP0 f e,

1=n+1

wobei wir die Formel fiir Ax in Satz I11.6.2 verwendet und A durch K
ersetzt haben. Wir behaupten nun, daf8 hieraus L,(x,z) > 0, z € Q, fiir
die Funktion L, = C°(Q x Q) folgt. Wire niamlich L, (z,2) < 0 fiir z € Q,
so wére auch

ReL,(z,y) <0, |z —2|<e, ly—2|<e, 2,y €Q,

fiir ein hinreichend kleines ¢ > 0. Wir withlen nun ein f € C°(Q) mit

0<fly)<Lye@ fly=1ly—2<e/2,y€Q, fly) =0, ly—z[>e,
y € @, was nach [Forster, Analysis 3, S. 23] sicher moglich ist. Dann ist
wegen der Hermitizitdt des Operators L,

(Lnfa f) - 0 QReLn(:U,y)f(:E)f(y)da;‘dy,

_ / ReLy(x,y) f () f (y)dudy,

|lz—z|<e, z€EQ
ly—z|<e, z€Q

< 0

so daf sich ein Widerspruch ergibt und unsere Behauptung L, (z,x) > 0
folgt, x € (). Somit folgt

(I11.7.5) 0< 3"  Nlpi(a)? < K(z,2) <k, z€Q, neN

Wir zeigen zunichst, da8 die Bilinearentwicklung von K fiir festes z € Q
gleichméafig in () beziiglich y konvergiert. Dies ist leicht zu sehen, denn
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0 < > Algi)eiy)

1=n+1
< (Y Alpi(x) )M Z Aili(y) )2,
t=n+1 i=n+1
(I11.7.6) < Vk( Z Ailpi(2)[HY?, y € Q, n €N,

1=n+1

wobei wir (II1.7.5) benutzt haben. Ebenfalls aus (II1.7.5) folgt die punkt-

weise Konvergenz von

Z Xlgi(z)PP, = € Q,
i=1

so daf} der zweite Faktor in (II1.7.6) fiir hinreichend grofies n beliebig klein
gemacht werden kann. Sei f € C°(Q). Nach Satz I11.7.2 hat g = K f die in
Q gleichmiBig konvergente Entwicklung

o0

g(x) =) (g,0)¢i(x), x € Q,
i=1
so dafl

g(x) = Z/\i(fa%)%(x)
= ZA/J‘ (y)dypi(z), = € Q.

Wie eben gezeigt, konvergiert die Bilinearentwicklung fiir festes z € Q
gleichmiflig in Q beziiglich y. Also wird

/ZAM 2)ei(y) f (y)dy,

L) = S N o) Sy = 0. €@, ] € (@)

Da C°(Q) dichter Teilraum von H = L?(Q) ist, folgt mit Satz I11.2.2, daf

(I11.7.7) K(z,y) = Zf; Aipi(z)pi(y)
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fir jedes x € Q und fast alle y € Q. Fiir festes z € Q sind jedoch we-
gen der gleichméBigen Konvergenz der Bilinearentwicklung in Q beziiglich

y beide Seiten von (II1.7.7) stetig in Q beziiglich 3. Also gilt (II1.7.7) fiir
alle (z,y) € Q x Q. Nach dem Satz von Dini ist im

= ZN‘\%’(%)\Q, z€Q,
i=1

die rechte Seite gleichméBig konvergent in Q. Aus der Abschitzung

0< Z Ail i H‘Pz Z Ail i 1/2 Z Ail iy 1/2

i=n+1 i=n+1 i=n+1

folgt nun sofort die gleichméflige Konvergenz der Bilinearentwicklung in
Q x Q. Wir haben noch den Fall zu behandeln, daf8 endlich viele Eigenwerte
negativ sind. Diese seien etwa unter Aq,..., Ay zu finden: Dann betrachte
man statt K den Integralkern

[?(x y Z )\2902

der den hinsichtlich K gemachten Voraussetzungen geniigt, ndmlich K €
C'Q x Q), K(z,y) = K(y,z). Die Eigenwerte # 0 des zugehorigen In-
tegraloperators sind gerade Ayy1, Anyyo,... > 0 (s. hierzu den Beweis von
Hilfssatz I11.6.4), insbesondere ist K # 0. Aus dem schon bewiesenen folgt
die gleichméflige Konvergenz der zu K gehorigen Bilinearentwicklung

> Aipi(@)ei(y)

1=N+1

in Q x Q und damit der Bilinearentwicklung von K [
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