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§1. Kovarianz der Lagrangeschen Ableitungen

Beschreibung der Naturgesetze durch Extremalprinzipien. Invarianzeigen-
schaften der Differentialgleichungen der Mechanik gegeniiber gewissen Grup-
pen von Transformationen der Koordinaten.

Voraussetzung 1.1: Sein € N. Sei f = f(xy, 4k, t) eine reelle Funktion
der 2n + 1 unabhdngigen Variablen xy,zp,t € R, k= 1,...,n. t liegt in
einem abgeschlossenen Intervall [ty,ts], * = (x1,...,x,), T = (&1,...,Ty)
liegen in einer offenen Menge G des R*. f seiin G X [t1, 1] zweimal stetig
differenzierbar.

Satz 1.1: Es gebe zweimal stetig differenzierbare Abbildungen xp = xy(t)
von [t1, ta] in G mit vorgeschriebenen Randwerten xy(t1) = ag, xp(t2) = by,
k=1,...,n derart, daf

to
1:/ Fo, @)t
tq

extremal wird, wobei iy(t) = k(t) gesetzt ist. Dann gelten die Buler-

Lagrangeschen Differentialgleichungen

Ly f = fo, — dg;k =0, k=1,...n.
Beweis: Wir betrachten eine Schar von zuléssigen Vergleichsfunktionen
xp = xr(a,t), k = 1,...,n, die mit ihren Ableitungen nach ¢ von dem
Parameter v im Intervall —1 < a < 1 stetig differenzierbar abhéngen. Es
sei x;(0,t) = wx(t) die vorgelegte Losung des Extremalproblems. Bildet
man mit diesen Vergleichsfunktionen das Integral

I(a) = /tb Fla(a,t), #(a ), O)dt, —1 < a <1,

so ist I'(a) =0 in a = 0. I'(«) berechnen wir jetzt. Dann folgt

n

(L1) I'(a) = / SOt t) + frud (o 1))t
b =1

wobei ./ die Ableitung nach «a bedeutet. Sei

n

(1.2) s=s(a,t) =) fia(ot)

k=1



Nun ist zi(a,t1) = ag, vp(o,te) = by, @ € (—1,1). Also ist 2} (a,t;) =
zi(a,ty) =0, a € (—1,1), also

to
(13) 0= / @dt /
11 t

L k=1

( A, i (o, t) + faod)(a, t)) dt.

dfs,

Bei Einfithrung der Lagrangeschen Ableitung L, f = f., — = liefert Sub-

traktion von (1.3) von (1.1) die Formel

I'(a) = / 2 > ap(a, t) (Lo, f) (o t)dt

b k=1

wobei xp = xp(a,t), T 65; (ar, t) einzusetzen ist. Wegen der Willkiir in

der Wahl von z7.(0,¢) und der Stetigkeit von L,, f erhélt man aus I'(0) = 0
fir die Losung xr = 24(0,t) des Variationsproblems das Differentialglei-
chungssystem L,, f =0, k =1,...,n. Zur willkiirlichen Wahl von (0, t):
Man setze xp(a,t) = zx(0,t) + avk(t) und lasse v; alle Elemente aus
C°((t1,t2)) durchlaufen, deren Betrag hinreichend klein ist, k = 1,...,n.
[l

Im néchsten Hilfssatz untersuchen wir das Verhalten der Lagrangeschen
Ableitungen bei Transformationen der Koordinaten.

Hilfssatz 1.1: An Stelle von x4, . .., x, werden neue Koordinaten &, ..., &,
durch eine Substitution (Substitutionen sind umkehrbar eindeutig und sur-
jektiv mit offenem Bildbereich)

(1.4) $k:$k(§,t), k:1,...,TL,

eingefiihrt. Dabei sind die x(&,t) zweimal stetig differenzierbare Funktio-
nen der n+1 unabhdngigen Variablen &, ... ,&,,t und in den zu betrachten
Bereichen sei die n-reihige Funktionaldeterminante

8$k
0.
|7

Fir die Funktionen xp(a,t) und (o, t) = Ep(zi(ant), ..., z(a,t), t) gilt
dann

Z 512(04, t) (Lfkf) (CY, t) =
k=1



= A= Zx;c(gat)([/xkf)(&at)? -lI<a< 17 1 <t < ts.
k=1
Wenn L, = L, f die aus den L, f gebildete Zeile bedeutet, so ist mit M =
(Trg) = (9xk|0&)

L, M = Lg.
Zur Klarstellung: Was bedeutet z; = x,((,t)? Zur Verdeutlichung sei ¢ =
r(&, ) reell analytisch in £,0 = (0,¢), t € (—e,¢). 3U(0,0), V(0,0) mit
t(1) : U(0) x {t} = V(0) x {t}, t € (~=,9),
bijektiv und analytisch invertierbar. Also ist

r=x(61) = ) B (1)E";

v|>1

E=Et) =) @'t
v|>1
Einsetzen von ¢ = r(a, t) liefert demnach

E=E(at) =) & (O (o).

lv|>1

Mit (1.5) entsteht

E=#¢60).
Beweis: Zunidchst untersuchen wir den Sinn der Ausdriicke L, f. Die Va-
riable ¢ wird nicht transformiert. Nach (1.4) wird

(1.5) Ty = Tpt + Z Tredi,
I=1

wobei xj, v, partielle Ableitungen bedeuten. Dadurch wird 5’ definiert.
Vermoge der Substitutionen (1.4), (1.5) wird f(z,,t) eine Funktion von
£,&,t, so dafl die Bedeutung von Lg, klar ist. Nach (1.4), (1.5) ist

xkél - 07 xk& = Tkel,

n

/ /

T = E Tre &), also
=1



n

fo = ) (fumpg + friye,

k=1

n
= Zfﬂbk$/€§n da x.kél = Tk

fozgl/ - Zfikxkﬁlglla
=1

k=1
n
/
= Z fi, T = S.
k=1

Daher ist s invariant. Demnach ist auch

Go Z <df37k / +kaxk>

invariant. Dasselbe gilt von

n

f/ = (ffEkx;{i + kax;c)a

k=1

also auch von A = f/ — %. Weiter ist

Z xkﬁzgl/LzL‘kf

k=1

> gL f.
=1

Aus der Willkiir der & folgt nun in der Tat L, M = L¢. Die Annahme, daf
xp = x;(0,t) = xx(t) eine Losung des Extremalproblems ist, wurde nicht
benotigt. ]

NN
|

Dieser Schlufl ist interessant, da bei Siegel der analytische Beweis der In-
varianz von Y ,_, x} L., f unklar ist. Setze ich Bahnen r(a,t), (o, t) mit
r(a,t) = r(&(a, t),t) ein, so folgt die Invarianz von ds/dt. Fiir die Invarianz
in den Variablen xy, &y, @y, z), &}, . .. milssen passende Bahnen eingesetzt
und das Transformationsverhalten der iy, 2y, z;., &}, ... beachtet werden,
das durch das Transformationsverhalten der z; festgelegt ist.

F(at), #(at), 1) = (€, 1), 1), #(E(a. 1), €(a, ), t) auf Bahnen f(r.&,1) =



fx(&,t), x(€, f ,t),t) in Variablen, beides mit der induzierten Transforma-

tion ¢ = (&, 5,15) = 1 + (200)€ = 1(€, 1) + (wrg (§ t))€. Inkorrekterweise
setzt man f(€,€,1) : = f((&,4),8(&, &, 1), 1),

Insbesondere transformieren sich die Lagrangeschen Ableitungen kontragre-
dient zu den Komponenten eines kontravarianten Vektors x = M¢&, wobei
x die Komponentenspalte beziiglich des z.B. cart. K.S. z¢,...,x, und gdie
Komponentenspalte beziiglich des eine offene Menge O C G iiberdecken-
den K.S. &,...,&, sind, t ist, wie gesagt, festgehalten, aber beliebig aus
[t1,t2] und wird nicht mittransformiert. Daher sprechen wir auch von der
Kovarianz der Lagrangeschen Ableitungen.

Nun untersuchen wir, inwieweit f durch die Lagrange-Ableitungen L., f
festgelegt ist.

Hilfssatz 1.2: Durch Vorgabe der Lagrangeschen Ableitungen als Funk-
tionen von x,, %t ist die Funktion f = f(x,Z,t) festgelegt bis auf eine
willktirliche additive Funktion, welche die totale Ableitung einer von T frei-
en Funktion v(x,t) nach t ist.

Beweis: In expliziter Gestalt ist

(1.6) Ly f = fo, — Z(f:’ckasli'l + farin@r) = fin-
=1
In (1.6) wird die rechte Seite als Funktion der 3n + 1 unabhéngigen Varia-
blen x;, @y, #;, t angesehen. Stimmen fiir zwei Funktionen g(z, &,t), h(z, &, t)
die n Lagrangeschen Ableitungen L, g, L, h als Funktionen jener 3n + 1
Variablen paarweise iiberein, so gelten fiir ihre Differenz f = h— g die Glei-
chungen L,, f = 0 identisch in z, %, Z,?. Dann verschwinden insbesondere
die Koeffizienten von &; in (1.6), also f;,;, = 0. Also hat f die Form

k=1

Damit ergibt sich aus (1.6) durch Koeffizientenvergleich

fOxk = fkta fla:k = fijp kal = 17' sy

Dann 148t sich (fo, f1,-. .., fn) in jedem einfach zusammenhéngenden Gebiet
(t1,t2) x @ C R"™ in dem die Verdnderlichen ¢, x,...,z, variieren, als
Gradient darstellen von einer Funktion v(z,t), d.h. es gibt eine Funktion
v, deren totales Differential



dv = fodt + feday,
k=1

wird. Also ist

hz,z,t) = g(z,x,t) + d—U(:c,t),

dt
wobei bei der totalen Differentiation nach ¢ die x; als Funktionen von ¢
anzusehen oder die #; als neue Variable einzufiihren sind. O]

Bel. K.S.: 0;x(P), (t wird weggelassen, weil fest), [ = 1,...,n span-
nen den TR in P € O auf = n — dim. VR

Cart. K.S: ¢,...,¢, spannen TR in P € 0 auf

Ro>z = Zéﬁéx = Z@Qi
=T = ME
7' = ¢'M", ¥ = kontrav. V.

ET(MT)—l _ gT’ xT(MT)—l _ fT
LM = Lg¢, L, kontragredient im Verhéltnis zu = kovariant

L, (=Zeile) x (=Spalte) ist eine Invariante, d.h. L,z = ng (in P).

1) Hinweis: Transformationseigenschaft L, M = L. Beweis: Riickgriff auf
zy (o, t) = Vergleichsfunktionen fiir £ — LGlgen.

2) Kovarinz: Zur Erl. hatte ich vorausgesetzt, daf§ die z; cart. Koordi-
naten. Das muf} nicht sein, das Trafo-Verhalten der Lagrange-Abl. ist
aber immer kontragredient zu den Vektoren des T-Raums.

3) Die Euler-L. DGL sind insbesondere invariant gegen Variablensubst.
4) Alle Betrachtungen lokal. Am Ende von §3 eine Bemerkung.



§2. Kanonische Transformationen

Die Lagrangeschen Ableitungen enthalten geméfl ihrer Definition in Satz
1.1 im allgemeinen die zweiten Ableitungen von zx(¢) und das entspre-
chende System der Euler-Lagrangeschen Differentialgleichungen ist dann
von zweiter Ordnung. Dies 148t sich in ein System von 2n Differentialglei-
chungen erster Ordnung umschreiben. Dies sind die Hamiltonschen Diffe-
rentialgleichungen.

Satz 2.1 Sei f wie im vorigen Paragraphen. Sei die Determinante | f;, i,| #
0. Seiy, = fi,(w,2,t) in G x [t1,ta], 7x = gr(w,y,t) in G'xlty, ts], G’ C R*™
offen, also & = g(x,y,t). Sei

E = Zxkyk — f(a:, ;t,t)
k=1
als Funktion der 3n+1 unabhdngigen Variablen xy, yi, T und t betrachtet.
Wenn die z1(t) den Euler-Lagrangeschen Differentialgleichungen geniigen,
so erfillen xi(t), yx(t) = fi, (x(t), 2(t),t) das Hamiltonsche System

jjk - Eyka yk = _El”k?

zur (neuen) Hamiltonfunktion E = E(x,y,g(z,y,t),t) = E(z,y,t), fir
die |Ey,y,| # 0 ist. Sei umgekehrt eine Funktion E = E(z,y,t) der 2n+ 1
unabhdngigen Variablen xy, yi,t vorgegeben, die in einer Menge G' X [t1, ts],
G’ C R?" offen, definiert sei. Es sei die Determinante

| Eyey | # 0.
Wir definieren durch

k=1

eine Funktion f der 3n+1 unabhdingigen Variablen xy, yi, Tx, t, und legen y
als Funktion von x,x,t durch die Gleichungen ) = Evyk, k=1,...,n fest.
Dadurch wird f eine Punktion von x,,t allein. Fiir eine Losung x(t), y(t)
von Iy = Eyk, Y = —Exk qgilt

Lo, f=0k=1,...,n
Endlich ist | f, # 0.



Beweis: Wir setzen

(2.1) yr = fi(z,2,t), k=1,...,n.
Hieraus bestimmen wir die &y = gi(x,y,t) als Funktionen von x1, ..., x,,t
und der neuen unabhéngigen Variablen vy, ..., y,. Dies ist im Kleinen we-

gen unserer Voraussetzung |f;, | 7 0 moglich. Dann wird

(22) kaf - fmk(xa I’,t) - yk‘?

wobei der Punkt iiber y, die totale Ableitung der Funktion y, = f;, (¢, %, 1)

nach ¢ bedeutet, d.h. ¢ = df;, /dt = Z(kamlx'l + finiy 1) + fi,e als Funkti-

=1
on der 3n-+ 1 unabhéngigen Variablen z, x, Z, t. Die Differentialgleichungen

von Euler-Lagrange besagen

(2.3) Up= fu (2, 2,1), ¢ entspricht @5(t), g (t)

In (2.1 in der Form z= g(z,y,t)), (2.3 in der Form = foo(@, g(2,y,1),1))
hat man ein System von 2n Differentialgleichungen erster Ordnung fiir die
2n unbekannten Funktionen (1), yx(t). Um die Asymmetrie dieses Sy-
stems zu beseitigen wir die im Satz 2.1 genannte Funktion E eingefiihrt.
Es ist dann

(2.4) dE =0 _(zrdyy, + ypdiy — frday — fi,dig) — fedt.

Wird nun # vermoge (2.1) als Funktion von z,y,t festgelegt, so ist auch
E = E(x,y,t) eine Funktion von x, y, t allein. Nach (2.1) verschwindet aber
in (2.4) der Koeffizient von diy. Das totale Differential von E(x,y,t) ist
somit

n

dE =Y (ixdys — frrdag) — fdt.
k=1

Fiir die partiellen Ableitungen von E als Funktion von x,y,t ergeben sich
daher die Werte
(2.5) E. = —fu, By, =a1, k=1,...,n,

und (2.2) geht iiber in



L{Ekf - _E{Ek - yk
Aus den Euler-Lagrangeschen Differentialgleichungen folgt

Ty = B, direkt aus (2.1):y; = fi, (2, 2, 1)

?3k= —FE,,. — Euler-Lagrange
Aus der Voraussetzung |f; | # 0 folgt, daB die Funktionaldeterminante
|yrs,| der yi als Funktionen von z;,4;,t und die dazu reziproke Funktio-
naldeterminante |, | # 0 sind. Also ist nach (2.5) auch die Determinante
|Ey,y| # 0. Sei umgekehrt E wie in Satz 2.1 eingefiihrt, ebenso f. Dann ist

n
df = (indyr + ypdiy — By dry, — By dyy) — Eydt.
k=1
Nun legt man y im Kleinen durch die Gleichung &, = Eyk, k=1,... nfest.
Dies ist wegen der Voraussetzung |E,,,| # 0 zuldssig. Dann wird y eine
Funktion von z,%,t, also auch f = f(xz,,t). Es folgt auf &, = E,, (x,y,1)
wie vorher

df = (yediy, — Ey, duy) — Eydt,
k=1

also ﬁ;k = —Exk, }";k =y, k=1,...,n. Daraus folgt
kaf - _El‘k - ?/k

~ o) ~

Gelten die Hamiltonschen Gleichungen %k: By, Y= —LE,,, so folgen die
Euler-Lagrangeschen Gleichungen

L, f=0.

Aus |E,,,| # 0 folgt mit @, = E,,, daB |iz,| # 0 ist, d.h. die Funktional-
determinante der z; als Funktionen der y; verschwindet nicht. D@her ist

auch die reziproke Funktionaldeterminante |y,;| # 0 und wegen fi, = yi
folgt, daB | f;, 4| # O ist. ]

Zum totalen Differential: Analysis III, § 11.9
U CR" U offen, V C R™, V offen

F:U—-=YV

10



r— Jr(p)r =y

oR R
ory T Oz,
Jr(p) = : :
oF,, 0F
o0x1 Tt o0xy,

m Zeilen, n Spalten

Jr(p) = m Zeilen, 1 Spalte

Also fiir m = 1 : Jr(p) = (VF(p))T. Was ist der Hauptsatz iiber das
totale Differential? Satz 9.1 (Hintereinanderausfithrung) und Corollar dazu
(Invarianz der Dimension). Fiir m = 1 ist

For = 3 L),

also

und dF ist eine 1-Form w. Sei M = {& — gi(z,y,t) =0k = 1,...n}. Mit
n = 3n+1—1[folgt, daBl | = 2n+1 und M eine (2n+1)-dimensionale Unter-
mannigfaltivkeit des R3*! ist. Die Parametrisierung ¢ ist ¢;(z,y, ,t) =
r,, 1 < i < n, gi(r,y,&,t) = Yin, n+1 < n < 2n, p(x,y,z,t) =
Gi—on(T,y,t), 2n + 1 < i < 3n, pspi1(x,y,2,t) = t. Bilden wir zu dF in
(2.4) den ,pull-back“dE o p, so entsteht wegen (yx — f;,) 0o v = 0 gerade

dEo @ =Y (ipdys — fu,duy) — fudt
k=1
auf M.

Zur totalen Ableitung nach ¢: Auch hier ist ein mehr formaler Stand-
punkt moglich. Seien

UcCR" VCR" UV offen,
t eI, I = Intervall in R mit ;;ﬁ 0,

11



und
f‘le'V><[—ﬁIR

stetig differenzierbar. Dann 1st U XV XR"xR" x I — R,

df L df 4 . of
(8. 80,1) = ;d%(zc,o,t)xﬁ;dyu(zc,n,t)yu S (6.1) =

~ (T (5 ) + @0

die totale Ableitung von f nach t. (df /dt)(z,v,£,9,t) setzt sich daher aus
einer in g, §) linearen Funktion mit von g, y,¢ abhéngigen Koeffizienten und
4 % (x,9,t) zusammen. Héngt f nicht von der Variablen ¢ ab, so ist df eine

1 Form in U x V, ndmlich dF'. Es ist nun klar, in welchem Sinn wir uns in
(2.2) auf die totale Ableitung % fi, berufen.

Von den 2n Hamiltonschen Gleichungen ergibt sich die eine Halfte, ndmlich

§’k: —E4, , unmittelbar aus den Euler-Lagrangeschen Gleichungen, wéhrend
die andere Hélfte durch die Substitution y, = f;, (+,+,1) und die Einfithrung
der Funktion F in Satz 2.1 bedingt war. Es ist nun bemerkenswert, dafl
auch sédmtliche 2n Hamiltonschen Gleichungen als Euler-Lagrange-Gleichungen
interpretiert werden konnen. Zu diesem Zwecke nehmen wir jetzt an Stelle
der bisherigen Variablen x aus §1 die Variablen x,y und betrachten in der
Funktion

f= kayk— T, y,t)

die 4n + 1 Variablen x, yi, Tk, yk,t als unabhéngig, wobei allerdings die
gar nicht auftreten. Zufolge der Definition der Lagrangeschen Ableitungen
wird nunmehr identisch in xy, Ty, Y&, yr und ¢ gerade

dfs .
kaf fl‘k - & - E$k — Yk,

Gilt bei abstrakter Einfithrung von df;, /dt nach S. 11
(2.6)
d :

Ly f = fy = "G = dx — By,
Gilt ohne Riickgriff auf z(t), yx(t)

und durch Nullsetzen der rechten Seiten entstehen tatsachlich die Hamil-
tonschen Gleichungen.

12



Die Umformung hat den Vorteil, dafl wir unsere Resultate fiir die Trans-
formation der Gleichungen von Euler-Lagrange anwenden kénnen.

Definition 2.1: E sei eine Funktion von x,y,t. Es sei f wie auf S. .....
gegeben, d.h.

k=1
Fine Substitution (vgl. S. 11)

Tk = $k(fﬂ?7t); Y = yk‘(€7777t)7

bei der die &1, ..., ., M1, ..., neue Variable sind und t ungedndert bleibt,

heifit kanonisch genau dann, wenn folgendes gilt: Die Grofien x1,...,%n, Y1, . . .
werden mit 21, . . ., zon bezeichnet, entsprechend die &, ..., &, N1, ..., 1y mit
Clyoey Cons &1y e &y ooyt Mt .oy Gon,y €5 Sei M = 2 = (23) die
Funktionalmatriz der Transformation z, = z((,t), k =1,...,2n. Es sei

FE&m&it) = f(x(€m, ), y(Em, 1), &,9,8) = f(x(&n,t),9(&n), &)
Dann soll es eine Funktion E = E(ﬁ,n,t) geben derart, dafs

Lfkf - _Eﬁk_mﬁ
L??kf = —Enk—kfk, E=1,...,n,

und zwar identisch in C, C,, t.

Die Charakterisierung der kanonischen Transformationen wird durch fol-
genden Satz geliefert:

Satz 2.2: Die Substitution

z=2((, 1)
ist genau dann kanonisch, wenn die Matriz (zi,) symplektisch ist, d.h.
MIM=1.
Hierbei ist J die (2nx2n)-Matriz ( _Og g >, & 1st die n-Einheitsmatriz.

Die symplektischen Matrizen bilden bei Multiplikation eine Gruppe.

Beweis: Wir setzen an

13

» Yn



P((, ¢ 1) = Zm—

Hierbei ist die Funktion F (¢, 1) unbekannt und soll bestimmt werden. Fiir
die Lagrangeschen Ableitungen von ¢ erhélt man nach (2.6) in ¢, ¢ iden-
tisch

Lep = —Eg — i,

~

L,po = ék—Enk, k=1,...,n.
Gleichzeitig soll L, f = _Eﬁk — iy L f = & — Enk, k=1,...,n, identisch
in ¢, ¢ gelten. Nach Hilfssatz 1.2 ist also
dv(¢, 1)
f=et 4
VC LU - (g), s. S. 11, ¢; irgendwelche Variablen im Defbereich, (; beliebig.

mit der totalen Ableitung einer von C freien Funktion v nach . Man be-
achte, dafl in Hilfssatz 1.2 x durch ¢ zu ersetzen ist. Die letzte Gleichung
gilt identisch in ¢, (, ¢, falls f wie in Definition 2.1 durch diese Variablen
ausgedriickt wird. Wegen der Definition von f in Definition 2.1 und der
Definition von ¢ bedeutet dies

du((,t)

n n
dt — f—SO:E—E-I-;ZErZ/r—;fl%

. n n ) n n
RS (z ren m) §ey (z y) -
=1 r=1 =1 r=1

n
+ Zxktylm
k=1

wobei wir die Definition der #; benutzt haben (Alternativ kann man die (j
ab Funktionen von ¢ auffassen). Also ist wegen der Willkiir der (;, 7, gerade

14



n
Vg = Zxr&yr—”’lla
r=1

n
Um - melyﬂ
r=1

n
v = E—E+Y auy:.
k=1

Hiernach sind die sémtlichen 2n + 1 partiellen Ableitungen erster Ordnung
von v((,t) vorgeschrieben, wenn die Transformation z und E vorgeschrie-
ben sind. ¢ wird nun als Parameter behandelt und v mitsamt der Transfor-
mation z aus den ersten 2n Gleichungen bestimmt. Die Funktion E denkt
man sich dann aus der letzten Zeile berechnet. Bei festem ¢ haben wir fiir
v aus den Gleichungen fiir v, v,, die folgenden notwendigen und hinrei-
chenden Integrabilitdtsbedingungen fiir v im Kleinen: Wenn g—z = F((,t)
gesetzt ist, so besteht diese Bedingung einfach in

@—@:0, kE,Jl=1,...,n.

¢ IG
(s. etwa [Mathematik fiir Physiker III, Satz 12.5 oder Satz 6.3, Langwitz,
Differentialgeometrie, Anhang II, No. 2]). Dies fiihrt auf

n n
(2.7) D (@raer + Trgtre) = ) (Treg U + Tre,Urg)
r=1 r=1
n n
(2.8) Z(xrfmkyr + TrgYry,) — On = Z(xmkflyf + TrpYre,),
r=1 r=1
n n
(2.9) Z(xmmkyr + TrnYry) = Z(wrnkmyr + LrnYrn:)
r=1 r=1

mit Jy; als dem iiblichen Kroneckersymbol. Fiihren wir folgende Matrizen
ein:

A== (11¢), B=uzy=(Thy),

C=ye=(ra), D=yy=(Yrn),
A B

so ist M = 2z = (2ig) = , und die notwendigen und hin-
C D
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reichenden Bedingungen fiir die Integrierbarkeit von g—z = F(¢, 1), =
1,...,n, im Kleinen bei vorgegebenem , Anfangswert“v((y,t) = vy(t) las-
sen sich wie folgt umschreiben: (2.7) geht wegen ¢, = Z,¢,¢, iiber in

C'A=AC.

(2.8) geht wegen ¢, = Ty, iiber in

D'A—-E=DBC,

wobei £ die n-reihige Einheitsmatrix bedeutet. (2.9) geht wegen z,,,, =
L, in

D*B=BD

iber. Ist J wie in Satz 2.2 angegeben, so lauten somit (2.7), (2.8), (2.9)
folgendermafien

(2.10) MIM =T
Dies ist die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Berechnung
von v((,t) aus den 2n Gleichungen (0v/9()(C,t) = Fi(¢,t), I =1,...,2n.
Von v verlangen wir stetige Differenzierbarkeit in den Variablen (,t. v
ist nur bis auf eine additive Funktion vg(¢) von t eindeutig bestimmt, die
nach t stetig differenzierbar sein mufl. Die Konstruktion der Losung von
(0v/0¢) (¢, t) = Fi((,t), L =1,...,n zu einem vorgegebenen Anfangswert

v(Cp,t) = vo(t) zeigt, dal v nach (,t stetig differenzierbar ist, sofern vy
nach ¢ stetig differenzierbar ist. Ein solches additives Glied geht auch in
v; und damit in E ein; bei der Bildung von Egk, Enk fallt es aber wieder
heraus, so daf die rechten Seiten in L¢ f = —Egk Moy L f = —E, + &
vollstandig bestimmt sind.

Eine Matrix 9, welche der Gleichung (2.10) geniigt, heifit symplektisch.
Durch Bildung der Determinante folgt

M2 J| = |J| =1, also |9M|* = 1.

Genauer kann man noch |9t = 1 zeigen, was jedoch weiterhin nicht
benotigt wird. Jedenfalls ist fiir symplektisches 9t die Determinante |9| #
0 und M~ vorhanden. Aus (2.10) folgt dann

(Y Jgm !t = (o hHr o Immt = J,

so daB auch 9~ ! symplektisch ist. Entsprechend zeigt man, da mit 91, 9,
auch 9,90, symplektisch ist. Folglich bilden die symplektischen Matrizen
eine Gruppe, die symplektische Gruppe.
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In der Symplektizitit von 91 hat man also die notwendige und hinreichen-
de Bedingung dafiir, daf§ die Transformation z = 2((,t) die Hamiltonsche
Form (2.6) der Lagrangeschen Ableitungen ungeéndert 1a8t, und zwar ist
offenbar die gefundene Bedingung fiir eine solche kononische Transforma-
tion unabhéngig von der Funktion E(z,t). O

Hilfssatz 2.1: Bei geeigneten Voraussetzungen tiber die Bereiche der Va-
riablen bilden die kanonischen Transformationen eine Gruppe. Die kano-
nischen Transformationen fiihren insbesondere jedes Hamiltonsche System
von Differentialgleichungen

o) [©]
L= Eyka Y= _Exk

in ewn solches tiber, d.h. mit einer geeigneten Funktion E = E(f, n,t) gilt

gk: Enk:a M= —Egk-
Beweis: Nach Satz 2.2 ist die Transformation z = 2(£,¢) dann und nur
dann kanonisch, wenn die Funktionalmatrix z; = 90 identisch in ¢, ¢ sym-
plektisch ist. Folglich ist die inverse Transformation ebenfalls kanonisch,
und bei geeigneten Voraussetzungen iiber die Bereiche der Variablen gilt
dies auch fiir die Hintereinanderausfithrung zweier kanonischer Transfor-

mationen. Die kanonischen Transformationen bilden dann eine Gruppe.
Definieren wir f wie in Def. 2.1, so ist nach (2.6)

L;L‘kf - _E;vk - yk — 07
Lykf = Tp— Eyk =0

und nach Satz 2.2, falls die Substitution z = z((, t) kanonisch ist

Lfkf = _E&@_ﬁka
Lnkf = gk_Eﬂk'

Nach Hilfssatz 1.1 ist 0 = L9 = L¢, M = (25¢). Also ist 0 = —Egk — Mg,
0=¢& — L, O]

Man kann nun allgemeiner die Aufgabe stellen, alle umkehrbaren Trans-
formationen anzugeben, die jedes Hamiltonsche System von Differential-
gleichungen wieder in ein solches iiberfithren. Dabei betrachten wir statt
der Differentialgleichungen die entsprechenden Hamiltonschen Ausdriicke
Ty — By, yr + By, die wir zu der Spalte 2 — JE, zusammenfassen konnen,
wenn
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gesetzt ist.

Hilfssatz 2.2.: Bei der Variablensubstitution z = z((,t) mit der Funktio-
nalmatriz z; wie vorher eingefihrt, d.h. zc = (z1;) = M ist M (2 — TE,)
fiir alle £ genau dann von der Hamiltonschen Form C JEC bei geeigneter
Wahl von E = E(C,t), wenn

MIM = AT
mit konstantem skalarem X\ #£ 0. Insbesondere ist dies dquivalent damit, daf

jedes Hamiltonsche System z —JE, = 0 bei der obigen Variablensubstituti-
onz = z((,t) im {— JE; = 0 dbergeht bei geeigneter Wahl von E = E(C t).

Beweis: Es ist

2n

ECk == ZEZlZle, d. h.
=1

E( = SYR*EZ, und

Dies liefert
M (2 —TE.) =+ Mz — M IIME.
Soll die rechte Seite der letzten Gleichung wieder die Hamiltonsche Form
C JEC haben bei geeigneter Wahl von E((,t), so muf3 E der Bedingung
Ec =37t oo B, — 57l

geniigen. Nun setzen wir

;I; — (pkl) — j—lm—ljm*—1,
9] (qn) = =379, also
E; = BE + Qz,

so lauten die Integrabilitdtsbedingungen (vgl. 2.7 - 2.9)
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2n 2n
Z(pkrEQ + rizrt)g = Z(plTECr + QITZTt)C/ﬂa knl =1,...,2n.

r=1 r=1

Diese sind notwendig und hinreichen fiir die Losbarkeit von E = BEA+Qz

im Kleinen bei vorgegebenem Anfangswert fiir £ (s. wieder [Analysis 111,

Satz 12.5 oder Satz 6.3, Laugwitz, Differentialgeometrie, Anhang II, No.

2]). Sind diese fiir jede Wahl der Funktion F(z,t) erfiillt, so folgt zunéchst
2n 2n

(2.11) > piEoq = pinFEeg.
r=1 r=1

2n 2n
(2.12) ZPMQE@ = ZPM@E@«,

Um dies zu sehen, kann m;n etwa fiir £ :Polynome 2. Grades in ¢ oder
E = 0 einsetzen. Auf diese Weise folgt auch

Prk = pu, k#L
Also ist
Z kaECTCl Z plTECTCk
7?5/? 'r;ﬁl
Testfunktionen

Sei z = Variablensubstituion auf G' X [t1,t5] definiert. Sei (€ G beliebig
aber fest. Sei E' bel. Hamiltonfunktion, sei k # [,

Ew(C,t) ZE@@ C ) - (G Ck) + ;E@Ck(g £)(Co— gk)
p#k
o o ° 1 o o
+ > BoalCt) (G C,) - (G=¢) + 5 Paa (G OG- O
P
p#l

Dann ist E\kl Hfu. und

02 . E(C.t) = ZE@@%@(C Co) - (G Ch +Eqq Ot

p;ﬁk

+ 3 Bead? (G C)G—C)
p.p#k,
p#l
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o

angk (CP_ Ep)(Ck_ Ek) = 6Cr((CP_ Cp) + 5kp : (C Ck)) Pik rp
agrﬁk (CP_ Ep)(Q_ El) - 5&(((!— El)(skp) = 5kp5rla

0. Er(C.t) = D Ee e (Cot)0rp + g (Gor )kt
p:.p#k

+ Z ECpCl(COa t)ékp(srl = Z ECka (C(), t)(srp—l—

p.p#k p:p7Fk
p#1

+Eeuc (G0, ) 0rr = Eg,,(Cos 1)
ey

e Bn(C,t) = Y B (Gort) 90(Cp () (G C;@

P p#k 6pl5'rk

T Z ECpCl(C()? t) ?Crﬁgl(CP_ Ep)(gl_ Ell +EClCl(<07 t)érl

p.pFk ~
p#l 6pl6rl+5rp

ECTCI(<07 )7 rol
0 sonst

= 0r B¢ (Cos ) + { } + 0rEqq (G t) = E¢(Cost)

Setze ein, lasse ( gegen ( streben. Fiir k = [ ist die Glg. (2.11) trivialerweise
richtig, also auch (2.12) in allen Féllen

E((t) =Gq  fiir k#1

BG.t)=¢  fir kA1
Setze nacheinander E((,t) = (, ein, p=1,...,2n.

Indem wir fiir £ Polynome 2. Grades einsetzen, erkennen wir, dafl

w=0,kl=1,...2n k#I,

1st.

Aus (2.12) folgt
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(2.13) Phre, = Dirgys k. L =1,...2n.

Also ist P Diagonalmatrix. Wegen ppre, = pine, = 0 fiir [ # k ist pyie, = 0,
| = 1,...,2n, | # k. Nach (2.13) ist aber auch prrc, = pPuc, = Pric»
k,l = 1,...,2n, k # [, also pyre, = 0. Also unterscheidet sich P von
der Einheitsmatrix nur um einen Faktor, der nicht von ¢ abhéngt. Nun
haben wir noch die restlichen Bedingungen

(2.14) 2311(%%)41 = Ziil(qwzﬁ)@
zu erfiillen. Es ist P~ = T INT, also P& = —9M*T 1. Nun ist

J? = —€ = —(2n-Einheitsmatrix), also P& = 9M*T. Zur Abkiirzung
setzen wir u = Jz;. Dann ist

PGz = M,
Gz = A1) u.

0 o) 0 & —& 0

-£ 0 -£ 0 0o =£
A(t) # 0 nach Def. von P.

Dabei ist P = A(¢)€ mit A\(t) # 0. Dann liefert (2.14) durch Einsetzen
von Qz = A(1)M*u gerade (M = (zi¢,))

2n 2n
D (e + Zrgtteg = Y (Zegts + Zrgling,)),
r=1 r=1

also wegen z,¢,c, = Zr¢i

2n 2n

Z “rgUrg = Z Zr¢ Uy
r=1 r=1
(019 21t
Mit 8 = (uk,) folgt MU = (W*U)*. Nun ist : =Tzt =13 :
una ZQTLClt

also U = IMN,. Damit folgt IM*TM, = UM = M T*IM, also wegen J* = —J
METIM, + M IM = 0.
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Somit ist gezeigt, dafl M* TN nicht von ¢ abhingt. Die inverse Matrix
MAT It = —9n— 139! ist somit auch von ¢ unabhiingig, als auch
PB. Dann ist

Mt = —\J mit einem konstanten
skalaren Faktor A\ # 0, also

M-I = 171

>/I>—‘

(2.15) MIM = —17
Gilt (2.15) so folgt fiir alle E aus ¢ — JE, = 0 auch ¢ — JEC = 0 mit

einer geeigneten Funktion EC Nun gelte umgekehrt fiir alle E: Es gibt ein

E derart, daB 2 —JE, = 0 die Gleichung ¢ — JEg = 0 nach sich zieht. Dann
ist

0=M (2 -TE.) = C+M Lz — M oM E,
= (- JE,
fiir alle £. Daraus folgt wie eben gezeigt (2.15). ]

Durch das Auftreten des Faktors A in Hilfssatz 2.2 erhélt man eine Verallge-
meinerung der kanonischen Substitutionen und der symplektischen Grup-
pe. Da jedoch die spezielle Substitution z = &, y = An die Bedingung
MEIM = AT erfiillt, so erhdlt man alle in Hilfssatz 2.2 angesprochenen
Substitutionen bereits durch Zusammensetzung der kanonischen mit jener
trivialen. Daher wollen wir uns weiterhin auf die Betrachtung kanonischer
Substitutionen beschranken.

Berichtigungen:

1. Vor (2.6). Lies: ... der Lagrangeschen Ableitungen wird nunmehr iden-
tisch in xy, T, yi, yr und t gerade ...

2. Identisch in xy, T, yi, yr und t heifit dabei: Ich setze alle diffbaren
xp(t), yrp(t), t1 <t < ty, ein, die im Defbereich von E liegen. Zufol-
ge der Definition von f sind etwa @y (t1), yr(t1) willkiirlich wéhlbar.
Dann gilt (2.6) mit *~ = Differentiation nach t. Dies wird wegen der
Unabhéngigkeit von f von g jedoch nur in der ersten Zeile von (2.6)
benotigt.

Bemerkungen:
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. Satz 2.1 zeigt die Aquivalenz von Hamiltonschen Gleichungen und
Euler-Lagrangeschen Gleichungen. Jedoch wird dabei immer eine Half-
te der Variablen eliminiert. Dies erfordert bei der Herstellung der E-L-
Gleichungen aus den Hamiltonschen eine Determinantenbedingung an
die Hamilton-Funktion.

. Die Beziehung (2.6) ist dagegen wesentlich durchsichtiger, da sie fiir
beliebige E gilt. Trick: Ich nehme mehr Variable in f hinein, ndmlich
dn + 1.

. Zu Satz 2.2: z = z((,t) ist schon dann kanonisch, wenn fiir eine ein-
zige Hamiltonfunktion E (etwa E = 0) die Hamiltonsche Form der La-
grangeschen Ableitungen ungeindert bleibt. Zum Beweis von Satz
2.2: Man kommt auch ohne v aus, aber v spielt im folgenden Para-
graphen eine entscheidende Rolle als sogenannte erzeugende Funktion
einer kanonischen Transformation.

. Zu Hilfssatz 2.2: z = z((, t) hat bereits dann die Form A (Symplekti-
sche Substitiution), wenn man statt aller £ nur quadratische Polynome
in ¢ zulaBt, d.h. E(z,t) = E(2((,t),t) ist quadratisches Polynom in (.
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§3. Die partielle Differentialgleichung von Hamilton
und Jacobi

Wir behandeln nun die Aufgabe, sédmtliche kanonischen Substitutionen in
Parameterform anzugeben.

Satz 3.1: Sei z = 2((,t) invertierbar beziglich ¢ mit |zx| # 0. Durch
z = z((,t) ist dann und nur dann eine kanonische Substitution mit |B| =
|k, | # 0 gegeben, wenn mit einer Funktion w = w(x,&,t) mit |we,q,| # 0
qilt

(3.1) Yp = Wy, M = —We,, k=1,...,n.

In diesem Fall liefert die zweite Gleichung in (3.1) durch Auflosen x als
Funktion von &,n,t und die erste Gleichung in (3.1) durch Finsetzen so-
dann y als Funktion von &, n,t. Auferdem ist dann |xy,| # 0. Fir E aus
Definition 2.1 kann man

E - E(:E7 (5,77775)73/(5777775)7@ + wt(€7n7t)7€’t)

wahlen.

Beweis: Sei zunéchst z = 2((,?) kanonisch mit [B| = |z,| # 0. Dann
sind durch die n Gleichungen x = z,(&,n,t) die 7 als Funktionen von
x,&,t bestimmt und die entsprechend gebildete Funktionaldeterminante
Mz, | st # 0. Wir benutzen nun die Gleichungen auf Seite 13, welche die
notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir eine kanonische Substi-
tution angeben. Da man die 7; als Funktionen von x, £, t ausdriicken kann,
gilt dies auch von v auf Seite 13. Sei

v((,t) = w(z, &, t).
Dann entsteht

dv

n
% = wy + ;(ka$k + wgkfk)

Koeffizientenvergleich mit Cc% auf Seite 13 liefert

Yp = Wy, M= —wWg, k=1,...,n,
E = E—i—wt
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Aus |1, | # 0 folgt noch |wg,4,| # 0. Sei nun umgekehrt w = w(x, £, t) eine
Funktion mit |we,,,| # 0. Wie im Satz beschrieben gewinnt man

zp = w(€,n, 1),
(3.2)

N Y = yk(£7nvt)ak:17-"7n7
Dann ist |zg,| # 0. E definiert man wie im Satz angegeben. Man setze

dv((,t)

FTa wy + Z(kaxk + wgkfk) — E(gj t)—

k=1

—E(2(C, 1), y(C, 1), 1) + Y (Ery — S
k=1

Wie aus dem Beweis von Satz 2.2 folgt, ist durch (3.2) eine kanonische
Substitution gegeben: Wie schon erwéhnt, ist |%B| # 0. ]

Als Beispiel kann man

n
w=Y "z
k=1

wihlen. Dann ist némlich (we,,,) gerade die n x n-Einheitsmatrix und

die kanonische Transformation wird yi = w,, = &, m = —we, = —p,
k=1,...,n. Alsoist x, = —m, £k = 1,...,n, und als Funktionalmatrix
M = (zx,) erhalten wir M = —J = J~! = J*. Natiirlich gibt es auch

kanonische Transformationen mit |8| = 0 wie das Beispiel der identischen
Transformation z = ( zeigt, fiir die M gerade die (2n x 2n)-Einheitsmatrix
wird. Man kann auch in einer zu Satz 3.1 analogen Weise die kanonischen
Transformationen mit | M| # 0 charakterisieren. Hierzu gilt

Es ist nun naheliegend, zum Anwendungsmechanismus des Satzes 3.1 etwas
zu sagen. Weitere Ausfithrungen werden noch in Satz 3.3 gemacht, jedoch
im Fall |z4g| # 0 wihrend wir in §7 gerade den in Satz 3.1 behandelten
Fall benotigen. Ziel einer kanonischen Substitution ist es natiirlich, das Ha-
miltonsche System z;, = E,,, y» = —E,, zu vereinfachen. Stellen wir uns
etwa die Aufgabe, eine neue Hamiltonsche Funktion E der Form E(&,t) zu
finden, so erhalten wir mit (3.1) die partielle Differentialgleichung

E(&,1) = B(x, W, (2, 6,1),t) + wy(x, £, 1)
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(Inhomogene Differentailgleichung von Hamilton-Jacobi) fiir die unbekann-
te erzeugende Funktion w der kanonischen Substituion z. Das neue Hamil-
tonsche System wiirde in diesem Fall

& =0, iy = —Eg,
lauten mit n Integrationskonstanten &, . .., &,. Die naheliegende Frage lau-
tet, ob das Auffinden einer Losung w, der obigen Differentialgleichung, die
auler von x,t auch noch von den n Parameterwerten &1, ...,&, abhangt
und zwar so, dal |wg,,,| # 0 ist, bereits die Erzeugende w einer kanoni-
schen Substitution liefert. Diese Frage ist bejahend zu beantworten wie
noch im Satz 3.3 im Fall |zx¢| # 0 gezeigt wird.

Satz 3.2: Sei z = 2((,t) invertierbar beziiglich ¢ mit |zk,| # 0. Durch
z = z((,t) ist dann und nur dann eine kanonische Transformation mit
(M| = |zig| # 0 gegeben, wenn mit einer Funktion w = w(x,n,t) mit
|w7]k:331| 7é 0 gilt

(3.3) yk:wmk,gk:wnk, k=1,...,n.

In diesem Fall liefert die zweite Gleichung in (3.3) durch Auflosen x als
Funktion von &, n,t und die erste Gleichung in (3.3) sodann durch Einset-
zen y als Funktion von &, n,t. Auflerdem ist dann |xpe,| # 0. Fir E aus
Definition 2.1 kann man wieder

E = E(x(&,n,t),y(&,n,1),t) + we(x(&,m, 1), 7, )

wdhlen.
Beweis: Man kann eine analoge Betrachtung zum Beweis des Satzes 3.1

durchfiihren, doch ist es einfacher, den Fall || # 0 auf den Fall |2B| # 0
zuriickzufiihren. Wir setzen

& = —-n
n =&

Die Funktionalmatrix von z = 2((,t) := z(¢*,t) mit ¢* = (£*,n*) wird
dann
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so daf} also —2 an die Stelle von 9B tritt und die Formeln (3.1) mit &*, n*
statt &, n gelten. Daraus folgt

Yk = Wy, Mp = —Wer, k=1,...,n.

w=w(z,&t), E=E +w, | Wey, | # 0, also

Yp = Wy, S = Wy, k=1,...,m,
(3.4) N
w=w(z,nt), E=E+w, |w,g|#0.
O
Wenn wir

n
k=1

setzen, so ist (wy,s) = (2n x 2n)-Einheitsmatrix. Wir haben y; = g, § =
xr, und als kanonische Transformation erhdltman die identische Abbildung
z = (. Wir wollen nicht den Fall diskutieren, daf || = 0 und |B| = 0 sind;
es sei jedoch bemerkt, dafl man jede kanonische Transformation aus zwei
solchen mit || # 0 oder |®B| # 0 zusammensetzen kann.

Es ist, wie schon erwéhnt, das weitere Ziel, ein vorgelegtes Hamiltonsches
System

(35) l’k = Eyk, yk = _Ekaa k= 1, .o,

durch eine geeignete kanonische Transformation mdoglichst zu vereinfachen.
Der einfachste Fall fiir das transformierte System wire

ék = Eﬁk? ﬁk:—Egk, k=1,...,n mit

~

E = E(n,t)=0.

Hierzu gilt:

Satz 3.3: Der Fuall fk = 0, nx = 0 mdge durch eine kanonische Trans-
formation z = 2z((,t) erreicht werden kénnen, bei der || # 0 ist. Dann
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gilt fir die erzeugende Funktion w = w(z,n,t) die Hamilton-Jacobische
Differentialgleichung

(3.6) E(x,wg,t) +wy =0 und
|ka77l| 7& 0.

Hierbei ist wy, = (Wyy, ..., Wy, ). Falls man umgekehrt eine Losung w von
(3.6) finden kann, die noch von n Parametern ny,...,n, derart abhingt,
dafl |wy,y, | # 0 ist, so liefert yy = w,,, & = wy,, k=1,...,n eine kanoni-
sche Transformation z = z((, t) mit || # 0, die das gegebene Hamiltonsche
System (3.5) in die Form

(3.7) & =0,1m,=0,k=1,...,n,
tiberfiihrt.

Beweis:

1. Kanonische Transformation: ¢ — JEC = (v (t) = Egk(c,t) =0=
E = E(t), w erz. Funktion = w = fD—fOt E(o)do erz. Funktion geniigt
(3.6).

2. Kanonisch: Reduktion auf %8| # 0. Nehme (3.2) (mit £*,n*). Setze
v:=w (Bew. Satz 3.1).

]

Die Differentialgleichungen (3.7) lassen sich sofort integrieren und die &, 1y
treten als Integrationskonstanten auf. Damit ist die Losung der Hamilton-
schen gewohnlichen Differentialgleichungen auf die Losung der Hamilton-
Jacobischen Differentialgleichung zuriickgefiihrt, die eine partielle Differen-
tialgleichung erster Ordnung ist. Es wird jedoch keineswegs die allgemeine
Losung von (3.6) bendtigt, sondern nur eine Losung mit n Parametern
M, - - ., N, welche der Bedingung |w,,,,| # 0 geniigt. Dies ist insofern auch
eine Vereinfachung, als die vollstdndige Losung der Hamiltonschen Diffe-
rentialgleichungen (3.5) zunéchst 2n Integrationskonstanten erfordert.

Gibt es nun immer eine solche kanonische Transformation, die das gegebe-
ne System (3.5) in die Normalform (3.7) iiberfithrt? Diese Frage lésst sich
bejahend beantworten wie noch gezeigt werden soll. Es wird zu diesem
Zweck ein System von Differentialgleichungen erster Ordnung

Zr=gr(z,t), k=1,...,m,
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in m unbekannten Funktionen z;, = 2 (f) betrachtet. Wenn etwa eine Lip-
schitzbedingung

m

D lor(zt) = gl O < k(2 + 2] - 12 = 2

k=1
fiir alle z, 2" in einer Umgebung U von z = ¢ € U’ und alle t in einem
Intervall 7 < t < T erfiillt ist mit einer geeigneten stetigen Funktion
k = k(r), so erhalten wir eine Losung z = 2((,t) mit z((,7) = ¢ auf
einem ,kleinen“ Intervall [7, 7] von z; = gi(z,t), k = 1,...,m. Zufolge
der Differentialgleichung ist

2t = gu(2.1), also

m
2kt = ngz,.ZT§17 k,l=1,...,m.
r=1

Setzt man noch z; = (zrg,) = M, g. = (gry) = J, so hat man demnach
fiir die Funktionalmatrix M bei festem ( als Funktion von ¢ die homogene
lineare Differentialgleichung erster Ordnung.

(3.9) M, =IM.
Da z((,7) = ( identisch in ¢ € U’ U’ offen, gilt, so ist M = & fiir t = 7.

Bei einem Hamiltonschen System ist 2 = JE, mit m = 2n und

¢ = JE.,=73(F,.), also

J& = —FE,..

Aus (3.9) folgt M*IM; = M*TIEM = —M*E,. M. Die Matrix M*IEM
ist also symmetrisch, und damit auch M*JM,. Dies liefert

MIM; = (MIM,)* = M3 M
= —MIIM.

Demnach ist M*JM von t unabhéangig, und weil M = & fiir t = 7 ist, so
folgt

MIM =7.
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Also ist die Transformation z = z((,t) kanonisch. Wir haben ({ € U’)
2= g(2(t),t) = z mit g(z,t) = (g1(z,1), ..., gan(z,1)). Nach Definition ist
auch z = ./\/lC,= + z;, also (= 0. Daher fiihrt die kanonische Transformation
z = z((,t) das Hamiltonsche System % —JE, = 0 gerade in (= 0 iiber.
Wenn T" — 7 hinreichend klein ist, d.h. ¢ nahe genug an 7 bleibt, wird
die Determinante || = |zxg | nicht verschwinden, da sie fiir ¢ = 7 gerade
gleich 1 ist. Die Transformation z = z((, ) kann daher durch Losung der

Hamilton-Jacobischen partiellen Differentialgleichung (3.6) zusammen mit
(3.4) gewonnen werden.

Ziel: 2 = JE.(2,t) in 0 <t < a = 2z = ¢g((,t) lebt auf 0 < ¢t < a.
Methode: Perron, Math. Ann. 113.

n
E.(z,.) sel in Z i
o1

Die Potenzreihenentwicklung um 0 mit ¢ abhéngigen Koeffizienten habe
nur reelle Koeffizienten und beginne mit Gliedern 1. Ordnung (3.8).

Ann. 37, Bl < 1 ist ein Holomorphiegebiet und es sei dort |E.(z,t)]

217

<
M,0<t<a. O]

Dann konnen wir Perron anwenden und haben fiir JE.(z,t) = E,(t)z2",
|ZZ‘

lv| > 1, eine Potenzreihenentwicklung, die in > | 4 < 1 kga konverglert

Ebenso gilt fiir die Losung

ACot) = D, (1) Z’Q P 0<t<a al>l,

mit der Perronschen Schranke ‘13 Die Abbildung (Im = Image)

{ZE_Z<Q3} Oa]e]mZ—U{ (¢, 1)] Z&<§B}

t€(0,a)

U Imz(.,1), (¢, 1) — 2(¢,1),

x [0, a] fiir jedes ¢ € [0, a] eine

ist wegen |21¢,(¢, )| # 0 in {Z lgl‘

offene, holomorph 1nvert1erbare Abbﬂdung von {37 5l 1 auf die of-

Zl’r

fene Menge I'mz(.,t). Achtung: Die Eindeutigkeit von z( ,t) folgt daraus,
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daB z die DGL 2 = JE,(z,t) 16st mit 2(0) = (. Hat Perron gezeigt, daf
Defb. z in (1) durch z in {d> 7, |i—1| < 1} transportiert wird? O

Wir haben

((z,t) =@, ()2, 2 € Imz(.,1), 0<t<a, |v| >1

Antwort auf die Frage: Das hat Perron vermutlich auf Seite 299, Seite
300 durch seine Majorantenbeziehungen mitbewiesen. [

Wenn die direkte Auffindung eines Integrals w = w(x,n,t) der Hamilton-
Jacobischen Differentialgleichung nicht gelingt, so kommt man bisweilen
folgendermafien zu einer Vereinfachung des Problems. Es sei die Hamilton-
sche Funktion E(z,y,t) in zwei Summanden zerlegt,

E(x,y,t) = F(z,y,t) + G(z,y,1),

und es sei fiir die dem ersten Summanden entsprechende Hamilton-Jacobische
Gleichung

F(z,wg,t) +w; =0

ein Integral w(x,n,t) mit |wy,,| # 0 bekannt. Bei der zugehtrigen kanoni-
schen Transformation (3.4) wird dann

EFE=F+w=F+G+w =G,
so dafl das vorgelegte System (3.5) in

ék:Gnk; ﬁkZ—ng, k=1,...,n,

iibergeht. Hierin ist GG als Funktion von &, n, t anzusehen. Unter Umsténden
18t sich dieses System direkt l16sen; anderenfalls kann man eventuell wie-
derum die Funktion G in geeigneter Weise zerspalten und denselben Re-
duktionsprozess nochmals durchfithren. Auf diese Weise lafit sich dann
vielleicht E(z,y,t) in endlich oder unendlich viele Summanden derart zer-
spalten, daf3 die zu den Teilschriften gehorigen Hamilton-Jacobischen Glei-
chungen jeweils gelost werden konnen. Wenn auch bei unendlich vielen
Teilschritten dieses Verfahren nicht konvergieren sollte, so kann es doch
vorkommen, dafl man durch Abbrechen an geeigneter Stelle eine brauch-
bare Néherungslosung erhilt.

Bei den vorangehenden Untersuchungen haben wir wiederholt Existenzsitze
fiir implizite Funktionen benutzt, ohne die entsprechenden Gebiete der
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Variablen genauer anzugeben. Es wurde nur die Bedingung des Nichtver-
schwindens gewisser Funktionaldeterminanten hervorgehoben, und die Er-
gebnisse haben daher zunédchst nur lokalen Charakter. Fiir das Verhalten
im Groflen wéren in jedem konkret gegebenen Falle noch besondere iiber-
legungen anzustellen. Zur Vollstandigkeit der Darstellung geben wir den
benutzten Satz {iber implizite Funktionen an:

Satz 3.4: Seien U bzw. V. Umgebungen der Punkte o € RY bzw. yo € RF
Sei g : UxV — RE cine stetig differenzierbare Abbildung. Sei g =

(g1,--.,q1) und

a(gla'-'agL) .
3.10 det x, OinU xV
(8:10) 5(y1,---,yL)( ) #
L 0(g1,.- -, 91) .
mit = , und sei
a(yla cee 7yL) (gkyl)
(3.11) 9(o,y0) = 0

Dann gibt es Umgebungen Uy C U wvon xy und Vo C V wvon yy und in
Uy genau eine Funktion y = f(x), f: Uy — Vi, die implizit definiert ist,
d.h.

(3.12) f(x) e Wy, g(z, f(z)) =0, x € Up.

f ist einmal stetig differenzierbar in Uy, und nach der Kettenregel gilt

T € UQ.

(3.10) ist natiirlich fiir geniigend klein gewéhlte U,V erfiillt, wenn nur
det(0(g1,---,91)/0(y1, - - yr))(xo, yo) # 0 vorausgesetzt wird.
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84. Der Existenzsatz von Cauchy

Wir betrachten ein System von Differentialgleichungen erster Ordnung
(4.1) :i'k:fk,k:1,...,m,

wobei die m gegebenen Funktionen fr = fy(z) von xy,...,x, und nicht
von t abhingen. Wenn die fj in einer reellen Umgebung von x = £ einer
Lipschitz-Bedingung geniigen, so besitzt bekanntlich das System (4.1) zu
den vorgegebenen Anfangswerten z(7) = £ genau eine Losung x(t). Wir
wollen noch stédrkere Voraussetzungen an die f; stellen und beweisen

Satz 4.1: Die fi. seien in einer komplexen Umgebung von x = £ requldr

analytische Funktionen der Variablen xy,...,x,,, etwa in |xp — | < 7,
k=1,...,m. Jede im Polyzylinder |z, — &| < r, k = 1,...,m reguldre
Funktion ldsst sich dort in eine Potenzreihe um (&1, ...,&y) entwickeln,

die in diesem Polyzylinder konvergiert. Siehe Satz 8, Seite 39 in [Behn-
ke, Thullen: Theorie der Funktionen mehrerer komplexen Verdnderlichen)/.
Weiter sei dort |fr(x)] < M. Dann ist die durch die Anfangsbedingun-
gen xi(1) = &, k = 1,...,m, festgelegte Lisung xi(t) von (4.1) in der
komplexen Umgebung

r
(m+1)M
von T eine requldr-analytische Funktion von t, und es qilt dort

it —71| <

‘afk(t)—fk‘ <r,k=1,...,m.

Beweis: Ersetzt man die GroSen xy, fi, t durch & +ray, M f,, 7+ M 'rt,
so bleibt das System (4.1) umgeéndert, wéhrend &, r, M, 7 durch 0,1,1,0
ersetzt werden. Damit ist folgendes gemeint: Sei

rr = & +roy, dh

_ 1

Tp = ;(xk—ékz),
fi = Mfp. dh
fr = M'fy,

t = 7+ M 'rt, dh.
t = Mr ' (t—rT).
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Dann ist dxk = fk(xl) glelchbedeutend mit Mt d” = M7fu(& +rTy),
also mit dm’“ = fk(a:z) k= 1,. \fk| < 1 fiir \xk\ < 1. Beachte: Fiir die

komplexen Ableitungen gilt 4 = M 1rd—t~. Also braucht der Satz nur fiir
diese speziellen Werte bewiesen zu werden. Um (4.1) mit den Anfangsbe-
dingungen x(0) = 0 zu l6sen, machen wir den Potenzreihenansatz

xp = xp(t) = Z apnt", k=1,...,m, t ist komplex,

mit unbestimmten Koeffizienten oy, und werden dann nach Einsetzen in
die Differentialgleichungen die Koeffizienten vergleichen. Zur Abkiirzung
machen wir dabei von folgender Bezeichnung Gebrauch. Fiir eine formale
Potenzreihe

0
Y= Z cxt”,
k=0

iiber deren Konvergenz nichts bekannt zu sein braucht, setzte man

n
= chtk, (P)n=cn, n=0,1,....
k=0

Offenbar ist dann (@), = (), und ferner (pv), = (Putp)n, (¢ £ V)n =
Yn = Yy, wenn auch 1 eine formale Potenzreihe in ¢ bedeutet. Setzt man

nun

fk = Z ak,ll,...7lmxlll C . -:Ug;iz, k = 1,...,m,
(lyeeeslm ) €(NU{O})"
denkt man sich die x;, wie oben in Potenzreihen nach ¢ entwickelt, so ergibt
21 = [ bei Koeffizientenvergleich
(42)(n + 1)05k,n+1 = Z ak,lh”_’lm(ajlf S ilfi;ln)n,

(I1,....lm ) E(NU{O )™
-1 fur ,=..=1,,=0

-~

= Z ak’h._.lm( .%'llln L xf;’;; )m neNU {O},
(I1yeelm) E(NU{0})™
wobei wir unsere Rechenregeln fiir das Symbol (¢),, angewendet haben. Wir

zeigen nun durch vollstédndige Induktion iiber n, daf$ die v, ,, Polynome der
arp,. 1,,, 7 = 1,...,m mit nichtnegativen rationalen Koeffizienten sind: Fiir
n = 0 folgt mit & =0, 7 = 0, dal oy o = 0 ist. Also ist

Q1 = QE0...0-
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Die Behauptung sei fiir alle oy, 1 < [ < n, bewiesen. Wir wollen sie fiir
Qg p41 beweisen. Es ist

_ 1 1 l l ll lm
k1 = o 1CL]€70”_0 + - 1ak, 1.-- m(xln S xmn)ﬂ'
(11, lm)€(NU{0})™,
(11,--.lm)#(0,...,0),
I+ lm<n

Dieser SchluB ist nur mdglich, weil oy o = 0 ist. Einsetzen von Reihen mit
ayo 7 0 flihrt zu unlésbaren Rekursionsproblemen!

li LAl

In der letzten Summe ist (27, - ... - ;7 ), ein Polynom in den oy, [ =

1,...,n, mit nichtnegativen ganzzahligen Koeffizienten. Einsetzen der In-
duktionsvoraussetzung liefert die Behauptung.

Fiir den Konvergenzbeweis sollen wir eine Majorante bilden. Sind

I I,
[ = E p.. 1 T{ ... T

(I14eeslm)€(NU{O})™

l z
g = g b, 1, @] .. X

(I, slm)e(NU{O})™

3

zwei formal gebildete Potenzreihen, die also nicht zu konvergieren brau-
chen, so heifit ¢ Majorante von f, in Zeichen f <;; g, wenn

a0, | < by, (L,.... L) € (NU{O})™,

ist. Insbesondere sind dann die Koeffizienten von g sémtlich reell und nicht-
negativ. Ist nun

fk<Mgk, k:L...,m,

so betrachten wir neben (4.1) das Majorantensystem

(4.3) U =9gr(y), k=1,...,m.

Dieses System konnen wir wieder zu den Anfangswerten y;(0) = 0 for-
mal durch einen Potenzreihenansatz

o0
yr = yi(t) = Z Brent".
n=0

Es folgt sofort ;o = 0. Wir behaupten nun, dafl dann auch y(t) Majo-
rante von xy(t) ist, und dies bedeutet
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(44) |Oék,u‘ S ﬁk,ua ]j/::ld’l:m

Da die Koeffizienten by, ;. von g, nicht negativ sind, so ergeben sich
wie eben gezeigt aus den (4.2) entsprechenden Rekursionsformeln

(n+1)Brn1 = Z Oyt (UL - Yp
(I1,lm ) €(NU{O})™
die f, sdmtlich als reelle nicht-negative Zahlen. Wir zeigen nun (4.4)
mittels vollsténdiger Induktion. Wegen a0 = Bi 0 = 0 ist die Behauptung
richtig fiir v = 0. Sie sei richtig fiir v < n. Dann ist also xx, < yr, und aus

[(n+ Dag 1] < > @yt | (0 - ),
(Isees )€ (NU{O})m
< Z N ¢/ SRR i b

(I1,.elm)E(NU{O})™
= (n + 1)Bk,n+l

folgt (4.4) fiir v = n + 1. Damit ist z; <j; yr bewiesen.

Es geniigt also eine Majorante g, von f; zu finden darart, dal wir das
neue System (4.3) integrieren und fiir seine Losung die im Satz behaup-
teten Abschétzungen beweisen konnen. Es ist |fx| < 1 im Polyzylinder
|z1] < 1,..., |zm| < 1. Sei R € (0,1). Aus dem Cauchyschen Integralsatz

folgt
: / /
akjy..1,, = —m — .
(2mi) =k Jical=r

fi(Cryeoo s G)dCy .. Ay,

also
h+1  Clm ’
1 s m
< —1
ki1, < jrIE

Lassen wir R — 1 streben, so entsteht |aj;, ;| < 1. Siehe hierzu mei-
ne Vorlesung , Partielle Differentialgleichungen I (Das Cauchy-Problem)*,
Proposition III.1.5. Daher ist die von k£ unabh&ngige spezielle Potenzreihe

(11, lm ) E(NU{O})™

= H(l - xp)_l

p=1
36



eine Majorante von f. Das System ¢ = ¢g(v), yx(0) = 0 mit

g) =] —w) ™",
p=1
k = 1,...,m wird offenbar befriedigt, wenn wir fiir y; die Losung der

gewohnlichen Differentialgleichung ¢ = (1 —y)™™, y(0) = 0 einsetzen. Die
direkte Integration ergibt nun

L= 1=y = (m+1),
y = 1—(1— (m+1)t)m.

Die Funktion (1 — (m -+ 1)t)//(™*1 hat die Potenzreihenentwicklung

(1= (m+ 1)ttt =3 (T) (=1)"((m + 1)t)"

mit

_L L+

m-+1 — m+1

() =11
fir

Re(l1—(m+1)t) >0

Diese Reihe konvergiert aber fiir |t| < (m + 1)~} und in diesem Kreis gilt

yl <1— (1= (m+Dt)mr < 1,

also erst recht |z (t)| < 1. Weil die rekursiv erhaltenen formalen Potenzrei-
hen fiir die x(t) das System (4.1) formal erfiillen und diese Potenzreihen
fir [t| < 1/(m+ 1) konvergieren, so sind die durch diese Potenzreihen dort
dargestellten Funktionen die Lésungen des gegebenen Systems von Diffe-
rentialgleichungen. Damit ist der behauptete Satz bewiesen. [

Aus den Rekursionsformeln fiir die Koeffizienten der Entwicklung der Losun
gen xy(t) nach Potenzen von ¢t — 7 ergibt sich noch, dafl alle diese Koeffi-
zienten reelle Zahlen sind, falls die Anfangswerte &, k= 1,...,m, und die
zugehorigen Entwicklungskoeffizienten ay;, ; der Funktionen fj(x) samt-
lich reell sind. Wir machen weiterhin diese Annahme und setzen auch 7
reell voraus. Dann gilt:

Satz 4.2: Indem wir die gefundene Lisung i (t) des Systems (4.1) fiir
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reelle t > 7 betrachten, wollen wir annehmen, alle Funktionen xi(t), k =
1,...,m seien auf dem rechts offenen Intervall T <t <ty reguldr. Ferner
set

(@1(t), ..., 2m(1),0,...,0)

{(zx(),0)|r <t <t} C PCC™=R" x R™,

P eine geeignete abgeschlossene und beschrdnkte Menge, auf der die m
Funktionen f1, ..., fm der komplexen Variablen zq, . .., z, requldr sind, d.h.
zu jedem (aq, ..., qy) € P € C™ gibt es einen Polyzylinder |z; — «;| < Tgk),
t=1,...,m, derart, dafs fi eine Potenzreihenentwicklung

fr(z1, ooy 2m) = Z a,i?‘lll’."'.'lfm)(zl —a) (g — ap)'
(el E(NULO}) ™

gestattet. Dann sind die xi(t) nach ty stetig fortsetzbar und auch noch im
Endpunkt t1 requldr.

Beweis: Da f; in P regulir sind, so gibt es nach dem Uberdeckungssatz
eine positive Zahl p, so dafl die f; auch noch in

P,={(z1,...,2y)|3¢ € Pmit |§ — 2| <p,i=1,...,m}
reguldr bleiben. p hédngt weder von k£ noch den Punkten £ € P ab. Ferner
existiert ein M > 0 derart, daf
‘fk(’z)‘ SM? Zeppa kzln"'am7
ist. Man wéhle nun ein Zahl ¢ = %5 des Intervalls 7 < t < ¢, die der

Bedingung

P
th—th < ————
RS om+ )M

geniigt und wende den Existenzsatz 4.1 mit

& = alte), k=1,...,m.

ty statt T,
p statt r
an. Es folgt die reguldre Analytizitéit der Losung xx(f) im Kreis
P
L=t < ————
1=t (m+1)M
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und speziell sind die xy(t) in t = ¢; regular. O

Fiir spétere Zwecke wollen wir unseren Ergebnissen im Fall des speziel-
len Hamiltonschen Systems

Ty = By, Uy = —E,, mit
E = E(x,y)
noch eine bequemere Fassung geben, indem wir die benotigte Abschéitzung

der partiellen Ableitungen von E durch eine Abschiatzung von E selber
ausdriicken.

Satz 4.3: Die Hamiltonsche Funktion E = FE(x,y) sei im Polyzylinder
|26 — &| < 20, |2b4n — Mkl < 2p, k= 1,...,n, des C*" regulir-analytisch.
Es gelte dort die Abschditzung |E(x,y)| < M. Dann sind die Lésungen
xk(t), yr(t) des Hamiltonschen Systems

k

mit den Anfangswerten xi (1) = &, yp(T) = i im Kreise

0’

Cn+1)M

requldr-analytisch und gentigen dort der Abschdtzung

It — 7] <

[z (t) — &kl < o5 lyn(t) —m] < p.
Die in Satz 4.2 formulierte Aussage tiber analytische Forsetzung der Losun-

gen nimmt die folgende Gestalt an: Es seien die Losungen xy(t), yr(t) von
(4.5) in T <t <ty requlir. Ferner sei

(xp(t), yr(t),0,0) = (z1(t), ..., xn(t), y1(t), ..., yn(t),0,...,0,0,...,0)

{(xk(t>7yk(t)7070)‘7_ S t < tl} CPC (CQTL - RQn X R2n7

P eine geeignete abgeschlossene und beschrinkte Menge, auf der die Ha-
miltonsche Funktion E reguldr ist. Dann sind die xj(t), yi(t) auch im End-
punkt t = t1 requldr.

Diese Tatsache wird bei der Behandlung des Dreikorperproblems benutzt
werden.
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Beweis: Wir benutzen eine SchluBBweise der Funktionentheorie. Sei ( =
(&1, -5 &0, M1, - - -y my). Dann liegt |u—z| = p ganz im Polyzylinder |u—(| <
2p, wenn |z — (| < p ist. Nach dem Cauchyschen Integralsatz ist

1
Bo(2) = G -
|ui—21|=p [ug—1—zk-1|=p J luk—zk|=p
/ / E(’U,l,...,UQn)
\Uk+1*2k+1|:,0 \U2n*22n|ip

2n

1 1
H 2du1 - dusgy,, also
i, Wi T &) (ur — 2)
7k
M
B (2)] < —.
p

Weil E,, die komplex analytische Fortsetzung von E,, bzw. E,, ist, folgt
(k=1,...,n)

M

M .
B ()] < = B (2)] < == in |z = (] < p.

Dafl £, die komplex analytische Fortsetzung von E,, bzw. E,, ist, sieht
man folgendermaflen: E ist reguldr analytisch in |z — (x| < 2p, [2kin—11| <
2p, k=1,...,n. Dann haben wir dort die Potenzreihenentwicklung

E(z) = Z ay,.1, (21— CO)M - (200 — Con)™

I1,...,l2n €(NU{0})2n

mit reellen Koeffizienten a,....,, , also

E,(z) = > Uyl ol (21 =GO (21— Gemn) ' (2= )™
Ly peolan € (NU{0})2

(21 — o)™ - (220 — o),

woraus man die Behauptung abliest. Anwendungen von Satz 4.1 liefert
jetzt Existenz und Analytizitdt der Losung des Hamiltonschen Systems
wie angegeben. Die Aussage iiber die analytische Fortsetzbarkeit folgt un-
mittelbar aus Satz 4.2. 0
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§5. Das n-Korperproblem

Wir betrachten im dreidimensionalen euklidischen Raum n Massenpunkte
P, k=1,...,n, wobei n > 1. Ihre Koordinaten in einem fest gewhlten
cartesischen Koordinatensystem seien xj, yx, 21, und die Masse von Pj sei
my > 0. Fiir den Abstand rj; von P, und P, gilt dann

(5.1) r = (@ — o)+ (v —w)* + (2 — ), kI=1...n

Zur Vereinfachung setzen wir 6fters ¢; fiir eine bestimmte der drei Koordi-
naten xp, yx, 2z und wiederum ¢ fiir eine dieser 3n moglichen Koordinaten
qr, k = 1,...,n; ferner bezeichne dann jeweils m die Masse my, welche zu
dem durch g beschriebenen Punkt gehort. Bei geeigneter Wahl der Mas-
seneinheit ist

(5.2) U= k1) ket 2t

die Potentialfunktion fiir das Newtonsche Anziehungsgesetz. Die Bewe-
gungsgleichungen des n-Korperproblems lassen sich in der abgekiirzten
Form

(5.3) mi = U,

schreiben, wobei U, die partielle Ableitung von U nach ¢ bedeutet, oder
auch

(5.4) G=v, V=m"U,

und dies ist ein System von 6n Differentialgleichungen erster Ordnung fiir
die 6n von t abhéngigen Funktionen ¢, v. Indem wir noch die Anfangswer-
te zur reeellen Zeit ¢ = 7 durch den Index 7 bezeichnen, der also keine
partielle Ableitung andeuten soll, geben wir die 6n reellen Gréflen ¢ = ¢,
v = vy unter der Bedingung

Tle:/Okl>07 k#la kalzla"'ana

beliebig vor. Das n-Korperproblem besteht in der Beschreibung des Ge-
samtverlaufs aller Losungen der Bewegungsgleichungen fiir beliebig vorge-
gebenen Anfangswerte.
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Zunichst wollen wir noch fiir beliebiges n > 1 die klassischen 10 Inte-
grale des n-Korperproblems aufstellen. Nach (5.1), (5.2) ist

mTmy
(5.5) qu = Z 7“3 (ql—qk), k‘:1,...,n,
Lk#l K
also
n n mamy
(5.6) Uy = Z 3 (@ —aq) =0
k=1 ki=l, ki

wegen 1 = 7. Nun ergeben die Bewegungsgleichungen (5.4)

n
E myvr = 0, v = ¢,
k=1

also die sechs Schwerpunktsintegrale

- n
E mki’k = a,
k=1

- d
Z mk(:ck — tjfk) = CL*, E(l‘k — t:isk) = —tik
k=1

n

Z mkyk = b)

(5.7) .

my(yr — tyr) = b,

-

n
E mkék = C,
k=1

n
Z mk(zk — tz'k) = C*,
| k=1

oder

42



n
E mpry = at + a”,
k=1

Z mrpYr = bt + b*,
k=1

n
E mpzr = ct + ¢,
k=1

wobei a, a*, b, b*, ¢, ¢* sechs Integrationskonstanten sind. Durchlduft auch py

wie ¢ eine der Variablen xy, yx, 2 fiir k = 1,...,n, so ergibt (5.5) weiter
mEm;
UQkpk - Upqu = Z 2 (QZpk _pZQk>7 k= 1,...,n,
Li£k K
also

Z(qupk — Upar) = 0.
k=1
Die Bewegungsgleichungen (5.4) liefern dann

ka(i)kpk —Uqr) = 0, vg = Gk, U = Pr,
k=1
also die 3 Fliachenintegrale

- d
> mi(yei — zn) = o, %(?Jm — ZkUk) = YrZk — 2k
kﬁl
(5.8) Z mi (2t — Tpik) = B,
k=1
n
> (i — yrin) =
=

mit drei Integrationskonstanten «, 3,~. Fiir spéatere Zwecke schreiben wir
i j k

(5.8) um. Wegen | . yr 2 | = (Yrcn—25Yk) i+ 252k — zpde)J+ (1Y% —
Tk Yk Zk

yrtr )k ist (5.8) dquivalent zu

n (0 Tk i)k
d omXexXe=| 8|, Xe=1{ v | . Xe={
k=1 y 2k 2k
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Bei orthogonalen Transformationen 7 bleiben die Bewegungsgleichungen
invariant. Also ist

n a
k=1 ~

mit Integrationskonstanten a, E, ~. Wegen 7 X, X TX;, =detTT. T (X} X
Xy) folgt

PP =a’+ P
SchlieBlich folgt aus (5.4) bei Summation iiber alle Koordinaten

> (mob = Uyg) =0
q
wegen muvv = Uyv = U,q. Dies ist nichts weiter als das Energieintegral

(5.9) T-U=h

mit einer Integrationskonstanten h, wobei

1 .2
(5.10) T:§qu :
q
1
=Y m?
2

die lebendige Kraft (kinetische Energie) des Punktsystems bedeutet. Mit-
tels der gefundenden zehn Integrale (5.7), (5.8), (5.9) kann man in den Be-
wegungsgleichungen (5.4) insgesamt zehn der Koordinaten ¢, v eliminieren
und somit das gleiche System auf ein solches mit nur 6n — 10 Differential-
gleichungen erster Ordnung reduzieren.

Es ist an den linken Seiten von (5.7), (5.8), (5.9) bemerkenswert, daf sie
algebraische Funktionen der 6n + 1 Variablen ¢,v,¢ sind. Man kann die
Frage aufwerfen, ob sich noch weitere derartige Integrale finden lassen. Zur
Erlduterung dieses Problems soll zundchst der Begriff des Integrals genauer
erklart werden.

Definition 5.1: Sei wieder

(5.11) :tk:fk(x,t), k:1,...,m
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ein System von m Differentialgleichungen erster Ordnung mit stetig dif-
ferenzierbaren Funktionen fi., die aufler von den x1,...,x, auch noch von
t abhdingen diirfen. Fine stetig differenzierbare Funktion g = g(x,t) der
m + 1 unabhdngigen Variablen x1,...,x,, t heifft Integral des Systems
(5.11), wenn sie auf jeder Losung x = x(t) von (5.11) konstant ist. Hat
man | Integrale g1,...,q von (5.11), so heiffen sie unabhdingig, wenn die
mit den m —+ 1 partiellen Ableitungen nach den x,t gebildete Funktional-
matrix

991 991
8x1 e ot
Oq 9q
or, " ° ot

den Rang | hat (I < m+1). Ferner heifit ein Integral g algebraisch, wenn
es eine algebraische Funktion der xy,t 1ist.

Ist g ein Integral, so folgt

gt<x(t)7t) + Z fk(x(t)7t)gxk(x(t)7 t) =0
k=1

auf jeder Losung von (5.11). Da wir m linear unabhéingige Losungen von
(5.11) finden konnen, folgt die obige Gleichung als homogene lineare par-
tielle Differentialgleichung, die identisch in allen Variablen x,t erfiillt ist.
Gilt umgekehrt fiir eine Funktion g die genannte partielle Differentialglei-
chung identisch in allen Variablen, so ist g ein Integral des Systems (5.11).

Fiir jedes feste n > 1 haben wir zehn algebraische Integrale des Systems
(5.4) aufgestellt. Sie sind, wie man zeigen kann, unabhéngig. Es gibt nun
kein weiteres algebraisches Integral von (5.4), das von den oben aufge-
stellten unabhéngig ist. Jedes algebraische Integral von (5.4) ist also eine
algebraische Funktion der zehn bekannten algebraischen Integrale. Siehe
hierzu Bruns [5]. Da andererseits nach bekannten Sétzen das System (5.4)
insgesamt 6n unabhéngige Integrale besitzt, so konnen sie wegen 6n > 10
nicht alle algebraisch sein.

Wir wollen nun den Existenzsatz 4.1 aus §4 auf das System ¢ = v, v =
m~1U, anwenden. Es gilt

Satz 5.1: Sei 7 € R und seien die Anfangswerte q = q,, v = V, reell.
In 7 seien die Grifien ri: = pr > 0, kK #1. In T set
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U=U, <A

Es sei
no= mkinmk.

FEs sei h die Konstante T — U aus (5.9). Wenn wir fir die im Fristenzsatz
4.1 auftretenden Gréfsen r und M die Zahlen

14A°

2
M = c1A2+IZ—A+cQ\/A+h

wdhlen mit geeigneten positiven Konstanten c1,co, so hat das System

Qk = U,

. -1 .| mpmmy
U = My, UQk = my Z 3 (QZ - Qk:)
LIk K

genau eine requldr analytische Losung im Kreis

It —71| < T _y
(6n+1)M
0 hdngt nur von A, h und den Massen ab. ci,cs hingen nur von den gege-

benen Massen ab und sind so zu wdihlen, dafs

my .
> (@) < A in |q — qr,| <7
Lik  F

1st, wahrend co so zu wdhlen ist, dafs

|UT|§CQVA+h

18t.

Beweis: Wegen




folgt

'u2<U < A, also
p

(5.13) p> pPAL

Es ist nun zu beachten, daf} fiir die Bestimmung der im Existenzsatz auf-
tretenden positiven Konstanten r, M komplexe Werte der Variablen zu
beriicksichtigen sind. Um eine Abschétzung des absoluten Betrages der
Ableitung U, nach oben zu erhalten, schidtzen wir zunéchst die Werte
|rri|, k # [ fiir komplexe ¢ in der Ndhe von ¢, nach unten ab. Bezeich-
net man zunéchst zur Abkiirzung die drei Ausdriicke (qx — qxr) — (@1 — qir)
fiir ¢ = x,y,z mit ©,, x, so ergibt die Schwarzsche Ungleichung wegen
(5.1) die Beziehung (xy, yg, zx sind komplex!)

ral = (zk — 2k — (0 — ) + (T4 — 207))°

)
(e = Yr — (00— vir) + (Wrgr — 9ir))* +
+(2r — 2k — (21— 210) + (20yr — ZZT))2|
= o + 2(@rr — @) (g — 4 — (20— 217)) +
F2(Yrr — Yir) Yk — Yrr — (1 — Yiz)) +
+2(2kr — 210) (26 — 20r — (21 — 217)) +
+(z — xpr — (27 — $l7-))2 +
Yk — yrr — (01— 4ir))* +
+(2x — 21 — (21 — 217

(5.14) > 2 — 2pu(|0? + [0 + )2 = (Il + [0 + [x]?).

)
))’|

Wenn nun |¢ — ¢.| < p/14 fiir alle ¢ ist, so sind ¢, 1, x kleiner als p/7,
also

2 2

2 2 2 P P
<3— < —
o2+ [P + x| < 355 < &,

also wegen (5.12), (5.14) auch

(5.15) [ > fzg— SO — 1507
> 1Pk
(5.16) |Tkl| > %Pkl-

r?, ist zundchst nur formal durch Einsetzen komplexer xy,yk, 2k, 1, U1, 21
erklart. In |¢ — ¢-| < p/14 kann man jedoch /7%, bilden (siehe Seite 47).

Wegen (5.13) ist sicher |¢ — ¢;| < p/14, wenn gilt:
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(5.17) | — g;| < p?/14A.

Dann haben wir ferner

o —axl < |la— @+ o — aer| + @ — Qerl,

<(’0+ <8
7 Pkl 7sz

Nach (5.13), (5.16) erhélt man dann

qr — gk
3
Tr

und demzufolge

2\°8 64 _, 64
< (=1 = < A k£
< (pm) =P = 7pkl < A #*

|mk1qu|_|Z (@ —aqn)| < ad® k=1,...,n,
LIk kl

mit einer geeigneten positiven Konstanten c;, die nur von den gegebenen
Massen abhéngt. Mit ¢ = v ist auflerdem zufolge des Energieintegrals

|
<
IA

T.=U, +h<A+h,
|UT| < C2VA+h7

(5.18) L=
und fordert neben (5.17) noch

v — v, | <,

so entsteht

| <|v—v| + |vs| <74 caVA+ h.

Erklart man also die im Existenzsatz 4.1 auftretenden Konstanten v, M
durch (5.18) und

2
= A® + 12—14 +cVA+h

und nimmt man an, daf§ m; 'U,, reguldr analytisch in |q — ¢;| < r = {5

ist, so folgt die Regularitéit der Losung ¢(t),v(t) = ¢(t) von (5.4) im Kreis
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It —71| < " 0,
(6n+1)M
insbesondere im Intervall 7 <t < 74 4. Dabei hiangt der Radius ¢ nur von

A, h und den Massen ab.

Es bleibt zu zeigen, daf m; U, reguldr analytisch in ¢ — ¢,| < r = %
ist. Sei z = re’. Fir r > H, —w < ¢ < m, ist f(z) = y/z holomorph in
der komplexen Ebene, aus der wir die negative reelle Halbachse und den
Nullpunkt entfernt haben. Sei zy € C — {0}, Rezp > 0. Dann ist \% in eine
Potenzreihe um 2z, entwickelbar im gréfiten offenen Kreis um z,, der Null
nicht enthélt, d. h. in |z — 29| < |29|. 1/r%, ist bei festem k und [ # k um
(77,95, 27.) im Polyzylinder |v; — x| <7, lyp—yp | <7, |57 — 2| <1,
1 <1 < n, in eine Potenzreihe entwickelbar, da |ry| > %pkl in diesem Po-
lyzylinder ist. Fiir 1/ \/TT%Z gilt dasselbe, wenn nur |rZ, — p%| < p3, ist. Dies
sieht man folgendermaflen: Wir haben nach Seite 45 gerade

1
re — ol < 20l + [P+ X)) + |ol* + |92+ |x]?
1 1

2
< — -
5 PHIP + 16"
1 1
< 5/)1%1 + Epiz < Py

da 9/16 < 1 ist. Insbesondere haben wir mit fj, = mlleqk die Beziehung

filar, - qzn) = > ket (@ = @)™ (@30 — Gar)™
ll,...,lgnE(NU{O})37l
in|¢g—gq;| <r, k=1,...,3n, wobei die Koeffizienten ay,, ., reellwertig
sind. n

Satz 5.2: Sei (q(t),v(t)) eine Losung des Systems (5.4) gemdfS Satz 5.1
mit den Anfangswerten qr,,vr,. Dann gibt es eine Zahl T'(qr,v;), 0 <
T(qr,v;) < 400, mit folgenden Eigenschaften: In |7, 7+T(qr,v;)) sind q,v
lokal requlir analytisch, genauver: q,v besitzen lokal in |t — 7| < T(qr,v;)
eine konvergente Potenzreihenentwicklung. Falls T(q;,v;) < 400 ist, so
gilt:

lim  U(q(t)) = +oo.
t7+T(gr,07) (q( >)

Insbesondere tritt in |1, 7 + t(q-,v;)) kein Zusammenstof§ ein.

Beweis: Wir wihlen § wie in Satz 5.1 und konstruieren (q(t),v(t)) in
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lt — 7| <6/2. In 7y =7+ /2 wahlen wir als Anfangswerte ¢, = q(m),
vy, = v(m). Es ist rg, > 0, k # 1. Satz 5.1 liefert eine Losung (q(t), v(t))
von (5.4) zu den Anfangswerten (¢, vy ) auf 7 < ¢t < 7 + 6;/2, die in
|t — 71| < 01 regulédr analytisch ist mit

s
b (6n+ )My
2
r o= %Al, ,u:mkinmk, A >0, Ay > Ulq(n1)) = U(gn),
M, = ClA%‘l—ﬁ_FCQ\/Al—i—h'
1

Fortsetzung dieses Verfahrens liefert eine Losung (q(t),v(t)) auf [r,7 +
T(gr,v;)) mit

T(qr,v;) = Zéy/2 +9/2,
v=1

die in |t — 7| < T(g;, v;) lokal regular analytisch ist. Sei T'(¢,, v,) endlich.
Es ist U > 0 auf [7,7 + T(¢;,v;)), so daB kein Zusammenstof§ eintritt. Sei
(t,) eine Folge mit

t, € (1,7 +T(qr,vr)),
ty 17+ T(gr,v5), v — 00,
Uq(t,)) <A

mit einer positiven Konstante A. Wihlen wir t, hinreichend nahe bei 7 +
T'(gr,vr), so kénnen wir das System (5.4) mit den Anfangswerten (g, , vy, ),
in [t,,t, + §) losen, die Losung ist reguléar analytisch in [t — ¢,| < 0 mit

~

g o T
(6n +1)M
— ~, 2 ~
F= P M=+ P pe/Arh
14A 14A

ty+06/2>T(q,v:) + T

Insbesondere ist U(q(t)) gleichméaBig beschriankt in 7 <t < 74 T(q;,v;).
Bei der Konstruktion der ¢, konnen wir somit fiir die d, imemr ein und
dieselbe positive Grofle wahlen, v = 1,2, .. .. Die aus den ¢, gebildete Reihe
divergiert also, im Gegensatz zu unserer Annahme 7'(¢,,v;) < +oc. [
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Aus Satz 5.2 folgt nun, daf im Fall T'(¢,, v,) < +00 wegen

U — kaml

.
k<l R

der Kleinste der n(n—1)/2 Abstande ry(k <) fir t T 7+T(qr, v;) gegen 0
strebt. Bei t; = 7+ T'(¢;, v;) handelt es sich also um die erste Singularitét
fiir mindestens ein ¢(t), da nach dem Satz von der lebendigen Kraft (5.9)
die Grofle T fir t T 7+ T(q,, v;) gegen 400 stebt, also wenigstens ein |§(t)]
dann unendlich grof wird, wéihrend die ¢(t) eventuell beschrankt bleiben.
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