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A. Allgemeines iiber Tensoren

§1. Tensoren

Sei V ein Vektorraum iiber R. Dann setzen wir

V*i={ple: V — R linear}

V* wird in der iiblichen Weise zu einem Vektorraum iiber R gemacht. Sei

dim V = n. Dann ist auch dim V* = n. Sei 6F = {g’:fj, 1 <14, k<n.
Sei 6 = 6;; = 6F. Sei ey, ..., e, eine Basis von V. Df;nn ist durch
e (i: )\iez-) =\, d.h
i=1
e"e))=06F, 1<k<n
eine Basis in V* gegeben. Sie heifit die zu eq, ..., e, duale Basis.

Definition A.1.1: Seien p,q € Ny, p+q > 1. Eine Abbildung

T:V'x..xV'xVx...xV >R
p*ﬂr/[al qual

heifit Multilinearform, wenn

) ) . , - . -
eV ev* %

T( '7x+y7' ) — T(' 7\\'%'/7 )+T( Y y ) )
ev ev ev

T(.., uy...) = XNT(...,u,...),
T(.., x,...) = M\T(...,z,...)

Der R-Vektorraum der multilinearen Abbildungen T : V* x ... x V*xV x
o XV = R heifft TV = T;(V), seine Blemente Tensoren, und zwar p-fach
kontravariante, q-fach kovariante Tensoren.

Satz A.1.2 (Koordinatendarstellung beziiglich einer Basis eq, ... e,
eV): SeiT € 17, e, ..., e, eine Basis von V, el,....e" diezuey,..., e,
duale Basis. Dann lifit sich T auf eine und nur eine Weise darstellen als



1 B iy 1 :
T (U, yup,x, ..., 2% = E Tir gy g e

jl...jq
1<iq,...ip<n
1<j1,-09q<n

mat

u u
up = Zulkek, Uy = Zupkek,
k=1 k=1
u u
ol = Zajlkek, ooal = qukek.
k=1 k=1

Fiir die n?™ Komponenten lel___j’q” von T gilt
i1.0p i i _ _
T, = T(e",....e" ej,...,¢e5)

Beweis: Darstellbarkeit: Einsetzen der Linearkombinationen fiir u, . ..

1 :  eait e Qo _ _ 1k _ sjk
z', ..., zl. Eindeutigkeit: Sei w1y = 0k, ..., upk = 0p g, " = 60", ..

i k
524" also

N R v ¥ R /¢ RSy SN PN ¥ AF BN 1
Utiy * oo U, T TV =0, 0 0,

fiir einen festen Multiindex (4y,...,%,,7,,- - 7iq)' Dann folgt

11 l ' ) . l’l)"'?ip
T(eh, e e, ) =T,

]

Wir untersuchen nun das Verhalten der Tensoren bei linearen Abbildun-

gen. Einsteinsche Summationskonvention.

Satz A.1.3: Sind vy, ..., v, und wq, ..., w, Basen in V mit

U; = tfwkn
t tn

T = ,
ty th

so qilt fiir die zugehorigen dualen Basen

v = f{wl

mat



tl R
Til _ n n
..t
so dafs (f{) die inverse Matriz zu (t¥) ist, also f;ti = 0, th =0, wy, = Ll

Beweis: Es ist

tHw! (v;) = Hw' (thwy),

= f{tf w'(wy) = f{ti = .

7

Also ist

Offenbar ist

tkvl = {! tlwz = 5,€wl = Wp.
O

Satz A.1.4 (Transformationsformel eines Tensors): Sei 7 € TP.

Seien lel ;. die Komponenten des Tensors T beziiglich eq,...,e,. Seien
Ler . Jq
T;ll;;’ die Komponenten von T beziglich wy, ..., w,. Dann gilt
Tk ky _  k kp 11 FJqrit-eip
Ty =t T

Beweis: Aus den Siatzen A.1.3 und A.1.2 folgen die nachstehenden Schliisse:
Es ist

(All)e=Tw
fiir die Basisspalten e, w in V', und

(A12)e=T"'w
fiir die Basisspalten e,w in V*. Fiir die Komponentenspalte u; von wu;
beziiglich w gilt somit

Ei = T_l*ﬂia

wenn u; die Komponentenspalte von u; beziiglich € bedeutet, und
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7 =T%,

ey
(A.1.4) |
_ (T**l)*?

bei entsprechender Bezeichnung. Damit folgt

1 q\ 11...0p 1j qj

T(ul,...,up,ac gy ) = 7}1___jqu1i1...upip.x Lot

_ pliedp ki~ L Py Ie~s 1 . Flarqlg

= Lyt Wk U G T T

. kl kp le Vjp il ...lp

prem— fil . tip tll o o . tlp Tjjl._.jq/

ly...lq
ﬂlkl L ﬂpkpi‘”l S %’qlq.
Der Satz ist bewiesen. ]

Hinweise: ,, Komponenten“von 7 bezieht sich auf die Darstellung ein-

und derselben Zahl 7 (uy, ..., u,, x', ..., 2%) beziiglich der Basis ey, . . . e,
beziehungsweise der Basis wy, ..., w,. Man kann natiirlich auch ansetzen
fllfllfp = T(wh, .. w oy, .. ,wy,)
= T(tflleil, . ,tfpeip, tvgllejl, . ,f{:ejq)
= T

und gelangt zu demselben Ergebnis.

Wir bringen einige Erlduterungen:

Die n Komponenten eines Vektors u € V* beziiglich einer Basis ey, ..., e,
von V, d.i. beziiglich einer Basis e!, ..., e" von V*, transformieren sich bei
Ubergang

(s. A.1.3), d.h.



ﬂk = Lz}fu@
Demnach transformieren sich die Tensorkomponenten beziiglich der unte-
ren Indizes wie die Komponenten eines Vektors v € V* und diese wegen
(A.1.5) wie die Basis e. Man sagt, die Tensorkomponenten transfor-
mieren sich kovariant (zur Basis von V') beziiglich der unteren
Indizes. Die Vektoren aus V* heissen kovariante Vektoren. Fiir
x € V gilt fiir die Komponentenspalten

T=1T7.
Wegen T' = (T~1*)~1* transformieren sich die Komponentenspalten kon-
tragredient zur Basis (s. (A.1.5)). Daher bezeichnet man die Vekto-
ren aus V' als kontravariante Vektoren. Die Tensorkomponenten

transformieren sich also kontravariant beziiglich der oberen In-
dizes.

Beispiele:

1.z €V, z = zFe;. Sei

z(u) == u(r), u e V"
= z: V" = R linear

x ist 1-fach kontravarianter, O-fach kovarianter Tensor:

Komponenten: z(e¥) = ef(x) = 2"

Ubergang zu neuer Basis:

" = z(wh) = x(the’) = tha'.

2. u:V — R linear, d.h. u € V*
u ist O-fach kontravarianter, 1-fach kovarianter Tensor. Ubergang zu
neuer Basis:

w = u(e;) = tiug,

ﬂk = vi;ul

3. Wir betrachten den R-Vektorraum T7. Da ein 7 € T} gerade nP™4
Komponenten hat, ist die Vermutung naheliegend, dafi 77 die Dimen-
sion n?T? hat. Dies bestétigen wir wie folgt: Die Basis e1, ..., e, von V
und die dazu duale Basis el . .., e" haben die folgenden Eigenschaften:
Nach 2. ist vermoge



ei(u) = u(e)

= upe™(e;) = v

e; eine lineare Abbildung von V* in R. Wie schon in 2. wollen wir sie
auch mit e; bezeichnen. Dann ist
coeep et el

62'1

als Produkt von linearen Abbildungen von V* in R bzw. V in R selbst
aus Tg’. Auf diese Art erhilt man n?™? Elemente aus T 5’ . Aus

s eyl =0
folgt
)\;11'_:'_3261'1(611) ca Bip(eip) . ejl(eil e 6jq<eiq) =0

fiir ein beliebiges, aber festes (p+¢q) - Tupel (i, . .. s J s ,iq). Also
ist

lq

)\il..._j? 0
und die Multilinearformen e;, -. . .-eipejl-. ..-¢Ja sind linear unabhéingig in
T?. Sie bilden auch eine Basis in T}, da nach Satz A.1.2 fiir ein Element

T € T7 gilt

T (ut, ... up,xt, ... %) = T;f;:e“(ul) e (up) et (xh) el (29),

also in T} folgt

T:lel ey e et el
e

Der Vollstandigkeit halber bringen wir noch

Definition A.1.5: Fiir p = q =0 sei T} = {\X € R}. Man sagt, die
Tensoren nullter Stufe sind die Konstanten. \ heifit die Komponente
des Tensors T = X € Ty(nPT1=n =1).

Die Elemente aus T} heifien auch Invarianten. Diese jetzt noch nicht
einsichtige Bezeichnung wird in §2, Beispiel 2, gerechtfertigt.



§2. Das Rechnen mit Tensoren. Euklidische Vektorraume

Sei wieder V' ein n-dimensionaler Vektorraum iiber R, V* sein Dualraum.

Definition A.2.1:
1. Seiten T € TP, S € T?. Dann ist

R=T7T+S

(Ut .o yup, xty o @) — T(ug, .. up, 2D +S (g, e up,

aus TV und hat die Komponenten

Rl p_Tl .p_i_Sl P

jl---jq - jl---]q _jqu
/
2. SeienT €T, S € T;ﬂ. Dann ist
R =TS
! / 1 q 1 1q
(Ury ooy Upy Uy, e Uy T, )
1 q / ! i 1q
T(ur,..;up,x ... 2?) - S(uy, .. uy, 2. o7)
p+p/ -
aus T,/ und hat die Komponenten

ieipiledly i, e

3. P durchlaufe die Menge aller plq! Permutationen, bei denen die p kova-
rianten Vektoren uq, ..., u,, oberen kontravarianten Indizes und die g
kontravarianten Vektoren x', ..., x%, unteren kovarianten Indizes nur
unter sich permutiert werden. Ser L € N. Jedem A € N;1 < A\ < L,
und jedem P sei eine reelle Zahl 05‘3 zugeordnet. Man sagt, der Tensor
T € TY erfiille die Symmetriebedingung c%, 1< AL, PeP, wenn
gilt

\ . .
0= E T (Wi iy, 27 20 (o,
PeP



|7)(u1,...,up,x1,...,mq):

\...:(uil,...,uip,a;jl,...,ach),

In Komponenten heifit dies: Fiir jedes Index-Tupel (i1, ..., 0p, J1, - - -, Jq)

18t
0=> T |p
PeP
|7)(i1,...,ip,j1,...,jq):(ll,...,lp,nl,...,nq),
1§z'1,...z'p,j1,...,jq§n,
1< A< L
Beispiel:

U C R", U offen, T,(U) = R" = V mit Basis e, ...,e, (Eine Karte mit
Identitdt als Abbildung). ¢ € NU {0}, ¢ < n. Alternierende Multilinear-
form:

(1) T(x, ... 2t .. 2, 2+ T (2, 27, 2t 29) =0,1< .
Umschreibung: A =1, ..., L = Indizierung von {(4,j)|1 <i < j < n}
cg\j =1, P =id. Permutation
cp =1, P = Perm. mit i, j vertauscht, (i, j) gehért zu A
c% =0, sonst

Offenbar: (1) < 0= pcp7 (21, ... 20)|. ..

In Komponenten:

(2) Ty jieejma + Tirogniis = 0

A, P wie oben, 1 < j,..., 7, < n:

_ A
0= § CPTnl...nq‘(nl,...,nq):’P(jl,...,jq)
PeP

(Alternierende) Differentialformen.



Mogliche Ergidnzung: Seien 1 < iy,...0p,71,...,J; < n. Py, ..., 0,
Jis- -, Jq) entsteht, indem P auf (1,...,p,1,...,q) angewandt wird und
1,...,pund 1,...,q nur unter sich permutiert werden. Ergebnis:

P(il,...,ip,jl,...,jq) = (ll,...,lp,nl,...nq).

Durch Definition A.2.1 haben wir in von der Wahl der Basis in V un-
abhéngiger Weise die Addition von Tensoren gleicher Stufe, die Multipli-
kation von Tensoren beliebiger Stufe und den Begriff der Symmetriebe-
dingung fiir Tensoren beliebiger aber fester Kontravarianz- und Kovari-
anzstufe erklart. Zur Erklarung der vierten Operation mit Tensoren, der
Verjiingung, ist es zweckméflig, den Begriff des Tensors noch auf eine an-
dere Art zu erkldren, die zwar anfechtbar, aber zweckméafig ist.

g-Formen.
Teilraum der n? rein kovarianten Tensoren g-ter Stufe. Nach Analysis/Mathe
fiir Physiker IIT ist wegen (1) seine Dimension nur ().

Basis: dz/t A .. ANdadi, 1 < gy < ... < j, <mn,

T(zt,. .. 2 = le,_,jqujl A ... A dzle
Summation: 1 < j; < ... < j, < u.
(Alt.) ¢g-Form eigentlich Tensorfeld. Bei Mannigfaltigkeiten.

Definition A.2.2: Se: V' ein V-Raum der Dimension n, V* sein Dual-
raum. Ein Tensor (p+q)-ter Stufe, der also p-fach kontravariant und q-fach
kovariant ist, ist eine Zuordnung

(A2.1) (( er,--yen ), ( e, e" )) — nP*? Zahlen T;f;f;
Basis von v Duale Basis von v+

derart, daf bei Ubergang

w="T""e,
w="Te
zu einer neuen Basis (wy, ..., w,) von V und der zugehérigen dualen Basis
(wh, ..., w™) von V* fiir die n?*® Zahlen T;f;;’ nach (A.2.1) gilt:

kl...kp - k1 kp le "jq Zl’Lp
El...lq - t’Ll tt tlp tll T th T]qu



Beseitigung der Anfechtbarkeit: Multilinearformen 7 : V*? x V¢ — R
mit

T(en, ... e, Cj, .- €j,) = T;f;j
Aus der Multilinearitit folgt die Formel des Satzes A.1.2. Nach Definition
A.2.2 sind bez. einer neuen Basis w, . . ., w, die T;f;: =T (w",...,wr wj,... , W, ).

Rechenoperationen zwischen Tensoren kénnen also fiir die Tensorkompo-
nenten erkldrt werden, sofern das Ergebnis das richtige Transformations-
verhalten aufweist. Dies benutzen wir in

Definition A.2.3: Seien p,q > 1. Aus 7 € T? entsteht ein neuer Ten-
sor S € Tf:ll, indem man einen bestimmten oberen und einen bestimmten

unteren Index bei den T’ ;11;: identifiziert und dann iiber ihn summiert. Das
heifit

(A.2.2)

u

Sil...ik_likik+1...ip B Z ik ik

J1e-Ji=1J1J141-+-Jq — JrJiet jigreq
1=

Zu zeigen ist jetzt
Hilfsssatz A.2.4: Durch (A.2.2) ist ein Tensor S € Tf:ll gegeben.

Beweis: Vereinfachte Schreibweise: T usw.. Es ist

Tkl = ikt e T

poOT...)

= (tA7)thth 0ty T

pOT...)

= STtML AP T

poT..)

= R T T

pLT... )

also

okl... k4l IpIT EA...
Srt... - t:‘it)\ c 'trtt ce SpT... )

was zu beweisen war. ]

Die in Definition A.2.3 vorgenommene Operation heifit Verjiingung des
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Tensors 7. Nach Hilfssatz A.2.4 ist die Definition A.2.3 von der Wahl der
Basis von V' unabhéngig.

Beispiele:

1. Der ,Einheitstensor“6¥. Das Symbol 6 wurde auf Seite 1 eingefiihrt.
Es handelt sich um die Komponenten des Tensors £ € T} mit

E(u,z) = u(z) = upe® (z'e;) = *(e;) upa’ = upa.
gk

Die Symbole §°*, §;, haben bisher keine tensorielle Bedeutung. Durch
Verjiingung von &F entsteht der Tensor 6! = n von nullter Stufe.

2. Fir A€ R, T € TP ist AT € T (Definition A.1.5, Definition A.2.1,2.).
Unter den Begriff der Verjiingung fallt auch die Bildung von Invarian-
ten. Ist (p > 1,¢ > 1)7 € T? mit den Komponenten T}¥, so sind fiir
p beliebige, aber feste Vektoren u,v,... aus V* und ¢ beliebige, aber
feste Vektoren &, 7, ... aus V durch

ik...po.. ik... o
Srelh Trs... UV - - . 5p77

TS...lLK...

die Komponenten eines (p + ¢)-fach Kontravarianten, (p 4+ ¢)-fach ko-
varianten Tensors gegeben (u = w,e', v = v.e”, ..., & = &), n =
n’eq, Beispiele 1,2, Seite ....., Definition A.2.1,2.). Durch (p 4 ¢)-fache
Verjiingung erhalten wir den Tensor O-ter Stufe mit der Komponente

(A.2.3)
= Y T €
1<i,k,...<n,
1§7',s,...§n
Die rechte Seite ist invariant gegen Abédnderung der Basis eq,...,e,.

Die Tensoren nullter Stufe werden wir daher als Invarianten bezeich-
nen. Aus der Definition der Tensoren ist klar, daf3 die rechte Seite von
(A.2.3) eine Invariante ist, da es sich um den Zahlenwert 7 (u, v, ...,&,n,...)

handelt.

3. Multivektoren. Sei V' n-dim, V R iiber R, e, ..., e, eine Basis, r € N,
1 <r < n.Seien &,n,...,C r Vektoren aus V mit den Komponenten
£.n', ..., (" beziiglich ey, . . ., e,. Ihnen ordnen wir die n” Bestimmungs-
zahlen

11



gik...l: fk 77k Ck
51 771 C-l
zu. Wegen
Si 772' Cz

et Ch >
l l : 1 (i1 ,ig,.ir)=
5 n c. C =P(i,k,...,1)
gilniQ . CZT

sind die ¢**+! die Komponenten eines r-fach kontravarianten Tensors,
den wir als duleres Produkt oder r-Multivektor

EANN...NC
von &,7,...,C bezeichnen. Er geniigt gewissen Symmetrierelationen
wie man schon aus & A 7 mit den Komponenten s* = ¢in¥ — ¢Fpy

erkennt. Es ist

EAN+NAE=0
(Schiefsymmetrie, alternierende Multilinearform).

Sei jetzt V' euklidisch mit Skalarprodukt (.,.). Dann kann man unter den
unendlich vielen Isomorphismen von V* auf V' einen auszeichnen, der das
Transformationsverhalten der Komponenten richtig wiedergibt.

Definition A.2.5: Ser V' euklidisch mit Basis eq, ..., e,. Durch

gik = (617 €k)

1st eine nichtsinguldre Matriz mit g;x = G,

gin€'€" > colCP, €= (¢,...,€" €R,
co eine positive Konstante, und ein zweifach kovarianter Tensor gegeben,
den wir als den Fundamentaltensor bezeichnen.

Der tensorielle Charakter der g;;, folgt aus w = T le = T e

12



= kel)
t (ej7el)

(Vgl. (A.1.5), Definition A.2.2). Die Symmetrie g;; — gri = 0 ist eine Folge
der Symmetrie des Skalarprodukts in V und ein Beispiel fiir Definition
A21, 3.

(wi,wi) = (fe
!

Mit & = Ele; folgt

g€ = |I¢IP, 111l = (,)2 = Norm in V;
und daraus ergibt sich die positive Definitheit der Form g;,£'¢".

Hilfssatz A.2.6: Sei (¢'%) die zur Matriz (g;;) inverse Matriz. Dann bil-
den die ¢"* die Komponenten eines zweifach kontravarianten Tensorfeldes.

Beweis: Es ist

Pt g Gy = ttlg™iilg;,
= g™ i g5,
= P! tqt]g g,
= 5.619% 951
= 111.9" g,
- tg)tlr6la
= ' = oP.
Demnach ist
g = 't g™*

bei Ubergang zu einer neuen Basis. [

Da dimV* = n ist, sind V und V* isomorph. Doch 14t sich unter den
unendlich vielen Isomorphismen von V' auf V* und umgekehrt zunéchst
keiner in willkiirfreier Weise auszeichnen. Erst wenn V' euklidisch ist, ha-
ben wir die folgende gednderte Situation:

Sei eq,...,e, eine Basis von V. Jedem kontravarianten Vektor

§=¢"e
ordnen wir vermoge
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den kovarianten Vektor

zu und erhalten so einen Isomorphismus J : V' — V*, der von der Aus-
wahl der Basis eq,...,e, unabhéngig ist. Bei euklidischem V' lassen wir
daher die Unterscheidung zwischen kovarianten und kontravarianten Vek-
toren fortfallen und sprechen nur noch von kovarianten und kontravarianten
Komponenten eines Vektors schlechthin.

Im euklidischen Fall steht nun als Spezialfall der Verjiingung der Prozess
des Jonglierens oder Indexziehens zur Verfiigung.

Definition A.2.7: Sei V euklidisch. Seien T*! die n?*% Komponenten
eines p-fach kontravarianten, q-fach kovarianten Tensors. Wir schreiben
im euklidischen Fall gelegentlich

TZk"'lHHrs..-t statt Tfﬁftl

Derselbe Tensor kann zundchst durch seine rein kontravarianten Kompo-
nenten

Tik...l rs..t tr | Tzk:l

=997 .9
sodann aber auch durch p+ q Arten von (p+ q — 1)-fach kontravarianten,
1-fach kovarianten Komponenten

po ... T,

k..lrs...t vk..Irs...t
T i = 9T

Y

ferner durch (p42rq> Arten von (p + q — 2)-fach kontravarianten, 2-fach ko-

vartanten Komponenten

Ldrs.t Lk..drs...t
T ik = GiuGkk * T

k..l s..t tk..lps...t
,Ti r = GilGrp ° T P

Y

usw., und schliefflich auch noch durch seine rein kovarianten Komponenten
gegeben werden, also durch

Tiktrst = GirGke - - Gix - GrpGsor - - - Ger T HP7 T
Im euklidischen Raum kann also ein Tensor (p + ¢)-ter Stufe durch (pz)rq) 4

PT 4+ ...+ (ﬁig) = 2P"4 Arten von Komponenten gegeben werden.

14



Beispiele:

1. Das Symbol 6;; wurde auf Seite 1 eingefiihrt. Es handelt sich um die
Komponenten des Tensors £ € Ty mit

E(xr,y) = due'(z)ef(y),
dine' (x'e;)e (y'er),
= 5,-/€:cj5;yl5f,

7
= 0ix Yk,
u
_ Zxkyk
k=1

Ist V' euklidisch und g¢;z = (e;, ex) = dix, so heift die Basis eq, ..., e,
von V cartesisch. In diesem Falle stimmen kontravariante und kovari-

ante Komponenten eines Tensors iiberein.

2. Der r-Multivektor € An A ... A wurde in Beispiel 3 auf Seite 11 ein-
gefiihrt. Sei V' euklidisch. Seien &;;.. ; die rein kovarianten Komponenten
des Tensors £, Dann ist

gh-tey 1>0

und

1 .
ITQ = —,flk"'lfik...z
T

eine Invariante. Im linearen Raum (s. §3) 148t sich I? als das Inhalts-
quadrat des von &, 7, .. ., ( aufgespannten r-dimensionalen Parallelepi-
peds interpretieren. Man kann zeigen

11 (&m) - (€0)
(n.8) Al . (n.¢)

o
I

€6 (Cm) - |ICIP

Hinweis: (£,7) € T27°, ¢, variabel,

(&n) = gué'n".
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Sind &, n fest, so ist also (£, 7) eine Invariante im Sinn von Beispiel 2,
Seite 11. Daher spricht man auch von der invarianten quadratischen
Form g;in.

. Sei V euklidisch, seien &, € V. Der Bivektor £ A7 ist aus T2 mit den
Komponenten
Sind & = gi&", mk = g’y &k = gugri€? = Emp — & die kovarianten

Komponenten von &, 7 und

&N n, ist weiter n = 3

g = det(gir),

so verhalten sich

(Eir1Mit2 — Eivamisr)

1+ 1= st i+ 1 modn > 1,

Re
1+2= Resti+2modn >1,

d.h.
.
P = \/§ 2713 372),
p = %(53771 — &im3),
P3 = i(fﬂh — 52771)

V9

wie die Komponenten eines kontravarianten Vektors, wenn wir nur
Basistransformationen 7" mit detT > 0 zulassen (siche Seite 2).
Dariiberhinaus besteht eine eineindeutige Zuordnung zwischen den &1,
1 <i<k<3undden p’, 1 <j <3.Der Vektor p mit den kontrava-
rianten Komponenten p', p?, p? heifit das Vektorprodukt

p =[]

16



Wir rechnen das Transformationsverhalten der p’ nach:
e="Tn - tkt gk] = p' =1y
=T"'p Y 5t szg = p =0y
i Lthtiy = o =P

P = > ttptiée;

pa)e{(1,2, 3) (2 3,1),(3,1,2)}

= O IRAALE

kg lpge..

€,=0

= SN @t - i th)e,
Jj<k l,p,q€...

j=1

= 1,3,2 2,3

kein Beitrag Z (t, bty — t t )532

l,q,p€...

= —é\gg detT' = det ngg

det T>0

(tith Gir) = T*GT Behauptung,.

Bei einer cartesischen Basis g;; = 0;. erhélt man das iibliche, aus
der linearen Algebra bekannte Vektorprodukt. Wie diese Untersuchung
lehrt, ist dieses sog. Vektorprodukt von Hause aus kein Vektor, son-
dern ein schiefsymmetrischer Tensor zweiter Stufe, ndmlich ein Bivek-
tor, dessen kov. Komponenten & = & — &n; sind. Nur durch die
Beschrankung auf n = 3 und die Untergruppe aller Basistransforma-
tionen mit positiver (Funktional)determinante, also durch willkiirli-
che, nicht durch die Natur des Raumes gegebene Auszeichnung eines
bestimmten Schraubungssinnes, wird eine eindeutige Korrespondenz
zwischen den schiefsymmetrischen Tensoren zweiter Stufe und den Vek-
toren ermoglicht und damit eine Représentation dieser Tensoren durch
Vektoren. Wir werden spéter auf diese Fragestellungen in verallgemei-
nerter Form zuriickkommen.

Zunachst bleiben wir noch im euklidischen Vektorraum V mit carte-
sischer Basis. Die Anordnungen (1,2,3) und (2,3,1) und (3,1,2) heiflen
zueinander zyklische Vertauschungen. Alle anderen ((2,1,3) und (3,2,1)
und (1,3,2)) nennen wir antizyklisch.

Im euklidischen Fall entfdllt die Unterscheidung zwischen kovarianten
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und kontravarianten Vektoren, bei Verwendung einer cartesischen Ba-
sis auch der zwischen kovarianten und kontravarianten Komponenten.
Es ist bei Verwendung einer cartesischen Basis im Euklidischen

[6,’, ej] — €k, (i7j7 k.) ZYkhSCh,
lei, e;] = —er (4,7, k) antizyklisch

so dafl wir in
(1, (4,7, k) zyklisch zu 1,2, 3

Eijk = (e, [ej,ex]) =< —1, (4,4, k) antizyklisch zu 1,2, 3

L 0, (4,7, k) sonstwie
bei Beschrankung auf orthogonale Transf. 7" mit det 7" > 0 einen schief-

symmetrischen Tensor dritter Stufe erhalten. Damit folgt

3

[57 77] - Z Ci€;

=1
¢ = E Eiik&ink
1<, k<3

Dies steht in Ubereinstimmung mit meinen Definitionen [L, S. 107,
137]:

SUIES Z (&imr — Exmi)en

(i,k,1)em,(1,2,3)

- 0 0
rotz = Z (83@ k— a—xkzz) €1,

(i,k,01)em,(1,2,3)

7.(1,2,3) = {(2,3,1),(3,1,2), (1,2,3)}.

. Sei A : V — V eine lineare Abbildung von V in sich. Sei eq, ..., e, eine

Basis von V, £&* = A(), & = £¥e;, € = £le;, also

& = Ajg" mit

A(Bk) = A;{:ez
Bei Ubergang zu einer neuen Basis e = T*w gilt, wie man leicht nach-
rechnet
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Ai _ 4ifl Ad
Die A% sind also die Komponenten eines einfach kontravarianten, ein-
fach kovarianten Tensors.

Ist V' euklidisch, so entsteht

Ai, = gz’jA‘Z;,

ist die Basis cartesisch, so haben wir

Ajp = Al
Die zu den A% gehérige Linearform &€ € T} ist
E(u,x) = Ajei(u)e(z)
in Basisdarstellung.
Zu Beispiel 4: Die Formel fiir E}f bedeutet
A = TAT ! oder
A = T'AT
und beschreibt A bzw. A nach der Basistransformation w = T e
bzw. e = T*w. Sie fithrt bei geeigneter Wahl von T" auf die Jordansche

Normalform.

Wir schlieen mit einigen Merkregeln: V' VRaum der Dimension
n iiber R. Sei

T = (t%) n x n-Matrix mit det T # 0, Zeilenindex oben. T~' =: (1}).

Basisiibergang:

e=T'w

" bezieht sich i. f. auf w-Basis. Dann folgt fiir die dualen Basen

[y

e=T"

19
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fiir die Komponentenspalten in V:

< T-1% (kontravariant),

fiir die Komponentenspalten in V'*:

u = T*7 | (kovariant)
fiir Tensorkomponenten allgemein.
Tkl — it 0 T

Umkehrung des Basisiibergangs:

w = (T e,

w = T,

7z = T7,

v = (T"H*u
ik...l 7k o TR
Trs...t - tLtK;" t)\tpt : -t Tpa T

Es handelt sich also bei der Umkehrung des Basisiibergangs um ein
Austauschen der Leerstellen iiber ¢ mit dem Symbol ,,~ “.

Wir befassen uns noch mit der Herstellung von Tensoren. Sei V' ein
Vektorraum der Dimension n mit Basis €1, ...,en. Dieser Basis ordnen
wir nP™4 willkiirliche Zahlen T*! zu und setzen

T (ut,. .. up,xt, ... %) = Z T Z’”e@1 (up)-.. -eip(up)-ejl(a:l)-. _-ed1(z9)

J1---Jq
1<i1 e nyip<u,
1§j1-,---7jq§u

Dann ist 7 € TP. Vermoge

k
€, = t wk, ce
1 fn
et = tkw
bei Ubergang zu einer neuen Basis wq, ..., w, in V erhilt man sofort
1 Ok ke ity Wiy (U1) - w (Up).
T(uy,...,up,x ..., 2% =t ...t ... 6"T, o 1P
b U b g T, () - wle(29),
,~21r---"~’p
=ty

20



als invarianten Ausdruck. Tensoren gibt es wie Sand am Meer (s. §3,
Ende fiir die Herstellung von Tensorfeldern).
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§3. Mannigfaltigkeiten. Der lineare Raum

Sei (£2,T) ein topologischer separierter Raum (Hansdorffraum). Eine Fol-
ge (P,) von Punkten P, € Q heifit konvergent gegen P(P, — P), wenn
in jeder P enthaltenden offenen Menge fast alle P, liegen. Sei (€)', T") ein
weiterer Hansdorffraum. Die Abbildung ¢ : 0 — € heif3t stetig, wenn aus
P, — P folgt o(P,) — v(P).

Definition A.3.1: Eine n-dimensionale Mannigfalt M der Klasse C*,
k € NU {oc}, ist ein Hausdorffraum M = (Q,T) mit folgenden FEigen-
schaften: Es gibt ein System von offenen Mengen U, p € I, mit

a=Ju,

pnel
II. Zv U,30, C R" offen und f, : U, — O,, topologisch.
II. Sei U, NU, # ¢. Dann sind

L.

Juo fy_l (U, N Uu) - fu(Uv N Uu)

k-Mal stetig differenzierbar und

det ]fuof;l % 0

~

IV. Sind fj)\, A € I ein weiteres System von offenen Mengen in € mit
Abbildungen fA von U, auf O,\, das den Aziomen 1. bis III. geniigt.
Sei U, NUy # ¢. Das System Uy, A € I heifst zuldssig, wenn f, o
f/\ fA(UA nu,) — fM(U,\ NU,) k-Mal stetig differenzierbar ist und

det ]qufA 1 # 0 ist.

Das System der (O,, f,,U,) nennen wir einen Atlas von M. Das Tripel
Oy, fu, Uy) heilt eine Karte von M. Die 2! ( Ji=1,...,n= f,(P) heilen
ein Koordinatensystem von M. Fiir f, o f schreiben wir

, = (1)
und III. in Def. A.3.1 bedeutet insbesondere

)

1
ox’ 70

14

det
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Meist ist I unendlich oder abzihlbar unendlich. Die f, bilden sozusagen
ein Urkoordinatensystem von M und die Einfiithrung eines neuen Koordi-
natensystems ist in Def. A.3.1, IV. geregelt. Eine differenzierbare Mannig-
faltigkeit trégt zunédchst noch keine differentialgeometrische, sondern nur
eine topologische Struktur. Alle geometrischen Eigenschaften werden un-
abhéngig vom gewéahlten Koordinatensystem sein miissen.

Wir weisen darauf hin, daf§ mit einer Mannigfaltigkeit M = (2, T) auch
V C Q, V offen und versehen mit der Relativtopologie T/, zu einer Man-
nigfaltigkeit wird: Es ist

v=|J vnu,
pel, VU, #6

Der Atlas ist {(0, N f(V U, fulV N ULV AU e I,VNU, # ¢}

Als erstes geometrisches Objekt fithren wir fiir eine C*-Mannigfaltigkeit
M den Tangentialraum 7p(M) im Punkte P € M ein.

Definition A.3.2: Sei I C R ein offenes Intervall. Sei M eine C*-
Mannigfaltigkeit. Sei p : I — M stetig. Dann heifst (I, , (1)) eine Kurve
in M. Eine Kurve in M heifst m-Mal stetig differenzierbar (m < k), wenn
die Koordinaten z'(t) von P(t) € o(I), t € I, in irgendeinem Koordinaten-
system m-Mal stetig differenzierbar nach t sind. Fine mindestens einmal
stetig differenzierbare Kurve heifst glatt. Eine aus endlich vielen glatten
Stiicken zusammengesetzte Kurve heifit stiickweise glatt.

Fiihren wir neue Koordinaten vermoge
r) = 2/(T") bzw.

7 = ()

ein, so sehen wir mit der Kettenregel, dafl die Begriffe ,,glatt usw.“ von der
Auswahl des Koordinatensystems geméafl Def. A.3.1 IV unabhéngig sind.

Definition A.3.3: Sei M = (2,T) eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit.
Sei P € Q) ewn fester Punkt. Von zwei durch P laufenden glatten Kurven,
in Koordinaten x'(t),y'(t) beziiglich desselben Koordinatensystems, sagen
wir, sie haben in P den gleichen Tangentenvektor t, wenn in P gilt
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dx’ B dy’

dt — dt
Diese Definition ist wegen der Kettenregel vom Koordinatensystem un-
abhdngig.

Mit Definition A.3.3 haben wir eine Aquivalenzrelation fiir alle durch P
laufenden glatten Kurfen definiert, und zwar unabhéngig vom Koordina-
tensystem: Zwei solche Kurven sind dquivalent, wenn sie in P den gleichen
Tangentenvektor t haben. Man iiberlegt sich leicht, daf3 die drei Eigen-
schaften einer Aquivalenzrelation: Symmetrie, Reflexivitéit und Transiti-
vitat erfiillt sind.

Definition und Satz A.3.4: Die Tangentenvektoren in P selbst wer-
den als die durch die obige Relation gegebenen Aquivalenzklassen definiert.
Dann bilden die Tangentenvektoren in P einen n-dimensionalen Vektor-
raum Tp(M) dber R, den Tangentialraum.

Beweis: Ohne Einschriankung sei I = (—¢, +¢), vgl. Definition A.3.2, P
habe die Koordinaten z°(0). Sei ¢ € R. Wenn x'(¢) den Tangentenvektor t
hat, so ist fiir 2(t) = 2'(c- t) gerade

dz’' dz’
%(0) =c— (0)

Die Kurven z'(c-t) liegen bei festem c in ein- und derselben Aquivalenzklas-
se, wenn die z(t) eine Aquivalenzklasse durchlaufen. Wir bezeichnen diese
Klasse mit ct. Nun muss noch die Addition von Tangentenvektoren erklért
werden. Durchlaufen z*(t), 2} (t) alle Kurven einer Klasse, Tangentenvektor
t, und y'(t), yi(t) alle Kurven einer anderen Klasse, Tangentenvektor u, so
gehoren alle 2(t) + y'(t) — (2°(0) = ¢*(0)) ein- und derselben Klasse an,

denn gilt in P die Beziehung dd—fcti(()) = %(O) und dd—{(()) = dd—%li(O), so folgt

S )0) = el + ) (0).

Diese Aquivalenzklasse bezeichnen wir mit t+u. Diese Unabhéngigkeit der
Definitionen von ct und t4+u vom Koordinatensystem bestétigen wir wieder
mit der Kettenregel. Dafl die Tangentenvektoren bei dieser Multiplaktion
mit reellen Zahlen und bei dieser Addition einen Vektorraum iiber R bilden,
kann man wieder in einem speziellen Koordinatensystem durch direkten
Nachweis der Axiome des Vektorraums nachpriifen. Aus der Kettenregel
folgt dann wieder die Giiltigkeit beziiglich jedes Koordinatensystems. Da
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z'(t) = 5% + 2°(0)
Kurven mit den Tangentenvektoren (dz’/dt)(0) = % in P sind, aus denen

man alle Tangentenvektoren (dy’/dt)(0) linear kombinieren kann, folgt, daf
die Dimension des Vektorraums der Tangentenvektoren in P gerade n ist. [

Beispiel: Sei M k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R" wie in mei-
ner Vorlesung Mathematik fiir Physiker III, §7. In §8 hatten wir dort den
Tangentialraum konstruiert. ¢’ sind die Koordinaten einer Karte (W, =1, V =
MnNU),1<i<kim Sinn von Def. A.3.1 bzw. (W,p, V = M NU) im
Sinn von Mathematik fiir Physiker III, §7.

Mit diesem Atlas und der Relativtopologie bildet M = (Q,T) eine k-
dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit im Sinn der Definition A.3.1.
Q) ist jetzt die ,,Punktmenge “ M, T ist die Relativtopologie in dieser Punkt-
menge. Im Unterschied zu Def. A.3.1 ist M in einem gréfleren Raum,
ndmlich R" eingebettet, wenn £ < n — 1 ist. Das hatten wir uns bei der
Definition des Tangentialraums in §8 zu Nutze gemacht. Ist 7 € (—¢, ) der
Kurvenparameter, so ist nach Definition A.3.4.

d .
<d—t’> (0) der Tangentenvektor bzw. der Reprasentant der Aquivalenzklasse.
-

Nach ,, Mathematik fiir Physiker ITI “, §8, ist ein Vektor der Form \;(9¢|0t!)(¢1(0))+
-+ M (0p]0tF) (#(0)), némlich

de(t'(7)), N~ 092
o= L gt 0)
do , . dt’
2 H(0) (0
=\j

~ ~
Ist nun £¢°(0) = <L ¢+ (0) fiir zwei Kurven in W, so ist offenbar

dolf(r), -
dr =0 dr =0 N
nach obiger Formel fiir dp(t'(7))/dr. Ist umgekehrt fiir zwei Kurven t'(7),

~t ~

t (7) in W durch ¢(¢(0)) = ¢(¢ (0)) auch

k . ~.
gp ~l dt’ dt
0=3 5O =t O)(G0) =50,



so folgt mit der linearen Unabhingigkeite der p/0t!, ... dp/0tF, daB

~. ~J
dt’ dt
—(0) = ——(0
dT( ) dr (0)
ist, also die Kurven in derselben Aquivalenzklasse gem&f Definition A.3.4
liegen. Damit haben wir eine umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen

den Tangentenvektoren geméafl Definition A.3.4 und den Tangentenvekto-
ren \;Op/Ot! + ...+ \pOp/Ot" hergestellt.

Definition und Satz A.3.5: Sei M = (2, T) eine n-dimensionale Man-
nigfaltigkeit der Klasse C*. Sei durch f, mit xL(P) = fu(P) ein Urkoor-
dinatensystem von M gegeben. Sei Py € €) ein beliebiger aber fester Punkt
aus Q. Py habe die Koordinaten x}y. In Tp (M) ist eine Basis besonders
ausgezeichnet, namlich diejenige mit den Basisvektoren e;, die Tangenten-
vektoren an die Kurven o%(t) = ok, k #4, 2'(t) = t + 2, d.h.

( Aquivalenzklasse mit Repr.
1 k k
lim £ (x"(t) — ()

Spalte mit n Komponenten
| t—0,t#0

Bei Ubergang zu einem neuen KS 7! vermége x* = x'(Z7) hat man in Py mit
den Koordinaten T, eine entsprechend ausgezeichnete Basis ey in Tp,(M)
Es ist in B

- . o1 l
e = tiej, t/ = %(l‘o)
— Vi 7i oz’ —1
e = lije, t; = %(1’0)

Zu Folge dessen transformieren sich, da mit T = (t}) gerade T~' = (') ist,
die Komponentenspalten eines Vektors in V- = Tp (M) nach dem Gesetz

SN

T=T"
(7 bezieht sich auf die Basis €y,...,€,).

Fiir den Cotangentialraum V* = Tp (M) gelten dann automatisch die Ge-
setze aus den Merkregeln in §2.

Beweis: Entscheidend ist, daff mit jedem Punkt P, der vom Koordina-
tensystem unabhéngige Tangentialraum V = Tp (M) und sein Dualraum
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V* = T}, (M) verbunden sind (Definition und Satz A.3.4). Ist 2'(t) eine
Kurve, die im neuen KS durch z¥(t) gegeben ist, so folgt aus der Ketten-

regel wegen x'(t) = 2(Z"(t)) gerade

o'
= T (T

oz" (®)
Da der Tangentenvektor in Fy unabhéngig von der Basis definiert ist, muss
gelten

@' (t)

x'le@- = I e

o' -k kv
aka e = T tk,ez-

mit noch zu bestimmenden #%. Wegen der Willkiir der 7 in P, folgt

5 Oz
oz’
und aus der Kettenregel ergibt sich
;  or
==
Der Rest der Behauptung folgt aus (A.1.4) und Satz A.1.3 oder insgesamt
aus den Merkregeln am Ende von §2. ]

Demnach verhalten sich die Vektoren des Tangentialraums V = Tp(M)
wie kontravariante Vektoren bei zuldssigen Koordinatentransformationen.
Dies gibt Veranlassung zur Definition von Tensorfeldern auf einer Mannig-
faltigkeit.

Definition A.3.6: Sei M = (0, T) n-dimensionale Mannigfaltigkeit und
von der Klasse C*. Seien p,q € NU{0}. Eine Abbildung T mit

Q3 Pr—Tp :Tp(M) x ... xTp(M)xTp(M) X ... x Tp(M) —

p—Mal q—Mal

— R, 7p € Tg(V)

mit V = Tp(M) heifit p-fach kontravariantes, q-fach kovariantes Tensor-
feld (p + q)-ter Stufe auf M. Tp = T(P) ist insbesondere vom KS un-
abhdngig.
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Andere Schreibweise:

T:9— | 10(Tp(M)),

P Tp € TV(Tp(M)).
Definition und Satz A.3.7: Sei M = (Q,T) n-dimensionale Mannig-
faltigkeit von der Klasse C*. Sei x' ein Koordinatensystem. Sei Py €
beliebig, aber fest. Py liege in der Karte (O, f,U) mit 2*(P) = f*(P),
P e U. Die Vektoren

T __pl
.17. Zo

lim [(P)—f ()
e, =

' — x

FEP) = fR(P) + 67 (f/(P) — f{(Ry)), 1 <k <m,

limo, 4 (ah() — ),

{ Aquivalenzklasse mit Reprisentant

t=f'(P)— f'(R),
z*(t) = 2" (P) = f*(P) = f*(Py) + 0t

aus Definition und Satz A.3.5 heiffen die von x' in Py induzierte Basis von
V =Tp,(M). Die Komponenten in Py eines Tensorfeldes T, von (p+q)-ter
Stufe auf M sind die Komponenten

T?l"'l.p(PO) = T“Zp(x%)) = TPo(eila SR eip7 €jy- s ejq)

jl---]q Jl---]q
von Tp, = T (Py) beziiglich der in Py induzierten Basis eq,...,e,. Gehen
wir zu einem anderen Koordinatensystem @' diber, in dem Py die Koordina-
ten Tl hat, so gilt beziiglich der von T' induzierten Basis von V = Tp,(M)
das Transformationsgesetz (. bezieht sich auf T°)

(A.3.1)

oz, OT"

~ 0T Ox” 0x?
Tzk...l =hy — hy o h —h —h
rs..t (xO) Ot (x()) OrF (x()) 833)‘ (xO) oT" (xO) oT* (

Tp) -

(A.3.2)

Ty (zg) = %(fo)%(fo)'- F >8:ﬂ (o) e (5)-- - -‘%(wo)fﬁgﬁﬁﬁi(fg



o = (),

T =7"(2").
Beweis: Folgt aus Definition und Satz A.3.5 und den Merkregeln am Ende
von §2. ]
Bemerkungen:
1. k-dim. Untermannigfaltigkeit des R".
Sei Rang (%) = k. Wir ergénzen tq,...,t; zu einem KS des
1<i,j<k

R™ durch tyiq,...,t,. Transform.: z; = x;(t1,...,t), 1 < i < k, =
xi(ty, ... tg) +t;, k+1 <i<n. Induz. Basis:

_ oz’ Jdyp
e, = o ¢, = prg 1<5<k,
Ej = ¢ E+1<j5<n.

a(z:i = e, do' = ¢ fiir die induzierten Basen in V =
Tp(M) bzw. V* =TjH(M). Sie sind Tensorfelder auf M mit den Kom-
ponenten 0F bzw. §¢.

3. Es ist nun zu erlautern wie sich die Herstellung von Tensorfeldern
vollzieht. Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit der Klasse C*
mit Koordinatensystem z'. Sei

(A.3.3)
Q=Ju,
nel
(vgl. Definition A.3.1). Seien n”™ Funktionen Tkl () — R gegeben.

Beziiglich der jeweils von 2’ induzierten Basis von V = Tp(M) definie-
ren wir mit dem 7;F/(P) eine Multilinearform Tp = T (P) € T?(V)

rs...t

mit den Komponenten 7/%-/(P) indem wir jedem P ein U, = U,(P)

rs...t

mit P € U,(P) zuordnen und mit dem KS in U, definieren

T(P)(u1,.--,up7x17-"7xq) = Z ,1—.17111 ;;)(P)

1<iq,eip<u,
1<51 - dq<u

e, (ur) ... e (u,) e (zh) ... -el(z9)

(Vgl. S. 14, die w; sind aus V* = TH(M) , die xy, ..., 2% aus V = Tp(M)
und hier ausnahmsweise kein KS‘) Geht man zu einem anderen KS 7/
vermoge o' = x'(7), 70 = 7/ (2') iiber, so entsteht
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T(P)(us,...,up 2t . a®) = > T (Pad)

1<y, ip<u,
1<), g <u

€, (u1) ... & (up) & (z') ... &(z9)

mit gewissen Zahlen f;ll;: (P,@’). Unter den Begriff des Ubergangs

zum KS 77 fillt auch der Fall P € U, NU,, p # v (Vgl. Def. A.3.1.,
I1.). Mit der Abhéngigkeit von

TZkl(.T}]) — Tz'k...l(f))7

rs...t rs...t
T5@) =T (P ),
folgen aus der Invarianz des Ausdrucks 7 (P)(uy,...,up, x', ..., z%)

(Vgl. S. 11) gegen Koordinatentransformationen sofort (A.3.1, 2), die
also sozusagen von selbst gelten. Ist jedoch z/ ein globales KS und 7
ein lokales KS und definiert man T, kI durch (A.3.1), so stellen die
T ik--1(7") die Komponenten eines Tensorfelds dar, ohne dafl man einen
Fortsetzungsprozess bemiihen muss. Nun lésen wir uns noch von der

Annahme, daB die T%] global auf ) definiert sind. Wir beziehen uns
auf (A.3.2) und gehen von je n?*? Funktionen

ik...l .
T U, — R,
B opsoit

p € I, aus. Sei P € U,NU,. Dann gelte

(A.3.4)
: oz’ o' Ox’ ox’

k...l _ hy L2 N =shy L2 (=hy LK. A
ZP) = Glah) o GG Gl L (P
rs... po... T
mit " = x(z),), " = z)(x}), d.h., wenn P die Koordinaten 7" = x

h

in 0, und z" = T,

in 0, hat und wir

T z’k...l(fh — ZCh) — T zkl(P)7

<~ v) TN~
vors..t Vors..t
L N N ik..l
N (" =2ay,) =T (P)
Hops.it Hors.it
setzen, gilt (A.3.1). Aus (A.3.1) folgt (A.3.2). Durch
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T.(P)(ut, ..., upat, ... 29 = Z T il"'ip(a:h:xﬁ)

1<ig,ip<u, .
1<51 - dg<u J1---Ja

e (ur) ... e (uy) e (zh) ... e(z?),
P € Up,ui € Tp(M), 27 € Tp(M),

ist ein Tensorfeld auf M gegeben da fiir P € U, NU, aus (A.3.4) folgt:
7,(P) = T7,(P). Ein Beispiel zur lokalen Vorgabe der Tensorkomponenten
findet sich unmittelbar im Anschlufl an diese Erorterungen (Beispiel 4).
Wir weisen noch darauf hin, dafl &hnlich wie auf Seite 20 bei Umkehrung
der Koordinatentransformation in (A.3.1, 2) ein Austausch der Leerstelle
iiber x mit den Symbol ,-“stattfindet.

Wir geben jetzt noch einen Hinweis zu Definition und Satz A.3.5:
Die induzierte Basis ey, ...,e, besteht stets aus den Aquivalenzklassen
mit den Repriisentanten e, . . ., e, = Einheitsvektoren des R™. Die Aquiva-
lenzklassen hdngen von P ab, jedoch wird die Abhéngigkeit der Basis von

P erst durch die Transformationsformel €; = %ei fiir die induzierte Basis

beim Ubergang von z’ zu 7 klar.
Beispiele:

1. Sei M Mannigfaltigkeit, ¢ : 2 — R eine Funktion. ¢ ist ein Tensorfeld
nullter Stufe.

2. Sei M Mannigfaltigkeit mit KS /. Sei eine Zuordnung

03P — &=¢(a))e; € Tp(M)
¢ = ¢'(27) mit (A.3.1,2)

gegeben. Vermoge

) = E()ei(w),
= &'(27)ei(use)
= &2 )u;
und Satz A.1.2 bilden also die &1, ..., & = £Y(a7), ..., £"(27), die Kom-
ponenten eines einfach kontravarianten Tensorfeldes.
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3. Sei eine Zuordnung

QcP — u=u(z))e' € ThH(M)
u; = u;(27) mit (A.3.1,2)

gegeben. Dann bilden die u1, ..., u, = ui(z?), ..., u,(z’) die Kompo-
nenten eines einfach kovarianten Tensorfelden.

4. Sei ¢ : Q — R eine Funktion. Sei 2/ ein KS, ¢(P) = ¢(27). In 0,,
p € I, sei ¢ stetig differenzierbar (vgl. Definition A.3.1). Dieser Begriff
ist, ebenso wie bei Tensorfeldern, von der Auswahl des KS wegen der
Kettenregel unabhiingig. Gegen wir zu einem neuen KS z* iiber, so
entsteht mit p(x/) = p(7’/) nach der Kettenregel

ozr

2% (at) = 22 (@) ()

ori" " ozt
Nach (A.3.2) und Beispiel 3 ist also die Zuordnung

Q>5P—-u= @(xl)e e Th(M)

ein einfach kovariantes Tensorfeld. Demnach bildet der Gradient einer
Funktion ¢ ein einfach kovariantes Tensorfeld. In diesem einfachen Fall
liefert also die partielle Ableitung einen Tensor. Leider kann man bei
Tensorfen héherer Stufe nur im sogenannten linearen Raum so einfach
verfahren.

Definition A.3.8: Sei M = (2, T) n-dimensionale Mannigfaltigkeit der
Klasse C* mit UrKS f,. M heifst linearer Raum, wenn die zulissigen Ko-

ordinatentransformationen fy beziiglich des Urkoordinatensystem f, auf
die linearen Koordinatentransformationen eingeschrinkt werden. Sei also

.....

ordinatentransformation, so gilt fir P € Q, P € Uy N U, =U(P) und die
zugehorigen Koordinaten

8l
|

i Z,a:k—l—ai,
" e f(UNNU),
T € f)\(U)\ﬂUu),

wobel

det(t) # 0
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ist. Die Konstanten ti,a' hingen von U(Py) ab. Man spricht von einem
U(Py) bedeckenden linearen Koordinatensystem. Insbesondere ist das Ur-
koordinatensystem selbst ein lineares KS.

Es kann keine Rede davon sein, dafl das Urkoordinatensystem in M ein
in einem anschaulichen Sinn irgendwie geartetes , Parallelkoordinatensy-
stem“ ist. Es handelt sich gerade darum, den linearen Raum iiberhaupt
erst zu definieren. Im realen Kérperraum wird man als Urkoordinatensy-
stem natiirlich ein aus Lichtstrahlen gebildetes KS o. 4. wéhlen.

Beispiel: Sei U C R" offen. Dann ist M = (2 = U, T = Relativtopo-
logie des R") eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit der einzigen Karte
(U, id.,U). Nach Beispiel auf S. 24 ergibt sich einerseits als Tangentialraum
R™ mit der Basis dp/0t!, ... 0p/O0t" = ey,. .., e, mit den Einheitsvekto-
ren des R" (Math. fiir Physiker III). Andererseits konnen wir auf Definition
und Satz A.3.4 zuriickgreifen und haben zunéchst ganz allgemein

RHBJLJ—%A{]D: Jpt =

= {Kurven z‘(t) mit 2(0) = Koordinaten von P|#%(0) = t}
(A.3.5) 4 Ipit im allgemeinen Fall verschiedenen, von P abhéngigen
Aquivalenzklassen,

Jp als VRaum-Isomorphismus,

| & = Jpe; als in P induzierter Basis

In U sind die Aquivalenzklassen nur Translate einer einzigen Aquivalenz-
klasse, etwa von Jpt.
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B. Tensoranalysis

84. Tensoranalysis im linearen Raum

Sei M = (Q,T) n-dimensionale Mannigfaltigkeit der Klasse C*. M sei ein
linearer Raum im Sinn von Definition A.3.8. Wir erldutern zunéchst den
Begriff des linearen Koordinatensystems indem wir Punktepaare einfiihren.
Sei P € Q, U(P) eine offene Umgebung mit U(P ) C U, fir ein p € I.
Zwei geordnete Punktepaare (PP'), (QQ') aus U(P) x U (ﬁ) heiflen gleich
beziiglich x’, wenn fiir die Koordinaten l’L, xZ, yz, yfj des Urkoordinaten-
systems x' gilt

,L'/

T == Y~ Yy

Auf Grund des oben definierten Gleichheitsbegriffs innerhalb der Menge
{(PP"),(QQ),...} aller geordneten Punktepaare zerfillt dieselbe in Klas-
sen von untereinander gleichen Punktepaaren. Diese nennen wir Vektoren
a,b,c,.... Ist (2, T) n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit (R", f,U = Q)
als einziger Karte, so 148t sich {a, b, ¢, ...} in naheliegender Weise zu einem
R-Vektorraum machen. Davon unabhéngig haben wir

Satz B.4.1: Sei M = (9, T) n-dimensionale Mannigfaltigkeit der Klas-
se CF mit UrKS x,. InU = Uy N U, sind gleiche Punktepaare (beziiglich
J}M) dann und nur dcmn gleiche Punktepaare beziiglich T, wenn

8|
|

z,a:k + ai,
" e f(UNNT),
T € f)\(U)\ﬂUu)

mit einer nichtsinguliren Matriz (t.) ist, deren Koeffizienten konstant sind.
Beweis: [Lyra, S. 4-5] O
Wir kniipfen an unser Beispiel (2, 7') mit (R", f, U = ) als einziger Karte
an. Hier sind in f(U) = R" die linearen Operationen unbeschrénkt ausfiihr-

bar, nicht jedoch in f,(U,).

. . . . . . U y
Sei a ein Vektor, (PP') ein Représentant von a. Dann bezeichnen wir z),—x,

als die Komponenten von a beziiglich z’. Diese Definition hingt offenbar
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nur von a ab. Aa ist fiir A € R definiert als Vektor mit den Komponen-
ten Az, — #',) Auch die Definition héngt nur von a ab. Fiir Vektoren a, b
erklaren wir A\a 4+ pb als Vektor mit den Komponenten

Ay, — 2,) + 1y, — Y,
(PP’) mit den Koordinaten Z’Z von P’ J}L von P, ist ein Représentante von
a. (QQ') mit den Koordinaten yz von (', yL von (), ist ein Reprisentant

von b.

Aa + pb héngt nur von a,b ab. Damit haben wir den von {a,b,...} er-
zeugten Vektorraum

N
V = E Aoy |N €N 3 |
v=1
Alsees an€{a,b,...}
A - An€R
erklart, der die Dimension n hat. Eine Basis wird durch eq,...,e,, die

Einheitsvektoren des R", gegeben. Jeder Vektor a € Vist von der Form

a = \a,

wobei a durch ein Punktepaar (PP’) wie vorher reprasentiert wird. Daraus
folgt

Satz B.4.2: Sei (Q,T) linearer Raum der Dimension n. Bei Ubergang von
ewnem KS mL zu einem neven KS T4 transformieren sich die Komponenten
eines Vektors aus V' nach dem Gesetz

¢ =t

wenn die Koordinatentransformation

T =tia" +

lautet.

Da die linearen Koordinatentransformationen eine Gruppe bilden, kénnen
wir in Satz B.4.2 im linearen Raum von einem beliebigen KS ausgehen
(vgl. Definition A.3.8). Insbesondere sind im linearen Raum zwei Vekto-
ren aus V' genau dann gleich, wenn sie relativ zu irgendeinem linearen KS
z' gleiche Komponenten haben. Nach Definition und Satz A.3.5 ist V der
Tangentialraum im Punkt P eines linearen Raums (€2, 7). Ganz allgemein
konnen wir jetzt formulieren:
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Satz B.4.3:

1. Sei (Q,T) eine Mannigfaltigkeit der Dimension n und der Klasse CF.
Zugelassen ist die Gruppe der allgemeinen Koordinatentransformatio-
nen x'(7’) oder dquivalent 7/ (z"). Hiervon gibt es Untergruppen,

2. Sei (2, T) eine Mannigfaltigkeit wie oben, doch lassen wir nur die Ko-
ordinatentransformationen T/ (z*) mit

oT, ..., 7"
d(xt, ... x")
zu. Sie bilden eine Untergruppe der Koordinatentransformationen un-
ter 1. und heiflen ,orientierungserhaltend”.

3. Sei (0, T) eine Mannigfaltigkeit wie oben. (Q,T) ist dann und nur
dann linearer Raum, wenn wir nur die linearen Koordinatentransfor-
mationen zulassen, d.h. die lineare Gruppe, die eine Untergruppe der
Gruppe unter 1. ist.

Beweis: Klar. L]

det >0

Wir spezialisieren nun die Transformationsgruppe weiter. Es gilt:

Satz B.4.4: Sei M = (Q,T) n-dimensionale Mannigfaltigkeit der Klasse
Ck, k> 2, mit UrKS x!,. Zu Punktepaaren (PP') fihren wir das Abstands-
quadrat

u

(PP =) (a), — )",

i=1

, .
x,, Koordinaten von P’
x,, Koordinaten von P

PP eU,

ein. Dann gilt: Bei Ubergang zu einem neuen KS T, bleibt das Abstands-
quadrat eines Punktepaars (PP'), P, P' € U = U\NU,, dann und nur dann
ungedndert, wenn

T = it +d,

e fUNU,),

7 € AONNU,)
mit einer orthogonalen Matriz (t}) ist. Die zuldssigen Koordinatentrans-
formationen werden also auf die orthogonale Gruppe eingeschrdankt.
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Beweis: [Lyra, S. 6 - 7. O

Definition B.4.5: Sei M = (2, T) n-dimensionale Mannigfaltigkeit der
Klasse C*, k > 2. Lafit man als Transformationsgruppe nur die orthogo-
nale Gruppe zu, so heifst M ein metrischer Raum. Die zuldssigen Koordi-
natensysteme heiffen cartesisch.

Es ist zunéchst zu beachten, dafl Definition B.4.5 unabhéngig von der Defi-
nition A.3.8 des linearen Raums ist. Zusammenfithrung beider Definitionen
ergibt

Satz B.4.6: Sei M = (0, T) n-dimensionale Mannigfaltigkeit der Klasse
C* (k > 2). Sei M linearer Raum mit UrKS z!,. In U = Uy N U, sind-
gleiche Punktepaare (beziiglich x,, dann und nur dann gleiche Punktepaare
beztiglich T\ und besitzen zusdtzlich gleiches Abstandsquadrat, wenn

T = };a:k%—ai,
" e £ (UNNU),
T € f)\(U)\ﬂUM)

mit einer orthogonalen Matriz (t}) ist. Der lineare und metrische Raum
heifit alsdann ein euklidischer Raum.

Beweis: [Lyra, S. 8]. Es ist insofern nichts Neues zu beweisen als zu zeigen
ist, daB unter den linearen Koordinatentransformationen diejenigen mit
orthogonaler Matrix die einzigen sind, die das Abstandsquadrat erhalten.
Dies hatten wir fiir alle Koordinatentransformationen fiir Satz B.4.4 be-
reits bewiesen. O]

Um den n-dimensionalen linearen Raum zum euklidischen Raum zu ma-
chen, hétten wir also von vornherein das cartesische UrKS aus der Gesamt-
heit der linearen KS auswéhlen konnen. Im Sinn von Satz B.4.3 kénnen wir
also aus der linearen Gruppe die orthogonale Gruppe, aus der orthogonalen
Gruppe die Untergruppe der eigentlichen orthogonalen Transformationen
auswéhlen. Diese ist eine Untergruppe der in Satz B.4.3 2. angesproche-
nen Koordinatentransformationen. In M = (R3,id, R?) haben wir durch
Beschriankungen auf die Gruppe der eigentlichen Drehungen erkannt, dafl
das Krenzprodukt (Vektorprodukt) ein kontravarianter Vektor ist.

Sei also M = (2, T) linearer Raum der Dimension n. Sei durch
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T:Q— | 1T (M),

wef

wr— 1, € TV(T,(M)),

7; = ,le_._jf;(W)ﬂil . Ilip .t e

in Basisdarstellung mit

T ) = T )
ein Tensorfeld gegeben. Dann stehen uns geméaf §2 die Operationen der Ad-
dition, Multiplikation und der Begriff der Symmetriebedingung zur Verfiigung.
Weiter konnen wir die Operation der Verjiingung vornehmen geméafl Defi-

nition A.2.3. Nun machen wir V,, = T,,(M) euklidisch, indem wir

Oik =2 (N, ng)
setzen. Damit haben wir unter den lin. KS das KS ' als cartesisch ausge-
zeichnet. Bei Ubergang zu einem anderen lin. KS 7' erweist sich

Gir. = (W, k)
als symmetrisches (g;. = §,) kovariantes Tensorfeld zweiter Stufe mit in-
varianter positiv definiter quadratischer Form

_ ik
gir€ €
(vgl. Definition A.2.5). Man vergleiche die Herstellung von Tensorfeldern

auf S. 29-30. Damit steht uns der Prozess des Jonglierens oder Indexzie-
hens wie er auf S. 14 dargestellt wurde zur Verfiigung.

Das Tensorfeld g;;, ist im linearen Raum lokal konstant. Mit dem eben
dargestellten Prozess 1483t sich in einer allgemeinen u-dimensionalen Man-
nigfaltigkeit ein Tensorfeld g, einfithren, dafl jedoch nicht mehr lokal kon-
stant zu sein braucht.

Der nun folgende Satz gilt nur im linearen Raum.

Satz B.4.7: Sei M = (Q,T) linearer Raum der Dimension u. Sei T ein
Tensorfeld (p + q)-ter Stufe mit den Komponenten T;f;;’(xﬂ); das stetig
differenzierbar sei. Dann bilden die Grofien

Gitin () = iTil...z'p (+7)

,71],? 61'(1 jljg‘
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die Komponenten eines Tensorfelds (p + (q + 1))-ter Stufe.
Beweis: [Lyra, S. 43] O

Beispiele:

1. Aus einem Tensorfeld O-ter Stufe, also einer Funktion ¢ : Q@ — R,
entspringt auch bei allgemeinen Mannigfaltigkeiten M = (Q,7T) ein
einfach kovariantes Vektorfeld %(ml), der Gradient.

2. Sind £'(2') die Komponenten eines einfach kontravarianten Vektorfel-
des ¢ im linearen Raum, so erhalten wir mit

T =
S

ein gemischtes Tensorfeld zweiter Stufe und aus diesem durch Verjiingung

ein Tensorfeld O-ter Stufe, ndmlich

Y

divg(w) = 3 55(a),

w € Q, 2! Koordinaten von w € €.

3. Sei M = (2, T) euklidischer Raum, d.h. wir haben ein cartesisches
UrKS ausgezeichnet. Dieses sei z’. Sei zu jedem kontravarianten Vek-
torfeld r = r(w) mit Komponenten &' = £(w) = ¢'(27) durch

(r.x) = [[e]]” = 2:5

ein Abstandsquadrat gegeben. Durch

1
r=1w),n =),
wird V =V, = T,,(M) euklidisch, und es ist

di = (N, ng).

Hiermit haben wir den Anschluff an S. 38 dieses Paragraphen herge-
stellt und erhalten g, beziiglich eines beliebigen linearen KS #7. Fiir
eine Funktion ¢ : 2 — R sind also
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—J —zkﬁgp j
o (#) =74 2 )

die rem kontravarianten Komponenten dieses Gradienten, wobei (g'*) =
(g:x) 1 ist (s. Hilfssatz A.2.6, Definition A.2.7).
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§5. Differentialformen in beliebigen orientierten Mannigfaltigkei-
ten endlicher Dimension. Invariante Integration

Wir wollen i.f. sogenannte orientierte Mannigfaltigkeiten betrachten.

Definition B.5.1: Sei M = (2, T) Mannigfaltigkeit der Dimension n. Das
(Ur)KS ), heifit orientiert, wenn detx] /0x;, > 0 ist. Eine Orientierung
o von M wird gegeben durch ein orientiertes (Ur)KS x),. Zwei KS 1/, T
definieren dieselbe Orientierung, wenn eins orientiert und det 0z’ /0%T" > 0

ist. M heifit orientiert oder orientierbar, wenn es ein orientiertes KS x/
qibt.

Nicht jede Mannigfaltigkeit ist orientierbar. Siehe etwa das Mobiusband.

Lf sei M orientiert und wir lassen nur Koordinatensysteme T' zu, die
ortentiert und orientierungserhaltend sind, d.h. wir beschrinken uns auf
Koordinatentransformationen mit det 927 /0" > 0. Man vergleiche hier-

zu den Begriff der orientierungserhaltenden Koordinatentransformation in
Satz B.4.35.

Sei (2, T') Mannigfaltigkeit der Dimension n. Betrachte (0 < k < n)

w:Q— | J AT M)
peM
p— /\k(T];k M )
w heit k-Form und ist schiefsymmetrisches kovariantes Tensorfeld k-ter
Stufe. Dann haben wir bez. des UrKS 2! die Beziehung

w(p) = Z T, (p)dx A ... A dat,

1<j1<..<je<n

,I’jl..-jk (p) = Cr](lx)]k = Z TYﬁ_._j,g (.%’Z)dl’jl A ... A\ dx'*
1<i1<...<jr<n
2’ Koordinaten von p

Bei Ubergang zu einem neuen KS mit x = z(7) gilt

e — o(Tn, ... T i i
lejk(x ) - Z det 8(xj1, o .T}jk) ’ TL1...Lk(x (x]))7

1< <..<u<n
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1<i<...<jr<n.

Hier ist fiir = U, U C R" offen, noch eine gewisse Verallgemeinerung
moglich: Sei V- C R™, V offen, ¢ : V — U stetig differenzierbar. Sei
kE<m,n,

w(x) = Z fia(@)dx™ AN da™

1<ii<..<ip<m

Dann ist

wop(t)= Y Fjjpdt" A Adb

1<j1<...<Jr<n
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