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A. Allgemeines über Tensoren

§1. Tensoren

Sei V ein Vektorraum über R. Dann setzen wir

V ∗ := {ϕ|ϕ : V → R linear}
V ∗ wird in der üblichen Weise zu einem Vektorraum über R gemacht. Sei

dimV = n. Dann ist auch dimV ∗ = n. Sei δk
i =

{
0, k 6= i

1, k = i
, 1 ≤ i, k ≤ n.

Sei δki = δki = δk
i . Sei e1, . . . , en eine Basis von V . Dann ist durch

ek

(
n∑

i=1

λiei

)
= λk, d.h.

ek(ei) = δk
i , 1 ≤ k ≤ n

eine Basis in V ∗ gegeben. Sie heißt die zu e1, . . . , en duale Basis.

Definition A.1.1: Seien p, q ∈ N0, p + q ≥ 1. Eine Abbildung

T : V ∗ × . . .× V ∗︸ ︷︷ ︸
p−Mal

×V × . . .× V︸ ︷︷ ︸
q−Mal

→ R

heißt Multilinearform, wenn

T (. . . , u + v︸ ︷︷ ︸
∈V ∗

, . . .) = T (. . . , u︸︷︷︸
∈V ∗

, . . .) + T (. . . , v︸︷︷︸
∈V ∗

, . . .)

T (. . . , x + y︸ ︷︷ ︸
∈V

, . . .) = T (. . . , x︸︷︷︸
∈V

, . . .) + T (. . . , y︸︷︷︸
∈V

, . . .)

T (. . . , λu, . . .) = λT (. . . , u, . . .),

T (. . . , λx, . . .) = λT (. . . , x, . . .)

Der R-Vektorraum der multilinearen Abbildungen T : V ∗× . . .× V ∗×V ×
. . .×V → R heißt T p

q = T p
q (V ), seine Elemente Tensoren, und zwar p-fach

kontravariante, q-fach kovariante Tensoren.

Satz A.1.2 (Koordinatendarstellung bezüglich einer Basis e1, . . .en

∈ V): Sei T ∈ T p
q , e1, . . . , en eine Basis von V , e1, . . . , en die zu e1, . . . , en

duale Basis. Dann läßt sich T auf eine und nur eine Weise darstellen als
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T (u1, . . . , up, x
1, . . . , xq) =

∑

1≤i1,...ip≤n

1≤j1,...,jq≤n

T
i1...ip
j1...jq

· u1i1 . . . upipx
1j1 · . . . · xqjq

mit

u1 =
u∑

k=1

u1ke
k, . . . , up =

u∑

k=1

upke
k,

x1 =

u∑

k=1

x1kek, . . . , x
q =

u∑

k=1

xqkek.

Für die np+q Komponenten T
i1...ip
j1...jq

von T gilt

T
i1...ip
j1...jq

= T (ei1, . . . , eip, ej1, . . . , ejq
).

Beweis: Darstellbarkeit: Einsetzen der Linearkombinationen für u1, . . . , up,

x1, . . . , xq. Eindeutigkeit: Sei u1k = δi1k, . . . , upk = δipk, x
1k = δj

1
k, . . . , xqk =

δ
j

q
k
, also

u1i1 · . . . · upipx
1j1 · . . . · xqjq = δi1i1 · . . . · δipip · δj

1
j1 · . . . · δj

p
jp

für einen festen Multiindex (i1, . . . , ip, j1
, . . . , j

q
). Dann folgt

T (ei1, . . . , eip, ej
1
, . . . , ej

q
) = T

i1,...,ip
j
1
,...,j

q

.

�

Wir untersuchen nun das Verhalten der Tensoren bei linearen Abbildun-

gen. Einsteinsche Summationskonvention.

Satz A.1.3: Sind v1, . . . , vn und w1, . . . , wn Basen in V mit

vi = tki wk,

T =




t11 . . . t1n

tn1 . . . tnn


 ,

so gilt für die zugehörigen dualen Basen

vj = ťjl w
l

mit
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T−1 =




ť1n . . . ť1n

ťn1 . . . ťnn


 .

so daß (ťjl ) die inverse Matrix zu (tki ) ist, also ťijt
j
k = δi

k, tij ť
j
k = δi

k, wk = ťlkvl.

Beweis: Es ist

ťjl w
l(vi) = ťjl w

l(tki wk),

= ťjl t
k
i wl(wk)︸ ︷︷ ︸

=δl
k

= ťjl t
l
i = δj

i .

Also ist

vj = ťjl w
l.

Offenbar ist

ťlkvl = ťlkt
i
lwi = δi

kwi = wk.

�

Satz A.1.4 (Transformationsformel eines Tensors): Sei T ∈ T p
q .

Seien T
i1...ip
j1...jq

die Komponenten des Tensors T bezüglich e1, . . . , en. Seien

T̃
i1...ip
j1...jp

die Komponenten von T bezüglich w1, . . . , wn. Dann gilt

T̃
k1...kp

l1...lq
= tk1

i1
· . . . · tkp

ip
ťj1l1 · . . . · ť

jq

lq
T

i1...ip
j1...jq

Beweis: Aus den Sätzen A.1.3 und A.1.2 folgen die nachstehenden Schlüsse:

Es ist

(A.1.1) e = T ∗w
für die Basisspalten e, w in V , und

(A.1.2) e = T−1w

für die Basisspalten e, w in V ∗. Für die Komponentenspalte ũi von ui

bezüglich w gilt somit

ũi = T−1∗ui,
(A.1.3) ui = T ∗ũi,

wenn ui die Komponentenspalte von ui bezüglich e bedeutet, und
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x̃
i
= Txi,

xi = T−1x̃
i

(A.1.4)

= (T ∗−1)∗x̃
i

bei entsprechender Bezeichnung. Damit folgt

T (u1, . . . , up, x
1, . . . , xq) = T

i1...ip
j1...jq

u1i1 . . . upip · x1j1 · . . . · xqjq

= T
i1...ip
j1...jq

tk1

i1
ũ1k1
· . . . · tkp

ip
ũpkp

ťj1l1 x̃
1l1 · . . . · ťjq

lq
x̃qlq

= tk1

i1
· . . . · tkp

ip
ťj1l1 · . . . · ť

jp

lp
· T i1...ıp

j1...jq︸ ︷︷ ︸

T̃
k1...kp

l1...lq

ũ1k1
· . . . · ũpkp

x̃1l1 · . . . · x̃qlq .

Der Satz ist bewiesen. �

Hinweise:
”
Komponenten“von T bezieht sich auf die Darstellung ein-

und derselben Zahl T (u1, . . . , up, x
1, . . . , xq) bezüglich der Basis e1, . . . eu

beziehungsweise der Basis w1, . . . , wn. Man kann natürlich auch ansetzen

T̃
k1...kp

l1...lq
= T (wk1, . . . , wkp, wl1, . . . , wlq)

= T (tk1

i1
ei1, . . . , tkipe

ip, ťj1l1 ej1, . . . , ť
jq

lq
ejq

)

= tk1

i1
· . . . · tkp

ip
ťj1l1 · . . . · ť

jq

lq
T

i1...ip
j1...jq

und gelangt zu demselben Ergebnis.

Wir bringen einige Erläuterungen:

Die n Komponenten eines Vektors u ∈ V ∗ bezüglich einer Basis e1, . . . , en

von V , d.i. bezüglich einer Basis e1, . . . , en von V ∗, transformieren sich bei

Übergang

(A.1.5) e = T ∗w, w = T−1∗e gemäß

ũ = T−1∗u

(s. A.1.3), d.h.
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ũk = ťikui

Demnach transformieren sich die Tensorkomponenten bezüglich der unte-

ren Indizes wie die Komponenten eines Vektors u ∈ V ∗ und diese wegen
(A.1.5) wie die Basis e. Man sagt, die Tensorkomponenten transfor-
mieren sich kovariant (zur Basis von V ) bezüglich der unteren

Indizes. Die Vektoren aus V ∗ heissen kovariante Vektoren. Für
x ∈ V gilt für die Komponentenspalten

x̃ = Tx.

Wegen T = (T−1∗)−1∗ transformieren sich die Komponentenspalten kon-

tragredient zur Basis (s. (A.1.5)). Daher bezeichnet man die Vekto-
ren aus V als kontravariante Vektoren. Die Tensorkomponenten

transformieren sich also kontravariant bezüglich der oberen In-
dizes.

Beispiele:

1. x ∈ V , x = xkek. Sei

x(u) := u(x), u ∈ V ∗

⇒ x : V ∗ → R linear

x ist 1-fach kontravarianter, 0-fach kovarianter Tensor:
Komponenten: x(ek) = ek(x) = xk.

Übergang zu neuer Basis:

x̃k = x(wk) = x(tki e
i) = tki x

i.

2. u : V → R linear, d.h. u ∈ V ∗

u ist 0-fach kontravarianter, 1-fach kovarianter Tensor. Übergang zu

neuer Basis:

ui = u(ei) = tki ũk,

ũk = ťikui.

3. Wir betrachten den R-Vektorraum T p
q . Da ein T ∈ T p

q gerade np+q

Komponenten hat, ist die Vermutung naheliegend, daß T p
q die Dimen-

sion np+q hat. Dies bestätigen wir wie folgt: Die Basis e1, . . . , en von V
und die dazu duale Basis e1, . . . , en haben die folgenden Eigenschaften:

Nach 2. ist vermöge
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ei(u) = u(ei)

= uke
k(ei) = ui

ei eine lineare Abbildung von V ∗ in R. Wie schon in 2. wollen wir sie
auch mit ei bezeichnen. Dann ist

ei1 · . . . · eipe
j1 · . . . · ejq

als Produkt von linearen Abbildungen von V ∗ in R bzw. V in R selbst
aus T p

q . Auf diese Art erhält man np+q Elemente aus T p
q . Aus

λ
i1...ip
j1...jq

ei1 · . . . · eipe
j1 · . . . · ejq = 0

folgt

λ
i1...ip
j1...jq

ei1(e
i1) · . . . · eip(e

ip) · ej1(ej
1
· . . . · ejq(ej

q
) = 0

für ein beliebiges, aber festes (p+q) - Tupel (i1, . . . , ip, j1
, . . . , j

q
). Also

ist

λ
i1...ip
j
1
...j

q

= 0

und die Multilinearformen ei1 ·. . .·eipe
j1 ·. . .·ejq sind linear unabhängig in

T p
q . Sie bilden auch eine Basis in T p

q , da nach Satz A.1.2 für ein Element

T ∈ T p
q gilt

T (u1, . . . , up, x
1, . . . , xq) = T

i1...ip
j1...jq

ei1(u1) · . . .·eip(up) ·ej1(x1) · . . . ·ejq(xq),

also in T p
q folgt

T = T
i1...ip
j1...jq

ei1 · . . . · eip · ej1 · . . . · ejq .

Der Vollständigkeit halber bringen wir noch

Definition A.1.5: Für p = q = 0 sei T p
q = {λ|λ ∈ R}. Man sagt, die

Tensoren nullter Stufe sind die Konstanten. λ heißt die Komponente

des Tensors T = λ ∈ T 0
0 (np+q = n0 = 1).

Die Elemente aus T 0
0 heißen auch Invarianten. Diese jetzt noch nicht

einsichtige Bezeichnung wird in §2, Beispiel 2, gerechtfertigt.
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§2. Das Rechnen mit Tensoren. Euklidische Vektorräume

Sei wieder V ein n-dimensionaler Vektorraum über R, V ∗ sein Dualraum.

Definition A.2.1:

1. Seien T ∈ T p
q , S ∈ T p

q . Dann ist

R := T + S

(u1, . . . , up, x
1, . . . , xq) 7−→ T (u1, . . . , up, x

1, . . . , xq)+S(u1, . . . , up, x
1, . . . , xq)

aus T p
q und hat die Komponenten

R
i1...ip
j1...jq

= T
i1...ip
j1...jq

+ S
i1...ip
j1...jq

2. Seien T ∈ T p
q , S ∈ T p′

q′ . Dann ist

R := T S

(u1, . . . , up, u
′
1, . . . , u

′
p′, x

1, . . . , xq, x′1, . . . , x′q
′

) 7−→

T (u1, . . . , up, x
1, . . . xq) · S(u′1, . . . , u

′
p′, x

′1, . . . , x′q
′

)

aus T p+p′

q+q′ und hat die Komponenten

R
i1...ipi

′
1...i

′
p′

j1...jqj
′
1...j

′
q′

= T
i1...ip
j1...jq

· Si′1...i
′
p′

j′1...j
′
q′

3. P durchlaufe die Menge aller p!q! Permutationen, bei denen die p kova-

rianten Vektoren u1, . . . , up, oberen kontravarianten Indizes und die q
kontravarianten Vektoren x1, . . . , xq, unteren kovarianten Indizes nur

unter sich permutiert werden. Sei L ∈ N. Jedem λ ∈ N, 1 ≤ λ ≤ L,
und jedem P sei eine reelle Zahl cλ

P zugeordnet. Man sagt, der Tensor

T ∈ T p
q erfülle die Symmetriebedingung cλ

P , 1 ≤ λ ≤ L, P ∈ P , wenn
gilt

0 =
∑

P∈P
cλ
PT (ui1, . . . , uip, x

j1, . . . , xjq)|P(u1,...
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1 ≤ λ ≤ L.

|P(u1,...,up,x1,...,xq)=

| . . . = (ui1, . . . , uip, x
j1, . . . , xjq),

In Komponenten heißt dies: Für jedes Index-Tupel (i1, . . . , ip, j1, . . . , jq)
ist

0 =
∑

P∈P
cλ
PT

l1...lp
n1...nq

|P

|P(i1,...,ip,j1,...,jq)=(l1,...,lp,n1,...,nq),

1 ≤ i1, . . . ip, j1, . . . , jq ≤ n,
1 ≤ λ ≤ L.

Beispiel:

U ⊂ R
n, U offen, Tp(U) = R

n = V mit Basis e1, . . . , en (Eine Karte mit
Identität als Abbildung). q ∈ N ∪ {0}, q ≤ n. Alternierende Multilinear-
form:

(1) T (x1, . . . , xi, . . . , xj, . . . , xq) + T (x1, . . . , xj, . . . , xi, . . . , xq) = 0, i < j.

Umschreibung: λ = 1, . . . , L = Indizierung von {(i, j)|1 ≤ i < j ≤ n}

cλ
P = 1, P = id. Permutation

cλ
P = 1, P = Perm. mit i, j vertauscht, (i, j) gehört zu λ

cλ
P = 0, sonst

Offenbar: (1) ⇔ 0 =
∑
P∈P cλ

PT (xj1, . . . , xjq)| . . .

In Komponenten:

(2) Tj1...jl...jm...jq
+ Tj1...jm...jl...jq

= 0

λ,P wie oben, 1 ≤ j1, . . . , jq ≤ n:

0 =
∑

P∈P
cλ
PTn1...nq

|(n1,...,nq)=P(j1,...,jq)

(Alternierende) Differentialformen.
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Mögliche Ergänzung: Seien 1 ≤ i1, . . . ip, j1, . . . , jq ≤ n. P(i1, . . . , ip,

j1, . . . , jq) entsteht, indem P auf (1, . . . , p, 1, . . . , q) angewandt wird und
1, . . . , p und 1, . . . , q nur unter sich permutiert werden. Ergebnis:

P(i1, . . . , ip, j1, . . . , jq) = (l1, . . . , lp, n1, . . . nq).

Durch Definition A.2.1 haben wir in von der Wahl der Basis in V un-

abhängiger Weise die Addition von Tensoren gleicher Stufe, die Multipli-
kation von Tensoren beliebiger Stufe und den Begriff der Symmetriebe-

dingung für Tensoren beliebiger aber fester Kontravarianz- und Kovari-
anzstufe erklärt. Zur Erklärung der vierten Operation mit Tensoren, der

Verjüngung, ist es zweckmäßig, den Begriff des Tensors noch auf eine an-
dere Art zu erklären, die zwar anfechtbar, aber zweckmäßig ist.

q-Formen.
Teilraum der nq rein kovarianten Tensoren q-ter Stufe. Nach Analysis/Mathe

für Physiker III ist wegen (1) seine Dimension nur (n
q
).

Basis: dxj1 ∧ . . . ∧ dxjq , 1 ≤ j1 < . . . < jq ≤ n,

T (x1, . . . , xq) = Tj1...jq
dxj1 ∧ . . . ∧ dxjq

Summation: 1 ≤ j1 < . . . < jq ≤ u.
(Alt.) q-Form eigentlich Tensorfeld. Bei Mannigfaltigkeiten.

Definition A.2.2: Sei V ein V -Raum der Dimension n, V ∗ sein Dual-

raum. Ein Tensor (p+q)-ter Stufe, der also p-fach kontravariant und q-fach
kovariant ist, ist eine Zuordnung

(A.2.1) (( e1, . . . , en︸ ︷︷ ︸
Basis von V

), ( e1, . . . , en

︸ ︷︷ ︸
Duale Basis von V ∗

)) 7−→ np+q Zahlen T
i1...ip
j1...jq

derart, daß bei Übergang

w = T ∗−1e,

w = Te

zu einer neuen Basis (w1, . . . , wn) von V und der zugehörigen dualen Basis

(w1, . . . , wn) von V ∗ für die np+q Zahlen T̃
i1...ip
j1...jq

nach (A.2.1) gilt:

T̃
k1...kp

l1...lq
= tk1

i1
· . . . · tkp

ip
· ťj1l1 · . . . · ť

jq

lq
· T i1...ip

j1...jq
.
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Beseitigung der Anfechtbarkeit: Multilinearformen T : V ∗p×V q → R

mit

T (ei1, . . . , eip, ej1, . . . ejq
) := T

i1...ip
j1...jq

Aus der Multilinearität folgt die Formel des Satzes A.1.2. Nach Definition
A.2.2 sind bez. einer neuen Basis w1, . . . , wn die T̃

i1...ip
j1...jq

= T (wi1, . . . , wip, wj1, . . . , wjq
).

Rechenoperationen zwischen Tensoren können also für die Tensorkompo-

nenten erklärt werden, sofern das Ergebnis das richtige Transformations-
verhalten aufweist. Dies benutzen wir in

Definition A.2.3: Seien p, q ≥ 1. Aus T ∈ T p
q entsteht ein neuer Ten-

sor S ∈ T p−1
q−1 , indem man einen bestimmten oberen und einen bestimmten

unteren Index bei den T
i1...ip
j1...jq

identifiziert und dann über ihn summiert. Das
heißt

(A.2.2)

S
i1...ik−1 îkik+1...ip

j1...jl−1 ĵljl+1...jq

=

u∑

i=1

T
i1...ik−1i ik+1...ip
j1...jl−1i jl+1...jq

.

Zu zeigen ist jetzt
Hilfsssatz A.2.4: Durch (A.2.2) ist ein Tensor S ∈ T p−1

q−1 gegeben.

Beweis: Vereinfachte Schreibweise: T ik...
rs... , usw.. Es ist

T̃ ikl...
rit... = tiιt

k
κt

l
λ . . . ťρr ť

σ
i ť

τ
t . . . T ικλ...

ρστ...,

=
(
tiιť

σ
i

)
tkκt

l
λ . . . ťρr ť

τ
t . . . T ικλ...

ρστ...,

= δσ
ι tkκt

l
λ . . . ťρr ť

τ
t . . . T ικλ...

ρστ...,

= tkκt
l
λ . . . ťρr ť

τ
t . . . T ικλ...

ριτ ... ,

also

S̃kl...
rt... = tkκt

l
λ . . . ťρr ť

τ
t . . . Sκλ...

ρτ ... ,

was zu beweisen war. �

Die in Definition A.2.3 vorgenommene Operation heißt Verjüngung des
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Tensors T . Nach Hilfssatz A.2.4 ist die Definition A.2.3 von der Wahl der

Basis von V unabhängig.

Beispiele:

1. Der
”
Einheitstensor“δk

i . Das Symbol δk
i wurde auf Seite 1 eingeführt.

Es handelt sich um die Komponenten des Tensors E ∈ T 1
1 mit

E(u, x) = u(x) = uke
k(xiei) = ek(ei)︸ ︷︷ ︸

=δk
i

ukx
i = ukx

k.

Die Symbole δik, δik haben bisher keine tensorielle Bedeutung. Durch
Verjüngung von δk

i entsteht der Tensor δi
i = n von nullter Stufe.

2. Für λ ∈ R, T ∈ T p
q ist λT ∈ T p

q (Definition A.1.5, Definition A.2.1,2.).
Unter den Begriff der Verjüngung fällt auch die Bildung von Invarian-

ten. Ist (p ≥ 1, q ≥ 1)T ∈ T p
q mit den Komponenten T ik...

rs... , so sind für
p beliebige, aber feste Vektoren u, v, . . . aus V ∗ und q beliebige, aber

feste Vektoren ξ, η, . . . aus V durch

Sik...ρσ...
rs...ικ... = T ik...

rs... uιvκ . . . ξρησ . . .

die Komponenten eines (p + q)-fach Kontravarianten, (p + q)-fach ko-

varianten Tensors gegeben (u = uιe
ι, v = vκe

κ, . . . , ξ = ξρeρ, η =
ησeσ, Beispiele 1,2, Seite ....., Definition A.2.1,2.). Durch (p + q)-fache
Verjüngung erhalten wir den Tensor 0-ter Stufe mit der Komponente

(A.2.3)

λ =
∑

1≤i,k,...≤n,

1≤r,s,...≤n

T ik...
rs...uivk . . . ξrηs . . .

Die rechte Seite ist invariant gegen Abänderung der Basis e1, . . . , en.

Die Tensoren nullter Stufe werden wir daher als Invarianten bezeich-
nen. Aus der Definition der Tensoren ist klar, daß die rechte Seite von

(A.2.3) eine Invariante ist, da es sich um den Zahlenwert T (u, v, . . . , ξ, η, . . .)
handelt.

3. Multivektoren. Sei V n-dim, V R über R, e1, . . . , en eine Basis, r ∈ N,
1 ≤ r ≤ n. Seien ξ, η, . . . , ζ r Vektoren aus V mit den Komponenten

ξi, ηi, . . . , ζ i bezüglich e1, . . . , en. Ihnen ordnen wir die nr Bestimmungs-
zahlen
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ξik...l =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ξi ηi . . . ζ i

ξk ηk . . . ζk

...
ξl ηl . . . ζ l

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

zu. Wegen

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ξi ηi . . . ζ i

ξk ηk . . . ζk

...

ξl ηl . . . ζ l

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∑

(i1,i2,...,ir)=
=P (i,k,...,l)

±

ξi1ηi2 · . . . · ζ ir

sind die ξik...l die Komponenten eines r-fach kontravarianten Tensors,
den wir als äußeres Produkt oder r-Multivektor

ξ ∧ η ∧ . . . ∧ ζ

von ξ, η, . . . , ζ bezeichnen. Er genügt gewissen Symmetrierelationen
wie man schon aus ξ ∧ η mit den Komponenten sik = ξiηk − ξkηi

erkennt. Es ist

ξ ∧ η + η ∧ ξ = 0

(Schiefsymmetrie, alternierende Multilinearform).

Sei jetzt V euklidisch mit Skalarprodukt (.,.). Dann kann man unter den
unendlich vielen Isomorphismen von V ∗ auf V einen auszeichnen, der das

Transformationsverhalten der Komponenten richtig wiedergibt.

Definition A.2.5: Sei V euklidisch mit Basis e1, . . . , en. Durch

gik = (ei, ek)

ist eine nichtsinguläre Matrix mit gik = gki,

gikξ
iξk ≥ c0|ζ|2, ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ R,

c0 eine positive Konstante, und ein zweifach kovarianter Tensor gegeben,

den wir als den Fundamentaltensor bezeichnen.

Der tensorielle Charakter der gik folgt aus w = T ∗−1e = T−1∗e

12



(wi, wk) = (ťjiej , ťlkel)

= ťji ť
l
k(ej, el)

(Vgl. (A.1.5), Definition A.2.2). Die Symmetrie gik − gki = 0 ist eine Folge
der Symmetrie des Skalarprodukts in V und ein Beispiel für Definition

A.2.1, 3.

Mit ξ = ξiei folgt

gikξ
iξk = ||ξ||2, ||.|| = (., .)

1
2 = Norm in V,

und daraus ergibt sich die positive Definitheit der Form gikξ
iξk.

Hilfssatz A.2.6: Sei (gik) die zur Matrix (gik) inverse Matrix. Dann bil-

den die gik die Komponenten eines zweifach kontravarianten Tensorfeldes.

Beweis: Es ist

tpi t
q
kg

ikg̃qr = tpi t
q
kg

ik ťjq ť
l
rgjl,

= tpi t
q
kg

ik ťjq ť
l
rgjl,

= tpi ť
l
rt

q
k ť

j
qg

ikgjl,

= tpi ť
l
rδ

j
kg

ikgjl,

= tpi ť
l
rg

ikgkl,

= tpi ť
l
rδ

i
l ,

= tpl ť
l
r = δp

r .

Demnach ist
g̃pq = tpi t

q
kg

ik

bei Übergang zu einer neuen Basis. �

Da dimV ∗ = n ist, sind V und V ∗ isomorph. Doch läßt sich unter den
unendlich vielen Isomorphismen von V auf V ∗ und umgekehrt zunächst
keiner in willkürfreier Weise auszeichnen. Erst wenn V euklidisch ist, ha-

ben wir die folgende geänderte Situation:

Sei e1, . . . , en eine Basis von V . Jedem kontravarianten Vektor

ξ = ξiei

ordnen wir vermöge

13



ui = gikξ
k = (ei, ξ)

den kovarianten Vektor

u = uie
i

zu und erhalten so einen Isomorphismus J : V → V ∗, der von der Aus-

wahl der Basis e1, . . . , en unabhängig ist. Bei euklidischem V lassen wir
daher die Unterscheidung zwischen kovarianten und kontravarianten Vek-

toren fortfallen und sprechen nur noch von kovarianten und kontravarianten
Komponenten eines Vektors schlechthin.

Im euklidischen Fall steht nun als Spezialfall der Verjüngung der Prozess
des Jonglierens oder Indexziehens zur Verfügung.

Definition A.2.7: Sei V euklidisch. Seien T ik...l
rs...t die np+q Komponenten

eines p-fach kontravarianten, q-fach kovarianten Tensors. Wir schreiben
im euklidischen Fall gelegentlich

T ik...l→
←rs...t statt T ik...l

rs...t

Derselbe Tensor kann zunächst durch seine rein kontravarianten Kompo-

nenten

T ik...l rs...t = grρgsσ . . . gtτ · T ik...lρσ . . . τ,

sodann aber auch durch p + q Arten von (p + q − 1)-fach kontravarianten,
1-fach kovarianten Komponenten

T k...lrs...t
i = giιT

ιk...lrs...t,

ferner durch
(

p+q
2

)
Arten von (p + q − 2)-fach kontravarianten, 2-fach ko-

varianten Komponenten

T ...lrs...t
ik = giιgkκ · T ικ...lrs...t,

Ti
k...l s...t

r = giιgrρ · T ιk...lρs...t

usw., und schließlich auch noch durch seine rein kovarianten Komponenten

gegeben werden, also durch

Tik...lrs...t = giιgkκ . . . glλ · grρgsσ . . . gtτT
iκ...λρσ...τ .

Im euklidischen Raum kann also ein Tensor (p+ q)-ter Stufe durch ( p+q
0 )+

(p+q
1 ) + . . . + (p+q

p+q
) = 2p+q Arten von Komponenten gegeben werden.

14



Beispiele:

1. Das Symbol δik wurde auf Seite 1 eingeführt. Es handelt sich um die

Komponenten des Tensors E ∈ T2 mit

E(x, y) = δike
i(x)ek(y),

= δike
i(xjej)e

k(ylel),

= δikx
jδi

jy
lδk

l ,

= δikx
iyk,

=
u∑

k=1

xkyk.

Ist V euklidisch und gik = (ei, ek) = δik, so heißt die Basis e1, . . . , en

von V cartesisch. In diesem Falle stimmen kontravariante und kovari-

ante Komponenten eines Tensors überein.

2. Der r-Multivektor ξ ∧ η ∧ . . . ∧ ζ wurde in Beispiel 3 auf Seite 11 ein-

geführt. Sei V euklidisch. Seien ξik...l die rein kovarianten Komponenten
des Tensors ξik...l. Dann ist

ξik...lξik...l ≥ 0

und

I2
r =

1

r!
ξik...lξik...l

eine Invariante. Im linearen Raum (s. §3) läßt sich I2
r als das Inhalts-

quadrat des von ξ, η, . . . , ζ aufgespannten r-dimensionalen Parallelepi-

peds interpretieren. Man kann zeigen

I2
r =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

||I||2 (ξ, η) . . . (ξ, ζ)
(η, ξ) ||η||2 . . . (η, ζ)

...
(ζ, ξ) (ζ, η) . . . ||ζ||2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Hinweis: (ξ, η) ∈ T p=0
2 , ξ, η variabel,

(ξ, η) = gikξ
iηk.
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Sind ξ, η fest, so ist also (ξ, η) eine Invariante im Sinn von Beispiel 2,

Seite 11. Daher spricht man auch von der invarianten quadratischen
Form gikξ

iηk.

3. Sei V euklidisch, seien ξ, η ∈ V . Der Bivektor ξ ∧ η ist aus T 2 mit den
Komponenten

ξik = ξiηk − ξkηi

Sind ξi = gikξ
k, ηk = gklη

l, ξik = gilgkjξ
lj = ξiηk − ξkηi die kovarianten

Komponenten von ξ, η und

ξ ∧ η, ist weiter n = 3

g = det(gik),

so verhalten sich

ρi =
(−1)i

=2︷ ︸︸ ︷
(n− 1)
√

g
(ξi+1ηi+2 − ξi+2ηi+1)

i + 1 = Rest i + 1 mod n ≥ 1,

i + 2 = Rest i + 2 mod n ≥ 1,

d.h.

ρ1 =
1√
g
(ξ2η3 − ξ3η2),

ρ2 =
1√
g
(ξ3η1 − ξ1η3),

ρ3 =
1√
g
(ξ1η2 − ξ2η1)

wie die Komponenten eines kontravarianten Vektors, wenn wir nur
Basistransformationen T mit detT > 0 zulassen (siehe Seite 2).

Darüberhinaus besteht eine eineindeutige Zuordnung zwischen den ξik,
1 ≤ i < k ≤ 3 und den ρj, 1 ≤ j ≤ 3. Der Vektor ρ mit den kontrava-

rianten Komponenten ρ1, ρ2, ρ2 heißt das Vektorprodukt

ρ = [ξ, η].

16



Wir rechnen das Transformationsverhalten der ρi nach:

e = T ∗w 1√
g
tk2t

j
3ξ̂kj = ρ1 = ť1j ρ̂

j

ρ = T−1ρ̂ 1√
g
tk3t

j
1ξ̂kj = ρ2 = ť2j ρ̂

j

1√
g
tk1t

j
2ξ̂kj = ρ3 = ť3j ρ̂

j

ρ̂1 =
∑

(l,p,q)∈{(1,2,3),(2,3,1),(3,1,2)}
k,j

t1l t
k
pt

j
qξ̂kj

=
∑

k,j

(
∑

l,p,q∈...
t1l t

k
pt

j
q)ξ̂kj

ξ̂kk=0
=

∑

j<k

∑

l,p,q∈...
(t1l t

k
pt

j
q − t1l t

j
pt

k
q )ξ̂kj

j=1
=

kein Beitrag

∑

l,q,p∈...
(t1l t

3
pt

2
q − t1l t

2
pt

3
q)ξ̂32

= −ξ̂32 detT = detT ξ̂23

(tilt
k
mĝik) = T ∗GT

det T>0⇒ Behauptung.

Bei einer cartesischen Basis gik = δik erhält man das übliche, aus

der linearen Algebra bekannte Vektorprodukt. Wie diese Untersuchung
lehrt, ist dieses sog. Vektorprodukt von Hause aus kein Vektor, son-

dern ein schiefsymmetrischer Tensor zweiter Stufe, nämlich ein Bivek-
tor, dessen kov. Komponenten ξik = ξiηk − ξkηi sind. Nur durch die

Beschränkung auf n = 3 und die Untergruppe aller Basistransforma-
tionen mit positiver (Funktional)determinante, also durch willkürli-

che, nicht durch die Natur des Raumes gegebene Auszeichnung eines
bestimmten Schraubungssinnes, wird eine eindeutige Korrespondenz
zwischen den schiefsymmetrischen Tensoren zweiter Stufe und den Vek-

toren ermöglicht und damit eine Repräsentation dieser Tensoren durch
Vektoren. Wir werden später auf diese Fragestellungen in verallgemei-

nerter Form zurückkommen.

Zunächst bleiben wir noch im euklidischen Vektorraum V mit carte-
sischer Basis. Die Anordnungen (1,2,3) und (2,3,1) und (3,1,2) heißen
zueinander zyklische Vertauschungen. Alle anderen ((2,1,3) und (3,2,1)

und (1,3,2)) nennen wir antizyklisch.

Im euklidischen Fall entfällt die Unterscheidung zwischen kovarianten
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und kontravarianten Vektoren, bei Verwendung einer cartesischen Ba-

sis auch der zwischen kovarianten und kontravarianten Komponenten.
Es ist bei Verwendung einer cartesischen Basis im Euklidischen

[ei, ej] = ek, (i, j, k) zyklisch,

[ei, ej] = −ek (i, j, k) antizyklisch

so daß wir in

Eijk = (ei, [ej, ek]) =





1, (i, j, k) zyklisch zu 1, 2, 3

−1, (i, j, k) antizyklisch zu 1, 2, 3

0, (i, j, k) sonstwie

bei Beschränkung auf orthogonale Transf. T mit det T > 0 einen schief-
symmetrischen Tensor dritter Stufe erhalten. Damit folgt

[ξ, η] =

3∑

i=1

ciei

ci =
∑

1≤j, k≤3

Eijkξjηk

Dies steht in Übereinstimmung mit meinen Definitionen [L, S. 107,
137]:

[ξ, η] =
∑

(i,k,l)∈πz(1,2,3)

(ξiηk − ξkηi)el

rotẑ =
∑

(i,k,l)∈πz(1,2,3)

(
∂

∂xi

ẑk −
∂

∂xk

ẑi

)
el,

πz(1, 2, 3) = {(2, 3, 1), (3, 1, 2), (1, 2, 3)}.
4. Sei A : V → V eine lineare Abbildung von V in sich. Sei e1, . . . , en eine

Basis von V , ξ∗ = A(ξ), ξ∗ = ξ∗iei, ξ = ξiei, also

ξ∗i = Ai
kξ

k mit

A(ek) = Ai
kei.

Bei Übergang zu einer neuen Basis e = T ∗w gilt, wie man leicht nach-

rechnet
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Ãi
k = tij ť

l
kA

j
l

Die Ai
k sind also die Komponenten eines einfach kontravarianten, ein-

fach kovarianten Tensors.

Ist V euklidisch, so entsteht

Aik = gijA
j
k,

ist die Basis cartesisch, so haben wir

Aik = Ai
k.

Die zu den Ai
k gehörige Linearform E ∈ T 1

1 ist

E(u, x) = Ai
kei(u)ek(x)

in Basisdarstellung.

Zu Beispiel 4: Die Formel für Ãi
k bedeutet

Ã = TAT−1 oder

A = T−1ÃT

und beschreibt A bzw. Ã nach der Basistransformation w = T ∗−1e

bzw. e = T ∗w. Sie führt bei geeigneter Wahl von T auf die Jordansche
Normalform.

Wir schließen mit einigen Merkregeln: V V Raum der Dimension

n über R. Sei

T = (tij) n× n-Matrix mit detT 6= 0, Zeilenindex oben. T−1 =: (ťij).

Basisübergang:

e = T∗w

.̃ bezieht sich i. f. auf w-Basis. Dann folgt für die dualen Basen

e = T−1w
19



für die Komponentenspalten in V :

x = T−1x̃
(kontravariant),

für die Komponentenspalten in V ∗:

u = T∗ũ (kovariant)

für Tensorkomponenten allgemein.

T̃ ik...l
rs...t = tiιt

k
κ . . . tlλť

ρ
r ť

σ
s · . . . · ťτt T ικ...λ

ρσ...τ ·
Umkehrung des Basisübergangs:

w = (T−1)∗e,

w = Te,

x̃ = Tx,

ũ = (T−1)∗u.

T ik...l
rs...t = ťiιť

k
κ . . . ťlλt

ρ
rt

σ
s · . . . · tτt T̃ ικ...λ

ρσ...τ

Es handelt sich also bei der Umkehrung des Basisübergangs um ein

Austauschen der Leerstellen über t mit dem Symbol
”
ˇ“.

Wir befassen uns noch mit der Herstellung von Tensoren. Sei V ein
Vektorraum der Dimension n mit Basis e1, . . . , en. Dieser Basis ordnen

wir np+q willkürliche Zahlen T ik...l
rs...t zu und setzen

T (u1, . . . , up, x
1, . . . , xq) =

∑

1≤i1,...,ip≤u,

1≤j1,...,jq≤u

T
i1...ip
j1...jq

ei1(u1)·. . .·eip(up)·ej1(x1)·. . .·ejq(xq)

Dann ist T ∈ T p
q . Vermöge

ei1 = tki1wk, . . .

ej1 = ťj1k wk, . . .

bei Übergang zu einer neuen Basis w1, . . . , wn in V erhält man sofort

T (u1, . . . , up, x
1, . . . , xq) = tk1

i1
. . . t

kp

ip
ťj1l1 . . . ť

jq

lq
T

i1...ip
j1...jq︸ ︷︷ ︸

=T̃
k1...kp

l1...lp

wk1
(u1) · . . . · wkp

(up).
wl1(x1) · . . . · wlq(xq).
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als invarianten Ausdruck. Tensoren gibt es wie Sand am Meer (s. §3,

Ende für die Herstellung von Tensorfeldern).
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§3. Mannigfaltigkeiten. Der lineare Raum

Sei (Ω, T ) ein topologischer separierter Raum (Hansdorffraum). Eine Fol-
ge (Pn) von Punkten Pn ∈ Ω heißt konvergent gegen P (Pn → P ), wenn
in jeder P enthaltenden offenen Menge fast alle Pn liegen. Sei (Ω′, T ′) ein

weiterer Hansdorffraum. Die Abbildung ϕ : Ω→ Ω′ heißt stetig, wenn aus
Pn → P folgt ϕ(Pn)→ ϕ(P ).

Definition A.3.1: Eine n-dimensionale Mannigfalt M der Klasse Ck,

k ∈ N ∪ {∞}, ist ein Hausdorffraum M = (Ω, T ) mit folgenden Eigen-
schaften: Es gibt ein System von offenen Mengen Uµ, µ ∈ I, mit

I.
Ω =

⋃

µ∈I
Uµ

II. Zu Uµ∃Oµ ⊂ R
n offen und fµ : Uµ → Oµ topologisch.

III. Sei Uµ ∩ Uν 6= φ. Dann sind

fµ ◦ f−1
ν : fν(Uν ∩ Uµ)→ fµ(Uν ∩ Uµ)

k-Mal stetig differenzierbar und

det Ifµ◦f−1
ν
6= 0

IV. Sind Ũλ, λ ∈ Ĩ ein weiteres System von offenen Mengen in Ω mit
Abbildungen f̃λ von Ũλ auf Õλ, das den Axiomen I. bis III. genügt.

Sei Uµ ∩ Ũλ 6= φ. Das System Ũλ, λ ∈ Ĩ heißt zulässig, wenn fµ ◦
f̃−1

λ : f̃λ(Ũλ ∩ Uµ) → fµ(Ũλ ∩ Uµ) k-Mal stetig differenzierbar ist und
det I

fµ◦f̃−1
λ

6= 0 ist.

Das System der (Oλ, fµ, Uµ) nennen wir einen Atlas von M . Das Tripel

Oµ, fµ, Uµ) heißt eine Karte von M . Die xi
µ(P )|i = 1, . . . , n = fµ(P ) heißen

ein Koordinatensystem von M . Für fµ ◦ f−1
ν schreiben wir

xj
µ = xj

µ(x
i
ν)

und III. in Def. A.3.1 bedeutet insbesondere

det
∂xj

µ

∂xi
ν

6= 0
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Meist ist I unendlich oder abzählbar unendlich. Die fµ bilden sozusagen

ein Urkoordinatensystem von M und die Einführung eines neuen Koordi-
natensystems ist in Def. A.3.1, IV. geregelt. Eine differenzierbare Mannig-

faltigkeit trägt zunächst noch keine differentialgeometrische, sondern nur
eine topologische Struktur. Alle geometrischen Eigenschaften werden un-

abhängig vom gewählten Koordinatensystem sein müssen.

Wir weisen darauf hin, daß mit einer Mannigfaltigkeit M = (Ω, T ) auch
V ⊂ Ω, V offen und versehen mit der Relativtopologie TV , zu einer Man-
nigfaltigkeit wird: Es ist

V =
⋃

µ∈I, V ∩Uµ 6=φ

V ∩ Uµ

Der Atlas ist {(0µ ∩ fµ(V ∩ Uµ), fµ|V ∩ Uµ, V ∩ Uµ)|µ ∈ I, V ∩ Uµ 6= φ}.

Als erstes geometrisches Objekt führen wir für eine Ck-Mannigfaltigkeit
M den Tangentialraum TP (M) im Punkte P ∈M ein.

Definition A.3.2: Sei I ⊂ R ein offenes Intervall. Sei M eine Ck-

Mannigfaltigkeit. Sei ϕ : I →M stetig. Dann heißt (I, ϕ, ϕ(I)) eine Kurve
in M . Eine Kurve in M heißt m-Mal stetig differenzierbar (m ≤ k), wenn

die Koordinaten xi(t) von P (t) ∈ ϕ(I), t ∈ I, in irgendeinem Koordinaten-
system m-Mal stetig differenzierbar nach t sind. Eine mindestens einmal

stetig differenzierbare Kurve heißt glatt. Eine aus endlich vielen glatten
Stücken zusammengesetzte Kurve heißt stückweise glatt.

Führen wir neue Koordinaten vermöge

xj = xj(xi) bzw.

xj = xj(xi)

ein, so sehen wir mit der Kettenregel, daß die Begriffe
”
glatt usw.“ von der

Auswahl des Koordinatensystems gemäß Def. A.3.1 IV unabhängig sind.

Definition A.3.3: Sei M = (Ω, T ) eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit.
Sei P ∈ Ω ein fester Punkt. Von zwei durch P laufenden glatten Kurven,

in Koordinaten xi(t), yi(t) bezüglich desselben Koordinatensystems, sagen
wir, sie haben in P den gleichen Tangentenvektor t, wenn in P gilt
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dxi

dt
=

dyi

dt
Diese Definition ist wegen der Kettenregel vom Koordinatensystem un-
abhängig.

Mit Definition A.3.3 haben wir eine Äquivalenzrelation für alle durch P

laufenden glatten Kurfen definiert, und zwar unabhängig vom Koordina-
tensystem: Zwei solche Kurven sind äquivalent, wenn sie in P den gleichen

Tangentenvektor t haben. Man überlegt sich leicht, daß die drei Eigen-
schaften einer Äquivalenzrelation: Symmetrie, Reflexivität und Transiti-
vität erfüllt sind.

Definition und Satz A.3.4: Die Tangentenvektoren in P selbst wer-

den als die durch die obige Relation gegebenen Äquivalenzklassen definiert.
Dann bilden die Tangentenvektoren in P einen n-dimensionalen Vektor-

raum TP (M) über R, den Tangentialraum.

Beweis: Ohne Einschränkung sei I = (−ε, +ε), vgl. Definition A.3.2, P

habe die Koordinaten xi(0). Sei c ∈ R. Wenn xi(t) den Tangentenvektor t

hat, so ist für zi(t) = xi(c · t) gerade

dzi

dt
(0) = c

dxi

dt
(0)

Die Kurven xi(c·t) liegen bei festem c in ein- und derselben Äquivalenzklas-

se, wenn die xi(t) eine Äquivalenzklasse durchlaufen. Wir bezeichnen diese
Klasse mit ct. Nun muss noch die Addition von Tangentenvektoren erklärt
werden. Durchlaufen xi(t), xi

1(t) alle Kurven einer Klasse, Tangentenvektor

t, und yi(t), yi
1(t) alle Kurven einer anderen Klasse, Tangentenvektor u, so

gehören alle xi(t) + yi(t) − (xi(0) = yi(0)) ein- und derselben Klasse an,

denn gilt in P die Beziehung dxi

dt
(0) = dxi

1

dt
(0) und dyi

dt
(0) = dyi

1

dt
(0), so folgt

d

dt
(xi + yi)(0) =

d

dt
(xi

1 + yi
1)(0).

Diese Äquivalenzklasse bezeichnen wir mit t+u. Diese Unabhängigkeit der

Definitionen von ct und t+u vom Koordinatensystem bestätigen wir wieder
mit der Kettenregel. Daß die Tangentenvektoren bei dieser Multiplaktion

mit reellen Zahlen und bei dieser Addition einen Vektorraum über R bilden,
kann man wieder in einem speziellen Koordinatensystem durch direkten

Nachweis der Axiome des Vektorraums nachprüfen. Aus der Kettenregel
folgt dann wieder die Gültigkeit bezüglich jedes Koordinatensystems. Da
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xi(t) = tδi
k + xi(0)

Kurven mit den Tangentenvektoren (dxi/dt)(0) = δi
k in P sind, aus denen

man alle Tangentenvektoren (dyi/dt)(0) linear kombinieren kann, folgt, daß

die Dimension des Vektorraums der Tangentenvektoren in P gerade n ist. �

Beispiel: Sei M k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R
n wie in mei-

ner Vorlesung Mathematik für Physiker III, §7. In §8 hatten wir dort den

Tangentialraum konstruiert. ti sind die Koordinaten einer Karte (W, ϕ−1, V =
M ∩ U), 1 ≤ i ≤ k im Sinn von Def. A.3.1 bzw. (W, ϕ, V = M ∩ U) im
Sinn von Mathematik für Physiker III, §7.

Mit diesem Atlas und der Relativtopologie bildet M = (Ω, T ) eine k-

dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit im Sinn der Definition A.3.1.
Ω ist jetzt die

”
Punktmenge “M , T ist die Relativtopologie in dieser Punkt-

menge. Im Unterschied zu Def. A.3.1 ist M in einem größeren Raum,
nämlich R

n eingebettet, wenn k ≤ n − 1 ist. Das hatten wir uns bei der
Definition des Tangentialraums in §8 zu Nutze gemacht. Ist τ ∈ (−ε, ε) der

Kurvenparameter, so ist nach Definition A.3.4.

(
d

dτ
ti
)

(0) der Tangentenvektor bzw. der Repräsentant der Äquivalenzklasse.

Nach
”
Mathematik für Physiker III “, §8, ist ein Vektor der Form λ1(∂ϕ|∂t1)(ti(0))+

. . . + λk(∂ϕ|∂tk)(ti(0)), nämlich

dϕ(ti(τ))

dτ
|τ=0 =

k∑

j=1

∂ϕ

∂tj
(ti(0))

dϕ

dtj
(ti(0))

dtj

dτ
(0)

︸ ︷︷ ︸
=λj

Ist nun d
dτ

t̃i(0) = d
dτ

≈
t
i

(0) für zwei Kurven in W , so ist offenbar

dϕ(t̃i(τ))

dτ
|τ=0 =

dϕ(
≈
t
i

(τ))

dτ
|τ=0

nach obiger Formel für dϕ(ti(τ))/dτ . Ist umgekehrt für zwei Kurven t̃i(τ),
≈
t
i

(τ) in W durch ϕ(t̃i(0)) = ϕ(
≈
t
i

(0)) auch

0 =

k∑

j=1

∂ϕ

∂tj
(t̃i(0) =

≈
t
i

(0)) · (dt̃j

dτ
(0)− d

≈
t
j

dτ
(0)),
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so folgt mit der linearen Unabhängigkeite der ∂ϕ/∂t1, . . . , ∂ϕ/∂tk, daß

dt̃j

dτ
(0) =

d
≈
t
j

dτ
(0)

ist, also die Kurven in derselben Äquivalenzklasse gemäß Definition A.3.4

liegen. Damit haben wir eine umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen
den Tangentenvektoren gemäß Definition A.3.4 und den Tangentenvekto-

ren λ1∂ϕ/∂t1 + . . . + λk∂ϕ/∂tk hergestellt.

Definition und Satz A.3.5: Sei M = (Ω, T ) eine n-dimensionale Man-
nigfaltigkeit der Klasse Ck. Sei durch fµ mit xi

µ(P ) = fµ(P ) ein Urkoor-
dinatensystem von M gegeben. Sei P0 ∈ Ω ein beliebiger aber fester Punkt

aus Ω. P0 habe die Koordinaten xi
0. In TP0

(M) ist eine Basis besonders
ausgezeichnet, nämlich diejenige mit den Basisvektoren ei, die Tangenten-

vektoren an die Kurven xk(t) = xk
0, k 6= i, xi(t) = t + xi

0, d.h.

ei =





Äquivalenzklasse mit Repr.

lim 1
t

(xk(t)− xk
0)︸ ︷︷ ︸

Spalte mit n Komponenten
t→ 0, t 6= 0

Bei Übergang zu einem neuen KS xi vermöge xi = xi(xj) hat man in P0 mit

den Koordinaten xj
0 eine entsprechend ausgezeichnete Basis ek in TP0(M)

Es ist in P0

ei = tjiej, tji =
∂xj

∂xi
(xl

0)

ej = ťijei, ťij =
∂xi

∂xj
(xl

0)

Zu Folge dessen transformieren sich, da mit T = (ti
j) gerade T−1 = (ťij) ist,

die Komponentenspalten eines Vektors in V = TP0
(M) nach dem Gesetz

x = T−1x̃

(̃. bezieht sich auf die Basis e1, . . . , en).

Für den Cotangentialraum V ∗ = T ∗P0
(M) gelten dann automatisch die Ge-

setze aus den Merkregeln in §2.

Beweis: Entscheidend ist, daß mit jedem Punkt P0 der vom Koordina-

tensystem unabhängige Tangentialraum V = TP0
(M) und sein Dualraum

26



V ∗ = T ∗P0
(M) verbunden sind (Definition und Satz A.3.4). Ist xi(t) eine

Kurve, die im neuen KS durch xk(t) gegeben ist, so folgt aus der Ketten-
regel wegen xi(t) = xi(xk(t)) gerade

ẋi(t) =
∂xi

∂xk
ẋ

k
(t)

Da der Tangentenvektor in P0 unabhängig von der Basis definiert ist, muss

gelten

ẋiei = ẋ
k
ek

∂xi

∂xk
ẋ

k
ei = ẋ

k
ťikei

mit noch zu bestimmenden ťik. Wegen der Willkür der ẋ
k

in P0 folgt

ťik =
∂xi

∂xj
,

und aus der Kettenregel ergibt sich

tji =
∂xj

∂xi
.

Der Rest der Behauptung folgt aus (A.1.4) und Satz A.1.3 oder insgesamt

aus den Merkregeln am Ende von §2. �

Demnach verhalten sich die Vektoren des Tangentialraums V = TP (M)

wie kontravariante Vektoren bei zulässigen Koordinatentransformationen.
Dies gibt Veranlassung zur Definition von Tensorfeldern auf einer Mannig-

faltigkeit.

Definition A.3.6: Sei M = (Ω, T ) n-dimensionale Mannigfaltigkeit und
von der Klasse Ck. Seien p, q ∈ N ∪ {0}. Eine Abbildung T mit

Ω 3 P 7−→ TP : T ∗P (M)× . . .× T ∗P (M)︸ ︷︷ ︸
p−Mal

×TP (M)× . . .× TP (M)︸ ︷︷ ︸
q−Mal

→

→ R, TP ∈ T p
q (V )

mit V = TP (M) heißt p-fach kontravariantes, q-fach kovariantes Tensor-
feld (p + q)-ter Stufe auf M . TP = T (P ) ist insbesondere vom KS un-

abhängig.

27



Andere Schreibweise:

T : Ω→
⋃

P∈Ω
T p

q (TP (M)),

P 7−→ TP ∈ T p
q (TP (M)).

Definition und Satz A.3.7: Sei M = (Ω, T ) n-dimensionale Mannig-

faltigkeit von der Klasse Ck. Sei xi ein Koordinatensystem. Sei P0 ∈ Ω
beliebig, aber fest. P0 liege in der Karte (O, f, U) mit xk(P ) = f k(P ),
P ∈ U . Die Vektoren

ei =

{
lim f(P )−f(P0)

xi−xi
0

xi → xi
0

,

f k(P ) = f k(P0) + δk
i (f

i(P )− f i(P0)), 1 ≤ k ≤ n,

=

{
Äquivalenzklasse mit Repräsentant
lim t→0,

t6=0
, 1

t
(xk(t)− xk

0),

t = f i(P )− f i(P0),

xk(t) = xk(P ) = f k(P ) = f k(P0) + δk
i t

aus Definition und Satz A.3.5 heißen die von xi in P0 induzierte Basis von

V = TP0
(M). Die Komponenten in P0 eines Tensorfeldes Tp von (p+q)-ter

Stufe auf M sind die Komponenten

T
i1...ip
j1...jq

(P0) := T
i1...ip
j1...jq

(xi
0) := TP0

(ei1, . . . , eip, ej1, . . . , ejq
)

von TP0
= T (P0) bezüglich der in P0 induzierten Basis e1, . . . , en. Gehen

wir zu einem anderen Koordinatensystem xi über, in dem P0 die Koordina-

ten xi
0 hat, so gilt bezüglich der von xi induzierten Basis von V = TP0

(M)
das Transformationsgesetz (̃. bezieht sich auf xi)

(A.3.1)

T̃ ik...l
rs...t(x

h
0) =

∂xi

∂xι
(xh

0)
∂xk

∂xκ
(xh

0) · . . . ·
∂xl

∂xλ
(xh

0)
∂xρ

∂xr (x
h
0)

∂xσ

∂xs (xh
0) · . . . ·

·∂xτ

∂xt
(xh

0)T
ικ...λ
ρσ...τ (x

h
0),

(A.3.2)

T ik...l
rs...t(x

h
0) =

∂xi

∂xι
(xh

0)
∂xk

∂xκ
(xh

0)·. . .·
∂xl

∂xλ
(xh

0)
∂xρ

∂xr
(xh

0)
∂xσ

∂xs
(xh

0)·. . .·
∂xτ

∂xt
(xh

0)T̃
ικ...λ
ρσ...τ (x

h
0),
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xh = xh(xi),

xh = xh(xi).

Beweis: Folgt aus Definition und Satz A.3.5 und den Merkregeln am Ende

von §2. �

Bemerkungen:

1. k-dim. Untermannigfaltigkeit des R
n.

Sei Rang
(

∂xi

∂tj

)
1≤i,j≤k

= k. Wir ergänzen t1, . . . , tk zu einem KS des

R
n durch tk+1, . . . , tn. Transform.: xi = xi(t1, . . . , tk), 1 ≤ i ≤ k, =

xi(t1, . . . , tk) + ti, k + 1 ≤ i ≤ n. Induz. Basis:

ej =
∂xi

∂tj
ei =

∂ϕ

∂tj
, 1 ≤ j ≤ k,

ej = ej k + 1 ≤ j ≤ n.

2. Man schreibt ∂
∂xi = ei, dxi = ei für die induzierten Basen in V =

TP (M) bzw. V ∗ = T ∗P (M). Sie sind Tensorfelder auf M mit den Kom-

ponenten δk
i bzw. δi

k.

3. Es ist nun zu erläutern wie sich die Herstellung von Tensorfeldern

vollzieht. Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit der Klasse Ck

mit Koordinatensystem xi. Sei

(A.3.3)

Ω =
⋃

µ∈I
Uµ

(vgl. Definition A.3.1). Seien np+q Funktionen T ik...l
rs...t : Ω→ R gegeben.

Bezüglich der jeweils von xi induzierten Basis von V = TP (M) definie-

ren wir mit dem T ik...l
rs...t(P ) eine Multilinearform TP = T (P ) ∈ T p

q (V )
mit den Komponenten T ik...l

rs...t(P ) indem wir jedem P ein Uµ = Uµ(P )
mit P ∈ Uµ(P ) zuordnen und mit dem KS in Uµ definieren

T (P )(u1, . . . , up, x
1, . . . , xq) :=

∑

1≤i1,...ip≤u,

1≤j1,...jq≤u

T
i1...ip
j1...jq

(P )

ei1(u1) · . . . · eip(up) · ej1(x1) · . . . · ejq(xq)

(Vgl. S. 14, die ui sind aus V ∗ = T ∗P (M) , die x1, . . . , x
q aus V = TP (M)

und hier ausnahmsweise kein KS!) Geht man zu einem anderen KS xj

vermöge xi = xi(xj), xj = xj(xi) über, so entsteht
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T (P )(u1, . . . , up, x
1, . . . , xq) =

∑

1≤i1,...,ip≤u,

1≤j1,...,jq≤u

T̃
i1...ip
j1...jq

(P, xj)

ei1(u1) · . . . · eip(up) · ej1(x1) · . . . · ejq(xq)

mit gewissen Zahlen T̃
i1...ip
j1...jq

(P, xj). Unter den Begriff des Übergangs

zum KS xj fällt auch der Fall P ∈ Uµ ∩ Uν, µ 6= ν (Vgl. Def. A.3.1.,
II.). Mit der Abhängigkeit von

T ik...l
rs...t(x

j) := T ik...l
rs...t(P ),

T̃ ik...l
rs...t(x

j) := T̃ ik...l
rs...t(P, xj),

folgen aus der Invarianz des Ausdrucks T (P )(u1, . . . , up, x
1, . . . , xq)

(Vgl. S. 11) gegen Koordinatentransformationen sofort (A.3.1, 2), die

also sozusagen von selbst gelten. Ist jedoch xj ein globales KS und xi

ein lokales KS und definiert man T̃ ik...l
rs...t durch (A.3.1), so stellen die

T̃ ik...l
rs...t(x

h) die Komponenten eines Tensorfelds dar, ohne daß man einen
Fortsetzungsprozess bemühen muss. Nun lösen wir uns noch von der

Annahme, daß die T ik...l
rs...t global auf Ω definiert sind. Wir beziehen uns

auf (A.3.2) und gehen von je np+q Funktionen

T︸︷︷︸
µ

ik...l

rs...t

: Uµ → R,

µ ∈ I, aus. Sei P ∈ Uµ ∩ Uν. Dann gelte

(A.3.4)

T︸︷︷︸
ν

ik...l

rs...t

(P ) =
∂xi

∂xι
(xh) · . . . · ∂xl

∂xλ
(xh)

∂xρ

∂xr
(xh) · . . . · ∂xτ

∂xt
(xh) · T︸︷︷︸

µ

ικ...λ

ρσ...τ

(P )

mit xh = xh
ν(x

i
µ), xh = xh

µ(x
i
ν), d.h., wenn P die Koordinaten xh = xh

ν

in 0ν und xh = xh
µ in 0µ hat und wir

T︸︷︷︸
ν

ik...l

rs...t

(xh = xh
ν) := T︸︷︷︸

ν

ik...l

rs...t

(P ),

T︸︷︷︸
µ

ik...l

rs...t

(xh = xh
µ) := T︸︷︷︸

µ

ik...l

rs...t

(P )

setzen, gilt (A.3.1). Aus (A.3.1) folgt (A.3.2). Durch
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Tµ(P )(u1, . . . , up, x
1, . . . , xq) =

∑

1≤i1,...,ip≤u,

1≤j1,...,jq≤u

T︸︷︷︸
µ

i1...ip

j1...jq

(xh = xh
µ)

ei1(u1) · . . . · eip(up) · ej1(x1) · . . . · ejq(xq),

P ∈ Uµ, ui ∈ T ∗P (M), xj ∈ TP (M),

ist ein Tensorfeld auf M gegeben da für P ∈ Uµ ∩ Uν aus (A.3.4) folgt:

Tµ(P ) = Tν(P ). Ein Beispiel zur lokalen Vorgabe der Tensorkomponenten
findet sich unmittelbar im Anschluß an diese Erörterungen (Beispiel 4).
Wir weisen noch darauf hin, daß ähnlich wie auf Seite 20 bei Umkehrung

der Koordinatentransformation in (A.3.1, 2) ein Austausch der Leerstelle
über x mit den Symbol

”
-“stattfindet.

Wir geben jetzt noch einen Hinweis zu Definition und Satz A.3.5:

Die induzierte Basis e1, . . . , en besteht stets aus den Äquivalenzklassen
mit den Repräsentanten e1, . . . , en = Einheitsvektoren des R

n. Die Äquiva-

lenzklassen hängen von P ab, jedoch wird die Abhängigkeit der Basis von
P erst durch die Transformationsformel ej = ∂xi

∂xj ei für die induzierte Basis

beim Übergang von xi zu xi klar.

Beispiele:

1. Sei M Mannigfaltigkeit, ϕ : Ω→ R eine Funktion. ϕ ist ein Tensorfeld

nullter Stufe.

2. Sei M Mannigfaltigkeit mit KS xj. Sei eine Zuordnung

Ω 3 P → ξ = ξi(xj)ei ∈ TP (M)

ξi = ξi(xj) mit (A.3.1, 2)

gegeben. Vermöge

ξ(u) = ξi(xj)ei(u),

= ξi(xj)ei(uje
j)

= ξi(xj)ui

und Satz A.1.2 bilden also die ξ1, . . . , ξn = ξ1(xj), . . . , ξn(xj), die Kom-

ponenten eines einfach kontravarianten Tensorfeldes.

31



3. Sei eine Zuordnung

Ω ∈ P → u = ui(x
j)ei ∈ T ∗P (M)

ui = ui(x
j) mit (A.3.1,2)

gegeben. Dann bilden die u1, . . . , un = u1(x
j), . . . , un(x

j) die Kompo-
nenten eines einfach kovarianten Tensorfelden.

4. Sei ϕ : Ω → R eine Funktion. Sei xj ein KS, ϕ(P ) = ϕ(xj). In 0µ,

µ ∈ I, sei ϕ stetig differenzierbar (vgl. Definition A.3.1). Dieser Begriff
ist, ebenso wie bei Tensorfeldern, von der Auswahl des KS wegen der
Kettenregel unabhängig. Gegen wir zu einem neuen KS xk über, so

entsteht mit ϕ(xj) = ϕ(xj) nach der Kettenregel

∂ϕ

∂xj
(xl) =

∂ϕ

∂xk
(xi(xl))

∂xk

∂xj
(xl)

Nach (A.3.2) und Beispiel 3 ist also die Zuordnung

Ω 3 P → u =
∂ϕ

∂xj
(xl)ei ∈ T ∗P (M)

ein einfach kovariantes Tensorfeld. Demnach bildet der Gradient einer

Funktion ϕ ein einfach kovariantes Tensorfeld. In diesem einfachen Fall
liefert also die partielle Ableitung einen Tensor. Leider kann man bei

Tensorfen höherer Stufe nur im sogenannten linearen Raum so einfach
verfahren.

Definition A.3.8: Sei M = (Ω, T ) n-dimensionale Mannigfaltigkeit der
Klasse Ck mit UrKS fµ. M heißt linearer Raum, wenn die zulässigen Ko-

ordinatentransformationen f̃λ bezüglich des Urkoordinatensystem fµ auf

die linearen Koordinatentransformationen eingeschränkt werden. Sei also
xi

µ|i=1,...n = fµ das Urkoordinatensystem, xi
λ|i=1,...,n = f̃λ eine zulässige Ko-

ordinatentransformation, so gilt für P ∈ Ω, P ∈ Ũλ ∩ Uµ = U(P ) und die
zugehörigen Koordinaten

xi = tikx
k + ai,

xk ∈ fµ(Ũλ ∩ Uµ),

xi ∈ f̃λ(Ũλ ∩ Uµ),

wobei

det(tik) 6= 0
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ist. Die Konstanten tik, a
i hängen von U(P0) ab. Man spricht von einem

U(P0) bedeckenden linearen Koordinatensystem. Insbesondere ist das Ur-
koordinatensystem selbst ein lineares KS.

Es kann keine Rede davon sein, daß das Urkoordinatensystem in M ein

in einem anschaulichen Sinn irgendwie geartetes
”
Parallelkoordinatensy-

stem“ ist. Es handelt sich gerade darum, den linearen Raum überhaupt

erst zu definieren. Im realen Körperraum wird man als Urkoordinatensy-
stem natürlich ein aus Lichtstrahlen gebildetes KS o. ä. wählen.

Beispiel: Sei U ⊂ R
n offen. Dann ist M = (Ω = U, T = Relativtopo-

logie des R
n) eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit der einzigen Karte

(U, id., U). Nach Beispiel auf S. 24 ergibt sich einerseits als Tangentialraum
R

n mit der Basis ∂ϕ/∂t1, . . . , ∂ϕ/∂tn = e1, . . . , en mit den Einheitsvekto-

ren des R
n (Math. für Physiker III). Andererseits können wir auf Definition

und Satz A.3.4 zurückgreifen und haben zunächst ganz allgemein

(A.3.5)





R
n 3 t

JP→ t̃P = JP t =

= {Kurven xi(t) mit xi(0) = Koordinaten von P |ẋi(0) = t}
mit im allgemeinen Fall verschiedenen, von P abhängigen

Äquivalenzklassen,
JP als V Raum-Isomorphismus,

ei = JPei als in P induzierter Basis

In U sind die Äquivalenzklassen nur Translate einer einzigen Äquivalenz-
klasse, etwa von JP0

t.
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B. Tensoranalysis

§4. Tensoranalysis im linearen Raum

Sei M = (Ω, T ) n-dimensionale Mannigfaltigkeit der Klasse Ck. M sei ein

linearer Raum im Sinn von Definition A.3.8. Wir erläutern zunächst den
Begriff des linearen Koordinatensystems indem wir Punktepaare einführen.
Sei P̃ ∈ Ω, U(P̃ ) eine offene Umgebung mit U(P̃ ) ⊂ Uµ für ein µ ∈ I.

Zwei geordnete Punktepaare (PP ′), (QQ′) aus U(P̃ )×U(P̃ ) heißen gleich

bezüglich xi, wenn für die Koordinaten xi
µ, xi′

µ, yi
µ, yi′

µ des Urkoordinaten-
systems xi gilt

xi′

µ − xi
µ = yi′

µ − yi
µ.

Auf Grund des oben definierten Gleichheitsbegriffs innerhalb der Menge

{(PP ′), (QQ′), . . .} aller geordneten Punktepaare zerfällt dieselbe in Klas-
sen von untereinander gleichen Punktepaaren. Diese nennen wir Vektoren

a, b, c, . . .. Ist (Ω, T ) n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit (Rn, f, U = Ω)
als einziger Karte, so läßt sich {a, b, c, . . .} in naheliegender Weise zu einem

R-Vektorraum machen. Davon unabhängig haben wir

Satz B.4.1: Sei M = (Ω, T ) n-dimensionale Mannigfaltigkeit der Klas-

se Ck mit UrKS xi
µ. In U = Ũλ ∩ Uµ sind gleiche Punktepaare (bezüglich

xi
µ) dann und nur dann gleiche Punktepaare bezüglich xi

λ, wenn

xi = tikx
k + ai,

xk ∈ fµ(Ũλ ∩ Uµ),

xi ∈ f̃λ(Ũλ ∩ Uµ)

mit einer nichtsingulären Matrix (tik) ist, deren Koeffizienten konstant sind.

Beweis: [Lyra, S. 4-5] �

Wir knüpfen an unser Beispiel (Ω, T ) mit (Rn, f, U = Ω) als einziger Karte
an. Hier sind in f(U) = R

n die linearen Operationen unbeschränkt ausführ-

bar, nicht jedoch in fµ(Uµ).

Sei a ein Vektor, (PP ′) ein Repräsentant von a. Dann bezeichnen wir xi′

µ−xi
µ

als die Komponenten von a bezüglich xi. Diese Definition hängt offenbar
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nur von a ab. λa ist für λ ∈ R definiert als Vektor mit den Komponen-

ten λ(xi′

µ − xi
µ) Auch die Definition hängt nur von a ab. Für Vektoren a, b

erklären wir λa + µb als Vektor mit den Komponenten

λ(xi′

µ − xi
µ) + µ(yi′

µ − yi
µ),

(PP ′) mit den Koordinaten xi′

µ von P ′, xi
µ von P , ist ein Repräsentante von

a. (QQ′) mit den Koordinaten yi′

µ von Q′, yi
µ von Q, ist ein Repräsentant

von b.

λa + µb hängt nur von a, b ab. Damit haben wir den von {a, b, . . .} er-

zeugten Vektorraum

V =





N∑

ν=1
a1,...,an∈{a,b,...}

λ1,...,λn∈R

λνaν |N ∈ N





,

erklärt, der die Dimension n hat. Eine Basis wird durch e1, . . . , en, die
Einheitsvektoren des R

n, gegeben. Jeder Vektor ã ∈ V ist von der Form

ã = λa,

wobei a durch ein Punktepaar (PP ′) wie vorher repräsentiert wird. Daraus

folgt

Satz B.4.2: Sei (Ω, T ) linearer Raum der Dimension n. Bei Übergang von
einem KS xi

µ zu einem neuen KS xi
λ transformieren sich die Komponenten

eines Vektors aus V nach dem Gesetz

ξ
i
= tikξ

k

wenn die Koordinatentransformation

xi = tikx
k + ai

lautet.

Da die linearen Koordinatentransformationen eine Gruppe bilden, können
wir in Satz B.4.2 im linearen Raum von einem beliebigen KS ausgehen

(vgl. Definition A.3.8). Insbesondere sind im linearen Raum zwei Vekto-
ren aus V genau dann gleich, wenn sie relativ zu irgendeinem linearen KS

xi gleiche Komponenten haben. Nach Definition und Satz A.3.5 ist V der
Tangentialraum im Punkt P eines linearen Raums (Ω, T ). Ganz allgemein

können wir jetzt formulieren:
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Satz B.4.3:

1. Sei (Ω, T ) eine Mannigfaltigkeit der Dimension n und der Klasse Ck.

Zugelassen ist die Gruppe der allgemeinen Koordinatentransformatio-
nen xi(xj) oder äquivalent xj(xi). Hiervon gibt es Untergruppen,

2. Sei (Ω, T ) eine Mannigfaltigkeit wie oben, doch lassen wir nur die Ko-
ordinatentransformationen xj(xi) mit

det
∂(x1, . . . , xn)

∂(x1, . . . , xn)
> 0

zu. Sie bilden eine Untergruppe der Koordinatentransformationen un-
ter 1. und heißen

”
orientierungserhaltend“.

3. Sei (Ω, T ) eine Mannigfaltigkeit wie oben. (Ω, T ) ist dann und nur

dann linearer Raum, wenn wir nur die linearen Koordinatentransfor-
mationen zulassen, d.h. die lineare Gruppe, die eine Untergruppe der
Gruppe unter 1. ist.

Beweis: Klar. �

Wir spezialisieren nun die Transformationsgruppe weiter. Es gilt:

Satz B.4.4: Sei M = (Ω, T ) n-dimensionale Mannigfaltigkeit der Klasse

Ck, k ≥ 2, mit UrKS xi
µ. Zu Punktepaaren (PP ′) führen wir das Abstands-

quadrat

|PP ′| =
u∑

i=1

(xi′

µ − xi
µ)

2,

xi′

µ Koordinaten von P ′,

xi
µ Koordinaten von P

P, P ′ ∈ Uµ

ein. Dann gilt: Bei Übergang zu einem neuen KS xi
λ bleibt das Abstands-

quadrat eines Punktepaars (PP ′), P, P ′ ∈ U = Ũλ∩Uµ, dann und nur dann
ungeändert, wenn

xi = tikx
k + ai,

xk ∈ fµ(Ũλ ∩ Uµ),

xi ∈ f̃λ(Ũλ ∩ Uµ)

mit einer orthogonalen Matrix (tik) ist. Die zulässigen Koordinatentrans-

formationen werden also auf die orthogonale Gruppe eingeschränkt.
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Beweis: [Lyra, S. 6 - 7]. �

Definition B.4.5: Sei M = (Ω, T ) n-dimensionale Mannigfaltigkeit der
Klasse Ck, k ≥ 2. Läßt man als Transformationsgruppe nur die orthogo-

nale Gruppe zu, so heißt M ein metrischer Raum. Die zulässigen Koordi-
natensysteme heißen cartesisch.

Es ist zunächst zu beachten, daß Definition B.4.5 unabhängig von der Defi-
nition A.3.8 des linearen Raums ist. Zusammenführung beider Definitionen

ergibt

Satz B.4.6: Sei M = (Ω, T ) n-dimensionale Mannigfaltigkeit der Klasse
Ck (k ≥ 2). Sei M linearer Raum mit UrKS xi

µ. In U = Ũλ ∩ Uµ sind-

gleiche Punktepaare (bezüglich xi
µ dann und nur dann gleiche Punktepaare

bezüglich xi
λ und besitzen zusätzlich gleiches Abstandsquadrat, wenn

xi = tikx
k + ai,

xk ∈ fµ(Ũλ ∩ Uµ),

xi ∈ f̃λ(Ũλ ∩ Uµ)

mit einer orthogonalen Matrix (tik) ist. Der lineare und metrische Raum
heißt alsdann ein euklidischer Raum.

Beweis: [Lyra, S. 8]. Es ist insofern nichts Neues zu beweisen als zu zeigen

ist, daß unter den linearen Koordinatentransformationen diejenigen mit
orthogonaler Matrix die einzigen sind, die das Abstandsquadrat erhalten.

Dies hatten wir für alle Koordinatentransformationen für Satz B.4.4 be-
reits bewiesen. �

Um den n-dimensionalen linearen Raum zum euklidischen Raum zu ma-
chen, hätten wir also von vornherein das cartesische UrKS aus der Gesamt-

heit der linearen KS auswählen können. Im Sinn von Satz B.4.3 können wir
also aus der linearen Gruppe die orthogonale Gruppe, aus der orthogonalen

Gruppe die Untergruppe der eigentlichen orthogonalen Transformationen
auswählen. Diese ist eine Untergruppe der in Satz B.4.3 2. angesproche-

nen Koordinatentransformationen. In M = (R3, id, R3) haben wir durch
Beschränkungen auf die Gruppe der eigentlichen Drehungen erkannt, daß
das Krenzprodukt (Vektorprodukt) ein kontravarianter Vektor ist.

Sei also M = (Ω, T ) linearer Raum der Dimension n. Sei durch
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T : Ω→
⋃

ω∈Ω
T p

q (Tω(M)),

ω 7−→ Tω ∈ T p
q (Tω(M)),

Tω = T
i1...ip
j1...jq

(ω)ni1 · . . . · nip · nj1 · . . . · njq

in Basisdarstellung mit

T
i1...ip
j1...jq

(xj) = T
i1...ip
j1...jq

(ω)

ein Tensorfeld gegeben. Dann stehen uns gemäß §2 die Operationen der Ad-

dition, Multiplikation und der Begriff der Symmetriebedingung zur Verfügung.
Weiter können wir die Operation der Verjüngung vornehmen gemäß Defi-
nition A.2.3. Nun machen wir Vω = Tω(M) euklidisch, indem wir

δik =: (ni, nk)

setzen. Damit haben wir unter den lin. KS das KS xi als cartesisch ausge-
zeichnet. Bei Übergang zu einem anderen lin. KS xi erweist sich

gik = (ni, nk)

als symmetrisches (gik = gkι) kovariantes Tensorfeld zweiter Stufe mit in-

varianter positiv definiter quadratischer Form

gikξ
i
ξ

k

(vgl. Definition A.2.5). Man vergleiche die Herstellung von Tensorfeldern
auf S. 29-30. Damit steht uns der Prozess des Jonglierens oder Indexzie-

hens wie er auf S. 14 dargestellt wurde zur Verfügung.

Das Tensorfeld gik ist im linearen Raum lokal konstant. Mit dem eben

dargestellten Prozess läßt sich in einer allgemeinen u-dimensionalen Man-
nigfaltigkeit ein Tensorfeld gik einführen, daß jedoch nicht mehr lokal kon-

stant zu sein braucht.

Der nun folgende Satz gilt nur im linearen Raum.

Satz B.4.7: Sei M = (Ω, T ) linearer Raum der Dimension u. Sei T ein

Tensorfeld (p + q)-ter Stufe mit den Komponenten T
i1...ip
j1...jq

(xj), das stetig

differenzierbar sei. Dann bilden die Größen

S
i1...ip
j1...jα

q
(xj) =

∂

∂xα
T

i1...ip
j1...jα

q
(xj)
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die Komponenten eines Tensorfelds (p + (q + 1))-ter Stufe.

Beweis: [Lyra, S. 43] �

Beispiele:

1. Aus einem Tensorfeld 0-ter Stufe, also einer Funktion ϕ : Ω → R,
entspringt auch bei allgemeinen Mannigfaltigkeiten M = (Ω, T ) ein

einfach kovariantes Vektorfeld ∂ϕ
∂xj (x

l), der Gradient.

2. Sind ξi(xl) die Komponenten eines einfach kontravarianten Vektorfel-

des x im linearen Raum, so erhalten wir mit

T i
α =

∂ξi

∂xα

ein gemischtes Tensorfeld zweiter Stufe und aus diesem durch Verjüngung

ein Tensorfeld 0-ter Stufe, nämlich

divx(ω) =

u∑

i=1

∂ξi

∂xi
(xl),

ω ∈ Ω, xl Koordinaten von ω ∈ Ω.

3. Sei M = (Ω, T ) euklidischer Raum, d.h. wir haben ein cartesisches
UrKS ausgezeichnet. Dieses sei xi. Sei zu jedem kontravarianten Vek-

torfeld x = x(ω) mit Komponenten ξi = ξi(ω) = ξi(xj) durch

(x, x) = ||x||2 =

u∑

i=1

ξi2

ein Abstandsquadrat gegeben. Durch

(x, y) =
1

4
((x + y, x + y)− (x− y, x− y)),

x = x(ω), y = y(ω),

wird V = Vω = Tω(M) euklidisch, und es ist

δik = (ni, nk).

Hiermit haben wir den Anschluß an S. 38 dieses Paragraphen herge-

stellt und erhalten gik bezüglich eines beliebigen linearen KS xj. Für
eine Funktion ϕ : Ω→ R sind also
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ui(xj) = gik ∂ϕ

∂xk
(xj)

die rein kontravarianten Komponenten dieses Gradienten, wobei (gik) =
(gik)

−1 ist (s. Hilfssatz A.2.6, Definition A.2.7).
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§5. Differentialformen in beliebigen orientierten Mannigfaltigkei-

ten endlicher Dimension. Invariante Integration

Wir wollen i.f. sogenannte orientierte Mannigfaltigkeiten betrachten.

Definition B.5.1: Sei M = (Ω, T ) Mannigfaltigkeit der Dimension n. Das
(Ur)KS xj

µ heißt orientiert, wenn detxj
µ/∂xi

ν > 0 ist. Eine Orientierung

σ von M wird gegeben durch ein orientiertes (Ur)KS xj
µ. Zwei KS xj, xi

definieren dieselbe Orientierung, wenn eins orientiert und det ∂xj/∂xi > 0

ist. M heißt orientiert oder orientierbar, wenn es ein orientiertes KS xj

gibt.

Nicht jede Mannigfaltigkeit ist orientierbar. Siehe etwa das Möbiusband.

I.f. sei M orientiert und wir lassen nur Koordinatensysteme xi zu, die
orientiert und orientierungserhaltend sind, d.h. wir beschränken uns auf

Koordinatentransformationen mit det ∂xj/∂xi > 0. Man vergleiche hier-
zu den Begriff der orientierungserhaltenden Koordinatentransformation in

Satz B.4.3.

Sei (Ω, T ) Mannigfaltigkeit der Dimension n. Betrachte (0 ≤ k ≤ n)

ω : Ω→
⋃

p∈M
∧k(T ∗p M)

p 7−→ ∧k(T ∗p M)

ω heißt k-Form und ist schiefsymmetrisches kovariantes Tensorfeld k-ter
Stufe. Dann haben wir bez. des UrKS xi die Beziehung

ω(p) =
∑

1≤j1<...<jk≤n

Tj1...jk
(p)dxj1 ∧ . . . ∧ dxjk,

Tj1...jk
(p) =: T

(xi)
j1...jk

=
∑

1≤j1<...<jk≤n

Tj1...jk
(xi)dxj1 ∧ . . . ∧ dxjk

xi Koordinaten von p

Bei Übergang zu einem neuen KS mit x = x(x) gilt

T j1...jk
(xi) =

∑

1≤ι1<...<ιk≤n

det
∂(xι1, . . . , xιk

∂(xj1, . . . , xjk)
· Tι1...ιk(x

i(xj)),
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1 ≤ j1 < . . . < jk ≤ n.

Hier ist für Ω = U , U ⊂ R
n offen, noch eine gewisse Verallgemeinerung

möglich: Sei V ⊂ R
m, V offen, ϕ : V → U stetig differenzierbar. Sei

k ≤ m, n,

ω(x) =
∑

1≤i1<...<ik≤m

fi1...ik(x)dxi1 ∧ . . . ∧ dxik.

Dann ist

ω ◦ ϕ(t) =
∑

1≤j1<...<jk≤n

Fj1...jk
dtj1 ∧ . . . ∧ dtjk .
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