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Vorwort

Als ich mich vor gut einem Jahr entschlof, die Vorbereitung auf die Diplompriifung in Funktional-
analysis etwas ausfiihrlicher zu machen, um die Vorlesung TEXen zu kénnen, ahnte ich noch nicht,
daf3 daraus einmal ein Skript mit tiber 250 Seiten werden wiirde. Auch mein Vater konnte wohl kaum
voraussehen, was aus seiner unverfinglichen Frage (,Ist TEX eigentlich schwer zu lernen?“) einmal
werden wiirde. Es stellte sich ndmlich heraus, daf} es

1. nicht schwer zu erlernen ist und dafl

2. mein Vater nicht nur gerne TgXt, sondern sogar eine Vorliebe fiir schreckliche, komplizierte
eqnarray-Umgebungen hat.

So ist es meinem Vater zu verdanken, daf§ dieses Skript vor der Jahrtausendwende fertig wurde — er
hat es zu ungefihr 93,27% getippt.

Vollig unerwartet kam fiir mich auch die Begeisterung, die die Erwidhnung einer geTgXten Funktional-
analysis-Vorlesung bei Herrn Prof. Dr. von Wahl hervorrief. Von diesem Moment an wurde mir alle
Hilfe zuteil und dadurch auch meine Begeisterung an dem Skript neu entfacht.

Dr. habil. Hans-Christoph Grunau machte zahlreiche Verbesserungsvorschlige und wies mich auf
etliche Fehler im Skript hin, aulerdem wiren einige Beweise ohne seine Hilfe nicht zustande gekommen.
Die noch in dem Skript versteckten Fehler gehen natiirlich alle auf mein Konto — sollte ich tatsichlich
aus der praktisch fehlerfreien Vorlesung von Herrn von Wahl einmal einen Fehler iibernommen haben,
so kann ich diesen neben den vielen selbst produzierten leicht auf mich nehmen.

Da das Skript als Lernvorbereitung dienen sollte, wurden einige Umstellungen des Vorlesungsstoffes
vorgenommen — Herr von Wahl weist in seiner Einleitung darauf hin. Beim Lernen fand ich es besser,
die motivierenden Beispiele und Probleme dort in den Stoff einzuordnen, wo sie mit den behandelten
Methoden gelést werden kénnen. Hort man den Stoff allerdings das erste Mal, so ist diese Reihenfolge
ungiinstig — die wesentlichen Punkte, der rote Faden gehen verloren. Ich kann deshalb nur dazu
raten, unbedingt in die Vorlesung zu gehen — dieses Skript ist kein Ersatz. Nebenbei: Ich habe
auch nie behauptet, daf§ dieses Skript alles enthélt, was Herr von Wahl in seiner Vorlesung behandelt
oder in seinen Priifungen gefragt hat.

Nach diesem Appell an das Gewissen wiinsche ich viel Spafl an Vorlesung und Skript.

Oberkotzau, 20.10.1996, Harald Meyer

P.S.: Dieses Skript ist nach einmaligem Gebrauch zu vernichten, da es spétestens ab 1.8.1998 keine
regelgerechte Rechtschreibung mehr aufweist. Da noch nicht bekannt ist, wann das Kultusministerium
die neuen fiir staatliche Schulen und Hochschulen verbindlichen Axiome der Mathematik einfiihrt,
wird iiber die gesetzlich vorgeschriebene Gewé&hrleistungsfrist von 6 Monaten hinaus keine Garantie
gegeben.



Einleitung

Die vorliegende Ausarbeitung meiner Vorlesung ,, Funktionalanalysis“ wurde von
Herrn Harald Meyer verfafit. Fiir seine Sorgfalt und seine Miihe danke ich ihm
sehr herzlich.

Gegeniiber der tatsichlich gehaltenen Vorlesung weist diese Ausarbeitung einige
Veranderungen auf, die das Nacharbeiten des vorgetragenen Stoffes erleichtern
sollen. Um zu verdeutlichen, dafl die wesentlichen Entwicklungen in der Funktio-
nalanalysis durch konkrete Anwendungen motiviert wurden, habe ich hiufig vor
der abstrakten Theorie entsprechende Beispiele gebracht, die jetzt im Anschlufl
an die Theorie behandelt werden. Bei den Beispielen sind einige hinzugekommen,
einige sind noch im Detail weiter ausgefiihrt worden. Weiter wurde von Herrn
Meyer ein Anhang {iber das Lebesgue-Integral, normierte Rdume und Sobolev-
Raume angefiigt, der sicher fiir viele Leser eine wichtige Hilfe darstellt.

Als Beispiele zum Funktionalkalkiil selbstadjungierter Operatoren werden zeit-
abhéngige Schrodinger-Gleichungen (unitire Gruppen) und Wellengleichungen
behandelt.

Wolf von Wahl



Kapitel 1

Hilbertraume

Aus den ersten Semestern ist die Theorie der endlichdimensionalen Vektorriume bekannt. Nun werden
hauptséchlich unendlichdimensionale Vektorrdume betrachtet. Warum nimmt man diese Erschwernis
auf sich? Der Grund ist schnell erziihlt: Zur Losung von Differentialgleichungen (wie sie in der Physik
stindig vorkommen) mufl man Funktionenriume untersuchen (z.B. LP(R")) und diese sind nun einmal
unendlichdimensional.

Dabei versucht man natiirlich zunéichst, die Konzepte, die sich in endlich vielen Dimensionen bewihrt
haben, zu verallgemeinern. Deshalb spielen Begriffe wie Orthogonalitét und Skalarprodukt wieder eine
grofle Rolle.

Man betrachtet lineare Operatoren, weil Differentialoperatoren linear sind. Ein grofler Teil der Vor-
lesungen Funktionalanalysis I/IT behandelt die Theorie der linearen Operatoren im Hilbertraum! —
daran sieht man schon, daf} alles komplizierter ist als bei endlich vielen Dimensionen. Beispielsweise
sind lineare Operatoren nun nicht mehr automatisch stetig. Unendlich viele Dimensionen sind eben
nicht dasselbe wie sehr viele, aber endlich viele Dimensionen.

1.1 Allgemeines

1.1.1 Definition (Prihilbertraum)

Sei H ein Vektorraum iiber C. Sei eine Abbildung H x H — C, {f,g} — (f,g) erklirt, die folgende
Eigenschaften besitzt:

1) Vx,y € H,Va € C: (ax,y) = a(x,y).

)
2) Vx,y e M (x,y) = (v, %).

3) Vx1,X2,y € H: (X1 +X2,¥) = (x1,y) + (X2,¥)-
4) ¥x € H\{0}: (x,x) > 0; (x,x) = 0 fiir x=0.

‘H heifit Prihilbertraum, die Abbildung {f, g} — (f,g) Skalarprodukt.

1.1.2 Bemerkungen
Aus der Definition folgt sofort:
1) (x,ay) =a(x,y).
2) (x,y1+y2) = (%,y1) + (X, ¥2)-

3) (x,x) = (x,x) = (x,%) € R.

IDavid Hilbert (1862-1943)



4) Wegen 3) wird durch ||x|| := (x,x)? eine Norm auf # gegeben.

Beweis:
lax]|| = |a] - [|x]], |x]| =0 <= x = 0 sind klar.
Dreiecksungleichung;:

0 < [IXx+pylP= (x4 py, Ax + py) =

IAPIxI? + [Py 1P +38(x, ) + pA(y,x) =
= [API=IP + 1Py l” +2Re Aa(x, y)

& —2ReAu(x,y) <IAP[x]? + [uPlly]?

Seien x # 0, y # 0. Setze A := _2II1XH; o= m Dann ist Re(x,y) < || x|| - ||y |l . Diese

Gleichung gilt trivialerweise auch fiir x=0 oder y=0. Damit gilt dann:
Ix+ylI* = Ix[I” + 2Re (x,y) + Iy I < IxIP + 2 <[] - [Iy | + Iy 7= (=] + [y 1),
also die Dreiecksungleichung.
5) Parallelogrammgleichung: [|x+y||> + [|x— y||*> = 2 ||x|]* +2 ||y ]|* .
Beweis:
Es gilt

llx +yI? + [Ix =y

+y,x+y)+ (x—y,x—y) =
,X) + (5, y) + (v,%) + (v,y) + (5,x) = (%) = (v,%) + (v,¥) =
= 2-[xx)+ 0 =2x*+2 [yl .

(x
(x

1.1.3 Beispiele
1. Sei @ C R™ beschriinkt und offen. Definiere auf C°(Q) : (f,g) := [f(x)g(x) dx. Damit wird
Q

C°(Q) zu einem Prihilbertraum.

2. Sei © C R" beschrinkt, offen und wegzusammenhéngend. Fiir

H = {fECl(ﬁ) | f|3Q = 0}

=

definiere (f,g) := [Vf(x) - Vg(x)dx. Dann ist || f || = <f | VE(x)]? dx) und es gilt
O )
[£] = 0 = vi = o @ Zusammephdngend o f2020 (w10 i 4 mit diesem
Skalarprodukt zu einem Prihilbertraum.
1.1.4 Definition (Hilbertraum)
Ein Préhilbertraum 7 heifit Hilbertraum, wenn der normierte Raum (#, ||.||) vollstindig ist, d.h.,

wenn jede Cauchy-Folge in H einen Grenzwert in ‘H besitzt.

1.1.5 Beispiel

o0

Sei 12 := {A = (an)nen tan € R, > a2 konvergiert} . Die Addition und skalare Multiplikation mit
n=1

reellen Zahlen werden komponentenweise erkliirt. Damit wird 1? offensichtlich zu einem R-Vektorraum.



o]

Durch (A,B) := Y ayb, wird 1* mit einem Skalarprodukt versehen. Mit der dadurch induzierten
1

1

2

o0
> a ) ist 12 vollstéindig, also ein Hilbertraum.

n=1

Norm ||A || := (

Beweis:
o0 o0
Wegen (a —b)? > 0 und (a+b)2 > 0ist |ab <2 1B alsoist (A,B) < L. a2+ > b?) <o
2 2 2 n n
n=1 n=1

d.h. das Skalarprodukt ist wohldefiniert.
Es muf} noch gezeigt werden, daf} 12 vollstéindig ist. Das geschieht in 3 Schritten: Sei (A(k)) eine

kEN
Cauchy-Folge in 12, Al — (aﬁk)) .
ne

1) Definition des Grenzwertes B:
(A(k))keN ist Cauchy-Folge, d.h. zu & > 0 gibt es ein N(¢) € IN, so da8 [|A® — AD || < ¢ fiir

00 2
k,1 > N(e). Bsist ||[AW-AD | = [ 5 (as,k) - ag)) , also ist ( l(k) -y ) ‘ al — (1)‘ <e
n=1

fiir alle i € IN. Daher konvergiert fiir alle i € IN die Folge (ai(n)) N in R. Setze b; := lim a( n)
ne

n—oo
und B := (b;)ien. Damit ist der Grenzwert B definiert.

2) Bel?:

Wir zeigen: Es gibt ein M € R, so daB fiir alle N € IN gilt: Z b; < M. Wihle zu € > 0 ein

i=1
ny € N, so daf fiir n,m > ng gilt: [|[A®™ — A(™) || < . Wihle weiter ein festes m > ng und setze
M := ||[A(™)|| . Dann gilt fiir alle n > ng :

JA® || = [JA®™ — A L A | < [JA®) || 4+ [|A® =AM || <M +e.

Nun ist sz z lim ( fk))Q ~ lim 3 (a§k>)2 <Tm 3 ( “‘)) < (M+¢)?, also B € 12,

=1 k—oo i=1 k—)ool 1

Bemerkung: Ist (an)neN eine Folge und L(a,) die Menge der Hiaufungspunkte, so wird — falls
L(an) beschriinkt ist — der Limes superior definiert als lim a, = lim supa, := sup L(ay).
n—o00 n—o00

3) B ist der Grenzwert der Folge, d.h. klim |A —B||=0:
—00
Sei e > 0 beliebig. Wiihle ein K € IN, so da8 fiir alle k, 1 > K gilt: [|[A® —AD || < . Sei nun k>K.

N
Dann gilt fiir alle Ne N: (a,(lk) n) = lim Z ( —all ) <sup ||[A® —AD[]2< g2,
n=1 1—00 1I>K

v

SHA(")—A“)H2
Also hat man auch klim |At) —B|| = 0.
—00

12 ist also ein unendlichdimensionaler vollstéindiger Vektorraum iiber R. Als Warnung, daf sich viele

Tatsachen, die in R" gelten, nicht einfach iibertragen lassen, folgende

Bemerkung: Die Einheitskugel K = {A €1? : ||A|| < 1} ist nicht kompakt.

12 ist ein metrischer Raum, K C 12. Deshalb gilt: K kompakt <= K folgenkompakt. K ist nicht

folgenkompakt: Setze A; := (a,(li)) ,aj(i) = { 1, 7= Dann ist [Ai|| =1, d.h. A; € K und es gilt
neN Oa J#l

firi#£j:||A—A;||=0%+ 12)z = /2. Die Folge (Aj)ien hat also keinen Hiufungspunkt in K,

d.h. man kann keine konvergente Teilfolge auswihlen. K ist also nicht folgenkompakt und damit auch

nicht kompakt.



1.1.6 Definition (Orthonormalsystem)

Sei H ein Prihilbertraum. Ein endliches oder abzihlbar unendliches System {¢1,¢2,...} C H heifit
orthonormiert, wenn gilt: (¢, Yx) = dik.

1.1.7 Beispiel

1) In dem in 1.1.5 definierten Hilbertraum bilden die A; := (d;j)ien ein Orthonormalsystem.

2) Die Funktionen ¢y (x) := \/%eikx, k € Z , bilden ein Orthonormalsystem in L2((—m,7)).

Bewelis:
Es ist . . .
1 o 1 : . 1
(px, px) = — /e‘k"elk" dx = — /e‘k"e_‘k" dx = — /dx =1
2T 2T 2T

und fiir k # m gilt

R 1 [ . 1 1
- - ikxoimx Jy = — 1(k—m)xd - . i(k—m)x)m —
(1 Pm) m ) 27r/e X iR m o
1 . .
— A(pl(k—m)7 _ —i(k—m)7

27i(k — m) (e ¢ )
Fiirn € Z gilt ™2 = 1, &7+ = 1. Also ist e!(k—™)7 = ¢=i(k=m)7 ynqd daher (¢, om) = 0
fiir k # m.

1.1.8 Definition (Fourierkoeffizient')

Sei H ein Prihilbertraum, {p1,vs2,...} C H ein Orthonormalsystem, f € H. Dann heifit fi := (f, k)
der k-te Fourierkoeffizient von f.

1.1.9 Satz
Sei H ein Prahilbertraum, f € H. Seien ¢4, ..., on € H orthonormiert, cq,...,cx € C. Es gilt:

2

N N
0 Hf— S o] = €12 = 3 (61
k=1 k=1
N 2 N N
2) Hf— S o] = N2 = 3 16+ 3 o — 2.
k=1 k=1 k=1

Das heifit, die Approximation von f durch Linearkombinationen der ¢, ..., pn wird bestmoglich, wenn
die Koeffizienten gerade die Fourierkoeffizienten sind.

Beweis:

1) Esist

2

N N
(f — ka(pk,f — kaQOk) =
k=1 k=1
N N N N
(£, 1) + <Z fk@k,sz¢k> - (ﬁZ&@k) - <Z fk@kaf> =
k=1 k=1 k=1 k=1

1Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830)

N
f— Z fieok
k=1




Z

N N N
B+ il o) - ZE( Z (1, )

k=1 1=1 k=1

N
Z |2—2Z|fk|2 £ — Zlfkl2
=1

2) Es gilt:

N N
f— kaQDk + Z(fk — Ck)PK
k=1 k=1

~" ~"

=:F =:G
= (F,F)+(G,G)+ (F,G) + (G,F) = (F,F) + (G,G) + 2Re (F, G),

N
f=>" crpr
k=1

N N
2Re(F,G) = 2Re (f - Zﬁdpk,Z(fk - Ck)‘Pk> =
k=1

N N N
= 2Re Z(fk — Ck f (,Ok szk f1 - Cl @k)wl)] =
k=1 k=1 1=1
N P p—
= 2Re ka(fk —Ck) — ka(fk - @)] =0.
k=1

Dabei wurde die Orthonormalitéit der @1, ..., on ausgentitzt.

N
Nach 1) ist (F,F) = [|f]|> = > |fi|? und fiir (G,G) erhiilt man wegen der Orthonormalitét der

k=1
N

o1, pon: (G,G) = Y |fk — ck?, also ergibt sich die Behauptung.
k=1

1.1.10 Satz (Besselsche' Ungleichung)

o)
Sei 1 ein Préhilbertraum, {1, 2, ...} ein Orthonormalsystem. Dann ist > |f, |* < || f ||?, das

=0, d.h. wenn f = > fipy ist.
k=1

Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn hm Hf — > frepk
N—oo k=1
Beweis:

N
= || f|? —kzl | fi |?, also gilt fiir alle N € IN :

N
Nach obigem Satz 1.1.9 ist 0 < Hf— > ok
k=1

N
> £ ]? < |If]]?, d.h. die Reihe konvergiert und die Ungleichung im Satz gilt.
k=1

00
=0<=f= kacpk.
k=1

N
(2 = 1 PEEEDER I
II£]] Nﬂnoo];“' = lim

N
f— Z feor
k=1

1.1.11 Definition (vollstindiges Orthonormalsystem, VONS)
Sei H ein Prahilbertraum, {¢1, @2, ...} ein Orthonormalsystem. {¢1, 2, ...} heifit vollstindig (in H)

genau dann, wenn fiir jedes f € H die Gleichung > |fi |> = ||f]|* gilt.
k=1

! Friedrich Wilhelm Bessel (1784-1846)



1.1.12 Beispiel

Die in 1.1.7 definierte Orthonormalsysteme in 12 bzw. L?((—m, 7)) sind vollstéindig.

Beweis:
o0
1) Ist A = (an)nen € 12, so ist der k-te Fourierkoeffizient gerade ay. Also gilt [|A]|? = > a?.
k=1
2) Ohne Beweis.

1.1.13 Bemerkung

Sei H ein Prihilbertraum, {¢1, @2, ...} ein Orthonormalsystem. Es gilt:
{¢1,p2, ...} ist vollstindig <= Zu jedem f € H und jedem £ > 0 gibt es N = N(e,f) € IN,

N
C1y--,cN € C, mit ||f — chgok <e.
k=1

Beweis:

,= ¢ Wihle ¢ = fi.

o)
»< “ Nach Satz 1.1.9 folgt ||f]|> = Y. |fx|?, also die Vollstéindigkeit.
k=1

1.1.14 Satz (Cauchy'-Schwarzsche? Ungleichung)
Sei #H ein Préhilbertraum, seien f, g € H. Dann gilt: |(f,g)| < ||f|| - [|g]l .

Beweis: _ _
0 < (f+ g, f+Ag) = (£,1) + A(f, 8) + A, 8) + AA(g, 8).
Fiir (g,g) # 0 setze A = —{£8) Dann hat man

(8:8)
f,g)? f,g)? f,g)? f,g)]?
b<n o LEBP _1CAP | [CRP o |Cs)]
(8:8) (8:8) (8:8) (8:8)
= [t P<ED (g,8) <=1 e) <l llgll -
1.1.15 Bemerkungen
Sei H ein Prahilbertraum, x,,x,yn,y € H.
1) Folgende Aussagen sind dquivalent:
a) lim x, =x.
n—oo
b) lm ||xn]|| = ||x]|| und fiir alle y € H gilt: lim (xn,y) = (x,¥).
n—oo n—o00

2) Sei lim x, =x, lim y, =y. Dann gilt auch lim (x,,yn) = (X,y)-
n—oo n—oo n— oo

L Augustin Louis Cauchy (1789-1857)
2Hermann Amandus Schwarz (1843-1921)



Beweis:

1) a)=b) Esist hm Xp = X< hm [|xn —x|| =
Weil fur Normen bekannthch If—gl > |||f|| — |lgll| gilt, hat man

0< lim [fxal = [Ix[[| £ lim [|xn —x[| =0
n—o0o n—oo

und folglich lim ||x,|| = ||x]| -
n—oo
Unter Verwendung der Cauchy-Schwarz Ungleichung 1.1.14 erhélt man fiir alley € H :

0 < lim |(x,,y) = (%,y)] = lim [(x, —x,y)|

n—o0 n—o0

1.1.14 .

< i lxa = x| - [yl = [ly]l - lim |lxa —x]| =0.
n—oo n—o00

b)= a) Man erhélt

0 < lim ||x, —x|*= lim (x, — %,%, — X) =
n—oo n—o00
= lim [, x) = (%) — (5,3) + (5,9)] =

= dim [l + %[ (0, = G )] =
n—oo
= [IxI* + [Ix]]* —2(x,x) = 0,

also gilt lim x, = x.

n— oo
2) Nach 1) gilt li,m [[yall = ||y ||, also gibt es ein M € R, so daB fiir alle n € N gilt: ||y, || < M.
n [ee]
Es ist dann
|(ny¥n) = (5, ¥)] = [(%n,¥n) = (%,¥n) + (x,¥n) = (x,¥) [ <

1.1.14
[n =%, yn) [+ [0 yn =9) | < Ml = x| - flyn [+ 1] - llyn =yl <

<
< Ml = x|+ [1x]] - lyn =yl -

Fiir n— oo konvergiert dies gegen 0, also hat man lim (x,,yn) = (X,¥)-
n—oo

1.1.16 Hilfssatz (Schmidtsches' Orthonormalisierungsverfahren)

Sei H ein Préhilbertraum, seien fi,...,fx € H linear unabhingig. Dann gibt es ein orthonormiertes
System 1, ..., N mit

fi = C11¥1,
fo = carp1 +ca2pa,
fN = cNipr + ...+ enven,

wobei die ¢;; komplexe Konstanten sind.

Beweis:
Fischer, Lineare Algebra, 6.2.6, S. 193

'Frhard Schmidt (1876-1959)



1.1.17 Definition (separabel)

Ein Hilbertraum (allgemeiner: topologischer Raum) heifit separabel, wenn er eine abzihlbare, dichte
Teilmenge enthilt. Fiir einen Hilbertraum H bedeutet dies: Es gibt eine abzidhlbare Teilmenge S =
{f1,f2,...} C H mit folgender Eigenschaft: Zu jedem ¢ > 0 und jedem f € H gibt es ein fx € S mit
|| f—fi || <eE.

1.1.18 Satz

Sei (X,d) ein separabler metrischer Raum, M C X. Dann ist M mit der Teilraumtopologie separabel.

Beweis:
X ist separabel, also gibt es eine abzihlbare Menge A = {a;,a2,...} mit A = X. Setze

F::{(m,n)eNx]N|{gEX|d(am,g)<%}ﬁM7€$}.

T ist eine abzihlbare Menge. Nach Konstruktion gibt es nun zu jedem (m,n) € ' ein gy, € M mit
d(am, gmn) < % Die g, liegen dicht in M: Sei g € M, n € N. Da A = X, gibt es ein a,, € A
mit d(am,gmn) < 1. Also ist (m,n) € I, d.h. es gibt €in gmn € M mit d(am,gmn) < L. Man hat
jetzt d(g, gmn) < d(g,am) + d(am, &mn) < %, d.h. B := {gmn | (m,n) € T'} ist eine abzihlbare dichte
Teilmenge von M.

1.1.19 Satz

Sei ‘H ein Préhilbertraum (unendlicher Dimension). Dann gilt: #H ist separabel <= Es gibt ein
abzéihlbar unendliches VONS {1, ¢2, ...} in .

Bewelis:

»= “ Nach Voraussetzung existiert ein abzidhlbar unendliches System {1, 12, ...}, das in H dicht liegt.
O.E. sei 91 # 0. Streiche in {¢1, s, ...} diejenigen ), fiir die es ky,...,kn < k, Ckyy.ory iy € C
N

gibt, so dafl ¥ = ) ci;?x; ist. Da H unendliche Dimension hat, entsteht dadurch wieder
=1
ein abzihlbar unendliches System {xi,X2,...}. Fiir dieses System gilt: Jeweils endlich viele
N
der x1,Xz2, ... sind linear unabhingig und die endlichen Linearkombinationen Z CkXjis Ck €

C, N € N, liegen dicht in #. Nach dem Schmidtschen Orthonormahslerungsverfahren 1.1.16
glbt es ein abzéhlbar unendliches Orthonormalsystem {p1,¢>,...} derart, dafl die endlichen
Linearkombinationen der @1, 2, ... dicht in H liegen. Nach 1.1.13 ist {p1, @2, ...} vollstindig.

w<=“ Sei {1, P2, ...} ein abzihlbar unendliches VONS in #. Setze
N = A1 e A [ =l 4 b7, 0 € Q.
Dann ist N abzéhlbar. N ist dicht in # :

Sei fe H, € > 0. Wihle ne N, so daB < 5 — das geht, da {¢1,¢2,...} ein

- Z (f7 <Pk)§0k
k=1

VONS ist. Wahle nun A™ = al™ +ib{™, a™ b™ € Q so, daB

<:.

kz::1 [(f’(‘ok) - >‘l(<n)] Pk

Dann gilt fiir g:= > Al(:l)gok EN:
k=1

=gl = [f=SEeoec+ S Evoee -3 Ao <
k=1 k=1 k=1
- - (n) e € _
< |- Xeon l;[a,wk)—xk]sok <T+i=e
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also ist N dicht in H.

1.1.20 Satz (Parsevalsche' Gleichung)
Sei H ein separabler Prihilbertraum, {¢1, p2,...} ein VONS. Dann gilt fiir alle f, g € H :

(f7 g) = Z fk@a
k=1

wobei fy, gy die Fourierkoeffizienten sind.

Beweis:
Man erhélt zundchst mit der Holderschen und der Besselschen Ungleichung 1.1.10:

1
2

1
N . N 2 N
Hoélder Bessel
> IfE] < <Z|fk|2> -(Zlgk|2> < - gl -
k=1 k=1 k=1

o0

Also konvergiert die Reihe > fig absolut. Unter Verwendung von fx + gx = (f, k) + (g, 9x) =
k=1

(f+ g, k) = (f+ g)x ergibt sich weiter: ||[f +g||?> = ||f||* + ||g||* +2Re (f, g) einerseits und

o0 o0 o0
IE+gl® = Ific+al =Y (]’ + e * +2Refige) = IEI° + |lg]® +2Re Y figw
k=1 k=1 k=1

andererseits, wobei mehrmals die Vollstindigkeit des Systems {1, ¢2, ...} ausgeniitzt wurde. Durch
Vergleich hat man also Re (f,g) = Re Y figk. Ersetzt man f durch i-f, so erhiilt man die entsprechende

k=1
Gleichung fiir die Imaginérteile.

1.1.21 Satz

Sei H ein Hilbertraum, {¢1, a2, ...} ein abzihlbar unendliches Orthonormalsystem. Es gilt: {¢1, @2, ...}
ist vollsténdig genau dann, wenn aus (f, ;) = 0 Vi € N fiir ein f € H schon folgt: f=0.

Bewelis:

»= “ Sei x € H mit (x,¢;) =0 fiir allei € N. Da {p1, s, ...} vollstindig ist, gilt in der Besselschen
Ungleichung 1.1.10 das Gleichheitszeichen, also ist [|x||? = Y | (x,¢:)|? = 0, d.h. x=0.
i=1

n

o0
,< “ Sei f € H. Nach Bessel 1.1.10 gilt: > | (f, 1) |?< o0o. Setzt man nun a, := Y (f, )i, so ist
i=1 i=1
(an)nen eine Cauchy-Folge: Fiir m>n hat man

lam —an ||* = Z(f,%)% = Z(f, goi)cpi,Z(f,(pj)(pj
= ZZ(f, @) (£, 05) (1, 5) = Z(f, o) (£, 1) = Z 1(E,00) 2 -

(o)
Da die Reihe Y |(f, ¢;)|* konvergiert, bilden die Partialsummen eine Cauchy-Folge und damit
i=1

auch die (ap)nen. H ist ein Hilbertraum, also vollstindig, d.h. (a,)nen konvergiert in H und

IMarc-Antoine Parseval (1755-1836)
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(o]

man kann setzen: a := Y (f, ¢i)¢i (in einem Prihilbertraum wére das nicht moglich!). Jetzt ist
i=1

unter Verwendung der Orthonormalitét

(a —f, 901() = (Z(fv @i)(ﬂi,(ﬂk) - (fv 901() = Z(ﬁ‘ﬂﬁ(%’h@k) - (fa(pk) = (fa Sok) - (fa(pk) =0,

i=1 i=1
o0
nach Voraussetzung ist also a = f = > (f, ¢;)¢i. Nach Bemerkung 1.1.13 ist damit {¢1, ¢2,...}
i=1
vollstindig.
1.1.22 Bemerkung
Sei H ein Hilbertraum mit einem abzihlbar unendlichen VONS {¢1, 2, ...}. Definiere J : 1> —

o)
H, (xi)ieNn — Y. Xip;. J ist ein bijektiver, normtreuer Vektorraumhomomorphismus von 12 in H, der

i=1
auch das Skalarprodukt erhilt.

Bewelis:

1) Injektivitdt: > xipi = Yo yvipi = 0= Y. (xi —yi)pi = Vk € N : (Z(Xi _Yi)SOi:‘Pk> =
= 1 i=1 i=1

1

O:VkE]N: Xk—yk;o.

o)
2) Surjektivitit: Sei x € H. Setze x; := (x, ;). Dann ist Y x? konvergent nach Bessel, 1.1.10, und
i=1

o0
X =Y X
i=1

3) J erhilt das Skalarprodukt: (J((Xi)iEN):J((YJ')jEN)) = <Z1 XiPi, Zl Yj%) = Zl 21 Xiy_j(SOia @j)
1= = 1=1)=
=Y Xy = ((xi)ieN, (yj)jeN). Damit ist J auch normtreu.
i=1

Insbesondere ist also jeder separable Hilbertraum isomorph zu 12.

1.2 Orthogonale Projektion

1.2.1 Vorbemerkungen, Voraussetzungen

Sei ‘H ein Hilbertraum. Ein Teilraum M ist ein Untervektorraum von H. Die Begriffe ,,abgeschlossen*,
»abgeschlossene Hiille“ sind wie in der Topologie definiert und werden im folgenden vorausgesetzt.
Aus der linearen Algebra wird die Definition des Orthogonalkomplements M+ eines Teilraums M von
H iibernommen: M+ = {g € H | Vf € M : (f,g) = 0}.

1.2.2 Satz von der orthogonalen Zerlegung

Sei M ein abgeschlossener Teilraum von . Dann gibt es zu jedem f € H ein f; € M und ein f, € M+
mit f = f; + f5. f; und {5 sind durch f eindeutig bestimmt.

12



Beweis:

1) Existenz der Zerlegung (Idee: Beppo Levil):
Sei f € H, d:= inf ||[f —§]|| . Sei (gn)nen eine Folge in M mit lim ||f — g, || = d. Wir zeigen
geM n—00
zunéchst: g := lim g, € M.
n— oo
Setzt man in der Parallelogrammgleichung (1.1.2, 5)) || 3% [|2 + || 222 |12= L(||x|1? + ||y ||?) fiir
x =f —g, und fiir y = f — g,;, ein, so ergibt sich:
2 2
8m — &n gn + 8m 1 2 2
== f—=—"—| ==(If—gn f—gm
e S0 = g+ 11~ gl)
2 2
gm — &n 1 2 2 gn + 8&m
=—(If —gn f—gmll®) —|If -
= &= 5011 =0l + 1= g ) -
Da M ein Teilraum, d.h. ein Untervektorraum von H ist, liegt mit g, und g, auch >>—=" gm + 5 B in
2
M. Daher ist ‘ f— gn-i-Tgm > d2, also
gm—n[” _Loe e e e —ay + L — e —a?
[ | < S0l 41 = ) = 0 = S0 = g =) + 500 g ~a)
Wihle fiir vorgegebenes € > 0 ein N € IN, so daf fiir m, n > N beide Klammern kleiner als
werden, dann ist auch || 22282 ||2< e, d.h. (gn)nen ist eine Cauchy-Folge. Da H vollstéindig ist,
gibt es also ein g € H mlt l1m gn = g. Da M abgeschlossen ist, gilt sogar g € M. Es ist nun
d=|f —g| und fir h e M gllt [[f —hi] > |f —gll . Setze jetzt f; :=g; f5 :=f — g. Zu zeigen
bleibt: fs € M+, d.h. Vo € M : (fs,0) = 0. Sei also ein ¢ € M vorgegeben, sei £ > 0. Wiihle
ein a € R, so daﬁ el® - (f2,¢) =| (f2,) | . (Das geht immer, fiir (f2,p) # 0 ist e!® = %E—"ég‘.)
Da ¢ € M, M Untervektorraum, ist auc_h g 4 ee®p € M. Deshalb gilt nach Definition von g:
IIf —g—eet@p|| > ||f —gl|, also ||f2 — ce'®p]|>> ||f2||* . Damit ist
(f2 —eel¥p,f —ce®p) = [|E]* +& [|o[I> —2Re (f2,e¢!%p) =
1£211* +€* |l —2eRee® (f2,0) > [|f2]” -
Dies ist dquivalent zu ¢ || ||?> 2Reel®(fa, ) = 2 | (f2, )| . Fiir e — 0 erhilt man 0 > | (f2,¢) |,
also (fa, ) =0, d.h. f, € M*.
2) Eindeutigkeit:
Sei f:f1 +f2 = f{ +fé, fl,f{ S M,fQ,fé S Ml. Dann ist 0 :f1 —f{ +f2 —fé, also
0=(f —f] +f2 —f3,fi —f]) = |fi = £ [” +(f — f3, 1 — £]) = [|f — £ |1%,
daf; —f] € M, f, —f5 € ML, Also hat man f; = f|. Daraus folgt f» = f5. Die Zerlegung ist damit
eindeutig.
1.2.3 Satz

Sei M ein Teilraum eines Hilbertraumes . Dann ist: M+ = M~ = ML, (MH)+ =M.

IBeppo Levi (1875-1961)

13



Beweis:
1) Sei f e MY, g € M, g = lim g, mit g, € M. Nach 1.1.15 ist (g,f) = lim (gn,f) = 0, also gilt
n—oo n—o00
feM", dh ML cM".
Ist umgekehrt ' € ML, so gilt fiir alleg € M : (g,f') = 0. Da M C M, gilt dies also insbesondere
fiir alle g € M, es ist daher auch M C M*.

2) M+ ist abgeschlossen: Sei g € M beliebig, (f,)nen eine Folge in M+ mit lim f, = f. Dann ist
n—o0o
0= lim (f,,g) = (f,g), also f € M+, d.h. M+ = ML,
n—oo
3) MHt=M:
,D% Esist M C (M*)*, denn fiir f € M, g € M+ gilt: (f,g) = 0, also ist f € (M*+)*. Nach 2) ist
(M+)+ abgeschlossen, also ist M C (M*)*.
,C“ Nach Satz 1.2.2 gibt es zu f € (M*)! eindeutig bestimmte f; € M,f, € M- = ML mit
f= fl +f2 Es ist (Wegen f 6_(Ml)l,f2 € ML) :0= (f,fg) = (fl,fg) + (f2,f2) =0+ ||f2 ||2 .
Also ist fs =0, d.h. f=1f; € M.
1.2.4 Satz
Sei M ein Teilraum eines Hilbertraumes H. Es gilt: M ist dicht in H <= M+ = {0}, d.h. gilt fiir
geH: VieM: (f,g) =0, so folgt schon: g = 0.

Beweis:

,= ¢ MEIERNT = 4L = {0}, (1L = {0} sieht man so: Sei f € H'. Da H' C H, gilt auch f € #,
also: Aus f € H* folgt (f,f) = 0 und damit f = 0.)

,< “ Sei M+ = {0}. Dann gilt nach Satz 1.2.3: M = (M+)1 = {0}* = H, d.h. M liegt dicht in H.

1.3 Beschriankte lineare Funktionale in H

1.3.1 Definition

Sei ‘H ein Hilbertraum. Eine Abbildung A: H — C heifit lineares Funktional, wenn A homogen linear
ist, d.h. wenn fiir f, g € H, a,8 € C gilt: A(af + Bg) = aA(f) + BA(g). A heifit beschriinkt, wenn
es eine Konstante ¢ € R gibt, so daf fiir alle f € #H gilt: |A(f) | < ¢ ||f]|| . Fiir beschriinkte A setze

[[A||:= sup % = sup |Af|. Falls A nicht beschrinkt ist, setze ||A || = oc.
FEH 0 I1F]1=1

1.3.2 Bemerkung
Sei A ein lineares Funktional in . Es gilt: A stetig <= A beschrénkt.

Bewelis:

Im Anhang, Lemmata B.1.13 und B.2.7.

1.3.3 Beispiel

Sei g € H fest. Durch A : H — C, f — (f,g) wird ein lineares Funktional in H gegeben. Es ist
|Af| < |If[] - [|g]l, also ist A stetig und es gilt [|A|| < [|g]| . Fiir g # 0ist |Ag| = (g,8) = [|g[]*=
Al > |lgll, also hat man insgesamt [|A]| = [|g]| -
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1.3.4 Rieszscher Darstellungssatz (Riesz'-Fréchet?)

Sei A ein beschrinktes lineares Funktional in /. Dann gibt es genau ein g € ‘H, so daf} fiir alle f € H
gilt: Af = (f,g). Insbesondere ist ||A|| = ||g]| . g heifit das erzeugende Element von A.

Beweis:

1) Existenz eines solchen g:
Sei M := {f € H | Af = 0} = A='({0}). Da A stetig ist, ist M abgeschlossen. Fiir M = #
definiere g := 0. Sei also M # H. Da M abgeschlossen ist, gibt es fiir jedes f € H eine Zerlegung
f=f +f, fi € M,f € Mt nach Satz 1.2.2. Daher ist M+ # {0}. Sei h € M+ h # 0. Da

MNM* = {0}, ist dann Ah # 0. Setze g := Hﬁ_ﬁ2 h, dann ist || g||> = “fh}ﬁf- IIh|]? = %. Weiter

ergibt sich Ag = A (% -h) = |A1|” -Ah = “ﬁ}ﬁ‘; = ||g||* # 0. Behauptung: Vf € H : Af = (f, g).

Bewelis:

a) Vf € M: 0= Af= (f,g), denn g € M. (M ist ja ein Untervektorraum)
b) f¢M: Man hat mit ¢ := ﬁf cA(f—cg) = Af—c-Ag=Af—Af=0<=f=f—cge M

f=f+cg. Damit ist Af = Af+c-Ag 2 (F,g)+c [lg]?= (F,8) + (cg,g) = (F+cg,g) = (£, g).

2) Eindeutigkeit:
SeivVf e H: Af=(f,g1) = (f,g) &= (f,g1 —g2) =0 <= g1 —go € H+ = {0}.

1.4 Lineare Operatoren in

1.4.1 Definition (linearer Operator)

Sei H ein Hilbertraum, D ein Teilraum. Ein linearer Operator T ist eine lineare Abbildung T: D —
H, d.h. fir f, g€ D, a,p € C gilt: T(af + fg) = aTf+ fTg. D = D(T) heifit Definitionsbereich von
T. T(D(T)) = R(T) heilit Wertebereich von T. R(T) ist ebenfalls Teilraum von H.

1.4.2 Beispiele
1. H = L?((a,b)), D = C°([a,b]), K : [a,b] x [a,b] — C stetig. Dann ist T : D — L?((a, b)),
b
f— [K(x,y)f(y)dy € C°([a,b]). T ist linear.

)) Sei p € C'([a,b],R), q € C°Ja,b],R), fir x € [a,b] sei
— (—pf’) +qf. T ist linear. Da f kompakten Triiger hat, geniigt

2. H = 12((a,b)), D =
p(x) > 0. Setze T — ’H
p € C'((a,b)), q € C((a,b

1.4.3 Definition (beschrinkter Operator, Norm eines Operators)

Sei H ein Hilbertraum, T ein linearer Operator mit Definitionsbereich D(T). T heifit beschrénkt,

wenn es eine Konstante ¢>0 gibt, so daf fiir alle f € D(T) gilt: || Tf || < ¢ ||f]] . Man setzt wieder

[[T|l= sup % = sup [|TE]|, || Tf|| = oo ist zugelassen.
£€D(T),f£0 feD(T),||f||=1

! Friedrich Riesz (1880-1956)
2Maurice Fréchet (1878-1973)
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1.4.4 Bemerkung
T: D(T)— H ist beschrinkt <= T ist stetig.

Beweis: Im Anhang, Lemma B.2.7.

1.4.5 Beispiel

Differentialoperatoren sind i.a. nicht stetig. Dies sieht man mit einem Skalierungsargument: Sei

T:CY([-2,2]) — L*([-2,2]), f — f".

2
Sei nun ¢ € C5°([—2,2]) eine Funktion mit ¢(x) = 0 fiir x| > 1, [ ¢(x)dx =1 (eine solche Funktion
2

wird z.B. in Definition A.5.3 angegeben). Setze nun @y (x) := ¢(kx). Dann ist
Tow(x) =k - (Tp)(kx) =k - ¢/ (kx)
und es gilt:
2 2 i
Il = [ 1P de= [ 1ot de= [ foloo dx=
L2 2 —L

1

1 1
= 1 [ 1P =L lllie,
—1
2 2 E
ITocl2: = /|so{<<x>|2 dx=/|k-eo'(kx>|2 dxsz-/no'(kx)P dx =
—92 -2 _1
k
1 1
= kg&/iso'(xn? dx =k [|¢'|s .
—1
Damit ist - ) . i i
N T A T A
e TonlPs koo T llolZs — N@ls ko

Der Operator T ist also nicht beschrinkt und damit nicht stetig.

Deshalb werden wir die Differentialoperatoren meist nicht direkt untersuchen. Wir betrachten statt-
dessen ihre Inverse, einen Integraloperator, der — bei beschrinktem Grundgebiet — nicht nur stetig ist,
sondern noch weitere ,schéne“ Eigenschaften aufweist.

1.4.6 Definition (Fortsetzung)

Sei H ein Hilbertraum, seien T, T lineare Operatoren in # mit Definitionsbereichen D(T), D(T). T
heif}t eine Fortsetzung von T (abgekiirzt T C T oder T D T) genau dann, wenn gilt:

1) D(T) ¢ D(T),

2) Vf € D(T) : Tf=Tf.

Die wichtigste Art der Fortsetzung ist die durch AbschlieSung. Es gilt:
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1.4.7 Satz (Existenz und Eindeutigkeit der Abschlielung)

Sei H ein Hilbertraum, T : D(T) — H ein beschrénkter linearer Operator. D(T) sei dicht in H.
Dann gibt es genau einen beschrénkten Operator T : H — H, der T auf ganz H fortsetzt, d.h. T C T.
T heifit AbschlieBung von T in H. Es ist || T|| = || T|| .

Bewelis:

1) Existenz von T :

Seif € H, f, € D(T), lim f, =f. Dann ist | Tf, — Tfn || = || Ty = f) || < c || fa =t || -
n—o00o
Demnach ist (Tf,),en eine Cauchy-Folge in H, also konvergent. Setze Tf := lim Tf,. T ist
n—oo

wohldefiniert: Sei (f])nen eine weitere Folge mit f] € D(T), lim f] = f. Dann folgt lim (f, —
n—oo n—oo
fl) =0, also auch lim (Tf, — Tf]) = 0 und daher lim Tf, = lim Tf].
n—oo n—oo

n-yoo
2) Eindeutigkeit:
Sei f € H, f, € D(T) mit nler;O f, = f. Fiir jede AbschlieBung T von T gilt — da T stetig sein
soll: Tf = lim Tf, = lim Tf,.

n—o00 n—o00
3) TN =TI
Aus | Tf[| = lim [[Tf | < || T - lim [[fa|| = | T[| - [|f]| erhélt man | T|| < ||T|.DaT
n—oo n—o00
Fortsetzung von T ist, gilt aber:
ITIl= sup  [|Tf|= sup [ITE[|< sup [ TE[[ =T .
feD(T), |If]|=1 feD(T), |If]|=1 fEH,[If]|=1

Also ist || T|| = || T -

1.4.8 Bemerkung

Seien Tq,T» lineare beschrinkte Operatoren in # mit Definitionsbereichen D(T;), D(Ts). Setze
D(Tng) = {g | g c D(TQ),TQg S D(Tl)}, T1T2f = T1 (T2f) Dann ist T1T2 ein linearer Operator
in H mit Definitionsbereich D(T;T2). Wenn Ty, T2 beschrinkt sind, ist || Ty Tof || < || Ty || - || Tof|| <
ITu | I To | - [£]], also [| Ty T2 || < | Ty || - || T2 | . Fiix D(Ty) = D(Ty) = H ist D(T,T) = #. Die
Menge der beschriinkten linearen in ‘H erklirten Operatoren bildet also eine Algebra.

1.4.9 Satz (Existenz und Eindeutigkeit der Adjungierten)

Sei H ein Hilbertraum, T ein linearer beschrinkter Operator mit D(T) = . Dann gibt es genau
einen linearen beschrinkten Operator T* in H mit D(T*) = H, so dafB} gilt: Vx,y € H : (Tx,y) =
(x, T*y). T* heiBit die Adjungierte zu T. Fiir T* gilt: T* ist beschrinkt, || T* || = || T ||, weiter ist
T** — (T*)* — T-

Beweis:
1) Existenz:
Sei y € H fest, aber beliebig. Setze Ay : H — C, x — (Tx,y). A, ist ein lineares Funktional.

1.1.14
Bs gilt: [A,(9)| = | (Tx,y)| < Il - Iyl < T - ] - Iy, also ist Ay beschrénkt. Nach
Riesz-Fréchet 1.3.4 gibt es also genau ein y*€ H mit Ay(x) = (x,y*). Setze nun T* : H —
H, y — y*. Es ist also D(T*) = H. T* ist linear:

Sei nun x € H fest, aber beliebig. Seien y1,y2 € H, a, € C. Es ist
(x,aT*y1 + ATy2) = (x,ayf +By3) =alx,y;) +B(x,y3) = a(Tx,y1) + B(Tx,y2) =
= (Tx,ay1) + (Tx, By2) = (Tx, ay1 + By2) = Aay,+6y. () =
= (x,T*(ay1 + By2))-
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Damit folgt T*(ay1 + By2) = aT*y1 + ST y,.
2) Eindeutigkeit:

Vx,y € H: (x,T*y) = (x,Sy) = Vx,y e H: (x,T*y —Sy) =0=Vy € H: T*y =Sy.
3) Beschrinktheit:

| (T*y,x) | = | (Tx,y) | < || T - Ix|l -yl . Setzt man nun x = T*y, so ergibt sich:
Iy [P<ITI- IT=y [l Iyl <= 1Ty [ < I T - Iyl =T < [Tl

4) T** =T:
(Tx,y) = (x, T*y) = (T*y, %) = (v, (T*)*x) = (T*)"x,y) = T = (T*)" = T*".

5) Tl = | T

Nach 3) gilt: ||T*|| < || T; ||T**|| < ||T*|| . Weil nach 4) T** = T, folgt also || T|| = || T*| .

1.4.10 Bemerkungen

Sei H ein Hilbertraum, seien S, T : H — H beschrinkte lineare Operatoren. Setze N (T) := {f € H |
Tf =0} und R(T) :={g € H |3 € H:Tf=g}. Es gilt:

1) (ST)* = T*S*.
2) (S+T)* = S* +T*.

3) N(T) = R(T*)*.

4) R(T*) = N(T)*.

5) Im allgemeinen ist R(T*) # N(T)*.

Beweis
1) Esist (STx,y) = (Tx,S*y) = (x, T*S*y). Also ist (ST)* = T*S*.
2) (5+T)x,y) = (Sx+Tx,y) = (S%,y) + (Tx,y) = (x,5"y) + (x, T*y) = (x, (5" + T)y).
Also ist (S+ T)* = S* + T*.
3) »C* Sei g € N(T),f € R(T*). Dann gibt es ein f e H mit T*f = f. Weil g € V(T), ist Tg = 0.
Also folgt: (f,g) = (T*f,g) = (f, Tg) = (f,0) = 0. Demnach ist g € R(T*)*.
»D“ Seige R(T*)J‘,~d.h. fiir alle f € R(T*) gilt: (f,g) = 0. Fiir alle f € H ist T*f =: f € R(T*),
also gilt fiir alle f € H : 0 = (f,g) = (T*f,g) = (f, Tg). Folglich ist Tg = 0, d.h. g € N(T).
4) Nach 3) ist N(T) = R(T*)+. Daraus folgt mit Satz 1.2.3: N'(T)+ = (R(T*)1)+ = R(T*).

5) Sei T : 12 — 12, (ap)nen — (%“)HGN. Dann ist T injektiv, denn ist T((an)nen) = (%ﬂ)neN =

(O)nen, so folgt a, = 0 fiir alle n € ]N Demnach folgt AV(T) = 0. Weiter ist T* = T :
(T((anaen): (baduen) = 3 % o = 5 a5 = ((an)uen. T(Bduen)).

[ee]

T ist aber nicht surjektiv, denn (%)neN ist wegen . # = %2 < 00 in 12, hat aber kein Urbild.
n=1

Also ist R(T) = R(T*) #12 = (0)* = M(T)*.

Zusammenhang mit unendlichen Matrizen:

Sei H ein separabler Hilbertraum mit VONS {1, 2, ...}, T ein linearer beschrinkter Operator. Ty :=
(Tx, i) Bei Verwendung des Hilbertraumisomorphismus J: 12 — H aus 1.1.22 ergeben sich folgende
Aussagen:
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1) Vke IN: t = Z |Tik|2< 00.

i=1
2) VieN: Ei = Z |Tik|2< 0.
k=1

o0 OO
3) Ist t2 =5 3 | T |’< o0, soist || T < t.
i=1k=1

1.5 Die Inverse eines linearen Operators

1.5.1 Definition (Inverse eines Operators)

Sei H ein Hilbertraum, T ein linearer Operator mit Definitionsbereich D(T) und Wertebereich R(T)
(R von engl. range). Die Abbildung T : D(T) — R(T) sei bijektiv. Die inverse Abbildung T~! :
R(T) — D(T) heifit der zu T inverse Operator T1.

Bemerkung: T~! ist ein linearer Operator in H : Seien «, 8 € C, x,y € R(T), d.h. es gibt X,y € D(T)
mit TX = x, Ty = y. Dann ist T(aX + 37) = aTx + Ty = ax+ fy = T~ !(ax+ By) = ax + 7 =
aT x4+ BT ty.

1.5.2 Hilfssatz
Sei H ein Hilbertraum, T ein linearer Operator in H mit Definitionsbereich D(T). Notwendig und
hinreichend fiir die Existenz von T~ ist: Tx = 0 = x = 0.

Beweis:

,= “ T~ existiert = T ist injektiv. Da T(0) = T(0-x) = 0-T(x) = 0, folgt also: Tx = 0 => x = 0.

»< “ Sei Tx = Ty. Dann ist T(x—y) = 0, nach Voraussetzung also x-y = 0, d.h. x = y. Also ist T
injektiv.

1.5.3 Satz (Toeplitz')

Sei H ein Hilbertraum, T ein beschrinkter linearer Operator in A mit D(T) = H. T hat genau dann
einen in H erklirten beschréinkten inversen Operator T~! (insbesondere ist dann D(T~!) = R(T) =
H), wenn gilt:

1) Es gibt ein d > 0, so dal Vx € H : || Tx|| > d- || x| .
2) Ist T*x = 0 fiir ein x, so folgt: x = 0.
Beweis:

»= “ Sei also T~! {iberall erkléirt und beschréinkt. Sei ¢ > 0, so daf fiiralley € H : | T 'y|| < c||y] .
Setzt man y = Tx, so erhilt man fiir allex € H : [|x|| < ¢ || Tx|| <= || Tx|| > %-||x]|, also 1)
mit d = 1. Sei nun g € H mit T*g = 0. Dann hat man fiir alle f € H : 0 = (f,T*g) = (Tf,g).
Da R(T) = H, gilt also fiir f € % : (f,g) =0 = g =0, also gilt 2).

=" Tx=0= 0= |Tx| > d [[x] > 0 <= x = 0. Nach obigem Hilfssatz 1.5.2 existiert

also die Inverse T~ : R(T) — H. T~ ! ist beschrénkt: Setzt man x = T 'y in 1) ein, so ist
lyll> d [T 'y = [|T7'y]| < L-[ly]l - Zu zeigen bleibt noch: R(T) = H.

LOtto Toeplitz (1881-1940)
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a) R(T) ist abgeschlossen:
Seien g, € R(T), g € H, so daB gilt: nl'l)n;o gn = g. Es existieren f, € H : Tf, = g,. Man
erhiilt: ||fo —fu || < 5 1T —fm) | = 3 |l 80 — 8m || - Also ist (fy)nen eine Cauchy-
Folge in H, d.h. es gibt ein f € H : nli_EI;O fn = f. T ist beschrinkt, also stetig, deshalb gilt
g= nler;O gn = nler;O Tf, = Tf, demnach ist g € R(T).

b) R(T) = H :
Sei g € R(T)*, d.h. Vf € H : 0= (Tf,g) = (f, T*g) = T*g=0=2g=0.

1.5.4 Beispiel

Der Operator T : 12 — 12,A = (ap)nen — B = (by)nen mit by = 0,b, := a, ¢ fiir n > 2, ist
ein Operator, der die Bedingung 1) des Satzes von Toeplitz 1.5.3 erfiillt, der aber keine in 12 erklirte
beschriinkte Inverse hat. Auf Bedingung 2) kann also nicht verzichtet werden.

Beweis:
T ist in ganz 12 erklirt und es gilt || TA|*> =0+ E a2 = [|A]]?, d.h. T ist beschriinkt. Mit d = 1 hat

man auch || TA| > d- || A]| fiir alle A € 12. T 1st aber nicht surjektiv, denn alle Bilder haben 0 als
erste Komponente. Also hat T keine in ganz 1? erkliirte Inverse.

Wie sieht nun T* aus? T* ist durch (TA,B) = (A, T*B) definiert, seien also A = (an)nen und
B = (bn)nen- Es ist

(TA,B) Zan 1bn_Zann+1 (A, T*B).

Folglich ist T*(by,bs,bs,...) = (ba, b3z, by,...). T* erfiillt offensichtlich die Bedingung 2) im Satz von
Toeplitz nicht. Aber es gilt T*T = Id, d.h. T hat einen beschriinkten inversen Operator, der sogar in
ganz 12 erklirt werden kann. Allerdings gilt TT*(A) = A nur, wenn A € R(T) # 12.

1.5.5 Definition (hermitescher' Operator)

Sei H ein Hilbertraum, H ein linearer Operator in H mit Definitionsbereich D(H). H heifit hermitesch
—

1) D(H) ist dicht in H.
2) vi,g e D(H) : (Hf,g) = (f,Hg), d.h. H = H*.

In Bemerkung 2.1.11 werden wir sehen: Ist D(H) = H, so ist H beschriinkt.

1.5.6 Satz

Sei ‘H ein Hilbertraum, H hermitesch und beschrinkt. Weiter existiere eine positive Konstante d, so
das fiir alle x € D(H) : ||Hx|| > d-||x]| . Dann gilt: H: D(H) — R(H) ist injektiv, R(H) liegt dicht
in H, die Inverse H™! : R(H) — D(H) existiert und ist beschrinkt.

Beweis:
Sei Hx = 0. Dann ist 0 = [|Hx|| > d- ||x]|| > 0 = ||x|| = 0 = x = 0. Nach Hilfssatz 1.5.2 ist H
injektiv, d.h. die Inverse existiert. Setzt man x = H~ly, so ergibt sich [ HH™!y|| > d-||H 'y || <

IH ty || < % |lyll, d.h. die Inverse ist beschréinkt. R(H) liegt dicht in H :

Betrachte die AbschlieBung von H: H : # — R(H). H ist beschrénkt (Satz 1.4.7) und es gilt
Vx € H:||Hx| > d- | x| - H ist hermitesch: Seien f,g € H, f,,g, € D(H) mit lim f, =

n—oo

L Charles Hermite (1822-1901)
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f, lim g, = g. Dann ist (Hf,g) = lim (Hf,,g,) = lim (f,,Hg,) = (f,Hg). Damit geniigt H den
n—oo n—o00 n—oo
Voraussetzungen des Satzes von Toeplitz 1.5.3 und es ist daher R(H) = H. D.h., zu g € H = R(H)
existiert ein f € H mit H f = g. Da D(H) dicht in H ist, gibt es f, € D(H) mit lim f,, = f. Daher ist
n—o0o
lim Hf, = lim Hf, = Hf = g, d.h. R(H) liegt dicht in H.

n—oo n—oo

1.5.7 Satz

Sei H ein Hilbertraum, T: H — H ein beschriinkter linearer bijektiver Operator. T ! existiert also mit
D(T~!) = H. Sei T~! beschrinkt (Nach dem Satz vom inversen Operator B.2.15 ist dies iiberfliissig).
Sei T* der adjungierte Operator zu T. Dann gilt: T* : H — H ist ebenfalls bijektiv, (T*) ! ist also
in ganz H definiert, und es gilt: (T*)~! = (T~1)*.

Beweis:

Ziel ist natiirlich, den Satz von Toeplitz 1.5.3 anzuwenden. Zunichst gilt: T~! ist beschrinkt, d.h.
es gibt ein d>0, so daB Vg € H : || T~'g|| < % || g| . Setzt man g = Tf, so ist also fiir alle
feH: d|f] <|Tf| . Nun gilt fir alle g € H : [|g||*= (g,8) = (TT'g,g) = (T~'g, T"g) <
ITgl - I Tgll < gl [ T*gll <= d- [Igll < [IT"g]l -

Weiter sei (T*)*g = 0. Wegen T** =T folgt Tg = 0 und mit || Tg|| > d: ||g]| erhélt man g = 0.

Die Bedingungen 1) und 2) des Satzes von Toeplitz sind also erfiillt, deshalb existiert (T*)™!, ist in
ganz H erklart und beschrénkt. Schliefilich gilt fiir alle f,g € H :

(£, (0)7g) = (T@'D), (1)) = (TET(T)"8)) = (T7'E,8) = (£,(T7)"s),

also folgt (T*)~! = (T1)*.

1.6 Unitdre Operatoren, Projektoren

1.6.1 Definition

Seien H,H' zwei Hilbertrdume mit Skalarprodukt (x,y) bzw. (x’,y’)’ und Normen || x|| bzw. || x|’ .
V:H — H ’ heifit linearer Operator, falls fiir allex, y € H, «, 8 € C gilt: V(ax+8y) = aV(x)+8V(y).
V heifit beschriinkt, falls es eine Konstante ¢>0 gibt, so daf$} fiir alle x € H : || V(x) ||' < ¢ || x| -
V heifit isometrisch, falls fiir alle x,y € H : (x,y) = (Vx,Vy). L(H,H') :={V:H — H' | V ist
beschriinkter linearer Operator}. Im Falle H = ' schreibt man kurz L(H).

1.6.2 Bemerkungen

1) V: H — H' beschrinkt <= ||V|| := sup ”I\llffl‘lll = sup ||VI|'< oo <=V stetig.
fEH,f#0 feM,|If||=1

2) L(H,H') ist ein Vektorraum. Zusammen mit der in 1) definierten Norm wird L(H, ') zu einem
normierten Raum. L(#,H') ist vollsténdig.

3) Isometrische Operatoren sind beschriankt durch 1.
Beweis

1) ist Lemma B.2.7.

2) Sétze B.2.10 und B.2.11.

3) [IVE(” = (VE, VE)' = (£,f) = [If]]” .
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1.6.3 Definition (unitér)

H,H' seien Hilbertriaume, U: H — H' sei linear. U heifit unitir <=
1) U ist isometrisch,

2) U ist surjektiv.

1.6.4 Bemerkungen

1) Ist U unitér, so ist U bijektiv, U™! existiert und ist in ganz H' erklirt. U~! ist isometrisch, also
ebenfalls unitér.

Beweis:
!
Injektivitit: Sei Uf = Ug. Dann ist 0 = (Uf — Ug, Uf — Ug)' = (U(f —g),U(f - g)) =|If —gll,
also f = g.
U1 ist isometrisch: Aus (Uf, Ug)’ = (f, g) folgt fiir alle x',y’ € H': (x',y") = (U~ ¥/, U"ty").
2) Fir H = H': Seien U, V unitire Operatoren in H. Dann gilt fiir alle f,g € H : (UVf,UVg) =

(VE,Vg) = (f,g), also ist UV unitér. Die Menge aller unitiiren Operatoren in # bildet also eine
Gruppe.

1.6.5 Definition

Seien H,H' Hilbertrdume, T : H — H, T' : H' — H' beschrinkte lineare Operatoren. T und T’
heiflen unitér dquivalent, wenn es einen unitéren Operator U : H — H' gibt mit T = UTU"! (bzw.
dquivalent dazu: T = U~1T'U).

1.6.6 Bemerkung

Seien T, T’ unitir dquivalent. Dann haben sie die gleichen Eigenwerte.

Beweis:
Aus Tx = \x folgt U T'Ux = Xx, also T'(Ux) = X - (Ux).

1.6.7 Satz

Sei V ein beschriinkter linearer Operator in H,D(V) = H. V ist genau dann unitir, wenn

VV* =V*V =1d.
Beweis:
,= “ V ist unitér, also gilt fiir alle f,g € H : (f,g) = (Vf,Vg) = (f,V*Vg), d.h. V*V =1d. V! ist

ebenfalls unitér, also ist (f,V*g) = (Vf,g) = (V7 IVf,V~lg) = (f,V~lg), d.h. V* = V- und
damit VV* = Id.

& ¢ Sei VV* = V*V = Id. Damn ist (V*f,V*g) = (VV*f,g) = (f,g) und (Vf,Vg) = (V*V,g) =
(f,g). V und V* sind also isometrisch. Nach dem Satz von Toeplitz 1.5.3 ist V* der zu V inverse
Operator und es ist R(V) = H. Also ist V unitér.
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1.6.8 Hilfssatz

Sei H ein Hilbertraum, M ein abgeschlossener Teilraum. Sei fiir f € H : f=f; +f5,f; € M,f, € M+
die Zerlegung von ‘H gemaf Satz 1.2.2. Py : H — M, f —— £ ist ein linearer beschrankter Operator
mit folgenden Eigenschaften

1) P%,[ = Py,

2) Py =P,

3) R(Pm) =M.
Beweis:

1) und 3) sind klar.
L
2) Seienf,g € H,Pf=1,Pg=g. Dannist (Pf,g) = (f1,8) = (f1,81+82) = (f1,81) +(f1,82) —
(fl’gl) und (fa Pg) = (fagl) = (fl +f2,g1) = (fl,gl), also P = P*.
1.6.9 Definition (Projektor)

Sei H ein Hilbertraum, P ein beschrinkter, linearer Operator mit D(P) = H. P heifit Projektor in H
genau dann, wenn P hermitesch ist (d.h. P* = P) und P? = P gilt.

Fiir Projektoren gilt

1.6.10 Satz

Sei ‘H ein Hilbertraum, P ein Projektor in . Dann ist R(P) abgeschlossener Teilraum von H. H hat
die Orthogonalzerlegung f = Pf + (f — Pf), f € H, Pf € R(P), f — Pf € R(P)*
Beweis:
1) Pf und f — Pf sind orthogonal:
(Pf,f — Pf) = (f,P(f — Pf)) = (f,Pf — P?*f) = (f,Pf —Pf) =0
2) R (P) ist abgeschlossen.
Sei (gn)nen C R(P) eine Folge mit lim g, = g, g, = Pf,. Dann ist Pg, = P?f, = Pf, = g,
n— oo
wegen li_>m gn = g und li_>m Pg, = Pg hat man also g = Pg € R(P). Demnach ist R(P)
n o0 n o0
abgeschlossen.

1.6.11 Bemerkung
Sei P ein Projektor, P # 0. Dann ist ||P|| = 1.

Beweis:
Es ist || Pf|| = ||P%f|| < ||P] - || Pf]| . Wahlt man f mit Pf # 0, so folgt: 1 < ||P]| .
Sei jetzt f € H beliebig. Nach 1.6.10 ist f = Pf + (f — Pf) eine orthogonale Zerlegung von f. Also ist
K (f,f) = (Pf+ (f — Pf), Pf + (f—Pf)) -
= ||Pf|]> +(Pf,f — Pf) + (f — Pf,Pf)+ ||f — Pf|> = ||Pf||*> + ||f — Pf||*>
IPE” .
Also gilt fiir allef € H, Pf #£0:

v

— < — =1
Il =

|
Demnach ist auch ||P|| < 1 und insgesamt folgt: || P|

=1
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1.7 Sesquilinearformen

1.7.1 Definition (Sesquilinearform)

Sei H ein Hilbertraum, T : H — H ein linearer Operator. Dann heifit die Abbildung B: H x H —
C, (f,g) — (Tf,g) die zu T gehorige Sesquilinearform.

1.7.2 Satz

Sei T : H — H ein linearer Operator, B : H x H — C die zugehorige Sesquilinearform. Es gilt:

T ist beschrinkt <= Es gibt ein ¢>0, so daf fiir alle f, g € H gilt: |B(f,g)| < ¢ [|f]] - l|g]l -

Dann ist ||T|| < ¢

Beweis:

»= ¢ T ist beschrénkt, also gibt es ein ¢>0, so daB fiir alle f € H : || Tf || < ¢ || || . Dann ist

1.1.14
[(Tfe)| < [T - [[gll < e |If]l- gl -

b= Vi,geH:|B(f,g)| < c [|f]| - |Ig]l - Setze g = Tf ein:
IB(f, Tf)| = | TE|I* < o [[£]| - | TE[| <= | Tf]] < e [I£]] .

Also ist T beschrinkt, || T|| < c.

1.7.3 Satz

Sei H: #H — H hermitesch, B die zu H gehorige Sesquilinearform. Es gilt:
H ist beschriinkt <= Es gibt ein ¢>0, so da8 fiir alle f € H : |B(f,f)| < c- [|f]|> . Dann ist ||H|| < c.

Beweis:
1.1.14

»=> “ H ist beschriinkt: Fiir f € #H sei ||Hf || < ¢ ||f|| . Dann ist |B(f,f) | = | (Hf,f)| < ||Hf|| - ||f]|

< ¢ ||f]|?, also gilt die Ungleichung.
,<& ¢ Seien f, g € H. Es ist

B(f+g,f+g) = (Hf+Hg f+g) = (HE )+ (Hg,g) + (Hg,f) + (Hf, ) =
(Hf,f) + (Hg, g) + (g, Hf) + (Hf, g) = (Hf,f) + (Hg, g) + 2Re (Hf, )
und
B(f —g,f —g) = (Hf,f) + (Hg,g) — 2Re (Hf, g).
Subtraktion liefert: Re (Hf,g) = % [(H(f+ g),f+g)— (H(f —g),f— g)] Aus der vorausgesetzten

Ungleichung ergibt sich zusammen mit der Parallelogrammgleichung 1.1.2:
1.1.2

|Re(Hf,g) | < §(1f+ gl + I1f—gl?) =" §@ 1> +2 1gl*) = SUI LI + [l gl]*). Sei
If|l = llg|| = 1, damit ist |Re (Hf,g)| < c. Demnach ist fiir alle f, g € H\{0} : |Re (H(ﬁ), WQL\I”

<c <= m- | Re (Hf,g) | < c. Also ist fiir f,g € H : |[Re(Hf,g) | < c |[f]| - ||g]| .- Fiir

a € Cist Re (Hf, @g) = Re (a(Hf, g)). Bestimme jetzt fiir festes f, g € H a so, daf |a| =1 und
a(Hf,g) = | (Hf,g)| . Dann ist:

|(Hf,g)| = Re (a(Hf, g)) = Re (Hf,ag) = |Re (Hf,a@g) | < c- ||f]| - [|ag || = c- [If]] - [[g]] -
Setzt man nun fiir g = Hf ein, so ist also

| (HE,HE) | = [|HE|* < e ||£]] - | HE[] <= [|[HE[] < e [|£]],

d.h. H ist beschréankt mit [|H|| < c.
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1.7.4 Definition (Sesquilinearform)

Sei H ein Hilbertraum. B: H x H — C heifit Sesquilinearform genau dann, wenn fiir c¢y,co €
Caf17f27g17g27f7g EH gllt

B(cify + caofs, g) = c1B(f1, 8) + c2B(f2, g),

B(f,ci1g1 + cage) = &iB(f, g1) + ©&B(f, g2)-

Die Sesquilinearform heifit hermitesch, wenn fiir f,g € H : B(f,g) = B(g,f). Sie heifit beschrinkt,
wenn es ein ¢ > 0 gibt, so daB fir f,g € H : |B(f,g)| < c ||If]l - llgll -

1.7.5 Satz

Sei H ein Hilbertraum, B eine beschrénkte Sesquilinearform. Dann gibt es genau einen beschrankten
linearen Operator T: H — H derart, daB fiir f, g € H : B(f,g) = (f,Tg). B ist genau dann
hermitesch, wenn T es ist.

Beweis:

Sei g € H fest, sei Ly : H — C, f — B(f,g). Dadurch ist ein lineares Funktional Lg gegeben.
|Lg(f) | <c-|lgll - IIf]], also ist Lg beschrankt. Nach dem Satz von Riesz-Fréchet 1.3.4 gibt es genau
ein g* € H mit L (f) = (f, g*) = B(f, g). Definiere nun einen Operator T durch T : H — H, g +— g*.
Dann ist T linear und beschrénkt:

Leygitenge () = (£, (c181 + c2g2)") = B(f, c1g1 + cage) = TiB(f, g1) + &2B(f, g2) =
= t(f,g]) +22(f,g3) = (f,c1g] + cag3),

also (c1g81 + Ca2g2)* = 18} + cagy, d.h. T ist linear. Weiter gilt | (f, Tg) | = |B(f,g)| < c- [|f] - ||g]l -
Setzt man f = Tg, so ist || Tg|]> < c || Tgll - l|gll < | Tg|l < ¢ ||g]|, d-h. T ist beschréinkt mit
|| T| < c. Die Eindeutigkeit von T ist klar: B(f,g) = (f, T1g) = (f, Tag) <= Vf € H : (f, T1g— Tag) =
0= Vg e H: Tig = Tog. T ist hermitesch <= B(f,g) = (f, Tg) = (Tf,g) = (g, Tf) = B(g,f) <=
B ist hermitesch.

1.7.6 Satz von Lax'-Milgram?

Sei H ein Hilbertraum, B : H x H — C eine beschrinkte Sesquilinearform, d.h. es gibt ein b > 0, so
daB fur alle f, g € H : |B(f,g)| <b- ||f] - ||g]|l . B sei auch nach unten beschrinkt, d.h. es gibt ein a
> 0, so daf fiir alle f € H : |B(f,f)| > a- ||f|]* .

Sei L : H — C ein beschréinktes lineares Funktional. Dann gibt es genau ein g € H derart, daf} fiir
alle f € H : L(f) = B(f, g).

Beweis:
Nach Satz 1.7.5 gibt es einen beschrénkten linearen Operator T : H — H, so daf} fiir u,v € H
gilt: B(u,v) = (u, Tv). Fiir f € H gilt: | B(f,f) | = | (f, Tf) | > a- || f||*> Nach der Cauchy-Schwarz-

Ungleichung 1.1.14 ist |f, Tf| < || ]| - || Tf||, also: || Tf|| > a- || ]| . Weiter ist | (f, Tf)| = | (T*f,f)]|,
also ist auch || T*f || > a- || f || . D.h., die Gleichung T*f = 0 hat nur die Losung f=0. Damit sind
die Voraussetzungen des Satzes von Toeplitz 1.5.3 erfiillt und es gilt: T hat eine {iberall erklirte,
beschriinkte Inverse T~!. Nach Riesz-Fréchet 1.3.4 gibt es genau ein h € H mit L(f) = (f,h). Setze
nun g := T~'h. Dann ist fiir alle f € H : L(f) = (f,h) = (f, Tg) = B(f,g). g ist eindeutig bestimmt,
denn: Sind g, g’ zwei Elemente von #, die dasselbe leisten, so gilt: 0 = B(f,g — g') fiir alle f € H. Mit
f=g—g'ist 0=|B(g—g',g—g’)| >a |lg—g'll*, also folgt g = g'.

'Peter D. Lax (*1926)

2 Arthur Norton Milgram (1912-1961)
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1.8 Das Theorem von Fourier-Plancherel

Einer der wichtigsten unitéiren Operatoren ist die Fouriertransformierte in L2(R"). Sie verwandelt die
Differentiation in eine algebraische Operation und die Faltung zweier Funktionen in die Multiplikation.
n

Fiir x,y € R" sei x -y = 3 xyk. Die Faltung war so erkldrt: Fiir f,g € LY(R") ist (f * g)(t) :=
k=1
f f(t—s)g(s) ds. Fiir f € C(R") oder f € C}(R") setzt man Tf(x) = 2177)“ [ e ™¥f(y) dy. Tf(x) wird
Rn

als Fouriertransformierte von f bezeichnet. Nun werden die Eigenschaften des Operators T untersucht:

1.8.1 Hilfssatz

1 fira<x<b . I
0 sonst Dann ist Tx(a,b)(x) = \/T_w_{o e Y x[a,b] (v) dy

= m - (e7P* — e7X) Ty, ist aus L*(R) und fiir das L?(R)-Skalarprodukt I(a,b,c,d) =

I TX(a,b] (%) TX[e,a) (%) dx, a < b,c < d, gilt:

Fiir a,b € R,a < b sei x[a)(x) = {

I(a,b,c,d) = 0, wenn [a,b],[c,d] hochstens Randpunkte gemeinsam haben,
a, b, C, “1lb-— a, wenn [a, b] = [C)d]'

Beweis:
b —ixy _i —iax . : —ix
Es ist Tx[a,1)(x) = \/%—W! e Wy = =[5 = \/ﬁ-l(—ix) - (e7*P —e~1aX) Fiir x € R ist |[e7*P| =
—E& [ee]
|e™®| = 1, deshalb existieren die Integrale [ |Tx[up(¥)]* dy, [ | Tx[ap(y)[?* dy fiir alle e > 0.
Es ist
1 1 . ) 1 ) . . )
2 _ —ixb —ixa |2 __ —ixb —ix ixb ix _
| TX b (X) 7 = %';We —e T = W(e —e ) (M7 —e™) =
1 ix(a—b —ix(a—b 1
= 5 (+l-e (a=b) _ g=ix(a=b)) — 5~ (2= 2cosf(a—Db)x]) =
1 1 — (1" 2k 2k
= 1 -cosl(a-b)x]) = —- (1—§W(b—a) ) =
_ l i k+1 a)2k 2(1(71)-
T
k=1
Folglich existiert auch [ [Tx[ap)(y)|* dy, also ist Tx[sp)(x) € L*(R).
—€
Berechnung des Skalarprodukts: Sei € > 0, dann ist
I(a b.c d) = i .4 lim [ i (ei(d—b)x _ ei(d—a)x _ ei(c—b)x + ei(c—a)x) dx+
) I 27T 0 X2
— 00
+ lim i (ei(d—b)x _ ei(d—a)x _ ei(c—b)x + ei(c—a)x) dx b =
e—0 x2

1 = ei(dfb)x -1 ei(dfa)x -1 ei(cfb)x -1 ei(cfb)x -1
— 5oim [ - - ¥ ) dx

27 €0 x2 x2 x2 x2
00 . . .
1 i el(d=b)x _ 1 elld=a)x _ 1 ellc=b)x _ 1 ellc—a)x _q q
+ 27 =50 ( x2 B x2 B x2 + x2 > *
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Das erste Integral sei mit A_ , das zweite mit A, bezeichnet. Sei h € R. Dann existiert der Grenzwert

—£&

% ihx ihx % ihx
-1 -1 -1
¢ dx := lim ¢ dx + ¢ dx
x2 £—0 x2 x2

— 00 — OO €

Beweis:
Sei 0 < § < e. Dann ist

-4 e

1 ihx 1 ihx
/—2(6h —1)dx+/x—2(eh —1)dx=
—e 8

€

_ - (_1)kh2k 2k—2 _ - (_1)kh2k 2k—1 2k—1
= 2) - (2K)! /Xk dx = 22(2k)!(2k—1)'(gk -,
§

k=1
Dabei kénnen Summation und Integration vertauscht werden, weil die Potenzreihe absolut konvergiert.

x
-1
—dx

eih

o0
Insgesamt hat man jetzt: Fiir €,§ — 0 konvergiert dies gegen 0, d.h. der Grenzwert H
—00

existiert. Wie in der Rechnung nebenbei gezeigt, gilt:

0o 1 oo ifh| 1 0o L
el X _ _ el X _ t:ﬂl‘x el _
LR P LR PN EE,
Setze o := HA ei;2—1 dt. Dann ist
—00
2r - I(a,b,c,d) = limA_ +limA; =lim(A_ +A;) =
T eild—b)x _ 1 T eild—a)x _ 1 T eile=b)x _q
X X x
— 00 —00 —00
o0
i(c—a)x __ 1
+ 7& S dx=
x

= a-(Jd=b|—-|]d—a]|—|c—Db|+ |c—al).

Falls [a,b] und [c,d] nur Randpunkte gemeinsam haben, ist a < b <c<doderc <d <a<bundin
beiden Fillen hat man 271(a,b,c,d) = 0. Im Fall [a,b] = [c,d], d.h. a = ¢, b = d folgt:

9rl(a,b,c,d) = a- (—2(b —a)) = —2a(b — a) <= I(a,b,c,d) = —%(b —a).

Es bleibt zu zeigen: Hf &7t dt = —.

t2

Z

) 0o . ) B
fz) =5t =4 > (li—?k =3 ikzl;—!l ist holomorph in C\{0} und hat in 0 einen Pol der Ordnung 1.
k=1 k=1

Integriere nun:
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/// \\\
/” r\\cs@ |
-R C—R7—a —E& 3 CE7R R

Nach dem Cauchyschen Integralsatz ist f f(z)dz = 0, also

0 = / dz+/f dZ-I-/f dz-l-/f dz =

C_R,—« Cr,R
p elX -1 elX
= = dx + = dX + f(z)dz + [ f(z)dz.
R € Cr,R Ce e

Nun werden die Summanden einzeln betrachtet:

el — 2 2T Roeo
/ /|f |dz—/| dz<7rR R2:§i>0.

Cr,R Cr,r Cr,r

Es ist f(z) = 1 + g(z), wobei g(z) holomorph ist. Damit:

lim [ f(z)dz = lim / 2 dz + lim / g(z) dz = lim / ldz+0=
e—0 e—0 Z e—0 e—0 Z
Ca,z CE,E Ca,z Ca,z
22 nip 0
z=ce'¥ .. 1ee .
ty [ e =t = [ e | <4
CE,E ™

Also ist H—( et _1 dt = —7m = a. Damit ist Hilfsatz 1.8.1 bewiesen.

Der Hilfssatz wird nun auf den R" verallgemeinert: Betrachte einen n-dimensionalen achsenparallelen,
abgeschlossenen Quader Q = {x € R" | a; < xj < bj,1 <j < n}. Q sei der offene Kern von Q.

bj
Zerlege jedes Intervall I; = [aj, bj] in Intervalle | ;‘j,bj Lk =1,..pj,d.h.fa,bj]l = U [a JJ,bJ . Dann

erhilt man eine Zerlegung von Q, d.h. I, = I, X ... x I, It N In = 0 fiirk #m, Q = U I,
keN™,1<k;<p;j
dabei sei I der offene Kern von Iy)

1.8.2 Hilfssatz

co ey )1 fallsx €T ooy 1 iy . _ CT2(RM™ T

Sei xi-(x) = {0 sonst k-, sei Txg-(x) = V2" an e "¥xg-(v) dy. Dann ist Txs- € L*(R"). Fiir
zwei Multiindizes k,1 € IN mit 1 <k;,1; < p; gilt:

S % RIBKED g falls k 1
( XK) XH)L2(R") - Hl(b-]J — aj']), falls k = 1 - (XK’ XH)L2(Rn), falls k = l
J:

= (X705 XT,)-
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Beweis:

. Fubini 1> L v o n
Es ist Txi(x) = jl;ll %:L e Jylx[ajkj7bjkj](yj)dyj = jl;ll TX[aj.‘j 7b;‘j](xj)’ also Txi- € L2(R") nach
Hilfssatz 1.8.1. Weiter folgt aus der Formel in 1.8.1: (TXK, Txi) =TI (Tx[akj o TX blj]> .
j=1 i i %1/ 12(R)
Wenn k # 1, so gibt es ein Iy mit kj, # 1;,. In diesem Fall haben [a;(ljo , b;;jo] und [a}ijo , b;i)o] keine inneren
Punkte gemeinsam und der jo—te Faktor in obigem Produkt ist 0 nach Hilfssatz 1.8.1. Anwenden von

1.8.1 im Fall k =1 liefert die angegebene Formel. Wegen (XK’ Xﬁ) =11 <X K ki Xl ) und
j=1 [a57,b;°]" “ay’ by'] L2(R)

(X[a,b]a X[c,d]) = { g’_ a i:ﬁ: ;a,_bz rll (E’g) =0 ergeben sich die restlichen im Hilfssatz angegebenen
Gleichheiten. , ,

Nun wird der Operator fiir Treppenfunktionen in Q beziiglich einer Zerlegung

Z:{E|k€]Nn7]-SkJSp_]7J:177n}

definiert: Sei tq z = > ckxy- die Treppenfunktion mit komplexen Konstanten cy.
keN™,1<k;<p; ‘
Setze Ttq,z = > ck Txy Nach Hilfssatz 1.8.2 gilt dann (Ttq,z, Ttq.z) = (tq.z,tq.z), wenn

keN",1<k; <p;
tq,z und EQ7 z zwei Treppenfunktionen beziiglich derselben Zerlegung Z sind.

1.8.3 Hilfssatz

Sei f € L?(R"),Q ein achsenparalleler Quader, f(x) = 0 fiir alle x € R"\Q. Seien (Z,,),LZNU) Folgen
von Zerlegungen von Q. Seien (tq z, )veN, (tQ 5 )ven Folgen von Treppenfunktionen in Q, beziiglich

der Zerlegungen Z,, Z,. Es gelte B
im ([f =t z, lL2me)=0; lm [f =t 5 [lL2ge)= 0.

Dann gilt: Vli_r}n()o | Ttg,z, — TtQ,Z, llL2(rmy= 0.

Beweis:

Sei Z,/ eine gemeinsame Verfeinerung von Z, und Z,. Dann gilt fast iiberall in R" : tq z, (x) =
tQ7zu, (X) und tQ z (X) = tQ7ZV/ (X)

Damit ist

ITtq,z, — Tty 5 lhewn) = ITtq.z, — Tla.z, leme = llta.z, —ta,z, l2@e) =

= lte.z, —tg z, ll2ee) = lltQ,z, —f+f—t, = || <

IN

If —tq.z, llL2@wn) + IIf — t0.z, llL2(®r),

also hat man VILIIOIO | Ttq,z, — T¥Q7§V llr2(rry= 0.
Die folgende Definition ist wegen der Abhingigkeit von Q nur vorliufig:

1.8.4 Definition

Sei f € L2(R"), Q ein achsenparalleler Quader, f(x) = 0 fiir alle x € R"\Q. Sei (tq,z,)ven eine Folge
von Treppenfunktionen in Q mit lim ||f —tq, z, [|lL2®=)= 0.
V—00
Dann setzt man Tf := lim Ttq z, in L?*(R"). Dieser Grenzwert existiert, weil (Ttq, z,)ven €ine
V—00

Cauchy-Folge in L2(R") ist, siche Beweis von Hilfssatz 1.8.3. Dieser Hilfssatz besagt weiter, daf8 der
Limes in L?(R") unabhiingig von der Wahl der Zerlegungsfolge, also von der Folge (tq,z, )ven, ist.

29



1.8.5 Hilfssatz

Sei f € L?2(R"), Q ein achsenparalleler Quader f(x) = 0 fiir alle x € R"\Q. Dann gilt fiir die in 1.8.4
eingefiithrte Funktion Tf : Tf(x) = \/—)n f e Vf(y)dy. Tf ist unendlich oft stetig differenzierbar.

Fir a = (a1, ...,ay) € (INU{0})" gilt:

1
) |t (R
(\/ﬁ)n ||y (Y)”L (R™)

|DTi(x)| <

n
wobei y* := [] yi'
=1

Beweis:

Sei (tq,z,)ven eine Folge von Treppenfunktionen, so daf$ in L?2(R") gilt: f = l'l)m tq,z, und Tf =
V—00

lim Ttq, =,

V—r00

Es gilt:

Tigz = T(Lou) = Doty - o=

- / e ™y, (v)dy =

RH
1 . 1 .
= [ e Y aog, () dy = — [ e"Vitqz,(v) dy
(V2r) R/ ! (v2) R/

Damit ist fiir x € R" :

Ttq,z, (x) — ﬁ/e_b‘yf@) dy| = (\/21_7r)“ /e_ixy(tQ,zu(Y) —f(y)) dy| <

R R"
< ﬁ / a2 () =) dy = - ﬂl_ﬁ)n R/ X Itz (v) — ()| dy <
A.4.5 1 1 v—00

-1QI7 - |Itq.z, — fllLz®n) — 0.

- (V2o
Nach Fischer-Riesz A.4.10 gibt es eine Teilfolge (Ttq,z,. )JGN) die punktweise fast iiberall gegen Tf
konvergiert. Deswegen gilt punktweise fast iiberall: Tf(x ) ( F)" f e~ ™¥f(y) dy, also in L2(R") gilt

die Gleichheit.
Die Differenzierbarkeit folgt aus Satz A.2.7 und es gilt

ala\ 1 n .
DOTf(x (e™™ . f(y)) dy = —iy;) eV f(y) dy.
NG /BX () dy (‘/ﬁ)“[{[j”l( iy;) eV (y) dy
Damit ist
|IDTf(x)| =

1 1
) XV (y)dy| < of dy = Ny |L gy -
/H iy )Y—W%)nl'y 1 dy = o Il

1.8.6 Hilfssatz

Sei D(T) = {f € L2(R") | Zu f gibt es einen Quader Qg, so daf f(x) = 0 fast tiberall in R™\ Q¢ }. D(T) ist
ein dichter Teilraum von L?(R") (Satz von Lebesgue!). Auf D(T) ist durch Tf = (\/217) f e X{(y)dy

eine lineare Abbildung T : D(T) — L?(R") gegeben. Es gilt fiir alle f,g € D(T) : (Tf Tg) = (f,g).
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Die Abschliefung T ist ein in # erkléirter, beschrénkter isometrischer Operator, d.h. es ist (Tf, Tg) =
(f,g). Fiir f € D(T) ist Tf = Tf aus C*(R"). Es gilt

am. 1 a
|DTi(x) | < o Iyl e -

Beweis:
Die AbschlieBung existiert nach Satz 1.4.7. Seien f,g € D(T), d.h. f = g = 0 fast iiberall aulerhalb

von einem Quader Q. Dann gibt es Treppenfunktionen (tq,z, )yen und (tQ 5 Jven mit lim tqz, =f
el 4 V—r00

fast iiberall, lim t_. ~ = g fast iiberall.
V—00 Q7ZV

Sei Z! eine gemeinsame Verfeinerung von Z,,, 5,,. Dann ist
(Tf, Tg) = uli—>ngo(TtQ’Z" , TtQ7gy) = VlLH;Q(TtQ7ZL,TtQ7ZL) =
= lim (tq,z,/,tq,z,) = lim (tq,2,,t, 5 ) = (f,8)-
Bei Abschliefung bleibt die Isometrie erhalten. Der Rest wurde bereits in Hilfssatz 1.8.5 bewiesen.

Bemerkungen:

1) T heifit die Fourier-Transformation in L?(R").
2) Anwendung von T auf D(T) liefert beliebig glatte Funktionen, Anwendung von T auf L*(R")

liefert im allgemeinen nur eine L?(R")—Funktion.

1.8.7 Hilfssatz

Sei S: D(T) — L2(R"), Sf(x) = ﬁ [ e™¥f(y)dy. S ist beschréinkter, dicht definierter, linearer
Rn

Operator und kann durch AbschlieBung auf L2(R") fortgesetzt werden. Es gilt:

1) Fiir alle f € D(T) : Sf(x) = Tf(x).

2) (Sf,Sg) = (f,g).

3) T =S.

Beweis: Nur 2) und 3) miissen noch bewiesen werden:

2) Fiir f,g € D(T) : (Sf,Sg) = (Tf, Tg) = (Tg, Tf) = (Tg, T) = (8.f) = (£,5) = (f.g) =
S ist isometrisch = Die Abschlieung S ist ebenfalls isometrisch.

3) Fiir f,g € D(T) :

_1 Sy x)dx =

o = [ R/ fly) dy | 8 d
Fubini 1 —iy 7Y dxc _

b R/ ) 5 R/ g dx | dy

- /f-ngyz(f,T_g)z(f,Sg>,
Rn

*

also gilt fiir alle f,g € L2(R") : (Tf,g) = (f,Sg), dh. T =S§.
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1.8.8 Satz (Theorem von Fourier'-Plancherel?)

Sei D(T) = {f € L>(R") | Zu f gibt es einen Quader Q¢ mit f(x) = 0 fast iiberall in R*\Q¢}. Durch

2 n _ 1 —ixy
T: D(T) — L*(R"), Tf(x) = 7(\/5)“1%[6 f(y) dy,
S: D(T) — L*(R"), Sf(x) = ! / e f(y) dy
’ (V2m)»

n

werden zwei lineare, beschriinkte, dicht definierte Operatoren gegeben. Fiir die AbschlieBungen T und
S gilt:

1) T ist unitéir, d.h. (Tf, Tg) = (f,g) und T : L2(R") — L?(R") ist bijektiv.
2) S ist die Adjungierte von T, d.h. T =S.
3) Fiir alle f € D(T) gilt: Tf ist unendlich oft stetig differenzierbar, d.h. Tf € C>®(R").
4) Sei (Rm)men eine Folge in R mit Ry, > 0, Ry — o0. Sei Kg,,(0) = {x € R" | |x| < Rm}.
Dann ist L 1
= Am. .
Tf(x) = e i(y) dy,
= T () dy
Kr,, (0)
= lLim. 1 ;
Sf(x) = — / e™f(y) dy,
)= o (v)dy
Kg,, (0)

im allgemeinen liegt aber keine punktweise Konvergenz vor. (Li.m. bedeutet ,limes in medio“
und bezeichnet die Konvergenz in L?(R").)

Der Operator T heifit Fourier-Transformation.

Bewelis:

186 187

1) Vf,g € LX(R") : (T'Tf,g) = (Tf, Tg) (f,g) (Sf,Sg) = (§°Sf,g) = (TT f,g), also

T'T = TT = Id. Nach Satz 1.6.7 gilt: T ist unitdr. Mit Bemerkung 1.6.4 folgt auch die
Bijektivitéit.

2), 3) wurden bereits in den Hilfssitzen 1.8.7, 1.8.6 bewiesen.

4) Sei xm die charakteristische Funktion zu Kg_ (0). Dann gilt:

1 . 1 ;
—ixyf, dv = _ —ixy m f dy.
(Vamr (0)6 ) dy (\/WR[ B

Wegen li_r>n Xm(x) = 1 fiir alle x € R" folgt 1i_r>n | Xmf = f[|2(rn) = 0. Wegen der Stetigkeit
m o0 m o0
von T, S folgt die Behauptung.

1Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830)
2Michel Plancherel (1885-1967)
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1.8.9 Bemerkung

Die Fouriertransformierte kann auch auf L!'(R") erklirt werden: Ist f € L!(R"), so existiert das
Integral [ |f(y)| dy, also existiert auch [ |e ™f(y)| dy = [ |f(y)| dy fiir alle x € R". Damit
R» Rn

Rn
existiert das Integral [ e ™f(y)dy. Man setzt also fiir f € L'(R") :
Rn
Tf(x) ! / e i(y)d
X) 1= ——— y) dy.
vam |

Nach Satz A.2.6 ist Tf(x) stetig fiir f € L'(R"™). Auferdem ist Tf(x) beschriinkt mit

T 1 —ixy
|Tfx)| = W Ze f(y) dy

= d_ . ny .
27r /| )| dy ) (R™)

Fiir f € LY(R") N L?(R") stimmt diese Definition mit der in Satz 1.8.8 gegebenen iiberein: Sei

Qm := [-m,m]" und fy,(x) := { f((})() fﬁrs};nestQm

auBerdem ist f,, € D(T). Es gilt |f(x) — (%) | < | f(x) |, li_r)n [ f(x) — fm(x) | = 0 fiir x € R", also
m o0

()| dy =

. Wegen |fi (x) | < |f(x) ] ist fm € L*(R™) N L2 (R"),

folgt mit dem Satz von Lebesgue A.2.3: lim [ |f(x) — fi(x)| dx = 0, d.h. f, RIS Analog gilt
m—00 g

2
|£(x) — (%) > < [£(x)|* usw., s0 daB man auch f,, — f erhilt.
Gemif 1.8.8 ist daher Tf definiert durch

Tf(x) = Lim. 1 /e_ixyfm(y) dy.

m—o00 (\/ﬁ)n
RH
Setze nun . .
() 1= o [ €7 () dy und g(x) o= [t a.
(V2m)" (V2m)"
R" R"
Dann gilt also definitionsgemif g, L—2> Tf. Weiter folgt
1 —ixy
166) — gm(x)| = / (f(y) — fn(v)) dy | <
(27r)
< D]y = o £~ |
—= y (\/ﬂ)n m ||l -

Also konvergiert die Funktionenfolge (gm)meN gleichmifig gegen g.

Nach dem ersten Teil des Satzes von Fischer-Riesz A.4.10 gibt es eine Teilfolge (gm, )xen, die fast
iiberall gegen Tf konvergiert. Da diese Teilfolge aber zugleich iiberall gegen g konvergiert, folgt Tf(x) =
g(x) fast iiberall, womit die Ubereinstimmung der Definitionen gezeigt ist.

1.8.10 Eigenschaften der Fourier-Transformation T :

1) Fiir f € LY(R") gilt: Tf(x) = \/—)n f e X f(y) dy. Tf(x) ist stetig.

2) Sei f € L'(R"), X € R\{0}, g(x) := f(Ax). Dann ist Tg(x) = = Tf(%).

1%
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3) Sei f € LY(R"), (7af)(x) := f(X - a). Dann ist T(7.f)(x) = Tf(x) - e~12x,
4) Seien f,g € LY(R"), (f*xg)(x f f(t)g(x—t) dt die Faltung. T(fxg)(x) = (v2m)* - Tf(x)-Tg(x).

5) Ist f € C{(R"), so gilt: dey f(x) = ix, Tf(x).

6) Sei f € L'(R"). Ist die Funktion x ~— x,,f integrierbar, so ist Tf(x) nach x, stetig partiell
differenzierbar und es gilt: T(x,f)(x) = 1dX (Tf(x)).

7) Seien f,g € L'(R"). Die Funktionen Tf(x)g(x) und f(x)Tg(x) sind integrierbar und es ist

[ Tf(x)g(x) dx = ff g(x) dx.
Bn

Beweis
1) wurde bereits in Bemerkung 1.8.9 gezeigt.

2) Durch Substitution erhélt man:

— 1 : 1 ;

T = —— [ e ™ f(Ay)dy = T E(Ay) dyq...dy, =
g(x) (\/ﬁ)“/ (Ay) dy (\/ﬂ)“/ /e (Ay) dy1.-..dy
R™ R R

n—mal
z=Ay 1 / / —ix-z. % 1
= .. | e 3(z) - —dzy - —dza... - —dz, =
Wamr ] ) PR Y
———’
n—mal

3) Nach Definition ist:

— - < _ 1 _ —ixy Z::éfa 1 ’ —ix(z+a) -
TR = R/ fly =) ay " R/ f(r)e 04 g
—ixa | 1 7 efixz 7 = Tf(x) - efixa_
= e (m)nR[f() dz = Tf(x)
4) Es gilt
Txg)x) = \/217)11 (“/ f(t)g(y —t) dt) e Vdy =

R
1 _ —i(y—t)x—itx —

T R/ (“/ i)y — ) dt) ¢ dy =

Fubini 1 ~ f)e—ilr—tx o—itxq —
= 7(@)“4 (R/g(y t) dy) f(t) dt

7=y —t 1 71zx 7 —itx —itx —
= —(m)/(“/ d)() dt = / B(f(t)e ™ dt

- T / £(t)e " dt = Tg(x) - (vV2r)" - TH(x).
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5) Mit partieller Integration ergibt sich:

VT (1) )

R

6) Man erhélt:
0

oyu

9
y,

of(y)

(e7™)dy

e dy == [ t(y)

R»

Rn

(V2m)" - ix, Tf(x).

R»

. _ —ixy A.2.7 i Y L —ixy —
g M) = gt R/ e dy "2 R/ fly) e dy =
i . —ixy _ 1 —ixy _
- T R/ ) (iv)e ™ dy = e / yoAly)e ™ dy =

= T(x,f)(x).

7) Tf und Tg sind beschrinkt: Da f € L*(R"), ist

L
(vV2m)®

| Tf(x) |

/ f(y)e ™ dy
RH

1 1
< WR/ 09| dy = o Il

analog fiir g. Auerdem sind Tf, Tg nach 1) stetig. Also sind Tf - g und f - Tg integrierbar und

mit Fubini erhilt man:

1 .
fx)Tgx)dx = 7//fx e Vdydx =
/ Tt o | [ s dy
R» R™ R™
nent s [ e ) ) dy = [ T - s5) d.
(V2m)n
R® WR® R®
1.8.11 Beispiele
1) Sei f(x) = xj—1,1)(x) = {(1)’ IiI § } . Nach Hilfssatz 1.8.1 ist
1 1 Cix e _ 21 eX—eT™ /2 sinx
Tf(X)_ﬁ-(—ix).(e e)_\/;x 2i VT ox

1

V2r

T(0) =

also:

o0
_i.0- 1 2
(v)e Oydy_—2 /X[fl,l](Y)dy: -
T T

\/g‘ siix, x# 0

a \/%, x=0



0 o]
1 1
Ti(x) = —/e g™y gy = —— /eye7lxy dy-l-/e Ye ™ dy | =
27 27
R — 00 0
o 1 (7 . 1 Y1) ey YR
y2ovyo = /e—y(eﬂxy_i_emY) dy = —— lim |:e € :| —
2m J V21 R | —1 —ix —l4+ix |
B 1 L ! -2\ _ \/5 1
a Vor \—-1—ix  —1+ix/)  or \1+x2) V7 14+x%
3) f:R" — R, f(x) = e~ slxl”
= 1 Iyl - 1 %
Tf(x) = = /e_ 2 e XY dy = [ /e_Te_lxvdeyV
(x) V2 ;/1:[1 27
R = R
2 H y2 H . y2 H
Es ist g(x) = ge’y?e’”‘ydy zu berechnen. h(x,y) := e~z e ™™, %(x, y) = —y-i-e ze,
y2 y2 . . . . y2 H
also | 28| = |y| -e~=. Die Funktion |y | -e~= ist integrierbar, also ist g(x) = [e~ e ™¥dy
R

2 .
differenzierbar (Satz A.2.7) und es ist g'(x) = [ %2 (x,y)dy = —i [ye~Te ™ dy. Partielle In-
R R

tegration ergibt:

R R
¥2 . v2 . R v2 .
/ye*Te*lxy dy = |—e 2 Y —ix / e ze "Wdy.
-R
R —R
, y2 y2
u :ye_T :u:_e_T,
v=e " —= v = —ixe ™,
o0 [ee] o0
2 . 2y / 2
= [ ye Te Wdy=—ix [ eZTe Wdy, also g'(x) = —x [ eTe Wdy = —xg(x).
— 0o —00 —o°

d
—> g geniigt der linearen Differentialgleichung d_}t/ = —t - y. Diese hat die Losung

2 v2
y(t) = y(0) - e~ =. Man hat g(0) = /e*Tdy =V2m, denn ist I := / e*ayzdy, so ist
—o0

R
[ee] o0 [ee] [ee]
I? = / o2 4y / e’ dy = / / o alx*+y?%) dxdy.
— 00 — 00 — 00 — 00
Integriert wird tiber die gesamte x,y-Ebene, verwende Polarkoordinaten:
oo 2T o]
I? = //e_aYZr drdy = 27r/e_ar2r dr.
0 0 0
Substitution: z = r* => dr = - dz,
o0 o0
=1’ = QW/LS_M dz = W/e_az dz = —f[e—aZ]go =l—1= E,
2r a a a
0 0
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damit ist also: g(x) = v 2x - e und insgesamt ergibt sich:

2

TH(x) = : (L -g<Xu>> - 13 <_> = <Z> = o 2 = f(x).

d n
4) Hy(x) := (—l)r‘e"2 <d_> e~ * ist das n-te Hermitesche Polynom.
X
x2 2 dre=
hp(x) := Hy(x)e™ = = (=1)"e™ par Es gilt: h, € L?(R) und (hy, hy,) = 0 fiir n # m. Weiter
X
ergibt sich
— 1 ¥2 o dte™
Thy,(x = — [ (=D)"eTe ™ ——-d
8 = [ Ty
R
A . n—1 0
partiell gtegmert 1 (—1)116% o ixy d - ey2:| _
V2 dy™~ oo

1 d y2 s dn_1 2
_ _1 n_ =5 —le . -y .
Vor (=1) dy <e € > dyn—1! (e ) dy
R

Integriert man n-mal partiell, so sind die Randterme jedesmal 0, denn sie haben Form

y2

c-e T -e . H(x)|*®,= 0. Folglich ist

— 1 2 dn B y2 1 2 x2 dn y2 H =2
Thn = —_ R —ixy+ = — -y 3 TIXy—73 =
(x) \/%R/e ayn (e 2) dy W e Ve ayn <e 2 ) dy

3) i

n

Also sind die h, (x) Eigenfunktionen des Operators T zu den Eigenwerten (—i)™.

5) f= X[—Ll] .

= (f+f)(x) = /f(t)f(x —t)dt = /X[—Ll] (t)x[=1,17(x — t) dt
R R®
1 x—1
= /X[—Ll](x_t) dt =t / —X[-1,1](z) dz
—1 x+1
x+1
_ / Xer(@) dz =|[x — 1,x + 1] 1 [~1,1]]
x—1
0, x< =2 0, x< =2
_ x+1-(-1), -2<x<0_ Jx+2, -2<x<0
- 1-(x—-1), 0<x<2 7 )2-x, 0<x<2
0, x> 2 0, x> 2

sup(0,2— | x |) =: g(x).
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Nach 1.8.10, 4) gilt:

.2 . 9
Te(x) = Vor - (Th(x))2 = Va7 - 250X _ o /280X

< T x2

6) Die Eigenschaften des Operators T erlauben es manchmal, reelle Integrale zu berechnen:

a)
71 X = —|x[2 E x = E —|x| —Ix -
/(1+X2)2d = PL/|Te | 2d _2/(Te )(Te~Ixl) d

R R
= g(Te_lx"Te_lx‘) = g . (e_‘xl’e_‘xl)
o0
= g/e*‘xle*h“ dx = g/elex‘ dX:7T/672XdX
R R 0
1 2X}OO T
= 7w |—=e =—.
[ 2" |, "2
b)
SiHQX T — ————a T o — _
/ <2 dx = 5/TX[—1,1](X)TX[—1,1](X)dX:§(TX[—1,1](X),TX[—171](X))
R R
™ ™
= S 6) = 5 [ Xy dx
R
1
= g/ldxzﬂ'.
21
c)
SiH3X s — = T [— —
/ o dx = Z/TX[,l,l]Tsup(O,Q— |x])dx = Z(TX[,Ll],Tsup(O,Q— |X|))
R R
1
™ ™
= T (uoswp(0.2- 1x)) =] [ (2= Ixl)dx
Z1
/ 1 3
™ T
0
d)
sin® x T [= =
/ < dx = g/Tsup(0,2—|x|)-Tsup(0,2—|x|)dx
R R

R
2 2
= I fe-mprax=1-2 [e-w7ax
_92 0
0
S A 1al'_m 8 _ 2
-4 T1 3", T 13T 3
2
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Kapitel 2

Kompakte Operatoren

Kompakte Operatoren werden untersucht, weil sie bei vielen wichtigen Problemen (Sturm-Liouville,
Dirichlet) auftauchen, zumindest, nachdem man diese invertiert hat. Wichtig ist: Nur bei beschrénktem
Grundgebiet fiihrt das Invertieren dieser Probleme auf kompakte Operatoren. Uber kompakte Opera-
toren will man wissen:

1) Wann sind die Operatoren invertierbar?
2) Wie kann man sie besonders ,schén® darstellen?

Beides fiihrt auf die Spektraltheorie, d.h. die Untersuchung der Eigenwerte: Bei 2) versucht man, das
Konzept des ,Diagonalisierens®, das bei endlichdimensionalen Riumen so gut funktioniert hat, nun
auf kompakte Operatoren in Hilbertrdumen zu iibertragen. Bei 1) ist man zufrieden, wenn man den
,verschobenen®“ Operator Id — A -V, A € C, invertieren kann.

2.1 Schwache Konvergenz

2.1.1 Definition (schwach konvergent)

Sei H ein Hilbertraum, (x,)nen eine Folge aus H. (xn)nen heifit schwach konvergent gegen x* € H

(abgekiirzt x, "= x*), wenn gilt:
1) Es gibt ein ¢ € R, so daf} fiir allen € N : ||x, || < c,

2) Fiir alle y € H gilt: lim (xp,y) = (x*,y).
n—oo

2.1.2 Bemerkung

Der schwache Limes einer Folge ist eindeutig bestimmt.

Beweis:

Sei x, — x*,x, — X*. Dann gilt fir alley € H : (x* —X*,y) =0, also ist x* =X*.

2.1.3 Beispiel

Sei {¢1, ¥, ...} ein abzéhlbar unendliches Orthonormalsystem in #H. Dann ist || ¢y, || = 1. Nach der

Besselschen Ungleichung 1.1.10 gilt fiir alle y € H : > | (v,¢i) |2 < || v ||* - Also ist fiir alle
i=1

y € H: lim (¢n,y) =0, d.h. o, — 0.
n—oo

Der folgende Satz ist das Analogon zum bekannten Satz von Bolzano'-Weierstra? in der Analysis:

IBernhard Bolzano (1781-1848)
2Karl Theodor Wilhelm Weierstra$$ (1815-1897)
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2.1.4 Satz (Bolzano-Weierstraf} fiir schwach konvergente Folgen)

Sei ‘H ein Hilbertraum, (x,)nen eine beschrinkte Folge in 7, d.h. ||x, || < c¢. Dann gibt es eine Teilfolge
(Xn;)jen C (Xn)nen, die schwach gegen ein x* € H konvergiert.
Beweis:

1) Wahl der Teilfolge (x]) C (xn) :

Es ist | (xn,x1) | < ¢ || x1 ||, also gibt es eine Teilfolge (X,(ll)) C (xn), so daB ((xn ,xl)) ~
ne

konvergiert. Betrachte dann (XSl ),XQ). Genauso sieht man: Es gibt eine Teilfolge (XSl )) C
(x,(ll)) C (xn), so daB ((xn ,XQ)) ~ konvergiert. Man erhélt eine Kette
ne

. C..C (xﬁf’))neN c..C (xﬁf)) C (ng) C (xn),

wobei fiir p < q die Folge ((Xgp),xq)) N konvergiert. Betrachte die Diagonalfolge: x! := XS, ).
ne

Dann ist fiir alle g € IN die Folge ((x},%q)), o konvergent.

2) Konvergenz von ((x),,y))nen firy € H :

N(f)
SeiM::{f€H|EIN(f)€N,ckEC, sodaﬁf:chxk}.
k=1
a) y € M:
Zuy € M,e > 0 gibt es ein y/ € M mit ||y —y'|| < e. Es ist
|(X;7Y)_(X;n7yv)| |( n7Y) ( ;ay,)_( ;ay,)_( ;nayl)_( ;n7Y)+( ;nayl)| <
(xns ¥") = s Y |+ 1 Gy vy =) |+ [ (5, y =) | <
(x

< |
S | n7Y) (m7Y)|+2CE_
N(y") N(y")
= n, Z CkXk | — m, Z CkXk + 2ce =

N(y")

- Z T - [(x, %K) — (xq,, X1)] | + 2ce.
k=1

Nach 1) konvergiert die Folge ((x],,Xk))nen, deshalb kann man ein N(g,y’) so withlen, daf§

y
|(X:1’yl) m’y Z (X:naxk)] <e
=1

fiir n,m > N(g,y’). Dann ist | (x,y) — (X,,¥) | < (1 + 2c) - ¢ fiir n,m > N(g,y’), also:
(<!, ¥))nen konvergiert fiir y € M.

b) y € H beliebig:
Nach Satz 1.2.2 gibt es y; € M,y, € M M* mit y = y; + yo. Da fiir allen € IN :

x, € M, gilt: (x,y) = (x},,y1). Die Konvergenz von ((x,y1))nen wurde in a) gezeigt, d.h.
fiir alle y € H gilt: ((x),¥))nen konvergiert.

l123

3) Existenz eines x* mit x|, — x* :
SeiL:H — C,y —> lim (y,x]). L ist linear und wegen | (y,x,)| < ¢ ||y || beschrinkt. Nach
n—o0
Riesz-Fréchet 1.3.4 gibt es also genau ein x* € H mit L(y) = (y,x*). Also ist lim (y,x}) =
n—o0o

(y,x*), d.h. nli)rr;o(x;l,y) = (x*,y).
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2.1.5 Satz
Sei H ein Hilbertraum, (x;)nenN;, (Yn)nen Folgen in H.
1) Seix, — x, nler;O yn = y. Dann ist nler;O(xn,yn) = (x,y).
2) (xn)neN konvergiert genau dann schwach gegen x € H, wenn gilt:

a) Es gibt ein ¢ € R, so daf} fiir allen € N : ||x,]| < ¢,
b) Es gibt einen dichten Teilraum D von H, so daf fir alley € D: lim (x,,y) = (x,y)-

n—oo
Beweis:
1) Sei ||xn]|| < c. Dann ist
|0, ¥0) = (5,¥) ] = (X0, ¥0) = (Xn,¥) + (xn,¥) = (x, )| <
< |G yn =)+ [0 = x,y)[ <
< e lyn =yl + G =% 9)] -
Nach Voraussetzung gilt lim ||y, —y|| =0, lim (x, —x,y) =0, also ist lim (xp,yn) = (x,).

n—o0o n—oo n—o0

2),= “ ist klar.
»< ¢ Zuy € ‘H wihle eine Folge (ym)men mit y,, € D und lim y,, = y. Nach Voraussetzung
m—00
gilt fiir jedes feste m € N : lim (x5, ¥m) = (X, Ym)-
n— oo

Wiéhle nun zu vorgegebenem £ > 0 m so grof}, daB ||y — ym|| < und

5
— 3(c+1)

€
Iy =ymll € -
([l +1)

Zu dem so festgelegten m wihle dann n so groB, da8 | (xn, ym) — (X, ym)| < §. Dann gilt:

(s ¥) = 65 3)| = |6, ¥) = (s ¥im) + (0, ¥m) = (6,¥m) + (5, ¥m) = (5,7)] <

IN

660,90 = Gty i)+ |G i) = ()| + |5 7) = (5,3 <

IN

3
Ixall My = ymll +5+ lxll - Iy = yml <

< olly—ymll 4o +5<3-2 = ¢
> Y= ¥m 373> 3~ &
Also ist lim (x,,y) = (x,y) fir alle y € H, d.h. x;, = x.

n—o0

2.1.6 Hilfssatz

Sei A : H — C ein beschriinktes, lineares Funktional im Hilbertraum H. Sei xg € H,e > 0. Es gelte

2
fiir alle x mit ||x — xo|| < & : |A(x)] < c. Dann ist [|A]| < —.
€

Beweis:
Seiz € Hmit ||z]|| =1, sel Ke(x0) := {x € H | ||x—x0]| <e}. Wegen xo + ez € K.(x0) ist
|A(xo +¢€2)| = |A(x0) +€A(z)] <c, also

1AM~ 1AGo) | < [AGx0) + AW < ¢ = £ [AG)] < ot [Alw)| <2c =AW < =
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2.1.7 Hilfssatz

Sei (Ap)nen eine Folge beschriinkter, linearer Funktionale in H. Sei (|| Ay, ||)nen nicht beschrénkt. Zu
ng € N und ¢ > 0 existieren dann in jeder Kugel K. (xg) = {x| ||[x—xo|| < €} ein y € K.(xp) und ein
n € N, n > ng, derart, dal ||A,(y)| > c.

Beweis:
Annahme: Die Aussage des Hilfssatzes ist falsch.

Dann gibt es zu ng und c eine Kugel K. (xo), so daf fiir alley € K.(xo) und allen > ng gilt: | A, (y)| < c.

— 2
Also ist fiir alle y € K.(x0) : |An(y)| < c. Nach Hilfssatz 2.1.6 folgt: Fiir alle n > ng ist || Ay || < zc’

also gilt: Die Folge (]| An ||)nen ist beschrinkt, Widerspruch.

2.1.8 Satz (Banach'-Steinhaus?)

Sei I eine beliebige Indexmenge, {A; | i € I} eine Menge beschrinkter, linearer Funktionale in . Fiir
jedes x € H sei fiir allei € I:|Aj(x)| < M(x) < 400 mit einer von x abhingigen Zahl M(x) > 0.
Dann ist ||A; ]| < M < +oo fiir alle i € I mit einer Konstanten M.

Beweis:

In Satz B.2.13 wird das Prinzip der gleichmifligen Beschrénktheit allgemeiner bewiesen. Hier ein etwas
anderer Beweis:

Sei T unendlich, sonst ist nichts zu zeigen. Annahme: Die Aussage des Satzes ist falsch.

Dann existiert eine Folge (A; )nen, so daB (]| A, ||)nen unbeschriinkt ist. Setze zur Vereinfachung
An = Ain-

In K. (x0) = {x € H| ||x—x0]|| < €0} existiert ein y = x; und ein n; € N so, dal | A, (y) | =
| Ap, (x1) | > 1 nach Hilfssatz 2.1.7. Da Ap, beschrinkt, also stetig ist, gibt es ein € > 0 so, daf fiir
allex € K.\ (x1) = {x € H | ||x — x| <e1} gilt: |Ay, (x)] > 1. O.E. sei e; < . Nach Hilfssatz 2.1.7
gibt es ein x2 € K., (x1) und ein ny € N so, daBl | (Ap,(x2)| > 2 ist. Wie oben gibt es ein €5 > 0, 0.E.
g2 < F < £, 50 daB fiir alle x € K, (x2) : [ An,(x)| > 2. Die Fortsetzung dieser Konstruktion liefert:

Es gibt eine Folge (K., (xp))pen, von Kugeln mit lim e, = 0 und eine Folge (n,)pen C N, so daf
p—oo

gilt:

1) Koo D Koy (x1) DKo (xp) DKo, (Xpy1) Do

2) Fiir alle x € K. (xp) ¢ |An, (x)| > p.

Fir q,p € N,q > pist ||xq —%p || < €p, also ist (xp)pen eine Cauchy-Folge. Sei x* := lim x,. Fiir
p—o0
[o @]
festes p ist lim ||xq —xp || = [|x* —xp |, also [|x* —xp || < ep, dh. x* € ) K., (xp). Damit gilt fiir
q—00

p=0
alle p € Np : |Ap, (x*)| > p, Widerspruch zur Voraussetzung |Ap (x*)| < M(x").

2.1.9 Satz (Prinzip der gleichméfligen Beschrinktheit - uniform bounded-
ness principle)

Seien H,H' Hilbertriume, I eine beliebige Indexmenge, {T; : X — H' | i € I} eine Menge
beschriinkter, linearer Operatoren. Zu jedem x € H gebe es eine Zahl M(x) — mdglicherweise von
x abhéngig — , so daB fiir alle i € T : || Tix ||'< M(x). Dann gibt es ein M > 0 so, daf} fiir alle
iel:||Ti|| <M.

Beweis:
Ersetze im Beweis von 2.1.8 | A;(x)| durch || Tix||!

IStefan Banach (1892-1945)
2Hugo Steinhaus (1887-1972)
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Bemerkung: Vom Hilbertraum wurde nur die Vollstdndigkeit benutzt, d.h. der Satz gilt auch in
Banachrdumen. In dieser allgemeinen Form wird er — vielleicht einfacher — im Anhang, Satz B.2.13,
bewiesen. Eine Anwendung von Satz 2.1.8 ist:

2.1.10 Satz

Sei (xn)nen eine Folge in M derart, daf fiir alle y € H die Folge ((y,%n))nen konvergiert. Dann gibt

. n—oo
es ein x* € H so, daf x, = x*.

Beweis:
Sei A,(y) = (y,xn). A ist beschrinktes, lineares Funktional in H. Sei M(y) := sup | (y,Xa) | -
neN
Also ist fiir alle y € H und allen € IN : | A,(y) | < M(y). Nach Satz 2.1.8 gibt es ein M € R,
sodaB ||An || = | xa || £ M. Sei jetzt A : H — C,y — li,m A, (y). A ist linear und wegen
n o0

[An(y)| < M- ||y ist fiir alle y € H : [A(y)| <M ||y ||, d.h. A ist beschrinkt. Nach Riesz-Fréchet
1.3.4 gibt es dann genau ein x* € H mit A(y) = (y,x*) = li_>m (¥,Xn), also 1i_>rn (xn,y) = (x*,5).
n—oo n—oo

2.1.11 Satz (Hellinger'-Toeplitz?)

Sei H : H — H ein linearer hermitescher Operator, d.h. es ist D(H) = # und (Hf,g) = (f,Hg) fiir
alle f,g € H. Dann ist H beschrankt.

Beweis:
Definiere fiir g € B1(0) = {g € H | || g || < 1} lineare Funktionale: Lg(f) := (Hf,g). Die Ly sind

beschrankt:
1.1.14

|Lg(f)| = [(Hf,g)[ = |(f,Hg)| < [Hgll-[If]l.
Weiter gilt mit M(f) := ||Hf || fiir alle g € B1(0) :

1.1.14
[Lg(H)[ = [(HE, g)| < [[HE[] - [[g]] < ||Hf[| = M(F).

Nach dem Satz von Banach-Steinhaus gibt es eine Konstante M > 0, so daf} fiir alle g € B;(0) gilt:
ILg || < M. Die Norm von L, 148t sich berechnen: Es ist einerseits

Hf f,H 114 ||f] - ||H
Lol = sup LEROL o [ He)| gt |If)] || Ha]
rerrzo  IE]] rer 20 |If]l TH

= [[Hg ]

und andererseits fiir Hg # 0 :

|(f, Hg)| *He ||Hg|l”
[Lgll = sup : > e = IHsll
rerfro  |If]l [ Hg |l

(hier geht D(H) = H ein).
Also ist || Lg || = ||Hg|| und mit obiger Abschétzung erhélt man ||Hg|| = || Lg || < M fiir alle g € B1(0).
Damit hat man
Il = sup g < M < oo
gll =

d.h. H ist beschriankt.

'Ernst Hellinger (1883-1950)
20tto Toeplitz (1881-1940)
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2.2 Kompaktheit

2.2.1 Definition (prikompakt)

Sei ‘H Préhilbertraum. ¥ C A heifit prikompakt, wenn jede Folge (xn)nen C X eine Teilfolge (xn, )ken
enthilt, die eine Cauchy-Folge ist, d.h. ||xp, — Xy, ||](’J:>00 0.

2.2.2 Definition (Kompaktheit)

Sei H ein Hilbertraum. Eine prikompakte Menge ¥ C H heifit kompakt, wenn der Limes der in 2.2.1
vorkommenden Teilfolge (xn, )ken in X liegt.

2.2.3 Bemerkungen

1) Diese Definition ist fiquivalent zur {iblichen Definition der Kompaktheit mit Uberdeckungen.

2) ¥ C H prikompakt, H Hilbertraum == ¥ ist kompakt.

2.2.4 Definition(Kompakter bzw. vollstetiger Operator)

Sei H ein Prihilbertraum, D C H ein Teilraum, V : D — H eine lineare Abbildung. V heifit vollstetig
oder kompakt, wenn ¥ = {Vx | x € D, ||x|| < 1} prikompakt ist, d.h.: Aus jeder Folge (xp)nen mit

||k,1~>oo

Ixn || < ¢ kann man eine Teilfolge (xy,)jen so auswéhlen, daf || Vx,, — Vxy, || — 0.

2.2.5 Beispiele

1) Sei H ein Prihilbertraum. H enthalte ein abzihlbar unendliches Orthonormalsystem {1, 2, ...}
Betrachte die Abbildung Id: H — H. Wegen || ¢i — ¢y ||?= 2 fiir i # k,i,k € N ist Id nicht
kompakt.

2) Sei H ein separabler Hilbertraum, M ein abgeschlossener Teilraum von ‘H und Py der Projektor
auf M. Py ist genau dann kompakt, wenn M endlich-dimensional ist;:

Nach Satz 1.1.18 ist M separabel, also ebenfalls ein separabler Hilbertraum. Nach Satz 1.1.19
gibt es also ein VONS {¢1, @2, ...} in M. Fiir f € H gilt dann Pyf = § (Pumf, i) = § (f, 1) pi-
Da Py auf M die Identitét ist, ist nach Beispiel 1) Py nicht komp:l:klt. -

Ist M endlichdimensional, etwa von Dimension N, so ist fiir f € H : Pyf = % (f, 1) pi- Sei
(fo)nen eine Folge in H, so daf fiir allen € N : ||f, || < c. Dann ist |(fy, 1) | < ||1f:nl|| el <e.
Deshalb gibt es eine Teilfolge (f, )xen, so dafl lerr;O(fnk, i) =c¢;firein g € R,i=1,...,N. Dann

N
folgt lim Pyf,, = Y iy, also ist Py kompakt.
k—o0 i=1

2.2.6 Satz
Sei H ein Prahilbertraum, K : D — H kompakt. Dann ist K beschrankt, d.h.

IK[[=sup [IKf|| <oo.
feD,|f||=1

Beweis:
Wire || K|| nicht endlich, so giibe es eine Folge (fu)nen,fn € D, mit ||f, || = 1 derart, dal lim ||Kf, ||
n—o0

= 0o. Insbesondere enthélt dann (f,)nen keine Teilfolge (fy, Jken mit || Kf,, — Kf,, ||k’li>00 0, denn fiir
eine solche wiire (|| Kfy, ||)ken beschrinkt.
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2.2.7 Satz

Sei H ein Hilbertraum, K: D — H ein kompakter Operator mit dichtem Definitionsbereich D. Dann
ist die AbschlieBung K ebenfalls kompakt in #.

Beweis:

Nach Satz 2.2.6 ist K beschrinkt, also K wohldefiniert und ebenfalls beschréinkt. Sei (fa)nen eine Folge
in H mit ||f, || < c fir n € N. Wihle zu f, ein f] € D mit [|f, — f] || < 1, dann gilt ||f, || < ¢+ 1. Da
K kompakt ist, gibt es eine Teilfolge (f} )jen von (f})nen und ein g € H mlt g = Jlim Kf},, also auch

lim Kf’ =g. Esist

J*}OO
IRty —Kfo | = || Kfy, — Kf, +KF, —Kf, + K, — Ky, || <
< 1Ky = £) 11+ IK(E, - £7,) K(fn, —fn,)
< IKIN - My — £ 11+ 1K (&, — £) K| - ||,
Eva 1 1 ! !
< K =4 =)+ IKE, =) -

j i

Also ist (Kfy, )iew eine Cauchy-Folge, d.h. K ist kompakt.

2.2.8 Bemerkung

Ist H' ein Prihilbertraum, K : D — H’ ein kompakter Operator mit dichtem Definitionsbereich D,
so kann man daraus einen kompakten Operator in einem Hilbertraum konstruieren: Durch Vervoll-
stindigung (Sétze B.1.10, B.1.11) wird aus dem Prihilbertraum A’ ein Hilbertraum H, in den H'
eingebettet ist. D wird zu einem dichten Teilraum von H. In H bestimmt man K durch Kf" = [(K{")] fiir
f' € D, wobei [(Kf')] die Aquivalenzklasse von Kf’ bei Vervollstindigung bedeutet. Die AbschlieBung
K ist dann nach Satz 2.2.7 ebenfalls kompakt. Deshalb geniigt es im folgenden meist, sich auf
Hilbertrdume zu beschrinken.

2.2.9 Satz

Sei ‘H ein Hilbertraum, K : # — H ein kompakter, linearer Operator, T : H — H ein beschréinkter,
linearer Operator. Dann sind die in A erklidrten Operatoren KT und TK kompakt.

Beweis:

Kompaktheit von KT: Sei (fy)nenwy € H mit ||, || < ¢ fiir n € N. Dann ist || Tf, || < || T|| -c. Sei
gn := Tf,. Dann ist Kg, = KTf, und wegen der Kompaktheit von K gibt es eine Teilfolge (gn,)jen
von (gn)nen, so dafl (Kgn;)jen konvergiert. Also konvergiert (KTfy;)jen, d.h. KT ist kompakt.

Die Kompaktheit von TK folgt analog.

2.2.10 Satz
Sei ‘H ein Hilbertraum, K : # — H kompakt. Dann ist auch K* kompakt.

Beweis:

Sei (fo)nen C H mit || £, || < ¢ fiir n € N. K* ist beschriinkt, also ist nach Satz 2.2.9 auch KK*
kompakt. Deshalb existiert eine Teilfolge (fy;)jen von (fn)nen, so dal (KK*fy;)jen konvergiert. Es
gilt

1K (fay = fa) P = (K" (fa; — fu,), K™ (£ — fu,)) = | (KK (fa; — fa,), oy — )| <

VKK (B, — o) 1~ 1oy — fo [T < KK (g — ) | (o |+ [l 1) <

<
< 2 [|[KK" (fo; — o) [] -

Die rechte Seite konvergiert fiir j, k — 0o gegen 0 also ist K* kompakt.
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2.2.11 Satz

Sei H ein Hilbertraum, V : H — H ein linearer Operator in H. V ist genau dann kompakt, wenn fiir
jede schwach konvergente Folge (x,)nen C H mit x, — x fiir n — oo gilt:

lim Vx, = Vx.

n—oo

Beweis:

»< ¢ Sel (xp)nen C H eine Folge mit || x, || < c fiir n € IN. Nach Satz 2.1.4 gibt es eine Teilfolge
J

(Xn;)jen von (Xp)nen und ein x* € H, so daBl xy, 2 x*. Nach Voraussetzung gilt dann

lim Vx,; = Vx*. Also ist V kompakt.
j—oo
»= “ Sei (Xn)nen C H eine Folge mit x,, 1280 ¢, Sei Vn := Xp — X. Dann gilt y, "2,
Behauptung: lim Vy, =0
n—o00
Angenommen, es gibt eine Teilfolge (y))nen von (yn)nen und ein d > 0, so daf fiir allen € N :

[| Vyi || > d > 0. Die Folge (|| xn ||)nen ist beschrinkt, also auch (|| yn ||)nen und damit
(Il'vh [)nen- Da V kompakt ist, existiert eine Teilfolge (yi )nen von (y, )nen derart, dafl lim Vy)!

n—o0

=7z, lim ||Vy!|| =zl . Esist ||z]| > d > 0, also hat man
n—oo
0 < d? < (z,2) = lim (Vy”,z) = lim (y/,V*z) =0,
n—o00 n—o00
Widerspruch. (Es war ja lim y, = 0, also auch lim y/! =0.)
n—o00 n—o00

2.2.12 Folgerung

Sei K : H — H linear. K ist genau dann kompakt, wenn fiir alle Folgen (un)nen, (Vn)nen in H mit
u, — u,v, = v gilt: lim (Ku,, v,) = (Ku, v).
n—oo

Beweis:

»= “ Sei K kompakt, (uy)nen, (Vo)nen C H mit u, — u,v, — v. Nach Satz 2.2.11 gilt dann :
lim Ku, = Ku. Weiter gibt es ein ¢ € R mit ||v, || < c fiir alle n. Also ist

n—oo

| (Kun, vn) = (Ku, v)| |(Kun, vn) = (Ku, va) + (Ku, vn) = (Ku, v) | <
< |(Kup —Ku,vp) | + | (Ku, vy —v)| <
< [[Kun = Kul] - [va [l + | (Ku,va = v)| <
<

c || Ku, — Kul| + |(Ku,v, —v)] .

Wegen lim ||[Ku,—Kul|| =0und lim |(Ku,v,—v)| =0ist auch lim |(Kuy,vy)—(Ku,v)|=0.
n—oo n—oo n—oo

»<= ¢ Sei(un)nen C H mit u, — u. Sei v € H beliebig. Setzt man v, := v, so gilt v, = v und daher

ist lim (Kuy,v) = (Ku,v) nach Voraussetzung, d.h. Ku, — Ku. Nun sei U, := u, — u und
n—oo
Vn := Ku, — Ku. Dann gilt u, — 0,v, — 0. Es ist jetzt
lim ||Ku, — Ku|®> = lim (Ku, — Ku,Ku, — Ku) =
n—oo n—oo
= nll)n;o(K(un —u),Vn) = nll)rrgo(Kun,vn) =
Ve (K0,0) =0,

also ist lim Ku, = Ku und nach Satz 2.2.11 folgt: K ist kompakt.
n—oo
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2.3 Die Fredholmschen Sitze fiir kompakte Operatoren im
Hilbertraum.

2.3.1 Hilfssatz
Sei ‘H ein Prihilbertraum, ¥ C H prikompakt. Dann gibt es zu jedem ¢ > 0 endlich viele zy, ...,z, € ¥,

sodaB ¥ C U K:(zy), d.h. ¥ ist total beschrinkt.
1

v=
Bewelis:

Sei z; € ¥. Wenn ¥ C K.(z;1), ist man fertig. Andernfalls gibt es ein zy € ¥ mit ||ze — 2z || > €, wenn
Y C Kc(zz) ist man fertig. Andernfalls gibt es ein z3 € ¥ mit ||z; —z3|| > €, |22 — 23] > € usw.
Wire die Behauptung des Hilfssatzes falsch, so kénnte man so eine Folge (z,)nen C X konstruieren
mit ||zn —zi|| > e fiiri=1,..,n—1. Alsoist ||z; —z;|| > € fiir i # j,1,j € IN. Eine solche Folge enthélt
keine Cauchy-Folge. Widerspruch zur Prikompaktheit von 3.

2.3.2 Hilfssatz

Sei H ein Hilbertraum, V : H — H kompakt, z € H. Zu jedem € > 0 existiert ein endlichdimensionaler
Teilraum M mit z € M, so daf} gilt ||PmV — V|| < e. Dabei ist Py der Projektor auf M.

Beweis:
Seien € > 0,7 € H vorgegeben, sei ¥ = {y € H | y = Vx, || x| < 1}. V ist kompakt, also ist ¥
prikompakt. Nach Hilfssatz 2.3.1 gibt es z;,...,z, € ¥, s0daB ¥ C |J K.(z,). Setze zp := z. Sei M =

v=1
n
{f EH| = ckzk} der von zg,71, ..., 7, aufgespannte Teilraum von H. M ist endlichdimensional

k=0
und daher abgeschlossen. Wegen Hilfssatz 2.3.1 gibt es fiir jedes y € ¥ ¢y, ...,cy € C mit

n
y - Z CkZk
k=0

(genaugenommen gibt es sogar ein z, mit ||y —z, || < €).
O.E. seidim M > 1. Nach dem Orthonormalisierungsverfahren von Erhard Schmidt (1.1.16) hat M eine

<e

Orthonormalbasis {1, ...,on}. Weil Y crzi € M, gibt es also dy, ...,d, € C mit Hy — 3 diyx ‘ < e.
k=0 k=1

< ¢. Fiir beliebiges y € H ist Pyy = Y. (¥, ¢k )¢k, also

Nach Hilfssatz 1.1.9 folgt: Hy — > (v, ox) Pk ‘
k=1

k=1
gilt fiiralley e X ={y e H |y =Vx,||x|| <1} :||Pmy — y|| <e.
Demnach gilt fiir alle x mit ||x|] < 1:||PuVx — Vx| <e¢, dh. |[PuV = V| <e.

2.3.3 Definition

Sei V: H — H ein kompakter Operator, T : H — H,Tx:=x— Vx,dh. T=1- V. N(T) :={x €
H | Tx = 0} heiit Kern oder Nullraum von T, R(T) = {y € H | 3x € H : y = Tx} heifit Wertebereich
von T.

N(T) ist ein abgeschlossener Teilraum von H.

2.3.4 Hilfssatz

N(T) ist ein endlichdimensionaler Teilraum von H.

Beweis:
Annahme: N(T) ist nicht endlichdimensional.
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Dann gibt es eine abzihlbare unendliche Menge {f1,fs,...} C N(T) derart, daB jeweils endlich viele
Elemente dieser Menge linear unabh#ngig sind. Nach dem Schmidtschen Orthonormalisierungsver-
fahren 1.1.16 gibt es ein abzihlbar unendliches Orthonormalsystem {1, p2,...} mit Ty; = 0, also
i = Vi fiir i € N. Da V kompakt ist, enthilt die Folge (¢;)ien eine konvergente Teilfolge (i, )xeN-
Dies ist aber wegen || p; — ¢k ||?= 2 fiir i # k unmoglich.

2.3.5 Hilfssatz
Es gibt ein d > 0, so da8 fiir alle x € NV(T)* gilt: || Tx|| > d- ||x]| .

Beweis:

Angenommen es gibt eine Folge (x,)nen C A(T)® mit ||x,|| = 1 und lim Tx, = 0. Weil V kompakt
n—oo

ist, gébe es eine Teilfolge (Xn;)jeN VO (Xn)nen, 50 daBl (Vxy;)jen konvergiert, d.h. es gibt ein z € H

mit lim Vx,, = z. Es gilt

j—oo

0= lim Txy, = lim (x; — Vxy;) = lim x,; — lim Vx,; = lim x,; —z = lim x,; = z.

Weil V beschréinkt ist, gilt jetzt auch lim Vx,, = Vz. Also ist Tz =z — Vz = 0, d.h. z € N(T). Es

J—0o0

war aber (Xp)nen C N(T)*, lim x,; =z, N(T)* ist abgeschlossen nach 1.2.3, also z € N'(T)*+. Man
j—oo
hat also: z € N(T) NN/(T)* = {0}, |z]| = lim ||xy, || = 1, Widerspruch.
j—oo

2.3.6 Hilfssatz
R(T) ist abgeschlossen.

Beweis:
Sei (yn)nen C R(T) eine konvergente Folge mit lim y, = y. Sei y, = Tx,, P der Projektor auf
n—o00

N(T),x!, := x, — Px,. Dann ist

(xp,Py) = (xn — Pxn,Py) = (xa,Py) — (Pxa,Py) =
= (xa,Py) = (x, P2Y) = (xn, Py) — (xa,Py) = 0.
Alsoist x!, € N(T)*. Weiter gilt Tx!, = Tx, —TPx, = Tx, = yu, weil P ja auf N'(T) projiziert. Also ist

(Tx])nen eine Cauchy-Folge. Nach Hilfssatz 2.3.5 gilt || T(x] —x;) || > d- || x{ —x ||, d-h. auch (x] )nen
ist eine Cauchy-Folge. Es gibt also ein x' € A'(T)* (abgeschlossen nach 1.2.3), so da§ lim x, = x'.
n—o0

Damit gilt jetzt: y = lim Tx, = lim Tx] = Tx' € R(T), demnach ist R(T) abgeschlossen.
n—oo n—oo

2.3.7 Hilfssatz

Die Gleichung Tx = 0 habe nur die Losung x = 0. Dann hat T eine in ganz H erklirte beschriankte
Inverse und es gibt einen kompakten Operator W : H — H sodal T~ =1 - W.

Beweis:

1) Existenz von T—!, Beschrinktheit:

T~! existiert als linearer Operator in H mit D(T~1) = R(T). Zu zeigen bleibt also: H = R(T).
Sei y € M. Nach Hilfssatz 2.3.5 gilt fir x € H = N(T)+ : || Tx|| > d- || x || . Nach Hilfssatz
2.3.2 gibt es eine Folge (Mj)jen von endlichdimensionalen Teilrdumen M; mit y € M; und
'lim |Pa; V.= V|| = 0. (Py : Projektor von # auf M;). Sei jo so gewéhlt, da || Py, V- V|| < 4
J oo
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fiir j > jo. Setze Tj := I — Py, V. Dann ist Tj(M;) C M;j. Betrachte die Gleichung TjX =y in M;.
Es ist

ITix]| = [lx=Pu;Vx|| = [[x=Vx+ Vx—Py,Vx|| >
> =Vl - | Vx - Py V|| >
d d
> d el =5 x> Sl
fiir j > jo.

Deshalb hat die Gleichung Tjx = 0 nur die triviale Losung, also ist Tj : M; — Mj surjektiv
(M; ist ja endlichdimensional!). Es gibt also zu dem oben gewé&hlten y eine Folge (xj)jen mit

Tjx; = vy, wobei x; € M;. Nun ist nach obiger Rechnung ||y || = || Tjx; | > § || xj ||, also
%l < % |lyll . Damit ergibt sich
1T =yl = 1T =Tl <NT =Tl - 11 =

2
= IPwV=Vi-lixll < 3 Iyl [PwV = VI

Fiir j — oo konvergiert die rechte Seite gegen 0, also ist lim Tx; = y. Deshalb gilt zunéchst
‘]*}OO

y € R(T). Weil nach Hilfssatz 2.3.6 R(T) abgeschlossen ist, hat man damit aber auch y € R(T),
dh. R(T) = H.

Die Beschrinktheit folgt nun schnell: Ist x = T~y fiir ein y € H, so gilt nach 2.3.5:
_ 1
1Tl > d- fIx|} = 1Ty | < 3 Myl

Existenz eines kompakten W mit T~!' =1 - W :

Aus Tx = x— Vx = y erhiilt man x = T~y = y+ VT~ !y, indem man T~y fiir x einsetzt. Setzt
man also W = —VT !, soist T~! =1 — W und nach Satz 2.2.9 ist W kompakt.

Entscheidend fiir den Beweis dieses Hilfssatzes war die Approximation von V durch Operatoren Py, V,
wobei Pyy; Projektoren von H auf endlichdimensionale Teilrdume sind.

2.3.8 Hilfssatz
dim M (T) = dim N(T*).

Beweis:
Setze d := dim NV (T); d* := dim V' (T*).

1)

d = 0 : Dann hat Tx = 0 nur die triviale Losung, die Gleichung Tx = y ist fiir alle y € H l6sbar
und x ist eindeutig bestimmt. Sei z € N (T*). Dann ist fiir alle x € H : (Tx,z) = (x, T*z) = 0.
Die Gleichung Tx = z hat eine eindeutig bestimmte Lésung xo, also gilt (Txg, Txo) = 0, d.h.
z = Txp = 0. Demnach ist N (T*) = {0}, d.h. d* =0 =d.

d > 1: Annahme: d < d*.
Sei {¢1,...,pa} eine Orthonormalbasis von AN (T) und {t1,...,%q~} eine von N(T*). Sei W :

d
H — H,Wx =Vx+ > (x,0i)thi. W ist ein linearer und — weil V kompakt ist — auch kompakter
=1

d d
Operator in H. Sei (I-W)x = 0. Dann ist 0 = (I-W)x = x—Vx— Y (x, ¢1)¢i = Tx—= (xi, i) .
i=1 i=1
Skalarmultipliziert mit ¢5,j = 1,...,d, erhélt man

d
0 = (TX7 ¢J) - <Z(X7¢i)¢ia¢j> = (TX7¢j) - (X,<Pj) =
= (5 T%) — () T _(x,0)
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und damit x € NV (T)*. In der Definitionsgleichung von W sind also die (x,¢;) = 0, deshalb ist
Wx = Vx und (I — V)x = Tx =0, d.h. es ist auch x € N(T), also ist x = 0.

Jetzt kann man Hilfssatz 2.3.7 anwenden und erhilt: Die Gleichung x — Wx = y ist fiir jedes
y € H eindeutig 16sbar.

Nach Annahme war d < d*, setze also y = 1)q41. Fiir das zugehorige x mit x — Wx = Tx —

d
Z(Xﬂpi)'@bi = ’(,bd+1 folgt:

i=1

d
1 = [[$aeil® = Wasr,vas1) = (TX_Z(Xa ¢i)¢i,¢d+1> =
=1
) =0

= (Tx,%at1) = (%, T"Pat1

also Widerspruch. d* < d kann man analog mit Vertauschung von T und T* behandeln.

)

Damit bekommt man die Fredholmschen Sétze, zusammengefafit im

2.3.9 Satz (Fredholm')

Sei V : H — H kompakt, T = I-V, N (T) der Nullraum von T, N (T*) der Nullraum von T* = I-V*.
Dann gilt:

1) dim N(T) < oo, dim N(T) = dim N (T*).

2) Ist dim NV(T) = 0, so hat T eine in  erklirte, beschréinkte Inverse T~! und es gibt ein kompaktes
W: H—H,s0,daB T =1—-W.

3) Ist dim M (T) > 0, so hat zu vorgegebenen y € H die Gleichung Tx = y genau dann eine Losung
x € H, wenn y € (NV(T*))~.

Bewelis:

Es ist nur noch 3) zu zeigen, d.h. zu zeigen: R(T) = (N (T*))*. Wir zeigen R(T)+ = N (T*) :

»,D“ Seiy = Tx,z € N(T*). Dann ist (y,z) = (Tx,z) = (x, T*z) =0, d.h. z € R(T)+, also N (T*) C
R(T)*.

»C “ Sei z € R(T)*. Dann ist fiir alle x € H : (Tx,z) = 0 < (x, T*z) = 0. Damit ist z € N(T*),
dh. R(T): € NV(T*).

Alsoist R(T)*+ = M(T*). Da nach Hilfssatz 2.3.6 R(T) abgeschlossen ist, gilt (mit 1.2.3) : (R(T)+)t =
R(T), also hat man R(T) = N (T*)+.

Bemerkung: Nach Hilfssatz 2.3.5 weiffs man sogar, daf die Losung der Gleichung y = Tx fiir y € R(T)
eindeutig ist in N (T)*.

IErik Ivar Fredholm (1866-1927)
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2.4 Anwendungen auf Integraloperatoren

2.4.1 Hilfssatz

Sei (Kn)nen eine Folge kompakter Operatoren in H mit D(K,) = H. Sei K ein beschrénkter Operator
mit D(K) = H und es gelte lim ||K, — K|| = 0. Dann ist K kompakt.
n—oo

Sei (fn)neN C H eine Folge mit || f, || < c¢. Da K; kompakt ist, kann man daraus eine Teilfolge
( )neN ausw;'ihlen, so daf} (Klf,(ll))neN konvergiert. Diese enthélt wieder eine Teilfolge (fr(12))n€N, SO

daB (Ko )neN konvergiert usw. Man erhiilt also eine Folge von Teilfolgen (fr(lp)) (f(pil)) C..C
( ) ( n) und es gilt: (Kpfr(1 ))neN konvergiert, wenn 1 < p < q. Fiir die Diagonalfolge (f})pen mit

f, = fr(,p) gilt dann: (K f})pen konvergiert fiir jedes m € IN. Deswegen konvergiert auch die Folge
(Kf})pen : Es ist

IKE —KE || = [|Kmf, — Knf| + Kf}, — Kinf}, + Kif}, — Kf} || <
1Ky, = Knfo | 4[] (K = K || 4+ [| (K — K)fy [| <

<
< Kt — Kl | 420 K~ Ko | -

Wihlt man nun zu vorgegebenen £ > 0 ein my € N, so daﬁ 2c || K — K, || < 5§ und anschlieend ein
N(mg,e) € IN, so daB8 Vp,q > N(mg, ) : || Ko}, — Km,fg || < 5, so gilt also || Kf, — Kf; || < e, dh.
(Kf},)pen konvergiert und K ist kompakt.

2.4.2 Satz

Sei H ein Hilbertraum, V : H — 7 ein linearer Operator. Es sind dquivalent:
1) V ist kompakt.
2) Es gibt eine Folge (Vy)nen, Vi : H —> H beschrinkter Operator, mit

a) dimR(Vy) < o0,
b) lim ||V — V]| = 0.
n—oo

Beweis:

1)= 2) Eine solche Folge bekommt man aus Hilfssatz 2.3.2: Zu ¢, = % wihlt man eine Folge
(Mp)nen von Teilriumen wie dort angegeben, dann gilt fiir V,, := Py, V genau 2).

2)= 1) Sei (Vn)nen eine Folge wie im Satz angegeben. R(V,) ist endlichdimensional und somit
abgeschlossen. Sei P, : H — R(V,) der Projektor. Nach Beispiel 2.2.5 ist P, kompakt,
nach Satz 2.2.9 ist auch P,V, kompakt. Wegen V,, = P,V ist V,, selbst kompakt und
nach Hilfssatz 2.4.1 ist V dann kompakt.

2.4.3 Definition (Integralkern und -operator vom Hilbert!-Schmidtschen?
Typ)

1) Sei Q ein offener achsenparalleler Quader im R". Sei K € L2(Q x Q). Dann heifit K Integralkern
vom Hilbert-Schmidtschen Typ.

(Bemerkung: Q ist nicht besonders ausgezeichnet, z.B. kann statt Q auch eine Kugel Kg(0)
stehen.)

2) K : L*(Q) — L?(Q),f — Kf(x) = [K( y)dy heiit Integraloperator vom Hilbert-
Q

Schmidtschen Typ.

!David Hilbert (1862-1943)
2Erhard Schmidt (1876-1959)
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2.4.4 Satz (Eigenschaften von K)

Der in 2.4.3 definierte Integraloperator K ist wohldefiniert. K ist ein linearer, beschrankter in ganz
L%(Q) definierter kompakter Operator.

Bewelis:

1) Wohldefiniertheit:

Nach Fubini (Forster, Analysis 3, §7, Satz 7) ist |K(x,.)|? fiir fast alle x € Q {iber Q integrierbar.
Deshalb ist fiir f € L?(Q) die Funktion Kf(x f K(x, y)f(y)dy fiir fast alle x wohldefiniert. K

kann also in ganz L2(Q) definiert werden.

2) Beschriinktheit:
Es ist |Kf(x)| = |fK x,y)i(y)dy| < [ |K(x,y)| - |f(y)| dy. Mit der Holderschen Ungleichung
Q

A.4.5 erhilt man:

K@) < (/|K<x,y>|-|f<y>|dy)s
Q

ES / K(x,y) | dy) (/ 1£(y) dy> -
Q

Q
- /|K(x,y>|2 dy-/|f(y>|2 dy.
Q Q

)

Damit ergibt sich:

/ |Kf(x) [ dx
Q

IA

@\ @\

(/ |K(x,y)|? dy-/lf(y)l2 dy) dx =
Q

JALCRIRT /|f ) dy.
Q

also ||Kf||L2(Q) S ||K||L2(Q><Q) . ||f||L2(Q)7 d.h. der Operator K ist beschrinkt.

3) Kompaktheit:
Nach Satz A.5.7 gibt es eine Folge (K, )nen von Funktionen K, € C§(R*") mit

nlingo ||Kn — K ||L2(QXQ): 0

Die Einschrinkung von K, auf Q >< Q liefert einen Integralkern, der zugehorige Integraloperator
K, :L*(Q) — L*(Q),f — K,f(x fK y)dy ist vom Hilbert-Schmidtschen Typ. Wir

zeigen die Kompaktheit der K,
Sei (fm)men eine Folge in LQ(Q) mit || [|r2() < ¢, sei gm := Knfm. Fiir x1,%; € Q ist

| n (1) — gom (2) /|K 51,5) — Kn(2,¥) | - (@) dy <

N
=

/|Kn<xl,y>—Kn(xZ,y>|2dy -/|fm(y>|2dy <
Q Q
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2

< c- /IKn(X1,y)—Kn(me)l2 dy
Q

DaK, € C°(QxQ), gibt es zu e > 0 ein §(¢), so daB fiir y € Q gilt: | K, (x1,y) —Kn(x2,y)| < @,
wenn || x2 — x1 ||rn< d(g). Also gilt fiir ||x2 — x1 |[|[rRn< J(€) 1 | gm(X1) — gm(x2) | < &, d.h. die
Funktionen g, sind alle gleichmiflig ( = gleichgradig) stetig.

Weiter ist die Funktion K, in Q x Q beschrinkt und daher gilt:

2 2

/ KnGo,y) 2 dy | [lfin oz < ¢ / sup [Ka(oy)? dy| =
& (x,y)E(QxQ)

IN

| gm () |

= ¢|QI*- sup  |Ka(x,y)].
(x,y)E(Q%Q)

Die Folge der (gm)men ist also auch gleichmiiflig beschriinkt. Damit sind die Voraussetzungen

des Satzes von Kolmogorow (A.6.3) erfiillt: Da Q beschriinkt ist, ist mit der Folge (gm)men auch

die Folge (|| gm |lL2)men gleichmiBig beschrinkt und wihlt man ein 7 so, dal | gm (x+y) —gm(x) |

< =1 fiir ||y |l <, soist auch [ |gm(x +y) — gm(x)|? dx < e. Der Satz von Kolmogorow
Q

IQI2
sagt aus, daB (gm)men eine in L?(Q) konvergente Teilfolge (gm, )ken enthélt. Damit ist also die
Kompaktheit der Operatoren K,,n € N, gezeigt.
Bemerkung: Wire g, € C°(Q), konnte man statt des Satzes von Kolmogorow den Satz von
Ascoli-Arzeld (A.6.2) verwenden. Dies kann man so erreichen: Man definiert K, : C°(Q) —
L2(Q),f — [Ka(x,y)f(y)dy. Fiir f € C°(Q) ist Kof € C°(Q). Die Rechnungen oben funktio-
Q

nieren genauso, also gibt es diesmal nach Ascoli-Arzela eine Teilfolge (gm, )ken, die gleichmiBig
gegen ein g € C°(Q) konvergiert. Also ist K, kompakt. Da C°(Q) dicht in L2(Q) liegt, ist der
Abschlufl von I~(n der oben behandelte Operator K,. Nach Satz 2.2.7 ist K,, dann ebenfalls
kompakt.

Aus der Kompaktheit der K, kann man nun die von K folgern:

Fiir die Funktionen K,,K € L?(Q x Q) galt li_>m | Kn — KlL2(@xq)= 0. Fiir die Operatoren
n—oo

K,, K gilt nach 2):

1Ko —K|| = sup | (Kn = K)f [l2(q) <
fEL2(Q), [If]l =1

INE

sup  [[Kn = K|l2gxq) - | f L2 =
reL2(Q),If|=1

= |IKn = K|lL2(qxq)>
also gilt auch in der Operatorennorm lim || K, —K|| = 0. Nach Hilfssatz 2.4.1 folgt jetzt: K ist
n—oo
kompakt.

2.4.5 Hilfssatz

Sei K ein Integraloperator vom Hilbert-Schmidt-Typ in L2(Q) mit Integralkern K € L%(Q x Q). Dann
wird K* durch den Integralkern K*(x,y) = K(y,x) gegeben und ist ebenfalls vom Hilbert-Schmidt-

Typ.

Beweis:
Es ist

(Kf,g) = / / K(x,)£(y)dy | gx)dx =
Q Q

(O\

f(v) / K y)g()ds | dy = (£,K"g).
Q



Setzt man also K*(x,y) = K(y, x), so ist der zugehorige Integraloperator K* vom Hilbert-Schmidt-Typ
die Adjungierte von K.

2.4.6 Hilfssatz

Sei K ein Integraloperator vom Hilbert-Schmidt-Typ in L?(Q) mit Integralkern K € L2(Q x Q), T =
I — K. Dann gilt fiir die nach Hilfssatz 2.3.4 endliche Dimension d von A/ (T) die Abschétzung

as [ [ 1KepP v

Q Q

Beweis:

Sei {®1,...,0a} eine Orthonormalbasis von N(T). Aus Ty; = 0 folgt fast iiberall in Q: ¢i(x) =
JK(x,y)¢i(y)dy. Setzt man nun fi(y) := K(x,y), so erhilt man mit der Besselschen Ungleichung
Q

1.1.10 im Hilbertraum L?(Q) fast iiberall:

d d . 2 2
SlatP = Y| [keyata] =Y | [twatiy -
i=1 i=1 Q i=1 Q

d

Il
g

i=1

1.1.10
(6w P 2 I Raq= [ 160)P dy = [ 1K) P dy.
Q Q

Nochmalige Integration iiber Q liefert:

dzi/wi(xn? dxz/iwi(xn? de< [ [ IKey) P dyax
1=1Q Q i=1

Q Q

Die Fredholmschen Sitze fiir Integraloperatoren vom Hilbert-Schmidt-Typ lauten:

2.4.7 Satz

Sei K ein Integraloperator vom Hilbert-Schmidt-Typ in L?(Q) mit Kern K € L?(Q x Q). Seien
N(T),N(T*) die Nullriume von T = I — K bzw. T* = I — K*. Fiir ¢ € N(T),v € N(T*) gilt
fast tiberall in Q:

1) SO(X) _gK(Xany(Y)dy = 07

2) h(x) —({K(y,X)i/J(Y)dy =0.

Umgekehrt ist jedes ¢ € L2(Q), fiir das Gleichung 1) fast iiberall gilt, in A'(T) und jedes ¢ € L?(Q),
das Gleichung 2) fast {iberall erfiillt, in N (T*).

Weiter gilt: dim A (T) = dim N (T*) < ||K||i2(QXQ) < 0. Zu gegebenem f € L2(Q) ist die inhomogene
Gleichung

)~ [ Kixy)ulr)idy =)
Q
genau dann in L2(Q) 16sbar, wenn fiir alle ¢p € N'(T*) gilt:

/f(x)de =0.
Q
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Beweis:
Das ist gerade Satz 2.3.9 iibertragen auf Operatoren vom Hilbert-Schmidt-Typ. Zusétzlich wurde
Hilfssatz 2.4.6 verwendet.

Manche Probleme konnen auf Integralkerne vom Hilbert-Schmidt-Typ zuriickgefiihrt werden. Ein
solches ist das Sturm-Liouville-Problem:

2.4.8 Definition (Sturm!-Liouvillescher? Operator)
Sei p € C'([a,b],R),q € C°([a,b], R). Fiir alle x € [a,b] sei p(x) > 0.
Weiter seien cq,co,d;,dy € R mit ¢ +c2 >0, d? +dZ > 0.
Sei D(L) := {u € C*([a,b],C) | ciu(a) + c2u’(a) = 0,dyu(b) + dyu’(b) = 0}.
Der Operator L : D(L) — C%([a, b]),u — Lu = —(pu’)’ + qu heiit Sturm-Liouvillescher Operator.
2.4.9 Bemerkungen
1) c2 =d2 =0,¢; =d; =1 liefert u(a) = u(b) = 0, die Dirichlet-Randbedingung.
2) co =ds =1,¢; =d; =0 liefert u'(a) = u'(b) = 0, die Normalen-Nullbedingung.

3) Fiir p = 1, ¢ = 0 erhéilt man Lu = —u”. Das ist aber nicht zu verwechseln mit dem aus Analysis
2 bekannten Cauchy-Problem

—u" =1f,u(a) =co,u'(a) = c;.

2.4.10 Hilfssatz

Sei L ein Sturm-Liouville-Operator mit Definitionsbereich D(L). Dann gilt fiir u,v € D(L) :

b b
/V(Lu) dx = /(Lv)udx.

Bewelis:
Es ist

v(L) - L) = v( = @) +qu) —u( = V) +av) =
= u(v) —v(pu) =u(p'v' +pv") - v(p'u’ +pu") =
— uplvl + upv” _ Vplul _ vpu”

einerseits und

d

(v —vou)) = &

= (pv'u —pu'v) =
— plvlu + pv"u + pvlul _ pIuIV _ pu"v . pulvl
andererseits. Also hat man v(Lu) — (Lv)u = d—‘i{ (u(pv)’ —v(pu)') = dd—x p(uv’' — u’v)).

Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung gilt daher:

b
/ (V(Lu) - (Lv)u) dx = [p(uv’ —u'v)]>.

Nach Voraussetzung waren u,v € D(L), d.h. es gilt
ciu(a) + cqu'(a) =0,

LCharles Sturm (1803-1855)
2Joseph Liouville (1809-1882)
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civ(a) 4+ cov'(a) = 0.
Dies kann man als homogenes, lineares Gleichungssystem in den Unbekannten c¢; und ¢, auffassen. Da
nach Voraussetzung cf + ¢ > 0, hat es eine Losung (c1,c2) # (0,0). Dies ist nur moglich, wenn fiir
die Determinante gilt:

Also ist p(uv’ —u'v)(a) = p(a) - (u(a)v’(a) - v(a)u’(a)) = 0. Analog geht man im Punkt b vor und
erhilt insgesamt:

also die Behauptung.

2.4.11 Hilfssatz
Sei L ein Sturm-Liouville-Operator mit Definitionsbereich D(L). Sei A € C ein Eigenwert von L. Dann
ist A reell.

Beweis:
Sei u € D(L) ein zu X gehoriger Eigenvektor, d-h. Lu = Au. Dann ist Lu = AT, da p,q reell sind ist
aber L = L, also hat man Lu = Au. Nach Hilfssatz 2.4.10 ist

b b b

0:/(u(Lﬁ)—(Lu)ﬁ) dx:/(X|u|2 —A|u|2)dx:(X—A)/|u|2 dx.

a a

Als Eigenvektor verschwindet u nicht identisch. Also ist A = A, d.h. A € R.

2.4.12 Hilfssatz

Seien uy, up Eigenfunktionen von L zu verschiedenen Eigenwerten A1 # Ay. Dann sind uy, us orthogonal
zueinander.

Beweis:
Nach Hilfssatz 2.4.10 ist

b b b
0 = / (ulLu_Q— (LU1) U_Q) dx = /(U1 - Aol — AUy 11_2) dx = ()\2 — )\1) . /ulu_QdX

a
b
—  [umedx=o,
a
d.h. u; und us sind orthogonal.

2.4.13 Satz

Sei L ein Sturm-Liouville-Operator mit Definitionsbereich D(L). Die Gleichung Lu = 0 habe in D(L)
nur die triviale Losung u = 0. Dann gibt es eine Funktion G : [a,b] X [a,b] — R mit folgenden
Eigenschaften:

1) G ist stetig in [a, b] x [a, b],
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2)

3)

Fiir x,y € [a, b] gilt: G(x,y) = G(y,x),

Fiir alle f € C%([a, b]) mit Lu = f gilt: u(x) = be(X, y)i(y)dy € D(L).

a

G heift Greensche! Funktion zum Sturm-Liouville-Operator L.

Beweis

)

Zunichst wird ein spezielles Fundamentalsystem (o, 3) der gewshnlichen Differentialgleichung
—(pu’) + qu = 0 gewihlt, fiir das gilt:

%) c1f(a) + c2f'(a) =
dla(b) + dgal(b) =0.
Dazu wihlt man eine Lésung a der Differentialgleichung mit a(b) = —ds,a’(b) = d; und

eine Losung 8 mit §(a) = —ca,3'(a) = ¢;. Dann gelten die obigen Gleichungen. (a, ) ist ein
Fundamentalsystem: Wire (a, 3) kein Fundamentalsystem, so wéren «, § linear abhiingig, d.h.
es gibe Konstanten (A, B) # (0,0), so da8 fiir x € [a,b] gilt: Aa(x) + BA(x) = 0. Ist B # 0, so
hat man also 8(x) = ¢ a(x), ist A # 0, so hat man a(x) = ¢’ - §(x), wobei c,c’ # 0. Im ersten
Fall ist

c1B(a) + caf'(a) =0,

Sdi(b) + ' (b) =

Multipliziert man die zweite Gleichung noch mit ¢, so bekommt man : 8 € D(L). Da 8 eine
Losung von Lu = 0 war, ist also nach Voraussetzung 8 = 0, ein Widerspruch zu S(a) =
—c, B'(a) = c1, (¢ + ¢ > 0!). Im zweiten Fall erhiilt man analoges fiir a. Also gilt:

(a, B) ist ein Fundamentalsystem von —(pu’)’ + qu = 0.

Definition der Greenschen Funktion:
Wegen La = L = 0 hat man mit der in Hilfssatz 2.4.10 gezeigten Gleichung: 0 = aLf — fLa =
dd—x (p(a’ﬂ — aﬂ’)), also gibt es eine Konstante ¢ mit p(a/f — af’) = —¢. Wir zeigen zunéchst
(etwas trickreich), da8 € # 0.

a) Annahme: ¢ =0,c; # 0.

Nach Wahl von 3 gilt in diesem Fall §(a) = —22'(a). Wegen ¢ = 0 ist o/ — af’ =0, also
bekommt man die Gleichung —c20a’(a)5’(a) — cla( )G'(a) = 0.

Es ist 8'(a) = c¢; # 0, also hat man cza/(a) + cya(a) = 0, d.h. a € D(L). Da « eine Losung
von Lu = 0 ist, folgt nach Voraussetzung a = 0, das ist ein Widerspruch, siehe 1).

b) Annahme: ¢ = 0,cy # 0.
Dann ist 8'(a) = —E—;ﬂ(a) und man erhilt wie in a) — mit 3 statt mit 3’ — einen Widerspruch.
Das bedeutet insgesamt: ¢ = 0 => ¢; = ¢z = 0. Das ist aber ein Widerspruch zu ¢ + ¢ > 0,
also ist ¢ # 0.
Mit (e, B8) ist auch (a, £3) ein Fundamentalsystem das die Gleichungen *) erfiillt. Auflerdem
ist p(a’(%ﬁ) — a(%ﬁ)’) =-1.Seia=a,f8= 1. j. Setze

Gl y) :{ H0Bo) Sy <<y

G ist die gesuchte Greensche Funktion.

1 George Green (1793-1841)
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3) G hat die im Satz erwiihnten Eigenschaften:

Die Stetigkeit von G ist klar. Weiter hat man:

Fiira <x <y <b:G(y,x) = a(y)(x) = G(x,y) und
fiira <y <x <b:G(y,x) = By)ax) = Gx,y),

also ist G(x,y) = G(y, x).

b
u(x) = [G(x,y)f(y)dy l6st die Gleichung Lu = f: Es ist

X

b
ux) = ax) / BWi(y) dy + Bx) / (V) dy,

Es ist
—(pu)" + qu = —pu” — p'u’ + qu.

Berechne die Summanden einzeln:

b
—pu"(x) = —p)E"( / BW)iy) dy — p(x)F" () / a(y)i(y) dy —

b
aux) = / BEw) dy + a()F(x) / (V)I) dy.

Addiert man nun die drei Terme, so ergibt sich:
~ A b
~(pu'Y +an = (— (&) +ad) [ BOEE) dy + (~F) + ) [ ()i dy + £(x) = £(x)
[ [ ——
=0 =0

u erfiillt die Randbedingungen:

b b
cu@) + o' = aba / A(5)Ey) dy + eoF (a) / a(y)i(y) dy =
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b
= (clﬂ +02ﬂ /a 0.

Analog sieht man dju(b) + dau’(b) = 0. Also ist u € D(L).

2.4.14 Bemerkungen

b
In Satz 2.4.13 wurde bewiesen, da§ die Abbildung G : R(L) — D(L),f — [ G(x,y)f(y)dy die

a
Inverse des Sturm-Liouville-Operators L ist. Da G € L?((a,b) x (a,b)), ist G ein Integralkern vom
Hilbert-Schmidt-Typ. Probleme, die den Operator L betreffen, lassen sich nun umwandeln in Probleme
fiir den Operator G. Beispielweise gilt fiir das Eigenwertproblem: Ist y # 0 ein Eigenwert von G, d.h.
es gibt ein u € C°([a, b]) mit pu(x fG x, y)u(y) dy fiir x € [a, b], so folgt nach Satz 2.4.13 u € D(L)

und Lu = iu und umgekehrt.

Der Operator G kann auf ganz L?((a,b)) erkliirt werden nach Satz 2.4.4.
Weitere Probleme, die auf Hilbert-Schmidt-Operatoren fiihren, folgen spéter.

2.4.15 Definition (von Neumannsche! Norm eines Operators)

Sei H ein separabler Hilbertraum, A : H — H ein beschrinkter, linearer Operator in #. Sei
{¢1,¥2,...} ein (0.E) abzihlbar unendliches VONS in H. Man sagt, A ist von endlicher von Neumann-

‘)

scher Norm, wenn Y ||A;||? < oo ist und bezeichnet N(A) = (Z | Ap; ||2> als die von Neumann-
i=1

sche Norm.

Die Wohldefiniertheit von N(A) zeigt der folgende Hilfssatz.

2.4.16 Hilfssatz

Sei H ein separabler Hilbertraum, A : H — H ein beschrankter linearer Operator, {¥1, 2, ...} und
{11,3, ...} zwei abzihlbar unendliche VONS in H. Dann ist Z [Api ||? = Z | Avs ||? .

(Das heifit: Eine Seite ist genau dann endlich, wenn es die andere ist. In dlesem Fall stimmen beide
iiberein.)

Bewelis:

[ee]
Sei ° ||Awil]|?> < oo. Dann ist
=

S llage YOS

M
MS

I( A90171/Jk ZZ| (i, A" 1/}k =

i=1 k=1 i=1 k=1
T (s {1,902, FVONS o= |1
= ZZHA Y, ) |2 T ZHA il =
k=1 i=1 k=1
vt SN 1A ) P =D (AL =
k=1 i=1 k=1 i=1

{wl,wo, .}VONS

||A¢1||2

||M8

1John von Neumann (1903-1957)
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o]
Ist > ||A¢]|? < oo, so rechnet man analog.
i=1

2.4.17 Folgerung

Sei H ein separabler Hilbertraum, A : H — H ein beschriinkter, linearer Operator. Dann gilt:
N(A) = N(A*).

Bewelis:
Das wurde in Beweis von 2.4.16 mitbewiesen.

2.4.18 Hilfssatz

Sei A : H — H ein beschrinkter, linearer Operator im separablen Hilbertraum 7. Dann ist || A || <
N(A),N(A) = oo ist zugelassen.

Beweis:
Fiir N(A) = oo ist die Behauptung trivial, sei also N(A) < oco. Sei {¢1, @2, ...} ein VONS in H. Dann gilt

firf € H:f= > (f,01)¢i. Setzt man f, := > (f, 1), so gilt li_)m fo =f. Esist Afy, = > (f, 01)Aps
. n o0

i=1 i=1 i=1

o)
und weil A beschrinkt, also stetig ist, gilt Af = li_>m Af, = > (f, 0i)Api. Weiter ist
n o0 H

i=1

N

> (F, 1) Ag;

i=1

N N
< Y Ee)AG =D 1(Ee) |- [ Awi ]| <
i=1 i=1

. N N 3
e (D(f,goi)ﬁ) ( ||Agoi||2> <[ £]I-N(A),

i=1 i=

=

N
also || Af|| = Nh_r)n00 H'Z1(f’(pi)A¢i ‘ < || f || -N(A). Folglich gilt fiir alle f € H,f #£0 :

deshalb ist auch ||A|T§ N(A).

2.4.19 Hilfssatz

Sei H ein separabler Hilbertraum, A : % — 7 ein beschriinkter, linearer Operator. N(A) sei endlich.
Dann ist A kompakt.

Beweis:
Sei (fa)nen eine Folge in # mit f, "=° f. Wie im Beweis von Hilfssatz 2.4.18 gezeigt, gilt

Aty = AT= A — ) = 3 ((fn ) — (F,00)) Agi

i=1
Damit ist
AL —Af] < ) (fa) = (F00) |- |Awi]| <

i=1

< S g - )| Aal+ S (1w +1E e ) A <
i=1 i=m+1

T SN ) — ()| - 1A + [( 3 |<fn,goi>|2>§+
i=1 i=m+1
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=

1
J

+
M8
=
5

\j/
=

(i ||Asoi||2> <

i=m+1 i=m+1
m 0 3
<Y ) = Ee) |- A+ |+ IE]) - ( > IIAs0i||2> <
i=1 i=m+1
1
m o0 2
<Y () = (@) |- TAg | +(e+ (IF1]) - ( > ||A<Pi||2> ;
i=1 i=m+1
wobei ¢ eine Konstante ist mit || f, || < c fiir n € IN. (Eine solche gibt es wegen f, "= f). Wegen
l
(o)
N(A) < oo gibt es zu € > 0 ein my € NN, so daf3 > JAg P < — . Wihlt man
i=mo+1 (c+ I £1D)-2

dann ein ng = ng(my, €) so, daf Z | (o, 01) — (F,01) | - || Awi || < 5 fiir n > np, so ist also insgesamt
I|Af, — Af || < e fiir n > no. Nach Satz 2.2.11 gilt dann : A ist kompakt.

Nun wird der Begriff der von Neumannschen Norm auf Kerne vom Hilbert-Schmidt-Typ angewendet.
Dabei verwenden wir Satz C.1.5: L?(Q) ist separabel.

2.4.20 Hilfssatz
Sei K ein Integraloperator vom Hilbert-Schmidt-Typ in L?(Q) mit Kern K € L?(Q x Q). Dann gilt:

NP = [ [ 1K) dyax

QQ
Insbesondere ist also N(K) < co.
Beweis:
Sei {¢1, @2, ...} ein VONS in L?(Q). Sei ¢i(x) = [ K(x,y)@i(y) dy. Dann ist ¢; fast iiberall in Q erklért
Q

k
und aus L?(Q). Definiert man fi (x) := Y. [¢i(x)|?, so gilt: fy < fiy; fiir alle k € IN. Weiter hat man
i=1

2

/fkdX = /_zk:|¢i(X)l2dX /Xk:/ K(x,y)ei(y)dy| dx <
Q i=1 i=1

Q
/Z/ (x,¥)¢i(y) dy dx—//|K (x,y)[? dydx,

dabei gilt die letzte Gleichung wegen der Vollstindigkeit von {p1, 2, ...} fiir fast alle x. Man kann
also den Satz von Beppo Levi A.2.2 auf die Folge (fi)ken anwenden und erh'sllt Es gibt ein f € L(I)

mit khm f, = f fast iiberall und es gilt hm ffk dx = [fdx. Esist f = hm E | (x) 2= Z | (x) |2
—00 Q

und es gilt also

3 1w as
Q i=1

IN

k k
dim [ 57 e dx = tim 3 [ o dx
Q i=1 1=1Q
> [ 1o ax
i:lQ
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Verwendet man das, so ergibt sich

2

00>//|K(X,y)|2 dydx = /Z K(x,y)ei(y)dy| dx=
Q Q Q =t
= [T 1P a=Y [P de= Y [Kp=
Q i=1 i:lQ i=1
= N(K).
Bemerkung;:

Ist K € C°(Q x Q), so sind die ¢; in obigem Beweis stetig. Nach dem Satz von Dini A.2.1 konvergiert
(o) _ J—

> | ¢i(x) |? gleichmiBig in Q, da g(x) := [ |K(x,y)|* dy stetig in Q ist. Wegen der gleichmiBigen
i=1 Q

Konvergenz darf man Integration und Summation vertauschen.

Bei vielen Problemen treten auch Operatoren K : f — [K(x,y)f(y) dy auf, mit K € LP(Q), aber
Q
K ¢ L%(Q). Deswegen miissen die Begriffe jetzt auf Banachriume verallgemeinert werden.

2.5 Integraloperatoren in Banachriumen

2.5.1 Definition (Banachraum')

Sei B ein normierter Vektorraum iiber C, d.h. es gibt eine Abbildung || . ||: B — R, x —||x|| mit
D Ixll 2 0;[[x[[ =0 <= x =0,
2) ||ax]|| = |« - ||x]| fir alle « € C,
3) [x+yll < lIxll+ Iyl

B heifit Banachraum genau dann, wenn B vollstindig ist.

Die Begriffe Teilraum, lineare Abbildung, Beschrinktheit und Norm einer linearen Abbildung, Dichtheit
und Priakompaktheit einer Teilmenge kénnen wie im Hilbertraum erklirt werden, da in den Definitionen
keine speziellen Hilbertraum-Eigenschaften verwendet wurden. Weiterhin wird der Definitionsbereich
eines Operators T mit D(T) und der Wertebereich mit R(T) bezeichnet. Weiter sei:

L(B,B") := {T : B — B' | T linear und beschréinkt}. Zusammen mit der Operatorennorm wird
L(B,B') zu einem normierten Raum (B.2.10), der — nach Satz B.2.11 — sogar vollstindig ist. Nach
Lemma B.2.7 gilt auch — wie in Hilbertrdumen: T ist beschriankt <= T ist stetig.

2.5.2 Definition (Kompakter Operator)

Seien B, B’ Banachriume, K : B — B’ ein linearer Operator. K heifit kompakt oder vollstetig genau
dann, wenn

S = {Kx | x € B, ||x]| < 1}
prikompakt ist.

Viele Sitze iiber kompakte Operatoren in Hilbertriumen kénnen jetzt sofort auf Banachriume iiber-
tragen werden, weil beim Beweis keine Hilbertraumeigenschaften verwendet wurden.

1Stefan Banach (1892-1945)
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2.5.3 Hilfssatz
Sei B ein Banachraum, K ein kompakter Operator mit D(K) = B. Dann ist K beschréinkt.

Beweis:
Siehe Satz 2.2.6.

2.5.4 Hilfssatz
Sei B ein Banachraum, (K, )nen, Ky : B — B, eine Folge kompakter, linearer Operatoren in B, sei

K : B — B ein beschrinkter Operator und es gelte: lim || K, — K|| = 0. Dann ist auch K kompakt.
n—oo

Beweis:
Siehe Hilfssatz 2.4.1.

2.5.5 Hilfssatz
Sei B ein Banachraum, K : B — B kompakt, T : B — B beschrinkt. Dann sind KT und TK
kompakt.

Beweis:
Siehe Satz 2.2.9.

2.5.6 Definition (schwach singulirer Kern)

Sei  C R" offen. Eine Abbildung K : @ x Q\{(x,y) | x,y € R",x =y} — C heifit schwach singuléirer
(Integral-)Kern zum Exponenten o, a < n, oder Kern vom Schurschen' Typ, wenn folgendes gilt:

1) K ist stetig.
2) Es gibt eine Konstante ¢ > 0 und eine Zahl o, a < n, so daB fiir (x,y) € O x Q\{(x,y) | x =y}
gilt: |K(x,y)] < —

|x—y o

Ist @ < 0, so hat K eine eindeutig bestimmte stetige Fortsetzung auf Q x Q, die ebenfalls mit K
bezeichnet wird. Setze noch S, () := {K | K ist schwach singuldrer Kern zum Exponenten a}.

Zur Vereinfachung sei im folgenden () ein offener, achsenparalleler Quader Q. Wie bei Hilbertrdumen
wird nun fiir K € S,(Q) definiert: Kf(x) = [ K(x,y)f(y) dy. K heifit dann schwach singulérer Integral-
Q

operator. Wie schon vorher haben Integraloperator und Kern die gleiche Bezeichnung.

2.5.7 Hilfssatz

Sei Q C R" ein achsenparalleler Quader, @ < n, K € S,(Q). Dann wird durch K : C°(Q) —
Co%(Q), f — Kf(x) = [K(x,y)f(y) dy ein kompakter Operator gegeben.
Q

(C°(Q) wird mit der Norm ||f|| = sup |f(x)| ein Banachraum).
xed

Beweis:
Seid:RT — R,

0, 0<t<1
)= t—-1,1<t<2
1, 2<t < 4o0.

Issai Schur (1875-1941)
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| |

[ [

1 2

9 ist stetig. Sei fiir 6 > 0: Ks(x,y) = K(x,y) - ¢ <M>

)
Dann gilt:

1) Fiir alle (x,y) € Q x Q,|x —y| < §: Ks(x,y) = 0.

2) Fiir alle (x,y) € Q x Q,|x —y|> 2 : Ks5(x,y) = K(x,y).

3) K5 € C°(Q x Q).
Folglich ist K5 € So/(Q) fiir o' < 0. Der zu K; gehorige Integraloperator ist kompakt: Dies wurde
im Beweis von Satz 2.4.4 gezeigt. Dort wurde K,, : C°(Q) — L?(Q) betrachtet, aber es war sogar
K, : C°(Q) — C°(Q). Da die Norm auf C°(Q) gerade die Topologie der gleichméBigen Konvergenz

induziert, zeigt der Beweis in 2.4.4 auch die Kompaktheit von K, im Banachraum C°(Q). .
Im folgenden wird mitbewiesen, daf§ Kf(x f K(x, y)f(y) dy wohldefiniert ist und dafl Kf(x) € C°(Q).

Also:

K3t~ K| = | [ (Kslxy) = K(o) 10 dy| < [ [Ks(oy) = Koe)| -supf) dy =
Q

Q 2€Q
- /‘( ( ') 1) K<x,y)‘dy- 1£lloogg) =

Q
- / ‘(19 (b(%syg - 1) 'K(XaY)‘ dy- [fllcog) <

QN{yllx—y| <26}

c
< / =y dy- [l (g
Wl ly—x| <26}

Setzt man z = x — y, so ist nach Forster 3, §8, Satz 1:

26
c c c
—dy = —dz =n-m- [ —-r" tdr
/ x—yp= / [2]° " /
{yl ly—x| <26} {z] |2| <20} 0
26 .
= c-n-Tn/rn I=edr = c-n-m- [T
-«
0
c'n-Ty
= 20
——(20)""

n
2

T
TG +1)

—1. Damit gilt also fiir x € Q : |Ksf(x) — Kf(x)| <

Dabei ist m, = das Volumen der n-dimensionalen Einheitskugel. Wegen a < nist n—1—a >

011707;1(26)“ “||fllco(q), d-h. es ist sogar
sup |Ksf(x) — Kf(x)| < &2 Tn
XEQ

<(20)" % (| f]lco(q) -
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Also konvergiert fiir § = 1 die Folge K. f gleichmi8ig gegen die Funktion Kf, d.h. Kf € C°(Q) — der
Operator K ist wohldefiniert. Wegen

sup |Ksf(x) — Kf(x) |
K5 — K)f [|oo s o .
IKs —K|[[= sup It fleoy = sup 2 < T2

feCo(Q) 1fllcog) feCo(Q) 1£llo ) n-a

(26)°

gilt auch l'l)m || Ki — K|| = 0. Deshalb ist K nach Hilfssatz 2.5.4 kompakt. Damit ist der Hilfssatz
n—oo n

bewiesen. Zusétzlich bekommt man noch folgende Ungleichung:
Sei R so grof}, dafl Q C Kg(x) fiir alle x € Q. Dann ist

¢ 1
——dy ||f]|lco) < ¢ / ——dy |If]|co5=
/|X—y|°‘ 1fllcoq) x—y 1£llcom)
Q Kgr(x)

IN

/|K<x,y>|-|f(y>| dy
Q

C'D"Tn nea
= SEE Rl

n

2.5.8 Hilfssatz
Sei K € So(Q) fiir ein @ < n, sei f € L'(Q) : Setze Kf(x) := [ K(x,y)f(y) dy.
Q

Dann ist Kf fiir fast alle x € Q wohldefiniert und es gibt ein ¢, so daB fiir f € L'(Q) : || Kf [|,1(q)
< ¢ [[flLi(q) - Durch K : LY(Q) — LY(Q),f — Kf wird ein linearer, beschriinkter Operator in
L'(Q) gegeben. Fiir f € L*(Q) ist Kf sogar aus L?(Q) und es gilt || Kf [|12(q) < ¢ || f[lr2(q) - Die
Einschriinkung von K auf L?(Q) liefert also einen beschrinkten, linearen Operator K : L?(Q) —

L*(Q).
Bewelis:

1) K:L'(Q) — L'(Q) ist wohldefiniert und beschrénkt:
Sei fiir § > 0 K4 die im Beweis von Hilfssatz 2.5.7 eingefiihrte Funktion aus C°(Q x Q). Wegen

K(x,y) < ype gilt auch fiir fast alle y € Q und fiir alle x € Q| Ks(x,y)f(y)] < P [f(y)] -

Sei nun R wie im Beweis von Hilfssatz 2.5.7 gew&hlt. Setze g: R" — R,

(v) = #,|v|<R
B0, vI>R

Dann gilt also | Ks(x,y)(y) | < g(x —y)- | f(y) | fiir fast alle y € Q. Im Beweis von Hilfs-

satz 2.5.7 wurde gezeigt, dafl g € L'(R"). Nach Forster 3, §6, Sitze 8 und 9 gilt dann auch:
g(x—y) |f(y)] € L1(Q) fiir fast alle x € Q. Nun betrachtet man die Folge K1 (x,y)f(y) =: hX(y).

Bs gilt fiir fast alle x € Q : lim h3(y) = K(oy)f(y).| b(y) | < 86— y) [ 1) | € LYQ).
Nach Satz von Lebesgue A.2.3 folgt fiir fast alle x € Q : K(x,y)f(y) € L}(Q) und

lim Ky o)) dy = [ K n)t) dy = Ki(o),

n—oo

Q Q

Die Funktion Kf(x) ist also fiir fast alle x € Q wohldefiniert. Weiter ist wegen (}ir% Ks(x,y)i(y) =
—
K(x,y)f(y) auch [K(x,y)(y)| < g(x —y) [{(v)], also folgt

|K()| s/|K<x,y>f<y>| dys/gcc—y) 1£(v)] dy = (g* | £])(x).
Q

Q

Nach Forster 3, §7, S. 75, ist (g« |f])(x) € L'(Q). Es gilt auch:
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a) Fiir jedes feste y € Q ist die Funktion x — Ks(x,y)f(y) stetig in allen x € Q, weil
Ks(x,y) € C°(Q x Q).

b) Fiir jedes feste x € Q ist die Funktion y — Kj(x,y){(y) iiber Q integrierbar — weil K; in
Q x Q stetig ist, ist Ks(x,y)f(y) meibar fiir alle x, | Ks(x, y)f(y) | < g(x —y)- |f(y)|€ L}(Q),
also nach Satz A.3.2 ist y — Ks(x, y)f(y) integrierbar.

c) Esist fiir alle (x,y) € Q X Q :

IKs(o, »)E(y)| < | sup  Ks(x,y)-f(y)[=] sup  Ks(x,y)|-[£(y)]-
(x,¥)€EQXQ (x,y)EQXQ

Die Funktion rechts ist integrierbar, da f € L(Q).

Damit sind die Voraussetzungen von Satz A.2.6 nachgerechnet und es gilt deshalb:

Die Funktion x — [ Ks(x,y)f(y) dy ist stetig in allen x € Q. Stetige Funktionen sind mefibar,
Q
also ist diese Funktion auch mefibar. Es ist Kf(x) = li,m J K1 (x,y)f(y)dy, also ist Kf(x) als
n OOQ n

Grenzwert einer Folge mefbarer Funktionen ebenfalls mefibar. Wegen | Kf(x) | < (gx |f])(x) €
L!(Q) folgt nach Satz A.3.2: Kf(x) € L'(Q). Also ist K : L1(Q) — L1(Q).

Nach Forster 3, S. 75 gilt: || g* |f|llLiq) < gl - IfllLi(q) - Im Beweis von 2.5.7 wurde
CR T jr-e = % Damit gilt dann [|KE) |1 q) < & (|l -

berechnet: ||g]|r1(q) <
-«

K : L?(Q) — L?(Q) ist wohldefiniert und beschriinkt:
Fiir f,g € C°(Q) ist

QxQ
3 3
A45 9 9
< /|K(x,y>|-|g(x>| dxdy | - /|K<x,y>|-|f(y>| dxdy
QxQ QxQ
Setze nun
‘n-1, - RA—
Sup/lK (x,y)] dy < sup / L gy
xEQ XGQ ) |X_y| n—a
Sup/|KXy|dX<%_
yEQ n—oa
Damit gilt
1 1
2 2
/Kf<x>g<x)dx < m.(/|g(x)|2 dx) -\/M-(/|f<y>|2 dy) -
Q Q Q

VMN- ||gllr2(q) - IfllL2(q)
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Fiir f € C°(Q) ist nach Hilfssatz 2.5.7 auch Kf(x) € C°(Q). Setzt man g = Kf(x), so erhélt man
fiir £ € CO(Q) + | KEGO) [Py < VNN [|KE) llaqy - | Ellaqqy, baw. gekint: [[KEG) sy <
VMN- [[f[|p2(q) -

Bilde nun die Abschliefung von K : C°(Q) — L?(Q),Kf(x) = [K(x,y)f(y) dy in L*(Q). Weil
C°(Q) dicht in L?*(Q) liegt, bekommt man nach Satz 1.4.7 einzn beschrinkten Operator K :
L2(Q) — L2(Q). Sei nun f € L%(Q), (fa)nen eine Folge in C°(Q) mit Jim I fa — flL2(q)= 0.
Dann gilt auch nl'l)n;o || Kf, — Kf [|r2(q)= 0. Nach A.4.10 gibt es eine Teilfolge (fy,;);en, so dal
fiir fast alle x € Q gilt: lim Kfy,(x) = Kf(x). Da Q beschrénkt ist, gilt nach Satz A.4.13 auch
lim || Kfy, —Kf||1q)= 6?%0 ist der Operator aus 1)). Nach A.4.10 gibt es eine Teilfolge (fn; )ken
ﬁ?kllr& Kfy; (x) = Kf(x) fast tiberall. Also gilt fiir fast alle x € Q :

Kf(x) = leIEO Kfy; (x) = Kf(x) = /K(x,y)f(y) dy
Q

fiir f € L2(Q), d.h. K ist gegeben durch K : L?(Q),f — [K(x,y)f(y)dy, also wie in der
Q
Behauptung.

2.5.9 Hilfssatz
Sei K der in Hilfssatz 2.5.8 definierte Operator in B = L'(Q) bzw. H = L?(Q). Dann ist K kompakt.

Beweis:
Sei K; der schon eingefiihrte Integralkern aus C°(Q x Q) mit zugehorigem Integraloperator K. Die

Kompaktheit von K; in 4 wurde in Satz 2.4.4 gezeigt, die Kompaktheit in B kann vollkommen analog
gefolgert werden.

1) K,Ks € L(B) :
Es ist

IIKf — KsfllLiq) =

IN

Setzt man
YR A A I
h(z) i= (1 19(5 EIEae
0, z=0

und denkt sich f auferhalb von Q durch O fortgesetzt, so erhdlt man unter Anwendung der
Transformationsformel:

IKE — Ksf i) < //|h<x—y>|-|f<y>| dxdy“zaf°//|h<x>|-|f<y>| dxdy =

R™ R™ R™ R™
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/|h<x>|dx-/|f(y>|dy= / Ih() | dx [[f i)
R® R®

{x| x| <26}

IN

7 C N Ty n—
[ el S @0 el
x| [x] <26}

c-n-Ty

Demnach gilt fiir K,Ks € L(B) : |[K—-K;s || <
folgt aus der von Ks mit Hilfssatz 2.5.4.
2) K,Ks € L(H) :

Fiir K, Ks € L(H) kann man die Rechnung in 2.5.8, 2), fiir f,g € L2(Q) mit (K — Kg)f statt Kf
durchfiithren und erhilt — setzt man h(z) wie oben:

- (20)™ % und die Kompaktheit von K

/ (Kf(x) — K4f(x))g() dx| <

=

: ( / |K(x,y) — Ks(x,y)| - |£(y)]? dxdy) <
Q

xQ

//|hx— |86 dydx) (//|hx— 1£(y) 2 dxdy):
i

( R™ R™
Tralo ( / Ih(y)| dy)

-</|g<x>|2 dx> -(/|h<x>| dx> -(/|f<y>|2 dy> -
R" n R"
- / 0G| dx- gllieig - [l <

Q
( |K(x,y) = Ks(x,y) | - |g(x)[° dxdy>
QxQ

=

T con-Ty n-a
(25) llgllr2(q) - llfllLz(q) -

Setzt man wie in 2.5.8 nun g = Kf(x) — K(;f(x) ein, so ergibt sich insgesamt

IKE = Ksf 20y < = (25)“ ez

c'n-Ty

also [|[ K — K5 || <
2.4.1.

- (20)2~«. Die Kompaktheit von K folgt wieder aus der von Ks mit

Hinweis:

Sind die Operatoren K : C°(Q) — C°(Q),K : L2(Q) — L?(Q),K : L'(Q) — L'(Q) kompakt, so
folgt daraus die Kompaktheit von K : LP(Q) — LP(Q).

(ohne Beweis)

Nun wird zuniichst ein technischer Hilfssatz benotigt:

2.5.10 Hilfssatz

]. ].
zZ € Rn X y
|8’ \{ ) }’

Seien 0 < o, 3 < n,x,y € R". Dann ist die Funktion z — | B : |
X—1z v

iiber jede Kugel Kg(0),R > 0, integrierbar und fiir I(x,y) = z

| o] E gelten folgende
Xx—zl|* |z—y

2| <R

Abschitzungen:

1) Fiir a+ 8 <nist I(x,y) < ¢;(n,a, §) - RA=(e+5),
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1

2) Fiir Of‘i",B > n ist I(X,y) S Cg(n,a,ﬂ) . W,

X #Yy.

Dabei sind die ¢;(n, @, 8) von n, «, § abhiingige Konstanten mit ¢;(n,a, ) > 0.

Bewelis:
1) a+p<n:
1 1
Seip:a+ﬂ,q:a;B_DanniSt—+—:1.DieFunktiOIlen
a p q
1 PR S |
x—z?  Jx—zt T Ja-yP Ja—y|orP

sind wegen a + § < n iiber die Menge {z | | z | < R} integrierbar. Nach der Holderschen
1
Ungleichung A.4.5 ist dann die Funktion

- integrierbar und es gilt:
| x—z|* |z=y |

dz
I = <
w9 = | soEE s
|z| <R
1 1
P q
< L/m dz t/" dz .
= =2 o=yl | =
lz| <R |z| <R
1 1
B q
_ / dz / dz
- |x —z|t6 |z —y|otF
|z| <R |z| <R
d
Sei nun v = a + f < nund I(x) := / ﬁ Nun werden zwei Falle unterschieden:
X—1z
|z| <R
a) |x| < 2R.

Dann gilt fiir |[z] <R :|x—z| <|z| + |x] < 3R. Also gilt
{z]lz| <R} C{z]]z —x| <3R}.

Deshalb ist

I(x) < / dz =T (3pyn,

|x—z[" n-vy
|z—x| <3R

b) |x| > 2R.
Dann ist |x — z| > |x| — |z| > 2R — R = R.. Also erhélt man

dz 1
- _ % — R,
I(x) = / |X—Z|VSR / dz=R Tn-

|z| <R |z| <R

nom 30 s

Fa— > 1(x) < ci(n,a,f) -RroF

Insgesamt gilt also mit ¢ (n, @, 8) = max <7‘n,

und damit

I(x,y) < (I(x))7 - (I(y))

Q=

< (c1(n, o, B) - R 8)5ts = ¢y (n,a, B) - R* P,
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2) a+pB>n:

In diesem Fall mufl x # y vorausgesetzt werden. Sei § = |x —y | . Es ist I(x,y) = L1 (x,y) +
12 (Xa Y) + 13 (Xa Y)) wobei

M; :={zeR"||z]| <R,|z—x| < 16},
MZ ::{ZERH||Z|SR>%6S|Z_X|S26})
M;:={ze R" ||z| <R,|z—x| > 2§} und

dz
I‘*(""‘”:/|x—z|a-|z—y|6'
My

Offensichtlich gilt: I(x,y) existiert genau dann, wenn Iy (x,y),k = 1,2, 3, existieren. Es ist:

a) k:l:|z—x|§%5:>|z—y|Z|X—y|—|z—x|2%.
Damit hat man

Lixy) < # / ﬁ:@)ﬁ%(g):

[
2 |z—x| S%(E
n-m 2\ A
o n . —
. n—a <6>
d
Weil - existiert, existiert auch I (x,y). Die Existenz folgt bei b) und ¢
[x—7]° °
|z—x| S%(E
genauso.

by k=2:|z—x|<20 =|z—y|<|z—x|+|x—y]| <34

Damit, ist
Lixy) < 1 / dz < <2>a / dz
xy) < —&- —— < | = —_— =
i 2) [z —yIP = \6 [z =y P
lz—x| <20 |z—y| <36
_ () nm ggnes 203 e (LN
\Y n—p N n—p ) '

) k=3:|z—x|>2=|z—y|>|z—x|—|[x—y|>|z—x| -0 >1|z—x]|. Also ist

dz dz

Ly < f R
, |Z—X|O"(%|Z—X|)B | 7 —x [oFF

|z—x| >26 |z—x| >26

8 Oorn—l 8 m—o—>3 &
= 27-n-71,- dr=2°n-1p-|——| =
Tn /ra-i-B n [n_a_ﬁ:|26

29

25.n-m 1\etPm
B a+ﬂ—n'<%> '

Insgesamt ist dann mit

2a+67n LN 3n76 9a—n > .

CQ(aaBan)::n"Tn'<n_a + H—ﬂ +a+ﬂ—n

1 a+B—n
I(X’Y) < C2(aaﬂan) ) <g> -

1
| x—y [othn

= C2(a7ﬂan)'
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2.5.11 Hilfssatz

Seien o, 3 € (0,n),A € S,(Q),B € S5(Q). Seien A, B die zugehorigen schwach singuléren Integral-
operatoren A : B — B bzw. B : B — B, wobei B einen der Banachriume L!'(Q),L?*(Q),C°(Q)
bezeichnet. Dann ist AB : B — B (im Sinn des Hintereinanderausfiihrens von Abbildungen) ebenfalls

ein schwach singuldrer Integraloperator, d.h. es gibt ein M € C° (Q x Q\{(x,y) | x = y}), so daf} fiir
f € B gilt:

AM@wan@Jmmdy
Q

Fiir M gilt:
1) Falls a + 8 > n, so ist M(z,y) € Sass-n(Q).

2) Falls a + 3 < n, so ist M(z,y) € [ S,(Q).
v2>0

Beweis:
Sei B = L'(Q). Fiir f € L'(Q) ist ABf(z) = [A(z,x) [ B(x,y)f(y) dydx wohldefiniert nach Hilfssatz
Q Q

2.5.8. Das gilt auch fiir | A|,|B| mit zugehorigen Integraloperatoren |A|,|B|, d.h. |A||B]||f] (z) =
[ 1A(z,x)| [ |B(x,y)| - |f] (y) dydx. Deswegen ist nach dem Satz von Fubini-Tonelli:
Q Q

ABf(z) = / (/A(Z,X)B(X,y) dx) f(y) dy.
Q

Q
Dabei ist M(z,y) = [ A(z,x)B(x,y) dx fiir fast alle z,y € Q wohldefiniert. Insbesondere ist fiir fast
Q

alle z,y € Q die Funktion x — A(z,x)B(x,y) in L'(Q). Nach Hilfssatz 2.5.10 gelten folgende
Abschitzungen:
1

1) Fiirz #y,a+ 8> nist |M(z,y)] S62(n,a,ﬁ)'W-

2) Wihlt man ein Rg so, da8 Q C Kg,(0), so gilt fiir a + 3 < n:

IM(z,y)| < c1(n,a, ) .Rg—(a+6)_

Es muf} jetzt die Stetigkeit von M gezeigt werden.
Nun seien die Operatoren As, By erkliirt wie im Beweis von Hilfssatz 2.5.7. Die Abschétzungen 1) und
2) gelten auch fiir

/(A —As)(z,x)B(x,y) dx und /Aa(z, x)(B — Bs)(x,y) dx.

Q Q

Sei nun M;(z,y) := [ As(z,x)Bs(x, y) dx, dann ist My € C°(Q x Q) und es gilt fiir fast alle y,z € Q :
Q

|M@W—MMJW=/A@@m&w—hﬁﬂmﬁmﬂxz
Q

= /A(Z,X)B(X,y) — As(2,%)B(x,y) + As(2,%)B(x, y) — As(2,%)Bs (x,y) dx| <
Q

IN

/mm@—hwwm@w@41/M@©m@w—m@me.
Q Q
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Wegen A € S,,B € Sp gibt es Konstanten a,b € R, so daB

|A(z,x)| < ﬁ fiir (x,2) € Q x Q\{z = x} und
Bs,y)| < =y fir () € QX A= v}

Nach Definition von As, By gilt dann:

a
_ — < 20
A(z,x) - Aslzyx)| < { Jaoxp |27 XIS
0, sonst,
b
—, | x—y [ <26
Beoy) ~Bs(oy)| <4 Tx—ypp’ XY
0, sonst.
dx dx
Damit ist |[M —M < ab-
amit ist [M(z,y) — Ms(z,y)| < a /’|Z_wax_yw4- / -
|n—x| <25 x—y| <25

Es werden wieder zwei Fille unterschieden:

1) a+p>n:

Seie >0und |z—y| > e > 0. Wihle § € (0,1e). Ist dann | z — x| < 24, so hat man

' 4
|x—y|>|z—y]|—|z—x|>e—20 > 5. Ist umgekehrt |x — y| < 24, so hat man entsprechend
|z —x|>|z—y|—|x—y|>e—20 >

. Damit ergibt sich
1 dx 1 dx
M -M < b| — -
| (Z7Y) 5(Z7Y)| > a (E)B / |Z—X|a+(5)a / |X—y|B
2/ |a—x| <26 > x—yl <26
2.5.7 20 (20)n— 2. (26) 8
9 bnr, - .
o (w-m—a)+sawn—m

Demnach konvergieren fiir § — 0 die in Q x Q stetigen Funktionen M; gleichmifig in
Qx Q\{(z,y) | | z—y | < e}\N, wobei N eine Nullmenge ist. Setze zur Abkiirzung: Q. :=
{(z,y) | |lz—y| <e}. Zu p > 0 gibt es dann ein §(p), so daB fiir 0 < §,6" < §(p) gilt:
sup |Ms(z,y) — Mg/ (z,y)|< p. Wegen der Stetigkeit von Mg, Mg in Q x Q gilt sogar

(7,y) EQXQ\Q:\N

sup |Ms(z,y) —Ms(z,y)| < p. Also konvergieren die Ms sogar in Q x Q\Q. gleichmaBig.
(2,y) €EQXQ\Qe
M ist deshalb — nach Ab#nderung in der Nullmenge N — stetig in Q x Q\{(z,y) | |z —y| < ¢}
Da e > 0 beliebig war, ist schlieBlich M stetig in Q x Q\{z = y}. Zusammen mit Ungleichung
1) ergibt dies insgesamt:

[MRTNI[0)

M e SaJrBfn(Q)-

2) a+fB<n:
Mit Hilfssatz 2.5.10 ergibt sich in diesem Fall:

/ dx Wi=zZ—X / dw —
lz—x|*|x-y |’ Wl |w=(z=y)

lz—x| <268 lw| <26

"0 ei(n,a,8) - (20)" ()

und genauso

dx o
/ Iz—xla'IX—yW§C2(n’a’5)'(25) &
[x—y| <24
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Setzt man dies in die oben abgeleitete Ungleichung ein, so erh&lt man

IM(z,y) — Ms(z,y)] < ab / dx
[z—x

. —v |8
X=Yy
lz—x| <26 | |
n / dx
lz—x|*[x—y|?
[x—y| <26

< 2ab-ci(n, o, B) - (26)" 7.

Demnach konvergieren die in Qx Q stetigen Funktionen M; gleichméBig in Qx Q\N, N Nullmenge,
gegen M. Wie im Fall 1) folgt: M € C°(Q x Q) nach Abiénderung auf der Nullmenge N, also
ergibt sich zusammen mit der Ungleichung 2):

Me []$7(Q)

v>0
Fiir B = C°(Q) oder B = L2(Q) rechnet man genauso.

2.5.12 Hilfssatz

Sei a € (0,n),K € S,(Q) ein schwach singulérer Kern. Fiir den Integraloperator K in B = L1(Q) gilt:
Es gibt ein p € N derart, daf8 der schwach singuldre Integraloperator KP die Darstellung

KPf(x) = / L(x, y)f(y) dy, f € L'(Q)
Q

hat mit L € C°(Q x Q).

Beweis:
Die Singularitit wird beim Hintereinanderausfiihren schrittweise abgeschwécht. Nach Hilfssatz 2.5.11:

Operator Kern

K Sa@ _

K2 oz+ a—n) ((Q_)

K? Sa+2(a n) (Q)
KP Sa+(p 1)(a— n)(Q)

Fiir n > 8 > a ist S,(Q) C S5(Q), denn es ist

1
|x—y|?

1

oyl v

1
< (diam Q)*~*
EETIR )
Wihle ein 8 € [a,n), das nicht von der Form n - %5 ist, m € N U {0}. Dann ist fiir all diese
m : B+m(B—n) # 0. Bestimme p so, dal p > 2,p € N mit B+(p 2)(B—n) > 0,8+(p—1)(—n) < 0.
Der zu KP gehérige Kern ist dann aus Sz (,—1)(5-n)(Q), also ist er stetig.
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2.5.13 Hilfssatz

Sei K ein schwach singuléirer Integraloperator in B = L*(Q). Sei g € C°(Q). Sei f € B eine Losung von
(I — K)f = g. Dann ist f € C°(Q).

Beweis:
_ p—1
Sei a € (0,n),K € S,(Q),p € N mit p > 2. Auf (I — K)f wendet man den Operator I + Y K" an.
v=1
Dann ist

<I+piK”> (I-K)(f) =f — KPf= <I+piK"> g

v=1

p—1
= f=KPf+ <I+ZK”> g.

v=1
Wiéhle nach Hilfssatz 2.5.12 p so, da§ KP einen stetigen Kern L hat. Wie im Hilfssatz 2.5.8 zeigt man
unter Verwendung von A.2.6: KPf € C°(Q). Wegen g € C°(Q) sind nach Hilfssatz 2.5.7 die restlichen
Summanden aus C°(Q), also ist f € C°(Q).

2.5.14 Hilfssatz

Sei K ein schwach singulirer Integraloperator in H = L?(Q). Dann ist auch K* ein schwach singulérer
Integraloperator mit Kern

K*(x,y) = K(y, x).

Beweis:
Seien f,g € L?(Q). |K| ist auch schwach singulir, also existiert

[ [ 1K&1- 1101 dy- 1509 ax

Q Q
Nach dem Satz von Fubini-Tonelli ist dann

[ [t e [ | [Raveei ] dr= [t k@086 ] d,
Q Q Q Q

Q Q

also K*(x,y) = K(y, x).

Zusammenfassung der Ergebnisse im

2.5.15 Satz (Fredholm')

Sei K ein schwach singulirer Integraloperator mit Kern K in B = L*(Q) bzw. H = L?(Q). Jede Losung
von

1) f—Kf=0

in B ist aus C°(Q). Die Gleichung 1) hat nur endlich viele linear unabhingige Losungen in B und H.
Die Maximalzahl linear unabhingiger Losungen in B und #H stimmen tiberein. Die Gleichung

2) f—K*f=0

hat in B nur Losungen aus C°(Q). 2) hat sowohl in B als auch in  nur endlich viele linear unabhiingige
Losungen. Die Maximalzahlen linear unabhingiger Losungen stimmen sowohl untereinander als auch
mit den Maximalzahlen bei 1) iiberein.

IErik Ivar Fredholm (1866-1927)
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Die Gleichung h — Kh = g besitzt in H = L2 (Q) zu vorgegebenem g € H genau dann eine Losung
h € H, wenn fiir alle f mit f — K*f =0 gilt: [gf dx = 0. Es ist h € C°(Q), wenn g € C°(Q).
Q

Beweis:

K : L?*(Q) — L?(Q) ist nach Hilfssatz 2.5.9 kompakt. Deshalb konnen die Fredholmschen S#tze
2.3.9 auf K angewandt werden und es ergeben sich die Aussagen des Satzes fiir K in H. Weiter ist
C%(Q) c L2(Q) ¢ LY(Q) nach A.4.13. Eine Losung von Gleichung 1) oder 2) aus C°(Q) ist also
zugleich Losung des Problems in B und . Da die Funktion g = 0 stetig ist, ist nach 2.5.13 auch jede
Losung f von Gleichung 1) oder 2) in B stetig, d.h. die Losungen in B und H stimmen iiberein und
damit stimmen auch alle Maximalzahlen linear unabhingiger Losungen iiberein.

Nach 2.5.13 ist auch jede Losung h von h - Kh = g in L'(Q) stetig, wenn g stetig ist. h 16st die
Gleichung auch in H = L2(Q) und es gibt wegen L?(Q) C L'(Q) keine weitere Losung.

2.6 Spektraltheorie im n - dimensionalen unitiren Raum

Dieses Kapitel ist eigentlich eine Wiederholung aus der linearen Algebra. Es werden die fiir die
Spektraltheorie in unendlichdimensionalen Rdumen wichtigen Eigenschaften der Eigenwerte bewiesen.

2.6.1 Bemerkungen

Fiir n € N ist C" ein Vektorraum iiber C. Durch (z,w) = Zzwl, |z | = +/(z,2) wird C" zu

einem Hilbertraum der Dimension n, die Vektoren e; = (1, O +0),...,en = (0,...,0,1) bilden ein
VONS. Alle Hilbertriume der Dimension n sind isometrisch 1somorph zu C" = Hoy. Sei {p1,..., on}

eine Orthonormalbasis in Hp, dann gibt es zu x € Ho Zahlen x; € C, so daB x = > xi¢;. Ist
i=1

n
A ein linearer Operator in Hp, so ist Ax = > xjAp;. A ist also stetig und aus L(Hy). Weiter ist

n n
(Ax,¢5) = Y xi(Ayi, ;). Da {¢1,...,on} eine Basis ist, gibt es auch y; € C mit Ax = ) yjy;.
i=1 j=1

Bekanntlich ist y; = (Ax, ;). Setzt man also aj; := (Ag;, ¢j), so erhilt man y; = Z QjiXi.

2.6.2 Definition
Sei H; ein Teilraum von Ho, A € L(Ho). Hi heilit invariant beziiglich A, wenn A(H;) C H; ist.

2.6.3 Hilfssatz

Sei H; # {0} ein invarianter Teilraum von Hg beziiglich A € L(#Hy). Dann gibt esein ¢ € Hy, ||| =1,
und ein z € C derart, daf
Ap =zp.

Beweis:
‘H, ist als endlichdimensionaler Vektorraum iiber C abgeschlossen. Sei {cpl, - ¢m} ein VONS von
Hi, a5 = (Api, ;) fiir 1 <i,j <m. Sei ¢ = legol, ||l = 1. Dann gilt: Z |xi|? = 1. Fiir ||¢|| = 1

i=
sind nun dquivalent:

Ap=zp<—= Fir 1<j<m gilt: Zaﬁxi = zXj.
i=1
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Die Gleichung rechts ist genau dann nicht trivial 16sbar (d.h. 16sbar mit ||¢|| = 1), wenn det (a; —
zd;i) = 0. Dies liefert eine Bedingung fiir z, denn es gibt Konstanten by, ...,bm € C mit det (aj; —zd;) =

3" bizl, by = (—1)™. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra gibt es also ein z € C, das die Gleichung
i=1
det (aji - Z(Sji) = 0 16st.

2.6.4 Hilfssatz

Sei A € L(#Ho), A hermitesch. Sei H; ein invarianter Teilraum von H beziiglich A. Dann ist #;- auch
ein invarianter Teilraum beziiglich A.

Beweis:
Sei x € Hi-, dann ist fiir alle y € H; : (x,y) = 0. Also gilt fiir alle y € H,; :

AH1CHa

(Ax,y) = (x, Ay) 0

und daher Ax € Hi.

2.6.5 Satz

Sei A € L(Ho), A hermitesch. Dann hat Ho ein VONS {¢, ..., pn } von Eigenvektoren zu Eigenwerten
AL, ey An, die reell sind. Fiir x € Hg gilt:

n

X = Z(x,goi)cpi und Ax = Z i (X, 1) i

i=1 i=1

Beweis:

Ho sei ein invarianter Teilraum beziiglich A. Nach Hilfssatz 2.6.3 gibt es \; € C und ¢ € Ho, || 1 ||
= 1 mit Ap; = A\p1. Sei H; das Orthogonalkomplement zum invarianten Teilraum {A¢; | A € C}. H;
ist nach Hilfssatz 2.6.4 auch invariant beziiglich A und es gilt dimH; =n — 1. Ist n — 1 > 1, so folgt
wie eben die Existenz von As € C, @y € Hy mit || p2 || = 1, so daB gilt: Aps = Aap2. Wegen 2 € Hy ist
(p1,¢2) = 0. Bilde das Orthogonalkomplement Hs zum invarianten Teilraum {Ap1 + ups | A, p € C}.
Esist dimHs =n — 2. Ist n — 2 > 1, so fahrt man fort, findet A3, 3 usw.

Die Eigenwerte sind reell: Sei ¢ ein Eigenvektor zum Eigenwert A. Dann ist

A (0, 0) = (Ap, 0) = (0, Ap) = M, )
Da ¢ Eigenvektor ist, ist ¢ # 0, also hat man A = X, d.h. A € R.
Die im Satz angegebene Entwicklung von x ist gerade die Fourierentwicklung. Mit den Bezeichnungen

aus Bemerkung 2.6.1 gilt weiter: Es ist Ax = ) yi¢i, wobei y; = (Ax, ¢;). Also ist
i=1

n

Ax =) (A%, )9 = D Ni(x, )i
i=1

i=1

2.6.6 Satz

Sei A € L(Ho), A hermitesch. Die nach Satz 2.6.5 existierenden Eigenwerte A1, ..., A, seien nach der

A
GroBe ihres Betrages geordnet, d.h. es gelte [ A1 | > |X2| > ... > | An| . Dann gilt: @ < |\
X
Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn x ein Eigenvektor zum Eigenwert A\; oder —\; ist. x

A
16st also das Variationsproblem: Finde max w
xer\fo} || x||
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Beweis:
Sei {®1, ..., on } ein VONS aus Eigenvektoren zu den Eigenwerten Ay, ..., An. Es ist

2:/\|><;<p1

i=1

|(Ax,x)| = 2= llx]P,

also gilt die Ungleichung. Ist x Eigenvektor zu £\, so gilt das Gleichheitszeichen.
| (Ax,x) |

IR
SN G| < 2 N 16 P < M]3 ) P =[] - [ olgt fir alle i mit
|)\ | < |)\1| :(x,9) = 0. Denn sonst wiire fiir dieses i: |)\ |- (5,08) P< | A1 | - | (x,9:) |2, also auch
Z IXNi] -] 0) 2 <A - E | (x, 1) |?, d.h. das Gleichheitszeichen in obiger Ungleichungskette gilt
i=1 i=1
nicht.

Sei nun A\; # 0. O.E. A\; > 0. Seien die Eigenvektoren zu A\; mit 1,2, ..., die moglicherweise vorhan-
denen Eigenvektoren zu —A; mit ¢)q, s, ... bezeichnet. Es gilt

ZAI %, 61) ZMI W=D M| (x
k
einerseits, weil das Gleichheitszeichen gilt ist aber andererseits auch

Z/\1| (x, 1) |2+Z/\1| (x, ) |

Wenn fiir zwei nicht negative, reelle Zahlen a, b gilt: |a—b| = |a| + | b|, so mul mindestens eine
davon 0 sein. Also ist x Eigenvektor zu +A; oder zu —\;. Fiir Ay = 0 ist alles klar.

Sei jetzt x € H mit = | A1 |- Zu zeigen: x ist Eigenvektor zum Eigenwert +\;.

Wegen

Dieser Satz legt die Idee nahe, im Fall eines unendlichdimensionalen Hilbertraumes H und eines

hermiteschen Operators A € L(H) einen Eigenwert und zugehérigen Eigenvektor ¢ durch Analyse
[ (Ax,%) |

IR

man bereits p Eigenwerte Ay, ..., A\, mit zugehoérigen Eigenvektoren ¢, ..., ¢p, so setzt man

von sup ———— zu gewinnen. Man kann auch weitere Eigenwerte auf diese Art bekommen: Hat

p
Ap: Ho —> Ho, Apx = Ax — ZAi(X’ Pi)pi

i=1

Dann ist A, hermitesch und es gilt

| (Apx, ) [ = | D0 Al () P < Ao | - [
i=p+1

| (Apx, %) |

fiir x € Hp (dim Ho = n). Bei der Untersuchung von max Tx|P
X

erhélt man also Apy1.
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2.7 Spektraltheorie kompakter Operatoren im Hilbertraum

2.7.1 Beispiel

Sei H ein Hilbertraum, A € L(?) hermitesch. Die Hermitizitdt von A allein ist nicht ausreichend
zur Konstruktion eines Figenwertes, wie in Satz 2.6.5 geschildert. Als Beispiel betrachtet man H =
L2((0,1)),A : H — H, Af(x) = xf(x). Dann ist A € L(#) und A hermitesch. Sei f € # mit f # 0 und
Af = M. Esist dann x-f(x) = A-f(x) fast iiberall in (0,1), d.h. (x—X)-f(x) = 0 fast @iberall in (0,1). Das
bedeutet aber f(x) = 0 fast tiberall in (0,1), Widerspruch. Also braucht man Zusatzvoraussetzungen
an A.

2.7.2 Definition

Sei B ein Banachraum, T : D(T) — B ein linearer Operator. A € C heifit Eigenwert von T genau
dann, wenn es ein ¢ € D(T) gibt mit: ¢ #0; Ty = X - .
© heiflt dann Eigenvektor zum Eigenwert A von T.

2.7.3 Satz (Courant')

Sei H ein Hilbertraum, A € L(). A sei hermitesch und kompakt, (Ax,x) # 0. Dann gibt es ein
p € H,p#0und ein XA € R, \ # 0 derart, dafB fiir alle f € H\{0} gilt:

(AL D)| (Ag,o)|
e <M= T
und es ist Ap = Ap.

Beweis:
(Ax,x) Z 0 heifit: A ist nicht der Nulloperator. Weiter ist fiir f € H (Af,f) € R, denn es ist

(A, ) = (£, Af) "M (Af f) Wegen A € L(#) hat man

0<d= sup |[(Ax,x)| < sup [|Ax]|-[|x]||=[A] < oo.

[l =1 x|l =1

Sei nun (xp)nen eine Folge in A mit || x, || = 1 und lim | (Axy,xn) | = d. Nach Satz 2.1.4 enthélt
n—oo

die Folge (x,)nen eine schwach konvergente Teilfolge (x!)nen. Sei x/, "=° x. Da A kompakt ist, gilt

nach Satz 2.2.11: lim Ax] = Ax. Daher folgt nach Satz 2.1.5: lim | (Ax],x))| = | (Ax,x) |, also
n—oo

n’'n
n—oo

insbesondere: d =] (Ax,x)| . Wegen d > 0 ist x # 0. Es gilt sogar ||x|| = 1: Es ist

A
d= sup [(Ay,y)[= sup <A<L>,—y >‘ = sup [Ay,y) | y’y2)|,
Iyl =1 yer\{0} Iy I/ ly vermvioy N1l
o s " " | (Ax,x) |
Man hat || x [|°= lim (xn,x) < || x|, also || x|| < 1. Wire || x|| < 1, so wire d < IR und
n o0 x

A
gleichzeitig d = sup M

o P Widerspruch.

[l

I ||2- ! TIH I
X X
2

Sei fiir z € H : y(e) := x+ ¢ez. Sei gg > 0 mit g9 < fiir z # 0, sonst beliebig, dann ist fiir

e € (=€o,€0) : ly@) Il = lIx[| = [e] - llz]| = Ix|
Betrachte nun die reellwertige stetig differenzierbare Funktion ¢ : (—¢g,e0) — R,

o) - AYE)5(E) | (Ax+cdmx +2)

IO | x+ez|?

IRichard Courant (1888-1972)
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A A
Esistw(O)—%#O denn d = W#O und es gilt:
X X
| Ay(9),y(@) | Ay, )]
)| =—F"FF5— < sup ———S—=d=[p0)].
PO= T eE - < o, TyIE | (0)]

Also hat ¢ ein Extremum in 0, d.h. es ist ¢'(0) = 0. Jetzt wird ¢'(0) auf andere Art berechnet: Sei
U(e) = (A(x+ez),x +¢2),V(e) = || x + ez||?, d.h.
U(e) = (Ax,x)+¢e(Ax,2) +e(Az,x) +e%(Az,2) =
= (Ax,x) +¢-2Re(Ax,z) +e%(Az,7),

V) = IIx]? +e-2Re (x,) + £ [l

U'(e) = 2Re(Ax,z)+ 2e(Az,z2),

V() = 2Re(x,z)+ 2 [|z|?,

S(0) = U'(0)V(0) —U0)V'(0)  2Re (Ax,z)- ||x|]* —2(Ax,x)Re (x, Z)-

V2(0) B [1xI*
Sei A := (Ax,x). Aus ¢'(0) = 0 folgt

0 = Re (Ax,2)- ||x||> =A-Re (x,2) =" Re (Ax,2) — Re (Ax,2) = Re (Ax — Ax,2).

7 € H war beliebig, setzt man daher z = Ax — Ax, so folgt Ax = Ax. Wegen |A| = d folgt der Satz.

2.7.4 Beispiel

Auch ein kompakter Operator muf keinen Eigenwert besitzen: Sei T : 12 —s 12 gegeben durch TA =
B mit B = (bn)neNabl = O,bi =

Bewelis:

1) T ist kompakt:
Sei (Ap)nen C 12 eine Folge mit A, — A, d.h. fiir B € 1? beliebig gilt: lim (An,B) = (A, B).

Sei A, = (ai(n))_ N ,A = (aj)ien, B = (bi)ien. Es gilt also fiir B € 12 beliebig: lim E a( )b
1€

H%OO

E aib;. Setzt man nun speziell B; = (dij)iew, so erhdlt man fiir alle j € IN : lim aj( n) = aj.
n— oo

Da (Ap)nen schwach konvergiert, gibt es ein ¢ > 0, so da3 || A, || < c fiir alle n € IN, also
insbesondere auch ‘a-(n)‘ < /cfiir alle i,n € N und auch |a;| < /c fiir alle i € N. Wihle nun

zu vorgegebenem £ > 0 ein M € N so grof}, dafl Z = < 5 Wegen hm a( n) — = a; kann nun
i2

i=M+1
2

ein N € IN so gewihlt werden, daf fiir alle n > N gilt: E ‘ (n) —aj| < 5. Dann gilt fiir alle

n>N:

| TA, — TA|]

I
ngl
.-QJ,\
e
Fl
e
|
.
N——
V)
Il
(¢
/N
v-g:A
Z
-
W
£
N—"
M
Il
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£ 1 12
< 5+ i—2-<2a§> +2|ai|2>§
i=M+1
€ = 4dc e €
< 5‘1’ Z i—2<5+§:&?.
=M1

Also gilt li_>m TA, = TA, d.h. T ist nach Satz 2.2.11 kompakt.
n o0

2) T hat keinen Eigenwert:
Ist TA = 0, so war bereits A = 0, d.h. 0 ist kein Eigenwert von T. Sei nun TA = XA fiir ein
A#0.Sei A = (ap)nen, TA = (by)nen-
Behauptung: A =0
Beweis durch Induktion:
n = 1: Wegen by =0 ist a; = 0.
n—n+1: Ista, =0,so0ist damit by = 22 = 0. Wegen X an 1 = byy; und A # 0 erhilt

a
man daraus a1 = 0.
Also ist A = 0, d.h. A ist kein Eigenwert. T besitzt also keinen Eigenwert.

Aus Satz 2.7.3 folgt im wesentlichen:

2.7.5 Satz

Sei ‘H ein Hilbertraum, A € L(H) sei hermitesch und kompakt. Es sei (Ax,x) Z 0. Dann gibt
es ein endliches oder abzihlbar unendliches Orthonormalsystem {1, ...,on} oder {p1,¥2,...} von
Eigenvektoren zu den reellen Eigenwerten Aq,..., AN oder Ai,As,... von A derart, dafl \; # 0 und
[Ad1] > ... > ]Ax|oder | A1| > ]Xa| > ...ist. Wenn das Orthonormalsystem abzihlbar unendlich
ist, dann gibt es unter den Eigenwerten A, Ao, ... unendlich viele paarweise verschiedene und es ist
_1_i>m | Ai| = 0. Fiir alle x € 4 hat man die Entwicklung

1 o0

N o0
Ax =3 N(x,p)ei oder Ax =Y Ai(x, i)

i=1 i=1

mit einer in H konvergenten Reihe.

Beweis:
Nach Satz 2.7.3 gibt es 1 € H,||p1]| =1, und Ay € R\{0} so, daBl Ap; = A1¢p1. Induktiv fihrt man
fort: Sei {1, ..., on} ein Orthonormalsystem von Eigenvektoren zu den Eigenwerten Ag, ..., AN € R,

N
[Adr] > ]A2] > ... > |An]| - Sei Bg = A. Setze By : H — H, x — Byx = Ax — Y Mi(X, i)pi. Dann
=1

ist By € L(#) und hermitesch, denn es ist

N
(BNX7Y) = (AX7Y) - Z Ai(X,(pi)(SOi,y) = (X7 AY) - ZA_i(Xa 801) ’ (Y7 801)

einerseits und

N N

(x,Bny) = (5, Ay = > Xy, 00)@i) = (x,Ay) = >Ny, 91) - (%,01)

i=1 i=1
andererseits. By ist auch kompakt: Sei (xx)ken eine Folge in H mit ||xk|| < ¢. Da A kompakt ist, gibt
es eine Teilfolge (xy;)jen, so daBl (Axy,)jen konvergiert. Weiter ist | (xi;,¢i)| < ||xi [ - |41l < c, also
gibt es eine Teilfolge (xi; )men, so daB fiir i = 1,...,N die Folgen ((xy;_,¢i))men konvergieren. Also
konvergiert (Bnxy; )men, d-h. By ist kompakt. Nun werden zwei Fille unterschieden:
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1) Byx = 0. Dann ist man fertig.

2) Byx Z 0 : In diesem Fall kann man Satz 2.7.3 auf By anwenden. Dies liefert ein ¢ € H, || ¢|| =1
und ein A # 0 mit Bxyp = Ap. Dann ist

N
Mg, @) = (Bug,9j) = (Ap,07) = Y i, i) (w1, 95) =

i=1
= (pAw) = Al 95) = Aj(ws ) = A, ) = 0.
Also bilden die {¢1, ..., N, ¢} ein Orthonormalsystem und es ist Bny = Ap = Ap. Setze on41 =
@, )\N+1 =\

Kann man dieses Verfahren beliebig fortsetzen, so liefert es ein abzidhlbar unendliches Orthonormal-
system von Eigenvektoren zu reellen Eigenwerten Aj, Ao, ..., wobei alle A; # 0. Falls | A\ | > | Ao | >
... > | An |, so ist nach Konstruktion fir x € H mit ||x|| =1:|An| > | (Bn-1X,%x) | . Wihlt man fiir
x den Eigenvektor ¢ny1, 80 wird Bn_1¢ony1 = Apny1 = ANp1en+1. Mit obiger Maximaleigenschaft
von | An | folgt dann:

|AN| 2 [(BN—1ont1, on41) | = [Anga | - [ (N1, on1) [ = [ AN ] -
also gilt [\ ]| > [A2] > ...
Wie im Beispiel 2.1.3 gezeigt, gilt fiir jedes abzihlbar unendliche Orthonormalsystem {¢1, p2,...} :
oj "7 0. Nach Satz 2.2.11 folgt: lim Ag; = 0, also lim | \j| - || i |l = lim |\ | = 0. Wegen
j—oo j—oo j—ooo
lim |A;| =0, aber || # 0, folgt weiter, daff die zur Folge (\j)jen gehorige Wertemenge unendlich
j—oo
ist.
Fiir den Summenanteil in der Definition von Byx schreiben wir nun Anxx. Nach Konstruktion der

Eigenwerte ist fiir x € H# : | (Bnx,x)| = | (A — AN)x, %) | < [Any1] - ||x]|? - Nach Satz 1.7.3 gilt wegen
der Hermitizitit von By = A — Ax : [|A — Ax|| < | Ang1 | . Wegen Nlim | AN | = 0 liefert dies
—00

Ax = Jim Anx = Z Ai(x, 1)@

i=1

2.7.6 Hilfssatz

Sei H ein Hilbertraum, A € L(#). Es gebe ein abzihlbar unendliches Orthonormalsystem {¢1, @2, ...}
in H und eine Folge (\i)ien C C mit _lim Ai = 0 so, daB} fiir x € H gilt: Ax = ioj i (X, i )i mit einer
in H konvergenten Reihe. Dann ist Alk(:fnpakt. =

Dies ist eine Art Umkehrung von Satz 2.7.5.

Beweis:
Wie im Beweis von Satz 2.7.5 fiihrt man den in H erklirten kompakten Operator A, : x — A, x =

> Ai(x, 1) ein. Es gilt dann
i=1

2

0 o0
TA=A)xIP= || D Mxede| < D INP 1w P < sup [X]? - [Ix]®
i=n-+1 i=n+1 i>nt1

Also ist
1A= A2 < sup
+

i>n

A%, dh. lim ||[A—-A,|?=0.
1 n—o0

Nach Satz 2.4.1 folgt jetzt die Kompaktheit von A.
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2.7.7 Satz

Sei H ein Hilbertraum, A € L(#)\{0}. A sei hermitesch und kompakt. Das in Satz 2.7.5 konstruierte

Orthonormalsystem von Eigenvektoren sei abzéhlbar unendlich mit Eigenwerten Ai, Az, ...,| Ay | >

[ A2 ] > ..,A # 0, lim Ay = 0. Dann bildet dieses Orthonormalsystem {¢1, 2, ...} ein VONS im
1—00

Hilbertraum R(A).

(Ist das Orthonormalsystem endlich, ist sowieso nichts zu beweisen.)

Beweis:
Sei y € R(A) und sei (Axp)nen eine Folge mit lim Ax, =y. Es ist
n—oo

Axn =Y (Axn, i) und [[Axa |l = | (Axa, ) |
i=1 i=1

o)

Weiter gilt nach der Besselschen Ungleichung 1.1.10: Y | (v,¢i) | < ||y ||?, d.h. insbesondere: Die
i=1

Reihe links konvergiert. Nun rechnet man:

f;(|<y,soi>|2—|<Axn,goi)|2) <
<Z\|y,¢1 x|+ 3 (om0l + a0 F).
Es ist o
x| =[x —v00 + (00| < (J(Axa — v + |)]) =
= ‘(Axn—y,¢1)2+‘(y,¢i)2+2-‘(Axn—y,s0i) -‘(y,wi) <
< 2"(Axn_Y7¢i)2+ 2-‘(y,<pi)2,

denn es gilt ja 0 < (a —b)? = a2 — 2ab + b2, d.h. 2ab < a% + b?. Nach der Besselschen Ungleichung
1.1.10 gilt

o0

2
> Ax—ye)| <A -yl
i=m+1
Das alles eingesetzt, erhdlt man
> (I(y,cpi)|2 - |(Axn,<pi)|2) <
i=1
m OO
< 2\ v’ =[x @)’ + Y (|5 + 2|(ax =y + 2|5, 00[) <

i=m+1

< ||l = Ao + 2 1A% =317 +3 3 [0l

1 i=m+1

'Ma Il

1

o0
dabei war m € IN beliebig. Zu ¢ > 0 withlt man nun ein mg = mg(g) so, daB 3 > |(y,i)|* < 5 ist
i=m+1
— die letzte Summe konvergiert ja. Dann wihlt man ein ng = ng(mg, e) derart, daff die ersten beiden
Summanden < $ werden. Damit folgt:

. : 2__ 2
;I(y,%)l 15202;| (Axa, ) [ = lim || Axa [*= [[y]* .
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Fiir alle y € R(A) gilt also 3 |(v,0)|> = |y |2, d.h. {©1,¢2, ...} ist ein VONS in R(A).
i=1

1

Bemerkung: Nach Satz 1.1.19 ist R(A) also immer separabel, unabhéngig, ob H dies nun ist oder
nicht.

2.7.8 Hilfssatz
S

Sei H ein Hilbertraum, A € L(#)\{0} hermitesch und kompakt. Dann ist R(A) = N(A) ={x € H |
Ax = 0}, so dal H die orthogonale Zerlegung H = R(A) + N (A) hat.
Ist H separabel, so ist auch A/(A) separabel. Ist {11, 13, ...} ein abziihlbar unendliches VONS in N/(A)
und{p;, p2,...} das abzihlbar unendliche Orthonormalsystem aus Satz 2.7.5, so bilden {1,112, ...,
©1, P2, ...} ein VONS {wy,ws,...} in H. Zu w; gibt es ein reelles y;, so dafl Aw; = pyw;. Ist Af = M
fir ein A € C und ein f € H\{0}, so gibt es ein j € N mit A = y; und esist f= > (£, wi)w;.
iEN, =X\

In einem beliebigen Hilbertraum folgt aus Af = A fiir ein A € C\{0} und ein f € H\{0}, daBl
es ein j € N gibt mit A = A;, wobei die A1, As,... gem&f Satz 2.7.5 konstruiert sind mit | A; | >
| A2 | > ... AuBBerdem ist f = > (f,¢i)¢i, wobei die Summe endlich ist und {p1,¢2,...} das

lEN =2
Orthonormalsystem aus Satz 2.7.5 ist.

Beweis:

Sei y € H und es gelte fiir alle x € H : (Ax,y) = 0. Dann ist fiir alle x € H : 0 = (Ax,y) = (x, Ay),
also Ay = 0, d.h. R(A)J_ C R(A)t C N(A). Sei umgekehrt y € A'(A). Dann ist fiir allex € H : 0 =
(x,Ay) = (Ax,y), dh. y € R(A)* 123 R(A)L. Also hat H die im Hilfssatz angegebene Zerlegung.
N (A) ist abgeschlossen und daher ein Hilbertraum. Ist M separabel, so ist V'(A) als Teilraum ebenfalls
separabel (Satz 1.1.18), d.h. A'(A) hat ein abzihlbar unendliches VONS {11, 1)2, ...}. Ist nun x € H,

so gibt es demnach x; € R(A),xs € N(A) mit x = x1 + x2 und es gilt

oo oo

x| = Z(xl,cpi)goi nach Satz 2.7.7 und x5 = Z(Xg,i/]i)’(/)i.

i=1 i=1

N(A) ist der Raum der Eigenvektoren zum Eigenwert 0 vereinigt mit {0}. {wy,w»,...} ist also ein
VONS und es gilt Aw; = piw; mit g = 0 oder p; € {\1, A2,...}. Ist nun Af = 0, so ist f € A(A) und

esgilt f= > (f,wi)wi. Ist Af = M mit einem A € C\{0}, so ist f € R(A) und mit den Sétzen
i€EN,u;=0
2.7.5 und 2.7.7 erhilt man

Af = Z Ai(fa SOi)SOi = Z A(fa 501)901
i=1

i=1 =
Also gilt fiir alle j € IN = Xi(f,¢5) = A(f,¢5), d.h. fiir alle j mit (f, ;) # 0 folgt: A = X;. Wegen
{i (£, ¢5) #0} C{j| A= N} gilt also

f= > Eedei= Y. ey

JEN,(F7)70 JEN A=A

Nach Satz 2.7.5 gibt es nur endlich viele Indizes j mit A; = Ao, d.h. die Summe ist endlich. Die Aussage
in beliebigen Hilbertraumen folgt sofort aus der Zerlegung von ‘H und Satz 2.7.5.

Bemerkungen:
1) Der Fall, dal {¢1,44,...} oder {¢1,p2,...} endlich ist, ist klar.

2) Hilfssatz 2.7.8 zeigt insbesondere, daff mit dem Konstruktionsverfahren aus dem Beweis von
Satz 2.7.5 alle von Null verschiedenen Eigenwerte erfaf3t werden.

Wie hiingt die von Neumannsche Norm N(A) mit |A1| > |A2| > ... zusammen?
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2.7.9 Hilfssatz

Sei H separabel, A € L(H)\{0}, A hermitesch mit N(A) < oo. Sei {¢1,¢2,...} das in Satz 2.7.5
konstruierte Orthonormalsystem von Eigenvektoren zu Eigenwerten {\i,\s,...} von A mit X\ €

R\{0} und |A1]|>|A2]|> .. Dann ist N(A)? = 3" A2. Setzt man wieder Apx = Y Ni(x, i) @i, S0
=1 =

ist A, € L(H) und N(A —A,)2 = 3 A2 =50
i=n+1

Beweis:

Nach Hilfssatz 2.4.19 ist A kompakt. Mit Satz 2.7.5 erhilt man die Eigenwerte # 0 und ein Ortho-
normalsystem aus Eigenvektoren. Nach Satz 2.7.7 ist dieses sogar vollstéindig in R(A). Mit Satz 2.7.8
erhilt man ein VONS in . Laut Definition der von Neumannschen Norm in 2.4.15 ist dann

NA? =3 IAGIP +) 1AwlP= > X,
i=1 i=1 i=1

Betrachte nun B, = A — A,. A, ist hermitesch und kompakt. Es gilt: Byt; = Ay — Apep; = 0. Fiir
j =1,..,n hat man B,o; = Apj; — Anpj = Ajo; — Aje; = 0, fiir j > n gilt dagegen Bnp; = Apj = Ajp;.
Also folgt:

N(By)? =N(A —A,)* = i M.

i=n-+1

2.8 Anwendungen auf Integraloperatoren

2.8.1 Satz

Sei K ein Integraloperator vom Hilbert-Schmidt-Typ in # = L2(Q) mit Kern K € L%(Q x Q).
Sei K(x,y) = K(y,x) und [ | K(x,y) |* dxdy > 0. Dann ist K nicht der Nulloperator. Es
QXQ

gibt ein endliches System {p1, 2, ..., on} oder ein abzihlbar unendliches System {p1,¢2,...} von
Eigenvektoren zu den reellen Eigenwerten Ay, Aa, ..., AN bzw. A1, Ao, ... mit [ A1 | > [ X2 > .. > | AN
oder | A1 ]| > |A2| > ... > 0. Im Fall eines abzihlbar unendlichen Systems ist

= [ Ky dxdy, lim
i=1

n 2
K(x,y) = Y Aigi(x)pi(y)| dxdy =0.
QxQ QxQ i=1

Im Fall eines endlichen Systems {1, ..., on} sind die Aussagen entsprechend zu modifizieren. Dieser
Satz heifit insbesondere:

[ee]
K(x,y) =Y higi()@i(y)
i=1
mit einer in L2(Q x Q) konvergenten Reihe. Diese Entwicklung heift ,, Bilinearentwicklung“ von K.

Bewelis:

L?(Q) ist ein separabler Hilbertraum. Sei {t1,2, ...} ein VONS von H. Nach Satz 2.4.20 ist N(K)?

J [ | K(x,y) |* dydx, nach Definition der von Neumannschen Norm gilt also Y || K ||
QQ i=1

[ | K(x,y) |* dydx > 0, d.h. K ist nicht der Nulloperator. Aus K(x,y) = K(y,x) folgt nach
QxQ
Hilfssatz 2.4.5, da K hermitesch ist. Nach Hilfssatz 2.4.20, hat man auch N(K) < oo und daraus

folgt mit Hilfssatz 2.4.19 die Kompaktheit von K. Daher kénnen nun Satz 2.7.5 und Hilfssatz 2.7.9
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angewendet werden und man erhilt alle Aussagen des Satzes aufler der Bilinearentwicklung. Sei nun
wie in Hilfssatz 2.7.9 fiir f € L2(Q) : Kuf = > XNi(f, ¢i)i. Dann ist fast iiberall in Q:
i=1

1

Kuf() = 3\ / ) ) dyer(x) = / S hig ()AEG) dy.
i=1 Q Q i=1

Der Kern Ky (x,y) = Y Aipi(x)pi(y) ist nach Fubini-Tonelli vom Hilbert-Schmidt-Typ. Offenbar ist
i=1
Kn(x,y) = Ka(y,x). Mit Hilfssatz 2.7.9 egibt sich

o0
QxQ i=n+1

also gilt
K(x,y) =Y N (0)Bi(y),
i=1

wobei die Reihe in L?(Q x Q) konvergiert.

2.8.2 Satz

Sei a < n, sei K ein schwach singulirer Integraloperator in H = L?(Q) mit Kern K € S,(Q). Sei
K(x,y) = K(y,x). Es gebe (x,y) € Q x Q\{x = y} mit K(x,y) # 0. Dann ist K nicht der Nulloperator.
Es gibt ein abzihlbar unendliches System {1, @2, ...} von Eigenvektoren zu den reellen Eigenwerten
Ay A2, -0 | A1 > | A2]| > ... > 0 (bzw. ein endliches System {1, ..., on} usw...). Alle ¢ sind in C°(Q).
Sei f € ‘H,g = Kf. Dann ist ,

dx = 0.

n

g—> (g%

i=1

lim
n—oo

Q

o0

Im Fall @ < 2 ist g € C°(Q) und g(x) = > (g, vi)¢i(x) fiir x € Q. Die Reihe rechts konvergiert

[y

1=

gleichmiBig in Q.

Beweis:

Da K(x,y) stetig ist, folgt aus der Existenz eines (x,y) mit K(x,y) # 0 bereits, dafl K nicht der
Nulloperator ist. Nach Hilfssatz 2.5.8 ist K € L(H), nach 2.5.9 ist K kompakt. Wie in 2.8.1 folgt: K
ist hermitesch. Satz 2.7.5 liefert die Existenz der Eigenvektoren und Eigenwerte wie behauptet. Ist
Kp; = A mit Ay # 0, so setze L := %K Dann ist Ly; = ¢; und L € S,(Q). Aus ¢; — L = 0 folgt
jetzt mit Hilfssatz 2.5.13: ¢; € C°(Q). Nach Satz 2.7.5 gilt:

Kf =Y X(f, )0 = > (Fhe)e = > (EKe)o = Y (KF, @i,
i=1 i=1 i=1 i=1

o0

also g = (g, ¢i)@i, wobei die Reihe in L?(Q) konvergiert, d.h. es gilt

i=1
2
dx = 0.

n

g—> (g%

i=1

lim
n—oo

Q
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Sei nun a < 3. Dann gilt

Solge) - le@ | = D (K w) |- leix) | =
i=n-+1 i=n-+1
= Y IEKe) e = Y [(Ee) |- i) | =
i=n-+1 i=n+1
= > e /K(X,y)wi(y)dy :
i=n-+1 Q
2
Wegen |K(x,y) |2 < ———— hat man

|x—y >
¢ n 1,

2

C
K 2dy < [ ———dy < R0
Q/I (x,y) | y_Q/|X_y|2ay_ — ;

wobei R so grofl gewihlt wird, dal Q C Kg(0). (Die letzte Ungleichung wurde im Beweis von 2.5.7
bewiesen.) Also ist fiir jedes x € Q die Funktion y — K(x,y) aus L2(Q) und geniigt der Abschétzung

2- .
[1K(x,y) [ dy <M fiir x € Q, wobei M := — % . RP=20 Algo ist
Q n— 2«
> el la@l = > Ite)]o| [ Ky am)dy] <
i=n-+1 i=n+1 Q
% 2 %
< (Z |<f,goi>|2> > |y ata| | <
i=n+1 i=n-+41 Q
1.1.10 > ) 2 ) :
S 1) [ 1Ky Pay) <
i=n+41 Q
< m-(z |<f,¢i>|2) .
i=n-+41

Da > |(f,o)]? <||f|%, konvergiert die Reihe rechts. Also folgt die gleichmiBige Konvergenz der
i=n+1
Fourierreihe fiir g in Q.

2.8.3 Satz

Sei H = L?((a,b)). Sei L ein Sturm-Liouville-Operator mit Definitionsbereich D(L) wie in Definition
2.4.8. Dann gibt es ein in H vollstindiges Orthonormalsystem {¢1, p2,...} von Eigenvektoren ¢; €
D(L) zu den Eigenwerten Aq, As, ... von L. Es ist lim A; = 4+o00. Fiir f € D(L) gilt

1—00

oo

f(x) =Y _(f, 1) @i (x)

i=1

und die Reihe rechts konvergiert gleichméBig in [a,b].
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Beweis:
Es werden zwei Fille unterschieden:

1)

A = 0 ist kein Eigenwert von L.

Dann hat die Gleichung Lu = 0 in D(L) nur die Losung u = 0. Nach Satz 2.4.13 gibt es zu
f € C°([a, b]) genau ein u € D(L) mit Lu = f und es gibt eine Greensche Funktion G € C°([a, b] x

b
[a,b]), so daB gilt: u(x) = [ G(x,y)f(y) dy, Dadurch wird ein Operator G : C°([a,b]) — D(L)

gegeben. Durch Abschlieung erhilt man einen Operator G € L(#H). Nach Satz 2.4.13 ist
G(x,y) = G(y,x), d.h. der Operator G ist hermitesch. Da G auch stetig in [a,b] x [a, D] ist,
ist G ein Integralkern vom Hilbert-Schmidtschen Typ. Wegen der Stetigkeit von G ist auch

b b o
J [ 1G(x,y)|? dydx < oo, also folgt mit den Sitzen 2.4.20, 2.4.19 die Kompaktheit von G. Nach
a a

Satz A.2.6 ist G(H) C C°([a,b]). Das Eigenwertproblem fiir L schreibt sich in eines fiir G um:
Ist Lu = Au,u € D(L), A # 0, so ist mit p := % :

b
pu(x) = / G(x,y)u(y) dy.

Es miissen also die Eigenwerte von G untersucht werden. Es ist R(G) = D(L) und es gilt
C5°((a,b)) € D(L). C5°((a, b)) ist ein dichter Teilraum von L?((a,b)) = H, also ist R(G) ein

_ . ——1
dichter Teilraum von H, d.h. erst recht R(G). Nach Hilfssatz 2.7.8 ist N'(G) = (R(G)) =

H+ = {0}. Wegen R(G) = H liefern die Siitze 2.7.5 und 2.7.7 ein abzihlbar unendliches VONS
{#1,¥2,...} von Eigenvektoren in H zu den reellen Eigenwerten ji1, 2, ... von G mit | pg [ >
|pa | > ..oy pi # 0. Wegen G(H) C C°([a,b]) ist ¢; € C°([a,b]), also ist wegen G = pigp; auch

¢i € D(L). Nach Hilfssatz 2.7.8 sind dies alle Eigenwerte von G, also auch alle von G. Also hat
L genau die Eigenwerte A\ = i,AQ = t, ... Da nach Satz 2.7.5: lim || =0, gilt lim ||
1—00 i—o00

=400, [A1] <A < ... Firf € R(G) = D(L) gilt nach Satz 2.8.2: f(x) = > (f, ¢i)¢i(x) fiir

i=1
X € [a, b] mit einer in [a, b] gleichmé&Big konvergenten Reihe.

A =0 kann als Eigenwert von L auftreten.

In diesem Fall betrachtet man zunéchst ein Hilfsproblem: Lou = —(pu’)’ 4+ qu,D(Lg) = {u €
C?([a,b]) | u(a) = u(b) = 0}. Mit partieller Integration erhilt man:

b b
Conw = (=) +auw) = [ (-pw)uds+ [afuf dx=
b b b b
= [—(pu')ﬁ]§+/p |u'|? dx-{—/q|u|2 dx:/p|u'|2 dX—l—/q|u|2 dx.

Nach Definition des Sturm-Liouville-Operators gilt: p(x) > 0 fiir x € [a,b] und q ist stetig in
[a,b]. Sei qp := rr%ir}o q(x). Dann gilt also fiir u € D(Lo) :
XE[a

b
(Lou,u) > /(10' [ul® dx = qo- [[ullf2((am)) -

a
Behauptung:

Fiir den allgemeinen Sturm-Liouville-Operator L gilt: Es gibt hochstens zwei Eigenwerte A1, A2
mit )\i < qo-
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Beweis durch Widerspruch:

Annahme: Es gibt A\; < Ay < A3 < q1 < qo, A : Eigenwerte von L. Wihle drei zugehorige auf
1 normierte Eigenvektoren o1, 9, @3 aus D(L). Nach Hilfssatz 2.4.12 sind 1, 2, p3 paarweise
orthogonal zueinander. Sei jetzt fiir x € [a,b] : u(x) = c191(x) + caa(x) + c3¢3(x). Dann ist
u € D(L). Bestimme cy, cg, c3 so, dafl

0 = u(a)zzci%(a),

3
0 = u(b)=) cpi(b),
i=1
1 = |C1|2+|C2|2+|C3|2.

(Eine Losung dieses Systems gibt es immer, denn die ersten beiden Gleichungen bilden ein
homogenes lineares Gleichungssystem mit drei Unbekannten und zwei Gleichungen. Der Losungs-
raum dieses Systems ist also mindestens eindimensional, d.h. es gibt einen freien Parameter.
Dieser kann dann so gewéhlt werden, daf die dritte Gleichung erfiillt ist.)

Bei dieser Wahl von cy, ¢, c3 gilt: [[ul|p2((a,p))= 1 und u € D(Lg). Nun ist einerseits

3 3
(Lu,u) = Z lci? A < Ag - Z i [P= A3 < a1 < qo = Qo [|ullf2(am))s

i=1 i=1

aber andererseits
(Lu,u) = (Lou,u) > dqo- [|ullf2((ap)) -
Das liefert den Widerspruch, also ist die Behauptung bewiesen.

Sei nun ¢ > 0. Man betrachtet jetzt den abgeéinderten Sturm-Liouville- Operator L: D(L) —
C°([a, b)), Lu = Lu + cu. X € R ist genau dann Eigenwert von L, wenn A — ¢ Eigenwert von
L ist. Wegen obiger Behauptung kann man ein ¢ so wihlen, daf} fiir alle Eigenwerte A von L
gilt: A+ ¢ > 0. Dann hat L nur positive Eigenwerte. Also kann der erste Teil des Beweises auf
L angewendet werden. Das liefert die Figenwerte Ay, As, ... in der Anordnung Ay < As < ... mit

lim A; = +o0 Das in A vollsténdige orthonormale System {1, ¢2,...} von Eigenfunktionen zu
1— 00

den Eigenwerten \; +c, A2 +c¢, ... von E, das man durch Anwenden des ersten Teils des Beweises
erhiilt, ist ein VONS in H von Eigenfunktionen zu den Eigenwerten A1, Aa, ... von L. Also ist

oo

() = Y- (F )i ()

schon die gewiinschte Entwicklung von f € D(L) = D(L).

2.8.4 Satz (Satz von Mercer)

Sei K € C°(Qx Q),K # 0,K(x,y) = K(y,x). Wenn der zugehérige Integraloperator héchstens endlich
viele negative Eigenwerte hat, so ist fiir (x,y) € Q x Q :

K(x,y) = ZAM(X)W

und die Reihe konvergiert gleichmiiflig in Q x Q.
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Beweis:
Alle Eigenwerte von K seien zuniichst > 0. Sei K, : Q x Q — C,Ku(x,y) = > hipi(x)¢i(y). Da
i=1

K € C°(Q x Q), ist K schwach singuléir und nach Satz 2.8.2 sind die Eigenfunktionen ¢; aus C° Q)
und die \; € R. Also ist K, € C°(Q x Q) und es gilt K, (x,y) = K, (y,x). Fiir x € Q,f € H ist

an(X) = / ( dy = Z >\ 901 <P1

Q

Sei fiir (Xa Y) € Q X Q : Ln(Xa Y) = K(X7Y) - KH(X7Y)‘
Dann ist

n

Laf(x) = Kf(x) — Z Ai(f, i) i (x)

i=1

und man hat

(Lof,f) = (Kf,f) — (Kf,£) 2Z° SnlEe) P =Y N
i=1 i=1

= Y nlE@)P 2o

i=n-+1
Behauptung: Fiir alle x € Q gilt: L,(x,x) > 0.
Beweis:

Angenommen es gibt ein z € Q mit L,(z,2z) < 0. Dann gibt es ein £ > 0, so daf} fiir x,y € Q mit
|x —z| <e,|y —z| < e gilt: ReLy(x,y) < 0. Wihle ein f € C°(Q) mit

_ 1, |y - Z| < %
0<f<1 und f(y)—{ 0.y —2|>e.
Dann ist
Cahf) = [ ReLu(xy)f(f(y) dxdy =

QxQ
- / Re Ly (x, Y)f0f(y) dxdy < 0,

{(xy)Ixy€EK:(2)}NQ
Widerspruch. Also folgt die Behauptung.
Wegen Ly (x,x) > 0 ist fiir x € Q : K(x,x) > Ku(x,x) = i X |gi(x) |2 . DaK e C°Q x Q), gibt
es ein Kk € R, so daf} fiir alle x 6 Q gilt: &k > K(x,x). DeH;;I;Ch ist fiir allex € Qund n € N: k >
Z Ai- |oi(x) |2, d.h. die Reihe Z Ai i (x)]? konvergiert fiir alle x punktweise.

i=1
Se1 nun x € Q fest, dann konvergiert die Bilinearentwicklung von K beziiglich y gleichmiBig in Q,
denn es ist

1 1
2 0o 2
0 < Zx\lsol (ZAM ) (Z >\i|90i(Y)|2> <
i=n+1 i=n+1 i=n41
< VE(YD Ale® )3,
i=n+1

und die letzte Summe konvergiert wie eben festgestellt.
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Nach Satz 2.8.2 hat g = Kf die in Q gleichmiiig konvergente Entwicklung
8(x) =D (g @)pilx ZA ,01)i(x ZA/f V)ei(y) dy - ¢i(x).
i=1
Da die Bilinearentwicklung bei festem x in y gleichmé&Big konvergiert, vertauschen Summe und Integral
und es ist
0 —_—
= /Zz\isoi(X)soi(Y)f(Y) dy,
o i=1

also gilt fiir x € Q,f € C°(Q) :

/ (K(X, ) - Awd@@) f(y)dy = 0.
Q i=1

Weil C°(Q) dicht in H = L?(Q) ist, folgt aus Satz 1.2.4:

= > N )

fiir jedes x € Q und fast alle y € Q. Fiir festes x € Q sind aber wegen der gleichmiiligen Konvergenz der
Bilinearentwicklung in y beide Seiten der Gleichung stetig, also gilt die Gleichung fiir alle (x,y) € QxQ.

Nach dem Satz von Dini A.2.1 ist in K(x,x) = Y \i |¢i(x)|? die Reihe rechts gleichméflig konvergent
i=1

in x € Q. Wegen

0<ZA|% ) Tei) | (ZAII% )

i=n+1 i=n+1

=

1
P
()
i=n+1

folgt damit die gleichméfige Konvergenz der Bilinearentwicklung, wenn alle Eigenwerte A; > 0 sind.
Sind endlich viele Eigenwerte Ay, ..., AN negativ, so betrachte statt K den Integralkern

K(X y) Z)\lcpl

der den fiir K im ersten Beweisteil gemachten Voraussetzungen geniigt: K € C°(Q x Q),K(x,y) =

K(y,x), die Eigenwerte des Operators K sind positiv (siche Beweis von Hilfssatz 2.7.9) und es ist

K # 0. Die Bilinearentwicklung von K : 3. A\i(x)ei(y) konvergiert nach dem ersten Beweisteil
i=N+1

gleichmiBig in Q x Q, also auch die Bilinearentwicklung von K.
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2.9 Beispiel: Das Dirichletproblem

Als Beispiel soll einmal das Dirichlet!-Problem niher betrachtet werden. Der Laplace?-Operator, der
zunéichst ja nur auf C2(Q) definiert ist, kann auf einen gréferen Definitionsbereich erweitert werden.
Dabei tauchen schwache Ableitungen und die Sobolevriume WXP(Q) auf. Fiir die Definitionen wird
auf den Anhang C.2 verwiesen. (Den Beweis einiger elementarer Tatsachen findet man auch bei den

u
usw. immer die schwache Ableitung.

Bemerkungen 5.8.3). Im folgenden bezeichnet also D®u bzw. 3
Xj

Der Laplace-Operator wird wie iiblich definiert:

2.9.1 Definition (Laplace-Operator)
Sei 2 C R" ein beschriinktes Gebiet (d.h. offen und zusammenhéngend). Der Operator

n
8%u

2
X?
i=1 9 1

A W2 Q) NWP(Q) — L2(Q), Au =

heiflt Laplace-Operator.

Zunéchst wollen wir ein etwas verallgemeinertes Dirichlet-Problem betrachten:

2.9.2 Definition (schwache Lésung)
Sei 2 C R" ein beschriinktes Gebiet, m € N,f € L2(Q). u heiit schwache Losung des Dirichletproblems

(—A)™u=1{inQ,
D%u = 0 auf 00 fiir |a| <m —1,

falls u € W§"*(Q) und falls fiir alle ¢ € W"*(Q) gilt:

n oMy am@ B B
Z /axil---axim ' 0x;,...0%,, dx = /f ‘pdx.
@ Q

i1,.eeyim=1

Dabei ist (—A)™u rekursiv durch (—A)™u = (=A)((=A)™~'u) definiert.

Man rechnet leicht nach, daf} eine klassische Losung auch eine schwache Losung im obigen Sinn ist.
2.9.3 Satz

Das obige Dirichletproblem besitzt fiir jedes f € L?({2) eine schwache Losung u.

Beweis:

Wi?(92) ist nach Satz C.2.5 ein Hilbertraum. Auf W§"?(Q) wird nun eine Linearform L und eine
Sesquilinearform B definiert: Sei f € L?(Q) und

Le(p) = /cpfdx,
Q
m oma

-—_— - @ -
B((p,u) T Z oxi, ..0xi,, 0%, ...0%i,, -

i1,...im=1

Das Ziel ist nun, den Satz von Lax-Milgram anzuwenden. Dazu miissen drei Dinge nachgerechnet
werden:

! Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859)
2Pierre Simon Laplace (1749-1827)
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1) Lg ist beschrinkt:

_ 1.1.14
Le(p)| = /gofdx = 1Dz € e e - o lle=
Q
1 1
2 2
= Il /de <Nl | S0 /D%Da@dx -
Q laf <m o
=l - ol
2) B ist nach oben beschrinkt:
I oMy
B = d <
|Ble,w] Z /BX11 Nop < Bxil...axim Xl =
i1,.005im=1 Q
< | T (oo ma] =l <
laf <m
1.1.14
Y ol - e

3) B ist nach unten beschrinkt:

dx

> [l

i1,.0im=1

n Bmcp 2
= [ — — DB 2
> |z | = = e

i1,eenim=1 L2 18] =m

|B(p, )|

0xi, ...0%;,, 8le

C.2.10,3) ] o o
> D%l

wobei die letzte Ungleichung mit einem C > 0 fiir alle |a| < m gilt. Wegen

lolyme = D> [ D% dx= Y ID%a
0

lof <m & la| <m

gilt mit K:=4{a € N : |a| <m}:

Q |

1
3 Il = g el
al <m

also B, )| > g 1@ [fym.2 -

Nach dem Satz von Lax-Milgram 1.7.6 gibt es nun genau ein u € W§"*(), so daB L¢(p) = B(p,u)
fiir alle ¢ € W5%(), d.h.

omu
/ fpdx = Z / Oxi, .- Bxlm 8Xll Bxlm

i1, nim=1

Durch Konjugieren dieser Gleichung erhélt man: u ist schwache Losung des Dirichletproblems.

Nun untersuchen wir das Dirichletproblem und den Laplace-Operator noch aus etwas anderer Sicht.
Sei B C R" die Einheitskugel, d.h. B = {x € R" | ||x|| < 1}. Wir betrachten das Dirichletproblem

—Au=f{, ulsp=0.

fiir f € L2(B) und gehen dabei #hnlich vor wie beim Sturm-Liouville-Problem.
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2.9.4 Definition

Eine Funktion G : C°(B x B\{(x,y) : x = y}) — R heiit Greensche Funktion fiir das Dirichlet-
Problem —Au =f, u|sp= 0, wenn fiir jede Lésung u dieses Problem gilt:

u@r3/G@medy
B

2.9.5 Satz

Die Greenschen Funktionen zum Dirichlet-Problem —Au =f, u |sp= 0 mit B C R" sind:

1
n=1 : G(x,y) = —§(|x—y| +xy — 1),

1
n=2 : G(xy) = ~5 <ln||x—y|| —In

y
*W”Wwﬂb’

1 v 2—n
n>3 : Gly)=—5—— |Ix=yI"" = |x Iyl -5 :
m—2)-n-m [hgl
Dabei ist 7, das Volumen der n-dimensionalen Einheitskugel, ||.|| bezeichnet die euklidische Norm im
R". Fiir y = 0 ersetze man ||x- ||y|| _||;_|| || durch 1.
Beweis:

Wir zeigen nur n > 3, um uns die Fallunterscheidungen zu sparen. Die Rechnung verlduft aber im Fall
n = 2 weitgehend analog. Fiir n = 1 kann man die Greensche Funktion direkt mit dem im Beweis von
Satz 2.4.13 angegebenen Verfahren ausrechnen. Auflerdem zeigen wir nur eine ,,abgeschwéchte Form*:
Wir zeigen, dafl die Gleichung

mmz/e@wemmww
B

fiir u € C?(B) gilt, d.h., wenn es eine Greensche Funktion gibt, so muf sie aussehen wie im Satz. Will
man die Gleichung in voller Allgemeinheit zeigen, so mufl man erst definieren, was u(x) heifit — eine
Funktion u € W22(2) N Wy*(Q) kann man ja eventuell auf Nullmengen abéindern usw., der Beweis
wird dadurch jedenfalls nicht einfacher.

Im Beweis bezeichnet ||.|| immer die euklidische Norm im R", auch das Skalarprodukt ist immer das
im R". Zur Verdeutlichung wurde es trotzdem noch an einigen Stellen erwiihnt.

1) Esist AyG(x,y) = 0 fast tiberall:
Wir bemerken zunéchst, daf} gilt:

= 3 (sl =gn) =3 (I I 2+ s ) =
2 Ivl) = 2 Ty

Ix<l* Iy P =2 xiyi + 1= [1x[1* - Iy P =2(x,y) + 1.
i=1

y
\&uw—n

vl

Nun werden die Ableitungen einzeln berechnet:

1—21
6 2—n _ 6 . )2 ’ _
ayi || X Yy || - ayl (Z(Xl YI) ) -

i=1

(i]m—mf>§-@—g)04y@rwo:

i=1
(0 =2)(xi —yi)- [[x =y I
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s le=ylP = o [(n—m(xi—yi)-(Z(xi—yn?) ]=

= (-)-(-2) x-y[ ™"+
+(n = 2)(xi — 1) - (_Z@q - yi>2> o (3) 2w =
= —(m=2) x—y| ™" 0l - D - ) [Ix -y |2

Damit ist

Ay( ||x—y||2‘“) = anaa—;( ||X_y||2—n) =
i=1 1

= Y[~ -2 lx =yl - 20 -0 -y 2] =

= —n-(@-2) x =y +nm—-2)- lx =y |77 D (i — i)’ =
i=1

= —n-(n=2)[|x—y[|7" +nm - 2)- [[x =y [ - [x —y|’=
0.

Nun genauso fiir den zweiten Summanden:

a 2—n a n -3
y 2 2
X P = R — X . —2 Xi i+ 1 =
B, (H Iyl T ) By, ((II 1= 1yl ;:1 y > )

n 1 -
= (1-3) <||x||2-||y||2 —2in-yi+1>
i=1

a n n
S IxIP - DovF | =2 Sy + 1
Yi j=1 j=1

n
2

ol SN——_——

i=1

n n -
= (1-3) <||x||2 Ayl =2 xii + 1) [l 255 — 2] =

= (2-n) (IIXII2 Ay IP =2 xivi +1> =P yi = xi]

i=1
> H Iyl =2
2 (e gy -2
o7 Ty

n _%
2
-2+ [IIxIPyi —x]" +(2-n) (IIXII2 IvIP =2 xivi+ 1) x| =

i=1

) = 2-n-(-3) <||x||2-||y||2—2zxiyi+1> -

i=1

—n—2 2

¥

= (2-n): 11 - |l lly Il =
Iyl

y
= Iyl =y ||‘

e (] 7 — 2 xR i )
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Somit folgt:

2— 2—n
y
Ay ( x|yl —m ) ZB 2 <H Iyl = ” ) =
y || v 7
SIS ST i S T M
Ea
o <||x||4 Sy nxn2zxiyi+zxf>] _
i=1 i=1 i=1
y |7 vy |I?
SIS SIS a5 S TITE ST
Kl
. <||x||4 AT EREYTNES g ||x||2>] _
i=1
y —n—2 2
— (2-n)- x-||y||——\ N TN
Tyl Il
- ||x||2-(||x||2-||y||2 —22xiyi+1>
i=1
—n—2 2
— (2-n)- H Il -[n-uxu?-Hx-uw -
2
- ”X”Q'HX' Iyl -
Il
= 0.

Insgesamt ergibt sich also:
AyG(x,y) = 0 fast tiberall in B.

2) Es gilt fiir u € C2(B) und x € B : u(x foy (—Au(y))dy :

Sei B. = {y € R" | ||[x — y|| < €}. Zu einem vorgegebenen x € B sei ¢ so gewihlt, dal B. C B.
Sei nun ) := B\B..

Mit 1) erhéilt man nun mit der Greenschen Formel (Forster 3, §15, Satz 4):

[ AdGe ) ay =
Q

= / G(x,y)Au(y) dy + / (1) V5 G, ¥) = Glx,y)Vu(y) ) dS.
Q

o
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Wegen 02 = 9B U 9B, folgt also:

[y oty = [ (a6)V,G008) - Gy Vul) o +
Q

OB

+/ (U(Y)VyG(X,y)—G(X’y)vu(y)) as =

OB.
Mt [t va S + [ (a)v, Gy -
oB 8B,
—G(x, y)vu(y)) as.
Da fiir ||y|| = 1 auch G(x,y) = 0 ist, ergibt sich fiir alle € mit B. C B :

[ 6ty (Caumyay = [ (109G y) - Gy Valy) dS.
Q

OB

Die Integrale auf der rechten Seite werden nun ausgerechnet bzw. abgeschétzt:

Da u € C?(B), gibt es eine Zahl M € R, so daB || Vu(y) |lr= < M fiir alle y € B. Damit gilt dann
auch fiir alley € B :

0 5=,

2
= [lx=ylP

Cx=yll

Weiter ist

Ix(1? - IyI1* =205, y) + 1= [Ix]* +2(x,y)= Iy |I*=

I= x|l = lly [I* + I[P -y ]1*=
(1= (1<) - = [IyI*) >0

y
X ||Y||—m

fiir x,y € B, also gilt

1
< < —m——-
0<Glxy) < (n — 2)nm,

Ein (beziiglich ) &uBleres Einheitsnormalenfeld auf 0B, ist
|x —y]|| =€ auf 0B, :

/nyvu /ny (Vu() = _y”> sy | <

[E

ﬁ, man erhilt also wegen

< [ 16EnI- Va0 e d80) < g [ €280 =
8B, aB.
= _l\g)nrn / SISO =5 idzl)inn / 450 = (nl\—/[2) o
llgll =1 llgll =1

wobei in * die Substitution y — x = £, dS(y) = * ! dS(¢) gemacht wurde. Also ergibt sich

Eh_r)r(l) G(x,y)Vu(y)dS = 0.
aB.

In 1) wurde bereits ausgerechnet:

0
ain(Xay) - n-m,

- lm v -yl - Hx Iyl -

(Il v = x 1)].
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Damit folgt nun:

[ 009,660 = /’“9>-Qm—yu*wx—yx—fil—)m<ﬁw>—

Ix =yl
oB. oB.

;iﬂﬁ@“M“mN =) el ;J BE)-

Fiir den ersten der beiden Summanden ergibt sich mit der Substitution y — x = &&, dS(y) =

en~1dS(¢) :

[ By oy mwase) = [ 2 ey as) =
OB, 0B.
—n+1 1
= — /lm+¢yﬂﬂwo=mm u(x +££) dS(6).
ligll =1 llgll =1
- [ u(x)dS(¢) = rul(—fn) [ dS(¢) = u(x) erhélt man im Grenzwert:
ligll =1 llgll =1
tim [ 2 et oy x v dS(y) = u).
OB,

Beim zweiten Summanden wird abgeschétzt: Es ist

(%””'uyw (s )|| ;O

y s lx=vl
< X _ < . - lx _ . —
> Iyl ” ”y (Bl ” lx—yll
—n
—n
y y
< xuﬂ—wﬂﬂ (s el ) < 2 el =

2
kann man fiir x € B\{0}

2
Wegen [ Iyl =g [ = Il - Iy 1P =26, 9)+1 = |}y lixll =
weiter abschitzen:

[ v -2 B (1 - 2 1\Dn
NS A Y UTITRY O SIS
<[ [ x|l
Fiir ||x||<1istw ”L R™\B, d.h. es ist
1 1 -
y — dlst< —,B):——l::&.
H ||X|| ||X||H x| x| I x|

Also ist fiir x € B\{0} :

—n

<lxfl 8

%”” Ty

—n

Fiir x = 0 ist =1, damit folgt insgesamt: Es gibt ein § € R, so daf fiir ein

x|yl _W
festes x € B und alle y € B, gilt:

O‘HN——W

yll

_n- x|’y —x), Xy <.
(1P 5 =) = >W_
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Da u stetig ist, gibt es ein M € R, so daf} |u(y) | < M fiir alle y € B. Nun kann der zweite
Summand abgeschitzt werden:

u(y) _ ¥ _ > X—y
‘/ (H vt = (sl y x),—nx_y") asw)| <
8B. R»

M- M-

6/dS(y): 6-6n_1-n-Tn:M-5-5“_1,
.Tn n.

oB

<

n Th

. uly y
iy [ O (s v =2
0 n-m, |yl

OB,

also

—n

X—-y
(sl y = %), e as(y) = 0.
x=v1),.

Schliellich ist noch

/ Glx,y)(—Au(y)dy| < / G y)|- [~Au(y)| dy <
B. B,

M M
< _ 2—n — 2—n _
<oy [ k=B ay= e [l e
Bz

llgll <e

g
_ M ‘n-m, /r27n ) I‘nil dr = M |:1r2:| —
(n —2)nm, ) n-2) 2 |,

so dafl auch

tim, [ Glx.3)(-Au)dy = [ Glxy)(-Au(r) dy
Q B
gilt. Damit folgt insgesamt fiir x € B :

[ G- Au) dy = u).
B
Fiir x € 0B, d.h. ||x|| = 1, gilt die Gleichung offensichtlich, da wegen
y X
wlvll =g = -2
H Iy |l =l
(s.0.) in diesem Fall u(x) = G(x,y) = 0 sind.

2.9.6 Satz

Der durch die Greenschen Funktionen aus Satz 2.9.5 gegebene Operator K : L?(B) — L?(B), Kf(x) :=
[ G(x,y) - f(y) dy ist vom Hilbert-Schmidt-Typ fiir n € {1,2,3}. Fiir n > 3 ist der Integralkern G
B

schwach singulér.
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Beweis:

)

G(x,y) >0:
Fiirn =1 ist
x—yP—(1-xy)* = xX*—2xy+y’ —1+2xy-x’y* =
- (1-y)+y*-1=
x* =1)(1-y*) <0,

also [x —y| < |1 —xy] .
Wegen |x| < 1,|y| < 1istx-y—1 <0, also insgesamt |x—y| +xy—1 < 0 und daher G(x,y) > 0.
Fiir n > 2 rechnet man #hnlich:

2

y
el (R (b

‘%”W”‘nﬂ|

(1 - Iy I1* =205, y) + 1= [Ix]* +2(x,5)= Iy |I*=

= 1= [Ix[® = lly[I* + Ix[* - [Iy]I*=
= (1= lx[”- =1y >o0.

Also gilt ||x —y]| <

x|yl —ﬁH Damit folgt G(x,y) > 0 fiir n > 2.

n=1:

Fiirn = 1ist |G(x, y)| < %-‘ Ix—y| +Xy—1‘ <1]24+1-1]=1,als0mit 1): 0 < G(x,y) < 1.
Da 1 € L2(B x B) ist auch G(x,y) € L?(B x B).

n=2:
In diesem Fall ist

2
I

‘%wwn—nﬂl = Pl I —2y) + 1 <

1.1.14 9 9
< APy P 42 10 - fly [ +1 < 4

Weiter gilt bekanntlich lig)l r®Inr = 0 fiir alle @ > 0, also gibt es ein ¢ > 0, so da |/r-Inr| < ¢

fiir r € [0,2], d.h. fiir r € [0,2] gilt dann |Inr| < c¢-r~%. O.E. sei auch noch ¢ > 37— In4 gewihlt.
Dann gilt folgende Abschétzung:

1 y 1
0 se@wz—m%m4——W——mh—ms
2r Tyl ™ 2
1
< gt |llx-yl | <crelx—yll = (1 Ix-y|F).

Es gilt 1+ ||x—y]||~2 € L2(B x B) : Wegen (a—b)? > 0 fiir a,b € R ist 2ab < a2 +b? und daher
(a+b)? = a?+2ab+b? < 2(a’+b?). Verwendet man dies und weiter [|x—y|| < ||x]| + ||y]| < 2,
d.h. y € Ba(x) fiir ||x]] < 1,||y]| <1, so ergibt sich:

1 2
[ [ rievir® Yoy acse [ | [ s lxoyl ay | axs

B1(0) \Bi1(0) B1(0) \B1(0)

1
< 2/ /dydx+2/ /7dy dx =
Ix=yll
B (0) B

1(0) B1(0 1(0) \B2(x)
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2
1
2 / 7rdx+2/ 27r/r-;dr dx =

B1(0) B1(0) 0

= 272+ 8r¢ / dx = 272 + 872 = 1072 < oo.

B1(0)

Also ist 1+ ||x — y||"2 € L2(B x B) und damit auch G € L%(B x B).

4) n>3:
Nach 1) gilt 0 < G(x,y) < e |x =y [*7"= ===z, also ist G schwach singulér. Fiir n = 3 hat
man sogar:
1 1
——dy | d&x < / / ——dy | dx =
/ / x=yI? lx—yIP?
B1(0) \Bi(0) B1(0) \B2(x)
2
5 1
= dr [ 7. dr | dx=
r
B, (0) 0
32
= 8rx / dx:§7r2<oo.
B1(0)

Demnach ist K fiir n = 3 sogar vom Hilbert-Schmidt-Typ.

2.9.7 Bemerkung
Fiir f € L*(B) ist Kf € W22(B) N Wy*(B) und es gilt

A [ Geyiv) dy | =),
/

Ist @ > 0 und f € C**(B), so ist Kf € C**(B). Fiir f € C°(B) gilt aber im allgemeinen nicht Kf €
C?(B), sondern nur Kf € W1P(B) fiir grofie p. Deshalb ist C°(B) kein geeigneter Definitionsbereich
fiir K.

2.9.8 Satz

Sei K : L?(B) — L?(B) der Operator aus Satz 2.9.6. K ist kompakt und hermitesch. K hat unendlich
viele Eigenwerte, die alle reell und positiv sind. Fiir die Eigenwerte Aj, Ao, ... mit Ay > A2 > ... gilt

(o)
lim A\; = 0 und im Fall n < 3 sogar > \? < oo. Sind uy, ua, ... die zugehorigen Eigenvektoren, so ist
1—00 i=1

{uy,uy, ...} ein VONS in L?(B). Die Eigenvektoren von K sind aus C°(B).

Beweis:

Nach Satz 2.9.6 ist K vom Hilbert-Schmidt-Typ bzw. schwach singuldr. Nach Satz 2.4.4 bzw. Satz
2.5.9 erhilt man die Kompaktheit.

K ist hermitesch nach Hilfssatz 2.4.5 (der Beweis dieses Hilfssatzes funktioniert auch bei schwach
singuliiren Operatoren), denn es ist G(x,y) € R und G(y,x) = G(x,y) wegen

2

y
HX' Iyl =7 < Iy I* =26 y) + 1=y [I” - lIx[* =2(v,%) + 1 =

[hgl

2

X
y- ||| —m
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Deshalb sind die Eigenwerte von K reell. K hat unendlich viele verschiedene Eigenwerte: Nach Hilfssatz
2.7.8 hat L?(B) die Orthogonalzerlegung L?(B) = R(K) & A (K). Ist nun

Kf= [ G(x,y)f(y)dy =0,
/

so ist nach Bemerkung 2.9.7 auch
t=-a| [Ganimy | =-a0) =0,

also gilt V'(K) = {0} und damit R(K) = L?(B). Nach Satz 2.7.5 gibt es ein Orthonormalsystem aus
Eigenvektoren {u,uz, ...} und dieses bildet nach Satz 2.7.7 ein VONS in R(K) = L?(B). Ein VONS in
L?(B) ist aber abzihlbar unendlich, also gibt es nach Satz 2.7.5 unter den Eigenwerten A, Az, ... mit
[A1] > | A2| > ... unendlich viele paarweise verschiedene und es ist lim A; = 0. 0 ist kein Eigenwert

1—00
von K, da sonst NV (K) # {0}.
Die Eigenwerte sind alle positiv: Sei f € C§°(B). Dann gibt es (siche Definition der Greenschen
Funktion) ein g € C3°(B) mit —Ag = f. Fiir f € C3°(B) gilt:

(KL, f)

(K(_Ag)a _Ag) = (g, —Ag) = / . (_Ag) dx =

_ _Z/agd glasoz/g}i g}id

11B

:/|Vg|2 dx > 0.
B ! B
Ist f € L?(B), so gibt es eine Folge (fu)nen C C§°(B) mit li_>m f, = f. Wegen (Kf,,f,) > 0 und
n o0
li_>m (Kfy,fn) = (Kf,f) (nach Bemerkung 1.1.15) ist dann auch (Kf,f) > 0, diese Ungleichung gilt also
n o0

fiir alle f € L2(B). Ist nun f ein Eigenvektor zu einem Eigenwert A von K, so gilt 0 < (Kf,f) = (M, f) =
A(f, ), also A > 0, denn es gilt f # 0 bei Eigenvektoren.

Fiir n < 3ist K nach Satz 2.9.6 vom Hilbert-Schmidt-Typ und hat daher nach Hilfssatz 2.4.20 endliche
von Neumannsche Norm. Fiir das VONS {u;, us,...} aus Eigenvektoren gilt daher:

0o > N(K)” = [Ku[* =D [[Aw* = Z)\2 [Jus ||* = Z/\Q
i=1 i=1

Die Stetigkeit der Eigenvektoren folgt mit Satz 2.8.2 (K ist ja auch fiir n = 1, n = 2 schwach singulér).

I
—
-
QO
2|
Q|
LYo
CL

2.9.9 Bemerkung

Fiir die Eigenvektoren u; von K gilt sogar: u; € C*®(B).

2.9.10 Folgerung

Der Operator —A : W2(B) N Wy*(B) — L?(B) hat unendlich viele positive Eigenwerte ALy A2, oo
A < Ao < ... Esgilt lim \; = oo. 0 ist kein Eigenwert von —A. Die Eigenvektoren sind aus C°(B)
1— 00

(Genauer: Sie sind sogar aus C*(B) nach Bemerkung 2.9.9) und sie bilden ein VONS in L?(B).
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Beweis:
Aus Satz 2.9.5 (in voller Allgemeinheit — aber das haben wir nicht bewiesen) folgt: Der Operator
K: L?(B) — W22(B) N W, ”(B) ist die Inverse von —A. Also gilt fiir \; # 0 :

1
Ai Eigenwert von K < x Eigenwert von — A.

1

und fiir die zugehorigen Eigenvektoren:
u; Eigenvektor von K <= u; Eigenvektor von — A.

Damit ergeben sich fast alle Aussagen der Folgerung aus dem letzten Satz 2.9.8. Zu zeigen bleibt nur
noch, daf3 0 kein Eigenwert ist. Die Positivitit der Eigenwerte kann man &hnlich wie im letzten Satz
zeigen: Sei A ein Eigenwert von —A, u der zugehorige Eigenvektor, d.h. es gelte —Au = Au. Dann gilt

(—Au,u) = (Au,u) <:>—/Au-udx:)\/u2dx<:>+/ | Vul|? dx:)\/u2dx.
B B B

Da u als Eigenvektor nicht 0 ist, folgt A > 0.

2.9.11 Bemerkung

Sei B wie oben das Innere der Einheitskugel. Weiter sei M := {u | u € C*(B) n C° (B), u |sp= 0} und
es seien f,q: B — R stetig. Gesucht wird eine Losung u € M von

Au+ qu =f.

Der Fall ¢ = 0 wurde in Satz 2.9.5 gelost: Es ist

Im Fall Au =f — qu mufl demnach gelten:

u() = [ ~G6y) (f) - awu)) dy = ~ [ ~Glxaum) dy,
B

B
wobei
i) = [ ~Geptiy) dy
B
gesetzt ist. Definiert man noch K(x,y) := —G(x, y)q(y), so erhélt man als Lésung des Problems:

mmz/memww+ﬂ&

os]

oder umgeformt:

mm—/K@wmwwzﬂn
B

Dies ist eine Gleichung der Form
Id(u) — K(u) =f,

wobei K ein kompakter Operator ist (q ist als stetige Funktion in B beschriinkt, die Kompaktheit
folgt also aus Satz 2.9.6). Sie heifit Fredholmsche Integralgleichung der 2. Art. Damit kénnen die
Fredholmschen Sitze 2.3.9 angewandt werden, um Aussagen iiber die Losungen unserer urspriinglichen
Gleichung zu erhalten — auf eine genaue Ausfithrung wollen wir hier aber verzichten.
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Kapitel 3

Beschriankte lineare Operatoren im
Banachraum

In diesem Kapitel wird nun versucht, die Sitze, die fiir Hilbertrdume gelten, auf Banachriume
zu iibertragen. Das funktioniert zum Teil fiir die Fredholmschen Sdtze. Auch iiber die Eigenwerte
kompakter Operatoren sind noch Aussagen moglich.

3.1 Die Fredholmschen Sitze fiir kompakte Operatoren im
Banachraum

Im folgenden bezeichnet B immer einen Banachraum, L(B) die Menge der beschrinkten linearen
Operatoren B — B. Wie in dem entsprechenden Kapitel iiber Hilbertrdume bezeichne V einen
kompakten Operator und es sei: T=1-V.

3.1.1 Hilfssatz

Die Gleichung Tx = 0 habe in B nur die Losung x = 0. Dann gibt es ein d > 0, so daf} fiir alle x € B
gilt: || Tx | > d- |[x]]

Beweis:
Es reicht, || Tx|| > d > 0 fiir alle x mit || x|| = 1 zu zeigen. Annahme: Es gibt eine Folge (xp)nen
mit || xy || = 1 und lim || Tx, || = 0, d.h. lim (x, — Vx,) = 0. Da V kompakt ist, gibt es wegen
n—oo n—o0
Ixn || = 1 eine Teilfolge (xn;)jeN C (Xn)nen und ein y € B mit lim Vx,; = y. Folglich hat man auch
j—oo

lim x,; =y, also ist ||y|| = 1. Demnach gilt Ty = y — Vy = 0, Widerspruch zur Voraussetzung.

j—oo

3.1.2 Hilfssatz

Die Gleichung Tx = 0 habe in B nur die Losung x = 0. Dann ist R(T) ein abgeschlossener Teilraum
von B.

Beweis:
Sei (yn)nen eine Folge in R(T) mit li_>m yn = y und es sei y, = Tx,. Nach Hilfssatz 3.1.1 ist
n o0

[vn = ¥m |l = | T(Xn — Xm) || > d- || xn — Xm ||, also ist (xn)nen eine Cauchyfolge in B, d.h. es gibt ein
X € Bmit lim x, = x. Dann ist auch y = lim Tx, = Tx, also ist y € R(T).
n— oo n— oo

Eine Verschirfung dieses Satzes ist Hilfssatz 3.2.3.

103



3.1.3 Hilfssatz
1) Sei M ein Teilraum von B mit dim M < co. Dann ist M abgeschlossen.

2) Sei M ein abgeschlossener Teilraum von B mit M;B. Dann gibt es zu jedem A, 0 < A < 1, ein
w € Bmit ||¢]|| =1, so daB fiir alle f € M gilt: || — f|| > A. Die Aussage bleibt giiltig, wenn B
durch einen abgeschlossenen Teilraum G ersetzt wird.

Bewelis:

1) Sei {®1,...,¢on} eine Basis von M, sei (fi,)men eine Folge in M mit lim f,, = f. Zu den fm gibt

m—00

es cl(:n) € Cmit f, = Y cl(:n)gok. Zeige nun zunichst folgende Ungleichung: Es gibt ein o > 0,

n 3
za(2m@
k=1

so daf fiir alle g = > cxpx gilt:
k=1

gl =
Beweis:
Sei h(cy,...,cn) = Y= {(cl, enCn) €ECM Y Jek)? = 1} . ¥ ist kompakt, h stetig
k=1
auf ¥, also nimmt h auf ¥ sein Maximum und sein Minimum an. Da h(cy, ...,c,) > 0 auf X, ist
a:= min h(cy,...,cy) > 0. Folglich gilt fiir (cq,...,cn) #0:
(c1,...,cn)EX
1
n Ck n 2
Y ————p| 2a= Za<2|ck|2>
k=1

k=1 [ n :
2 Il
j=1

Betrachte nun die Folge f,,, = > cl((m)gok. Da die Folge konvergiert, sind die Normen (||fy, ||)men
k=1
beschriankt. Es gibt also ein ¢ > 0 mit

> ] o (Y fi \)
k=1

Also sind die Folgen (cl({m)) N fir k € {1,...,n} beschrinkt. Es gibt also eine Teilfolge
me

(cgm‘)) N die konvergiert, dann w#hlt man eine Teilfolge (cg ”))1 N die konvergiert, usw.
ic €

¢ [[fm|l =

Insgesamt kann man eine Folge m; C IN so wihlen, dafl fiir alle k € {1,...,n} die Folgen

(Cl(:nj)) simultan konvergieren. Sei nun cy := lim cl(:nj) und f:= > crpk. Dann gilt
JEN j—o0 k=1
B =t = i o= S = im 30 e <
k=1 =
< 1 _ (m_l) —
< JggoZm o™ |- [lexl =0

Also konvergiert die Teilfolge (fm;)jen gegen f. Gleichzeitig konvergiert die ganze Folge gegen

J

f also konverglert auch jede Teilfolge gegen f. Da der Grenzwert in B eindeutig ist, gilt also

f=f= chgok, also f € M.
k=1
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2) Sei M;Q, d.h. es gibt ein g € G mit g € M. Sei d = figl\f/[ llg —f]] . Weil M abgeschlossen ist, ist
d > 0. Wegen A < 1 gibt es ein fo € M, so daf$§ ||g —fo|| < $.

g—fo

Setze ¢ := ————
lg—foll

, dann ist ||¢|| = 1 und fiir f € M gilt:

f— g —fo . g — (fo+ |lg —fol )
llg —foll lg —foll

Esist h=1fy+ ||g — o] f € M, deshalb hat man

lg —hl
g —foll

0 —

d
lo — £l = =
A

3.1.4 Hilfssatz
Der Nullraum N(T) = {x € B | Tx = 0} des Operators T ist ein Vektorraum endlicher Dimension.

Beweis:
N(T) ist Kern eines linearen Operators im Vektorraum. Angenommen, N'(T) ist nicht endlichdimen-
sional.
Dann gibt es eine Menge ¥ = {fi,f2,...} € A (T), so daB fiir alle n € IN die Vektoren fi,...f, linear

unabhiingig sind. Sei M, := {Z cifi | c1,y ...k € C}. M, ist nach Hilfssatz 3.1.3 abgeschlossen.
k=1
Weiter gibt es nach diesem Hilfssatz wegen MniMnH ein pn € My derart, daBl || ¢, || = 1 und fiir
alle f € My ¢ ||f — ¢n || > 3. Man bekommt also eine Folge (¢n)nen aus N(T) mit |[¢n || = 1 und
|¢n = ¢m]| > 1 fiir n,m € N,n # m. Da V kompakt ist, gibt es eine Teilfolge (¢n,)jen und ein 1 € B
mit lim Vi, =. Wegen T, = ¢, — Vo, = 0 hat man jetzt auch lim ¢,; = ¢, also ist die Folge
j—oo j—oo

(¢n;)jen eine Cauchy-Folge. Das ist aber ein Widerspruch zu ||¢n, — ¢n, || > 3 fiir i # j.

3.1.5 Definition

Seien B,B' Banachriume, L : D(L) — B’ ein linearer Operator mit Wertebereich R(L). Ist L
eineindeutig, so heifit die inverse Abbildung L~! auch inverser Operator. L™! ist linearer Operator
von B’ in B mit Definitionsbereich R(L) und Wertebereich D(L).

3.1.6 Satz (1.Fredholmscher' Satz)

Die Gleichung Tx = (I — V)x = 0 habe in B nur die Lésung x = 0. Dann hat T eine in B erklirte
Inverse T~!. T~! ist aus L(B) und es gibt einen kompakten Operator W, so dal T~! =1— W.

Beweis:

Nach Hilfssatz 3.1.2 ist R(T) abgeschlossen. Zunichst wird bewiesen: R(T) = B.
Annahme: T(B) = R(T);B.

Sei Bo = B,Bl = T(B),BQ = T2(B), ...,Bk = T(kal) = R(Tk)
Es ist By D By D Bs D ... Weiter ist

Tk:(I—V)k:I+k§< Il;)(—V)m.

Nach Hilfssatz 2.5.5 ist (—V)™ kompakt, also hat TX die Form T* = I 4+ K, K kompakt.
Man hat auch T¢x = 0 = T !x = 0 = ... x = 0. Nach Hilfssatz 3.1.2 ist also B, = R(T¥)
abgeschlossen. Jetzt miissen zwei Félle unterschieden werden:

IErik Ivar Fredholm (1866-1927)
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1. Fall: 60;613582283;
2. Fall: 802817& #Bk = Bk+1 Bk+2 =

Ein anderer Fall kann nicht eintreten, denn ist fiir ein k € IN : By = By, 80 ist Bxyo = T(Byt1) =
T(Bk) = Bk+1 usw.

1. Fall: Nach Hilfssatz 3.1.3 gibt es eine Folge (¢k)ken mit ¢k € By, || ¢k || =1, ||k — || > & fiir
alle f € Byg41. Sei m > k. Dann ist

Vo = Vom = ([=T)eok — (I = T)om = ok — (Tox + om — Tom).

Wegen ¢, € Biy1, Tom, Tk € Biyq ist g := Tk +@m — Tom € Brt1, alsoist || Voxk =V || =
ok — gl > % fiir k # m. Das ist ein Widerspruch zur Kompaktheit von V, denn (Vii)ken
enthéilt eine konvergente Teilfolge. Also kann nur der 2. Fall eintreten.

2. Fall: Es gilt sogar k = 0 : Sonst gibt es ¢, ..., k-1 mit || @5 || = 1,¢; € By und || 5 — || > £
fiir f € Bj4q1 nach Hilfssatz 3.1.3. Insbesondere ist Tyx_1 € Bk = B4, also gibt es ein f € By
mit Tyr_y = Tf. Dann ist aber T(px_1 —f) = 0, also nach Voraussetzung ¢r_1 = f, das ist ein
Widerspruch zu ||¢—1 —f|| > £ fiir f € Bx. Also war k = 0, d.h. R(T) = B.

Weil die Gleichung Tx = 0 nur die Lésung x = 0 in B hat, ist somit T : B — B eineindeutig, d.h.
man kann die Inverse T—! deﬁnieren Nach Hilfssatz 3.1.1 gibt es ein d > 0 mit || Tx|| > d- || x|| fiir
x € B, also ist || T 'x|| < &- ||x]|, d.h. T~ ist beschriinkt, also aus L(B). Ist nun y = x — Vx, d.h.
x = T~ 'y, so hat man T~ 1y =x=y+Vx=y+VTly, also T! =I4+VT 1. T ist beschrinkt, V
kompakt, also ist nach Hilfssatz 2.5.5 auch W = VT ! kompakt, d.h. T hat die im Satz angegebene
Form.

Der zweite Fredholmsche Satz behandelt den Fall, dal Tx = 0 eine Losung x # 0 hat.

3.1.7 Satz (2. Fredholmscher Satz)
Es gebe ein x; € B\{0} derart, dal Tx; = 0. Dann ist R(T) ;B.

Beweis:

Annahme: R(T) = B. Dann gibt es ein xo mit Txs = x; # 0. Es ist T?xy = Tx; = 0. Weiter gibt
es ein x3 mit Txs = x5 # 0, fiir x5 gilt dann T3x3 = 0, T?x3 = x; # 0. Fihrt man so fort, so erhilt
man eine Folge (xi)ken aus B mit Tx, = x,_; fiir k > 2 und T*x, = 0, aber T""'x; = x; # 0.
Sei My = {x € B| T¥x = 0}, Ny = {0}. Im Beweis des ersten Fredholmschen Satzes, Satz 3.1.6,
wurde gezeigt, dal T* die Form T = I+ W hat, W kompakt. Also sind die N} nach Hilfssatz 3.1.4
endlichdimensional, nach Hilfssatz 3.1.3 damit abgeschlossen. Wegen xj € N, xx & N1, M1 C N,
hat man demnach

No M0 o e Nk N

Nach Hilfssatz 3.1.3 kann man also eine Folge (yi)ken wéhlen mit || yi || = 1,y € N, fiir alle
f € N1t |lyx — f]| > . Fiir k > m ist dann

Vyk = Vym = (1= T)yk = I = T)ym = yk — (Tyk + ym — Tym).
Setzt man f = Tyx + ym — Tym, S0 ist
Tk—lf — Tkyk + Tk—l—m(Tmym) _ Tk—m(Tmym) — 0,

also f € NV 1. Also gilt fiir k # m : || Vyx — Vym || > 3. Das ist aber ein Widerspruch zur Kompaktheit
von V, denn aus der Folge (Vyk)ken kann dann keine konvergente Teilfolge ausgewihlt werden.

Die Sétze 3.1.6, 3.1.7 heiflen die Fredholmsche Alternative im Banachraum.
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3.2 Der Rieszsche Zerlegungssatz, die Eigenwerte eines kom-
pakten Operators, die Neumannsche Reihe

3.2.1 Hilfssatz

Sei M ein endlichdimensionaler Teilraum eines Banachraumes B. Sei f € B. Dann gibt es ein f* € M,
so daf fiir alle g € M gilt:
£ = <[If —gll

Beweis:
Sei d := in{/{ || f — gl - Dann gibt es eine Folge (gn)new € M mit lim || f — g || = d. Es ist
ge m—00

lgm |l < If —gmll + |If]], die Folge (||f — gm ||)men ist beschrinkt, weil sie konvergiert, also ist auch

die Folge (|| gm ||)men beschriankt. Weil M endlichdimensional ist, gilt Bolzano-Weierstraf}. Deshalb
enthilt die Folge (gm)men eine konvergente Teilfolge (gm,)jen- Setze f* := lim gn;, dann ist
J—0o0

d= lim [|f — gy, || =[|f —f*] und f* €M,
j—oo
denn M ist nach Hilfssatz 3.1.3 abgeschlossen.

3.2.2 Hilfssatz

Seien M,N zwei abgeschlossene Teilrdume eines Banachraumes B. Sei N endlichdimensional und es
gelte NN M = {0}. Dann gibt es eine Konstante ¢ = ¢(M,N) > 0, so da8 fiir alle f € M, g € N gilt:

IEl+ gl <c lIf+gll -

Beweis:
Angenommen, die Behauptung ist falsch. Dann gibt es Folgen (f,)nen € M, (gn)nen C N derart, dafl

[[fa + gu 1
Ifall + Ignll > 0 und ] s
fiir n € IN. Sei
o fn , o = &n '
ol + el S+ gl
Dann ist £ € M,gi € N und || fi+gi || <3, ||£] + [lgi|l = 1. Esist also || g || < 1,

d.h. (g%)nen ist eine beschrinkte Folge in dem endlichdimensionalen Vektorraum N iiber C. Hier gilt
Bolzano-Weierstra$}, also enthélt die Folge eine konvergente Teilfolge (g* )jen. Sei g* := lim g . Weil
J ‘]4)00 J

N abgeschlossen ist, ist g* € N. Aus ||ff + g || < 2 folgt: lim £ = —g*. Da M abgeschlossen ist, hat
j—ooo Y
man jetzt auch —g* € M, also g* € M. Es ist aber ||£X|| + ||g% || = 1, also

: * * * * 1
1= lim [[£3 1]+ lgs I =2 llg"[l, dh. [[g"]| =3
j—oo

* * 1
g e MNN = {0}, llgll = 5
liefert den Widerspruch.

Nun kommt eine Verschéirfung von Hilfssatz 3.1.2:
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3.2.3 Hilfssatz

Sei B ein Banachraum, V € L(B) kompakt, T = I — V. Dann ist R(T) ein abgeschlossener Teilraum
von B.

Beweis:
Sei (gn)nen C R(T) eine Folge mit l'l)m gn = g, sei g, = Tf,. Zu zeigen: g € R(T). Nach Hilfssatz
n o0

3.1.4 ist N'(T) endlichdimensional. Nach Hilfssatz 3.2.1 gibt es zu jedem n € IN ein h,, € N(T), so daB
fiir alle h € V(T) gilt:
[fo —h|] > [|fn —hn ] .

Setze f] :=f, — h,. Dann ist fiir alle h € N(T) : ||f, — h|| > || £}, || und es ist Tf] = g,. Nun miissen
zwei Félle unterschieden werden:

1) (IIf} [nen ist beschrinkt, etwa ||f] || < c fiir alle n € IN.
Da V kompakt ist, gibt es eine Teilfolge (f’ )jen von (f] )nen und ein ¢ € B, so dafl lim Vf’ =

j—oo
Wegen g = lim g,; = lim (f;, — V1) gibt es ein f' € B mit lim f. ={'. Damit ist
j—oo j—oo ) j—oo
Tf' = lim Tt
j—oo

also g € R(T).
2) (|If! [)nen ist nicht beschrinkt.
Dann gibt es eine Teilfolge (£}, )jen von (f})nen so, daB [|f; || > 0 und Jllf?o |5, || = oo. Es ist
g= Jlir(r;o gn; = Jlir(r;o Tf},,, also gilt
'

. En; .
lim —— = lim =0.
oo [ || imee || f’ ||

Setze j : Dann ist || ¢j || = 1, hm T<pJ = 0. Da V kompakt ist, gibt es eine Teilfolge

|| ||
(5 )keN von ((pJ)JeN und ein ¢ € B mlt kllm Vi, = ¢. Wegen 0 = khrn ©i. — Vi, hat man
—00 —o0
auch klim ®j, = 1, also ist Typ = 0, d.h. ¢ € N(T). Andererseits ist aber fiir alle h € N'(T) :
—00

[1£5; = Bl = [[fn; = hnj = Bl > [[fn; = hay || = [I£,

nach Wahl von hy;, da h,; —h € N(T). Also ist auch

b T ”H > 1, d.h. fiir alle h € AV/(T)

gilt: || ¢j — h|| > 1. Deshalb gilt auch fiir alle h € M(T) : ||¢ —h| > 1, also ist ¢ & N(T),
Widerspruch.

Bezeichnungen: Sei wie immer T =1 — V. Setze fiir k € IN :
M T*(B) = R(T"),
N {x € B|Tkx =0} = N(TY),
My = B, Ny ={0}.

Esist Tx = (I-V)k =1+ Z ) (=V)™, die Summe bildet einen kompakten Operator, also ist

My nach Hilfssatz 3.2.3 abgeschlossen Ny ist nach Hilfssatz 3.1.4 endlichdimensional, also nach 3.1.3
ebenfalls abgeschlossen.
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3.2.4 Hilfssatz

Es gibt m,n € IN U {0} derart, da} B = MO;---;Mm = Muy1 = ..., {0} = /\foij\/’l;...i./\fn =
Nat1..., d.h. die absteigende Folge (M )ken und die aufsteigende Folge (N )ren werden stationér.

Beweis:

Die Behauptung fiir die My wurde im Beweis von Satz 3.1.6 bewiesen, ohne die Voraussetzung ,, Tx
= 0 hat nur x = 0 als Losung“ zu verwenden, also ist der Fall der Rdume M damit erledigt.

Im Beweis von Satz 3.1.7 wurde Ny C N1 gezeigt und der Fall N ;Nl ; ; ... ausgeschlossen, ohne
die Voraussetzung ,,Tx = 0 hat eine Losung x # 0“ dabei zu verwenden. Sei nun fiir ein m € NU{0} :
Nm = Nm+1.

Annahme: Es gibt unendlich viele my,ms, ... € N derart, dafl Ny, ;ijﬂ.
Wie im Beweis von Satz 3.1.7 findet man eine Folge (ym;+1)jen mit Ym;+1 € Nmj41, || ym41 ]| =1
und || ym;+1 — f[] > & fiir f € MVpy,. Fiir k > p gilt

Vyme+1 = V¥mp+1 = Ymet1 — (T¥met1 + Ymp+1 — Tymy41)-
Wegen
T™(Tymy 1 + Ympt1 = T¥mpp1) = Ty g 4 TR Me IRty TR TRy, =0

ist Tymy+1 + Ymp+1 — T¥my+1 € Ny, also ist

||Vymk+1 - Vymp—i-l Il >

N | =

fir k # p,k,p € IN, d.h. die Folge (Vym;+1)jen kann keine konvergente Teilfolge enthalten. Das ist
ein Widerspruch zur Kompaktheit von V, also wird die Folge (N )xen von einem Index ab stationr.

3.2.5 Hilfssatz
Sei m die in Hilfssatz 3.2.4 eingefiihrte Zahl. T |aq,,: Mm — My, ist aus L(Mp). T |, ist injektiv

und surjektiv.

Beweis:
M, ist abgeschlossen und T(M,,) = My,. Alsoist T |aq,, aus L(M,,) und surjektiv. Sei (T [xq,)f =0
fiir ein f € M. Wire f # 0, so wire nach Satz 3.1.7 R(T |m,,) 2 Mm, ein Widerspruch. Also ist

T | m,, injektiv.

3.2.6 Hilfssatz

Seien m,n wie in Hilfssatz 3.2.4. Dann ist n < m.

Beweis:

Sei f € Muy1, dh. TP = 0. Sei ¢ = T™f, dann ist ¢ € My, und Ty = 0. Nach Hilfssatz 3.2.5 ist
¢ = 0, d.h. T™f = 0. Demnach ist f € Ay, also ist Mni11 C Np. N € Niwy1 wurde schon in Hilfssatz
3.2.4 gezeigt, d.h. es ist Ny = Ny

3.2.7 Hilfssatz
Sei m wie im Hilfssatz 3.2.4, sei m > 1. Dann ist Nyn—1 S N.
Bewelis:

Es ist Mmfli/\/lm. Sei f € My—1\Mmn,g = Tf. Dann ist g € M,,; nach Hilfssatz 3.2.5 gibt es ein
h € M,, mit g = Tf = Th, d.h. T(f — h) = 0. Setze ¢ := f — h. Wegen { ¢ M, ist ¢ # 0. Weil
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© € Mm_1, gibt es ein ¢ € B\{0} mit ¢ = T™~14). Insbesondere ist T™1) = Ty = 0, also ist 1) € N,
aber ¢ € Mu_1, da ¢ # 0 war.

Die Fredholmschen Sitze 3.1.6, 3.1.7 sagen aus: m = 0 <= n = 0. Die letzten beiden Hilfssétze
ergeben, daf} in allen Féllen n = m ist. Setze M := My, N := N, = N,,. Es gilt

M:ﬂMk und ./\[: UNk

k=0 k=0

M und N sind invariante Teilriume beziiglich T, d.h. T(M) C M, T(N) C N. Nach den Hilfssitzen
3.2.5, 3.2.6 hat man sogar

T(M) =M, T(N) = T(Nm) =MNua-1.

3.2.8 Satz (Rieszscher' Zerlegungssatz)

Es ist M NN = {0}. Jedes f € B liit sich auf genau eine Weise in der Form f = f; + f» mit
f; e N, f2 € M darstellen, d.h. es ist B=N & M.

Beweis:

Sei f € M N A. Dann gibt es ein ¢ mit f = T™y und es gilt T™f = 0. Also ist T?™p = 0, d.h.
@ € Noyy = M = N. Demnach ist schon f = T®¢p = 0. Wenn es die Zerlegung gibt, ist sie deshalb
eindeutig.

Sei f € B. Dann ist T™f € M. Wegen M = Moy, gibt es ein ¢ € B mit T™f = T?>™, also hat man
T (f —T™p) =0, d.h. f —T™p € N. Setze f; :=f — T™p, f3:= T™yp, dann hat man die gewiinschte
Zerlegung.

3.2.9 Bemerkung

Die Zahl n mit A, ;C,é./\/'n = Mu+1 heifit Rieszsche Zahl. Fiir n = 1 gilt B = N(T) ® R(T).
Sei nun B = H ein Hilbertraum, V hermitesch. Sei (I — V)?x = 0. Dann ist

0=(T-V)x,x)=(I-V)x,(I-V)x) = |I-V)x|?= I-V)x=0= N(I-V)?) =NI-V),

d.h. die Rieszsche Zahl ist 1. Im Fall B = H kann die Rieszsche Zahl als eine Art Maf fiir die
Abweichung von der Selbstadjungiertheit betrachtet werden.

Wiihrend im Fall eines kompakten hermiteschen Operators in 2.7 ein vollstiandiger Uberblick iiber die
Gesamtheit der Eigenwerte gewonnen wurde, ist dies bei einem kompakten Operator im Banachraum
schwierig. Einige Aussagen sind jedoch moglich:

3.2.10 Satz

Sei B ein Banachraum, V : B — B kompakt. Seien M, N die in 3.2.7 eingefiihrten Teilriume von B.
Dann gibt es zwei in B kompakte Operatoren S und R mit D(S) = D(R) = B, so daf} gilt:
1)Sf=Vf firfeN
2)Sf=0 fiir f € M
J)RE=0 firfeN
4) Rf = VI fiir f e M
Es ist S(B) ¢ N, R(B) ¢ M. Auflerdem ist V. = S + R und es gilt SR = RS = 0. Die Operatoren
S, R sind durch 1) bis 4) eindeutig bestimmt.

IFriedrich Riesz (1880-1956)
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Beweis:

1) Existenz von R und S:

Sei fir f € B, f = f; +f; die Zerlegung nach dem Rieszschen Zerlegungssatz 3.2.8. Setze
P:B— B, fr—1f;und Q:B — B, f — {3, dann sind P, Q lineare Operatoren. Wendet
man Hilfssatz 3.2.2 auf die Teilriume M und A an, so erhiilt man:

Es gibt eine positive Konstante ¢(M, ), so daB fiir alle f € B gilt:
£l =1 + 2]l > (M, N) - (1] + [IE21])-

Also ist ) .
Pfl| < — ||f fll < ———- |If
1PN < s 1 1001 < o e

d.h. es ist P, Q € L(B). Setze jetzt S = VP; R = VQ. Nach Hilfssatz 2.5.5 sind S und R
kompakt. Wegen I = P + Qist V=S + R.

2) Eindeutigkeit
Fiir f € Bist f =f; +f; mit f; € N/, f; € M eine eindeutige Zerlegung. Damit ist
St = Sf1 = Vf1 und Rf = Vfg
Also sind Sf, Rf vollsténdig bestimmt.

3) SR=RS=0:
Es ist Vx = Tx — x, d.h. man hat V(M) ¢ M, V(N) c N. Also ist Sf = Vf; € N,
Rf = Vf, € M. Fiir f € M ist aber Sf = Sfy = VPfy = 0, genauso fir f € N :
Rf = Rfjy = VQfy = 0. Wegen VP(B) C N folgt RS = 0, wegen VQ(B) C M ist SR =
0.
3.2.11 Satz

Seien R und S die in Satz 3.2.10 eingefiihrten Operatoren. Dann hat I — R einen in B erklérten
beschriankten inversen Operator und fiir k € N gilt:

N(a=v)<) =~ (a-9)),
R((I - V)k) - R((I - S)k).

Beweis:

Sei f € B mit (I — R)f = 0. Dann ist f = Rf = VI, wegen R(B) C M ist f € M. Aus f = Vf folgt
f—Vf=0, dh. Tf =0. Wegen Tf = 0,f € M, ist nach Hilfssatz 3.2.5 auch f = 0, da R kompakt ist
erhilt man daraus mit dem 1. Fredholmschen Satz 3.1.6 : I — R ist beschrinkt invertierbar.

Wegen RS=SR =0ist I-R)(I-S)=1-V = (I-S)(I—R). Deshalb gilt fiir k € N :

(I-V)k =T -R)XI-9)k

Mit (I — R) hat auch (I — R)* eine beschrinkte Inverse, némlich [(I — R)™!]*. Fiir x € B ist also
(I — V)¥x = 0 genau dann, wenn (I — S)¥x = 0. Demnach gilt

N((I - V)k) = N((I - S)k).

Sei nun g € R((I - V)k), d.h. es gibt ein f mit g = (I — V)*f = (I — S)k((I - R)kf). Also ist
g€ R((I - S)k).
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Sei umgekehrt g € R((I - S)k), d.h. es gibt ein f mit g = (I — S)¥f. Dann ist

also g € R((I - V)k). Man hat also

R((I - S)k) - R((I - V)k).

Bezeichnung: Fiir einen kompakten Operator V und A € C sei T)(V) =1— AV.

3.2.12 Satz
Sei V : B — B kompakt. Sei S der in Satz 3.2.10 eingefiihrte kompakte Operator in B. Dann hat
T (S) fir A # 1 eine in B erkldrte beschrinkte Inverse.

Beweis:
To(S) hat eine in B erklédrte beschriinkte Inverse. Sei also A # 0, A # 1. Sei Tx(S)f = 0 fiir ein f € B.
Dann ist 0 = f — ASf, d.h. Sf = %f. Damit gilt

1, A-1
1-S)f=f——f=2""f
(I-5S) 5 5

Nach Satz 3.2.11 hat man fiir alle k € IN :

N((I - S)k) = N((I - V)k).
Sei nun m die Rieszsche Zahl nach 3.2.9. Ist m = 0, so ist /' = {0}, also S = 0 und deshalb nichts zu
zeigen. Fiir m > 1 ist also A’ ((I - S)"‘) =N ((I - V)m). Deshalb gilt fiir f € A :

0=(I—V)™f=(I-9)™f.

Betrachte das oben eingefiihrte f: Ist f = f; + f5 eine Zerlegung nach Satz 3.2.8 mit f; € M, f € N,
so gilt nach 3.2.10: Sf = Sfs € N. Es ist 0 = f — ASf = f; + f5 — ASf,. 0 hat die nach 3.2.8 eindeutige
Zerlegung 0 = 0 + 0, f> — ASfy € N, also ist f{ = 0 und man hat die Gleichung f> — ASfs = 0 mit
fo € N. Wegen f; € NV ist aber

0= (I—S)mf, = <¥> b,

also ist f» = 0, d.h. f = 0. Nach dem ersten Fredholmschen Satz 3.1.6 folgt nun: T»(S)! ist in B
erkldrt und beschrankt.

3.2.13 Hilfssatz

Sei A : B — B ein beschrénkter Operator mit ||A || < 1. Dann wird durch die Neumannsche! Reihe

R:B — B, R= ). A" ein beschrinkter Operator gegeben. I — A hat eine beschriinkte Inverse und
n=0
es gilt:
R=(I-A)".

1John von Neumann (1903-1957)
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Beweis:

)

R ist wohldefiniert:

k
Setze Ry := Y A". Fir k,m € N,m > k gilt:

n=0

[[Rm — Ric || =

n=k

<D NAMI =D Al
n=k n=k

o0
Wegen ||A]| < 1ist > || A|™ konvergent (geometrische Reihe). Also ist die Folge (Rk)ken

n=0
eine Cauchy-Folge im Raum L(B, B). Dieser Raum ist nach Satz B.2.11 vollstéindig, d.h. die
Cauchy-Folge konvergiert. Also ist R wohldefiniert.

R=(I-A)""':
Der Beweis verlduft wie bei der geometrischen Reihe:
Es ist
k k
Ri(T—A) =) A" =) AMF =T AFH

n=0 n=0
und

k k k

I-ARe=I-4)) A"=D A" =D A =T AL
n=0 n=0 n=0

Wegen ||A]] < 1ist klim ||Ak]| = klim ||A]|* = 0, also ist auch klim Ak =0in L(B, B). Deshalb
— 00 — 00 —00
ist RI—A) = klim Rck(I—A)=Tund I-A)R (I—A)Rx =1 Also ist I — A beschriinkt
—00
invertierbar und es gilt R = (I— A)~".

= lim
k—o0

3.2.14 Hilfssatz

Sei V : B — B kompakt. Dann gibt es ein € > 0 derart, da§ T(V) = I — AV fiir alle A € C mit
0 < |A—1| < ¢ eine in B erklirte beschrinkte Inverse hat.

Beweis:
Es werden zwei verschiedene Beweise gegeben:

1)

Esist (I—AV) = (I—AR)(I—AS). Nach Satz 3.2.11 hat T — R eine beschréinkte Inverse. Es gibt
also ein b > 0, so da8 fiir alle f € B gilt:

I(T=R)~f| < b-[If]] -

1
Folglich gilt fiir b := = :
1 (T=R)F[| > b- |If]] -

Wihlt man nun ein e mit 0 < e < so gilt fiir alle A mit [A— 1| <e:

b
2[R’
[(T=AR)f|| = [[(I-R)f+(1—NREf||>[|(I-R)f|| —|1-A|-[RE]| >

v

b
b [[E]] —e- [IRI- [N > 5~ 1]

Also ist fiir f # 0 auch (I — AR)f # 0, d.h. die Gleichung (I — AR) = 0 hat nur die Losung f =
0. R ist kompakt, also auch AR. Nach dem 1. Fredholmschen Satz 3.1.6 ist dann (I — AR) in B
beschrénkt invertierbar.

Nach Satz 3.2.12 ist auch T — AS beschriinkt invertierbar fiir A # 1, also existiert
IT—=AV) P =(T-XS)'-(I-AR) .
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2) Eine andere Moglichkeit, die Invertierbarkeit von (I—AR) zu zeigen, liefert Hilfssatz 3.2.13: I—-R
hat nach Satz 3.2.11 eine in B erklirte beschréinkte Inverse (I — R)™!. Setze fiir

X—1]-]|@-R)~"||<1:

RO = Y1 G- a-R)~]

n=0

Nach Hilfssatz 3.2.13 ist R(A) wohldefiniert und es gilt

~ —1 ~ -1
RN = (I-R)L- (1 +(h-1)I- R)*l) - KI —O-1)I- R)*l)(I - R)] -
- [I—R+(X—1)I]71 —(GI-R) =2 <I— iR>_1
A A
Setzt man jetzt A := i, so hat also I — AR eine Inverse fiir |l -1 < % Sei zur
A A I (T=R)~H|

Abkiirzung a == ||(I—R)~'|| . Fiir [A— 1| = < List 0 < X < 2, also gilt

=
=—1] <
A

Y

A—1
| |<2+23

=A-1]<

24+ 2a 2+ 2a’

Insgesamt folgt: I — AR hat eine in B erkliirte beschriinkte Inverse fiir [\ — 1| <
Der Rest folgt wie in 1).

1
24+2[(I-R)~ "I

3.2.15 Satz

Sei V : B — B kompakt. Zu jedem Eigenwert A # 0 gibt es eine Kreisscheibe {z|]|z—- /):| < 4},
0 > 0, derart, daf in dieser Kreisscheibe kein weiterer Eigenwert von V liegt. Insbesondere haben die
Eigenwerte von V keinen Hiufungspunkt # 0.

Beweis: Sei A ein Eigenwert von V,//\\ # 0. Sei V= %V. Dann ist V kompakt. Nach Hilfssatz 3.2.14

~

hat T»(V) in einer punktierten Kreisscheibe {A | 0 < |A —1]| < €}, € > 0, eine beschrinkte Inverse
TA(V)™t:B — B. Also hat Vin 0 < |\ — 1| < ¢ keinen Eigenwert, d.h. V hat keinen Eigenwert in
0<|z—=Al<e]|A|.

3.2.16 Definition (Resolventenmenge, Spektrum)

Sei V: B — B ein beschréinkter Operator. Fiir A € € schreibe A —V:=X-1-V.
R(V) := {A € C\{0} | A — V hat beschrénkte, in B erklirte Inverse},

S(V) := C\R(V).

R(V) heifit Resolventenmenge von V, S(V) Spektrum von V.

3.2.17 Bemerkungen

1) Ist V : B — B ein kompakter Operator, so gilt nach Satz 3.2.15: Ist = S(V),X 0, so ist
A—Vin 0 < |z — A| < € beschriinkt invertierbar, d.h. es ist {0 < |z — A| < e} C R(V). A ist
also ein isolierter Punkt von S(V), 0 ist der einzig mogliche Hiufungspunkt von S(V).

2) Sei V : B —s B beschriinkt, A € S(V). Dann gilt:

a) Ist dim N(A — V) > 1, so ist A Eigenwert

b) Ist dim/\/’(x — V) =0, so existiert (X — V)~! zwar als lineare Abbildung, ist aber kein
tiberall erklarter beschrinkter linearer Operator.
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Ist V zusétzlich kompakt, so kann b) nicht eintreten, denn nach dem 1. Fredholmschen Satz
3.1.6 folgt aus N(A — V) = NV (I - %V) = 0: A — V ist beschréinkt invertierbar. Fiir kompakte

Operatoren gilt also: A € S(V), X # 0 => X Eigenwert.

3.2.18 Beispiel

Betrachte folgendes Sturm-Liouville-Problem: p = 1,q = 0,a = 0,b = 7,c2 = dy = 0. Dies fiihrt auf
D(L) = {u | u € C*([a, b], €), u(0) = u(r) = 0}, Lu = "

)

A = 0 ist kein Eigenwert:

Lu = 0, d.h. —u” = 0 hat als Losung u(x) = Ax + B, mit Konstanten A,B. u(0) =0 = B =
O;u(r) = Ar = 0= A = 0. Also ist A = 0 kein Eigenwert.

Bestimmung der Eigenwerte A € R, A > 0 :

Ist A Eigenwert, so gilt fiir jede Eigenfunktion: u”’ +Au = 0. Fiir diese Differentialgleichung bilden
bekanntlich die Funktionen cos v/Ax und sin v/Ax ein Fundamentalsystem, d.h. jede Eigenfunktion
148t sich in der Form u(x) = A cos v/Ax + Bsin v/Ax darstellen. Aus u(0) = 0 erhiilt man A = 0,
also u(x) = Bsin v Ax. Wegen u # 0 ist B # 0, also ergibt die Bedingung u(z7) =0: VA =k € Z .
Also sind alle Zahlen A = k2, k € N\{0} Eigenwerte, die zugehorigen Eigenfunktionen sind
ug (x) = sin kx.

Das sind alle Eigenwerte von L:

Nach Hilfssatz 2.4.11 sind die Eigenwerte von L reell. Sei nun A < 0. Sei u eine Lisung von
u” + Au = 0. Die Gleichung x? + X = 0 hat die Lésungen x; 5 = =v/—X (=X > 0!). Also bilden
die Funktionen e¥=** ¢=V=Ax ¢in Losungsfundamentalsystem, d.h. es gibt Konstanten A und

B, so dafl
u(x) = AeV M 4 Be VX,

Aus u(0) = 0 erhiéilt man 0 = A 4+ B, d.h. B =—-A. Dann ist

0=u(m) = AeVA — Ae™VAT — A (e‘/_iMr - e_‘/j“).

Da die Exponentialfunktion streng monoton wichst und v/ —Ar > —/—Am, gilt fiir alle A < 0:
eV=AT _e=V=AT 5 0. Also folgt A = B = 0, d.h. u = 0, also ist u keine Eigenfunktion. L hat
demnach keine weiteren Eigenwerte.

3.3 Der Satz von Hahn-Banach

Sei A ein normierter Vektorraum iiber C oder R. Wir betrachten stetige lineare Abbildungen f :
N — C(R), d.h. fiir x € N gilt [f(x)] < c- ||x]] . Wie bestimmt man stetige lineare Funktionale?
Ist A ein Hilbertraum, so bekommt man sie mit dem Satz von Riesz-Fréchet 1.3.4. Im allgemeinen
Fall dagegen ist diese Frage nicht leicht zu beantworten. Hier nur ein Beispiel.

3.3.1 Satz

Sei @ C R" offen und beschriinkt. Sei N' = B = LP(Q), p > 1, p # oo. Zu jedem stetigen linearen
Funktional L : B — C gibt es genau ein g € LY(Q), wobei ¢ + & = 1, mit L(f) = [ g(x)f(x) dx.
Q

Fiir p = 1 heifit dies: g € L>®(Q).
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Beweis:

Gezeigt wird nur p = 1:

Fiir f € L'(Q) gelte |L(f)| < c- [ |f(x)| dx.
Q

Behauptung: Es gibt ein g € L>(Q), so daf§
L) = [ 50910 dx und [lglheo<c.
Q

Beweis:
Da 2 beschrénkt ist, ist L%(Q2) C L*(Q2) nach Satz A.4.13. Durch Einschriinkung erhilt man also ein
stetiges lineares Funktional L auf L2(Q) mit

L) < c-/|f(x>|dxzc-/m(x)-f(xndxs
Q Q

A5 N
< e lxalliz@) - 1l = ¢ [QZ - [[flLz@) -

Da L?(Q2) ein Hilbertraum ist, kann man den Satz von Riesz-Fréchet 1.3.4 anwenden und erhilt: Es
gibt genau ein g € L%(), so daf fiir alle f € L2(Q2) gilt:

L(f) = /gf dx.

Q

Da ||L]| < cin LY(Q), gilt fiir f € L2(Q) :

/gfdx Sc-/|f| dx.
Q Q

O.E. sei ¢ = 1, sonst betrachte das Funktional % - L. Setze

lg(x)]
0 ::{ 5L falls | g(x)] > 1
0 sonst,.

Sei E := {x € Q| |g(x)| > 1}. E ist meBbar, also ist f mefibar. Da |f(x) | auf Q beschrinkt ist, ist
f € L%(Q). Dieses f in obige Gleichung eingesetzt ergibt:

[ 161 ax< [1axe= [(lgtol -1ax <o,
E E

E

fiir x € E ist aber |g(x)| —1 > 0 nach Definition von E, folglich ist xg(x) - (|g(x)| —1) = 0 fast iiberall
in . Also hat man xg(x) = 0 fast tiberall, d.h. |E| = 0. Demnach folgt | g(x)| < 1 fast tiberall in €,
d.h. g € L®(Q) mit ||g||r=() < 1. Dann folgt: L(f) = [ gf dx fiir f € L'().

Q

3.3.2 Satz (Hahn'-Banach?)

Sei N ein komplexer (reeller) normierter Vektorraum. N sei separabel. Sei M ein Teilraum von

N,f: M — C(R) linear. Sei ||f||pm =  sup [f(x)| < co.Dann gibt es ein in A erklirtes lineares
xEM,||x]| =1
Funktional F : N' — C(R) mit F(x) = f(x) fiirx € M und |F|[x = | ||m -

'Hans Hahn (1879-1934)
2Stefan Banach (1892-1945)
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Beweis:

)

N ist ein Vektorraum iiber R. Fortsetzung auf Teilraum M :

O.E. sei [|f[[xp =1. Seiy € N und M der Kleinste Teilraum, der M und y enthilt. Ist y € M,
so ist M = M. Sei y ¢ M. Fir z € M gibt es dann genau eine Darstellung z = x + ty mit
x € N,t € R : Die Existenz der Darstellung ist klar, Eindeutigkeit:

Ist z = x' +ty = x"+t'"y, s0oist X' —x" +y(t' —t') = 0, wegen y ¢ M folgt t' = t"
und daraus dann x' = x”. Nun soll f auf M fortgesetzt werden, so daf fiir alle z € M gilt:

|F(z)| < ||z|| . Fiir eine solche Fortsetzung gilt F(z) = F(x + ty) = F(x) + tF(y) = f(x) + tF(y).
Sind z' =x' +t'y,z" =x" +t"y, so gilt fiir o', 0" € R :

d'F(Z') +d"F(z") = f(a'x' + a"X") + (a't' + a"'t")F(y) = F(a'z' + a"'72").

Durch Festlegung von F(y) wird also mit F(z) = f(x) + tF(y) eine lineare Fortsetzung von f auf
M definiert. F(y) muf} so bestimmt werden, da§ |F(z)| < ||z|| fiir z € M, also:

VteR,¥Yxe M : [f(x) +tF(y)| < |lx+ty]|
— Vt#£0,VxeM ‘f(%)—pF(y)‘ < H%erH
SvVxeM ¢ I +FE)] < lx+yl
S VxeM i —[xtyl <) +FG) < x4yl
EvxeM : —Hx)- [x+yll < F(y) < llx+yll —£)
s VxEM ¢ —f(—x)— [|-x+ Il F(G) < [l-x+y] —f(-x)

e vxeM ) |y x| < F(y) < Iy — x| +£(2).
Fiir x;,xy € M ist
f(x1) - flx2) = f(x1 —x2) < [[x1 =% =1 —y) = (e =y < ly —xa [l + [y — x2 I,
also gilt
fx1)= lly = x1 |l < f(x2)+ [ly —x2|| -

Setzt man nun

c¢1 = sup (f(x)— [ly —x||) und c> = inf (f(x)+ ||y —x[]),
xEM xeM

so sind nach der eben abgeleiteten Ungleichung c;,c, endliche Groflen mit ¢; < ¢;. Wéhlt man
nun F(y) so, dal ¢; < F(y) < cq, so ist durch F(z) = f(x) + tF(y),z = x + ty € M, eine lineare
Fortsetzung von f auf M gegeben. Wegen

fx)— lly = x|l <F(y) < [ly — x| +{(x) <= [f(x) + tF(y)| < [Ix + ty||
gilt fiir z € M : |F(2)| < ||z]| .

Fortsetzung auf ganz N, N reeller Vektorraum:

N ist separabel. Sei {y1,ys, ...} dicht in . Sei My = M, My =< M,y1,y32,...,ykx > . Dann gilt
Mo C My C M2 C ... Nach 1) wird f zu einem auf M erkliirten linearen Funktional erweitert,

wobei die Norm der Fortsetzung gleich der von f ist. Sei R = U M. Durch die Konstruktion

in 1) erhilt man ein lineares Funktional F : R — R mit ||F ||R < 1, das f fortsetzt. R ist dicht
in V. Sei z € NV, seien zx € R mit khm 7k = 7. Dann ist |F(z,) — F(Zm)| < ||Zn = Zm || - Setze
— 00

F(z) = klim F(zx). Wie man leicht sieht, ist diese Fortsetzung unabhéngig von der Auswahl der
—00
Folge (7x)ken- F ist linear und es gilt fiir z € N : |[F(z)| < ||7z]] -
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3) N ist komplexer Vektorraum:

f1 () + iy (x), fi(x) =

Dieser Fall soll auf den reellen Fall zuriickgefiihrt werden. Sei f(x
< |, k = 1,2. Seien nun

Ref(x),f2(x) = Imf(x). Wegen | f(x) | < || x || ist auch | fi(x)
a,f € R,x,y € M. Dann ist

af(x) + pf(y)

)
|

| x

flax + By) =
= a(fi®) +ikx) +8(R ) +iby) =

= (afi() + B11(1) +i(ak () + Bia(y)) =
= fi(ax+ By) +ifz(ax + By).

Also ist fiir k = 1,2 : fiy(ax + By) = afi(x) + Bfk(y), d.h. die fx sind R-linear. N ist als
Punktmenge zugleich Vektorraum {iber R, als solcher werde er mit Agr bezeichnet. Genauso ist
M als Punktmenge ein Vektorraum iiber R, der mit Mg bezeichnet wird. Mg ist Teilraum von
Nr. Wie oben gezeigt wurde, sind die fi lineare Funktionale fi : Mg — R mit [|fy ||mg < 1.

Da f ein komplexes Funktional ist, gilt fiir x € M : f(ix) = f; (ix) + if> (ix) einerseits und if(x) =
i(fy (x) +ifz(x)) = ify (x) —f2(x) andererseits. Wegen der Linearitit von f ist aber f(ix) = if(x), also
gilt fiir x € M : f(x) = —f; (ix), d.h. es ist f(x) = f; (x) — ify (ix). Fiir jede komplexe Erweiterung
F von f gilt natiirlich ebenfalls F(x) = F;(x) — iF;(x), wobei F; (x) = ReF(x). Nach 2) kann f;
von My, auf Vg fortgesetzt werden. Die Fortsetzung sei mit F; bezeichnet. Es gilt ||Fq || < 1.
Nun sei F in AV iiber F(x) = Fy(x) — iFy (ix) definiert. Linearitit von F iiber C:

Flx+y) = Fi(x+y) —iFi(i(x+y)) =
= Fi(x) +Fi(y) —i(Fi(ix) + Fu(iy)) =
= Fi(x) —iF1(ix) + F1(y) —iFi(iy) =
= F(x)+F(y).
Seia e R :
F(ax) = Fi(ax) — iF; (aix) = aF; (x) — iaF; (ix) = aF(x).
Auflerdem:

F(ix) = Fy (ix) — iFy (—x) = Fy (ix) + iF (x) = iF(x).
Also gilt fiir alle v € C : F(yx) = vF(x). Alles zusammen ergibt: Fiir x,y € N, c,d € C ist
F(cx + dy) = cF(x) + dF(y),

d.h. F ist linear.
Bleibt zu zeigen: || F||» < 1. Sei x € NV. Schreibe F(x) = re'* mit r > 0,0 < t < 27. Dann ist

|F(x)| =1 = e 'F(x) = Fe7i*%x) = Fy (e7'*x) — iF; (ie7i*x) = F; (e 71*x),
denn |F(x)| ist reell. Also ist
[F(x)| = [Fi(e ") | < [le™"x|| = [Ix],

das ist die Behauptung.

3.3.3 Bemerkung

Ist man bereit, im Beweis des Satzes von Hahn-Banach das Zornsche' Lemma zu investieren, so kann
auf die Voraussetzung ,, N sei separabel“ verzichtet werden.

IMax August Zorn (1906-1993)
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3.3.4 Satz (Momentenproblem in L'(Q2))

Sei {fi,f2,...} ein Funktionensystem in L!(Q),(cy)nen eine Zahlenfolge in C. Es gibt genau dann
ein g € L>*(Q) so, daB fiir alle k € N : [gfidx = c, wenn es ein M > 0 gibt, so daB fiir alle
Q

neN, u,...,pun € C gilt:

dx.

n
E Mk Ck
k=1

SM-/

Q

Z ticfic
k=1

Das Problem, zu {fi,fs,...} C L'(©2) und (cn)nen C C ein g € L°(Q) zu finden, daB [ gfi dx = ck,
Q

heift allgemeines Momentenproblem in L ().

Beweis:

»= “ Sei g € L*>°(Q) eine Losung des Momentenproblems. Setze M := || g ||, (q), dann ist

n
E Mk Ck
k=1

- Z,uk/gfkdx - /gzukfkdx <
k=1 Q Q k=1
/ gy huci > mui
o k=1 k=1

M/ Zukfk
5 =t

Ad5
dx < |lgllLe(o) -

IN

L'(@)

dx.

b= Sei f = 3 pufy, My = < fr,..,f, > CLY(Q). L: J My, — C,f — 3 uxck definiert ein
k=1 k=1

n=1

beschrinktes lineares Funktional:

1)

L ist wohldefiniert:
Sei f= Y ufx = > pifx. Dann gilt
k=1 k=1

und daher > prcx = > pck-
k=1 k=1

L ist beschrinkt:
Mk Ck
|Lf| k;
e = s <M = ||L| <M.
1
L (Q) f Z /j,kfk dX
Q lk=1

Nun kann man den Satz von Hahn-Banach 3.3.2 anwenden: L!() ist ein normierter Vek-
o0
torraum iiber C, M = |J M, ein Teilraum von L!(2). L!(Q) ist separabel, L : M — C

n=1
ein lineares beschrénktes Funktional. Nach dem Satz von Hahn-Banach gibt es eine stetige
Fortsetzung L von L auf ganz L'(Q). Es ist also L : L}(2) — C ein beschriinktes lineares

Funktional mit ¢y = Lfy. Nach Satz 3.3.1 gibt es ein g € L>°(Q) mit Lf = [ gf dx. Also ist
Q

cx = [ gfi dx, d.h. g 16st das Momentenproblem.
Q
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3.3.5 Definition

Das System {fi,fs, ...} von Funktionen f, € L'(Q),k € IN heifit vollstéindig in L*(2), wenn die Menge
der endlichen Linearkombinationen dicht in L () ist.

3.3.6 Satz

Sei @ C R" offen und beschriinkt. {f;,fs,...} ist genau dann vollstindig in L!(Q), wenn das Glei-
chungssystem [ pfi dx = 0,k = 1,2, ... in L®(Q2) nur die Losung ¢ = 0 besitzt.
Q

Bewelis:

“
»” :>

Sei ¢ € L*(Q),¢ # 0 eine Losung des Gleichungssystems [¢fidx = 0,k € IN. Dann ist
Q

14
To o

1 _
Q 4 L2(Q)Q

¢ € L?(Q) und ||¢]|r2(q) > 0. Setzt man f = , so ist f € L}(Q) und

Damit erhilt man:

1 = /gpfdx—/chgofkdx: /gp (f—chfk> dx <
Q Q k=1 Q k=1
n 5 n
2 (f — Z Ckfk> f— Z Ckfk
k=1 k=1

A,
< / dx < [lelli=(o) -
Also gilt fiir allen € N, ¢y, ...,c, € C:

Q L1(Q)

1

0<——<
Il o ||L°°(Q)

f— i Ckfk
k=1

Die Menge der endlichen Linearkombinationen der fi,fs, ... liegt also nicht dicht in L!(Q), d.h.
{f1,f2, ...} ist nicht vollstindig.

L1(Q)

Sei {f1,fs,...} nicht vollstindig. Dann gibt es ein a > 0 und ein fy € L'(Q), so daf fiir alle
n € N,cy,....,c, € C gilt:

(%)

>a>0.
LY(Q)

f() — Z Ckfk
k=1

Betrachte nun das Momentenproblem

/gofodle, /gofkdx:(), ke N.
Q Q

Ist ¢ € L>®°(Q) eine Losung des Momentenproblems, so ist wegen der ersten Gleichung ¢ # 0.
Es muf} also gezeigt werden, dafl dieses Momentenproblem eine Losung besitzt. Dazu wird Satz
3.3.4 verwendet;:

n
/j,of() + Z /J,kfk dX, denn fiir Mo = 0 ist
k=1

diese Gleichung trivialerweise erfiillt und fiir po # 0 hat man dquivalent:

1§M/ f0+2“—kfk
i1 Ho
2 -

Setze M := L. Dann gilt fiir pio, ..., i € C : [po| <M [
Q

dx.
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Setzt man nun ¢y := —&, so ist schliefflich
Ho

f() — Z Ckfk

k=1

L1(Q)

und das ist Gleichung (*).

Also besitzt das Momentenproblem eine Losung, d.h. es gibt ein ¢ € L*(Q),p # 0 mit
Jfidx=0,k=1,2,...
Q
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Kapitel 4

Unbeschrinkte Operatoren im
Hilbertraum

Warum untersucht man unbeschriankte Operatoren? Die bei wichtigen Problemen wie dem Dirichlet-
Problem auftauchenden Operatoren werden unbeschrinkt, wenn das Grundgebiet unbeschriankt ist.
Die in den bisherigen Kapiteln entwickelte Theorie ist nicht anwendbar, man braucht eine ganz neue
Idee: Spektralscharen. Diese erweisen sich auch als niitzlich, um Funktionen selbstadjungierter Opera-
toren zu definieren: Wenn A ein Operator ist, was soll VA, e, ... sein? Damit wird es dann méglich,
partielle Differentialgleichungen zu 16sen.

4.1 Abgeschlossene Operatoren

4.1.1 Definition (abgeschlossen)

Sei T ein linearer Operator in H mit Definitionsbereich D(T). T heifit abgeschlossen genau dann,
wenn gilt: Ist (fy)nen eine Folge in D(T) mit lim f, =f in H und lim Tf, = g, so folgt f € D(T)

n—oo n—oo
und Tf = g. B B
Nach Satz 1.4.7 sind beschrénkte Operatoren T in H mit D(T) = H abgeschlossen.

Bezeichnungen: Sei T ein linearer Operator in 7 mit Definitionsbereich D(T), T € L(*,H). Dann
setzt man D(T+T) = D(T) und (T + T)u = Tu + Tu fiir u € D(T). Wenn T = ¢-1, ¢ € C, so schreibt
man

(T + T)u = Tu + clu = (T + c)u.

4.1.2 Definition (Fortsetzung)

Seien Ty : D(T1) — H, Ty : D(T3) — H lineare Operatoren. Sei D(T1) C D(T3), Tix = Tax fiir
x € D(T,). Dann heifit Ty Fortsetzung von T;, man schreibt Ty C Ts.

4.1.3 Definition (abschlief3bar)

Sei T : D(T) — H ein linearer Operator. T heifit abschlieBbar genau dann, wenn folgende Implikation
gilt: Ist (fy)nen C D(T), li)m fn = 0, (Tfy)nen Cauchy- Folge, so folgt: li_)m Tf, = 0.
n [ee] n [ee]
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4.1.4 Satz

Sei Ty : D(T1) — H ein linearer Operator. T; hat eine abgeschlossene Fortsetzung genau dann,
wenn T; abschlie8bar ist.

Wenn T, abschlie3bar ist, dann gibt es eine kleinste abgeschlossene Fortsetzung T, von Ty, d.h. T,
hat die folgenden Eigenschaften:

1) T, ist Fortsetzung von Ty,

2) Jede abgeschlossene Fortsetzung T» von T; ist eine Fortsetzung von T;.

T, heiit AbschlieBung von T;.

Bewelis:

»= “ Sei (fo)nen C D(Ty), le fn = 0, (T1fn)nen eine Cauchy-Folge, d.h. es gibt ein g € H mit

lim Tyf, = g. Sei Ts eine abgeschlossene Fortsetzung von T;. Dann gilt auch lim Tsof, = g.
n— oo n—oo

Da T, abgeschlossen ist und nli)n;o fn = 0 gilt, folgt g = 0.
»,< “ Sei T; abschliefSbar. Setze
D(T)) = {F € H | Ifuhnen € D(T1) ¢ lim £y = Fund || T3 (5, — ) |25 0).
D(T,) ist ein linearer Teilraum von . Setze jetzt T1f := nler;o T f, fiir f € D(T,).

1) T, ist wohldefiniert:
Sei (f,)nen C D(T1) mit lim £, = £, Ty (f, - },) "= 0. Setze hy, = f, — f, dann ist
n—oo
lim h, = 0 und || Ty (h, — hy) || 22" 0. Weil T abschlieBbar ist, folgt lim Tih, = 0,
n—oo _ n—oo
also ist T; wohldefiniert.
2) Linearitit von Tyf : ist klar.
3) T, ist abgeschlossen:
Sei (fo)nen C D(Ty), l'l)m f, =1, li)m Tif, = g. Zuf, gibt es f, € D(Ty) mit ||f, — ;|| < L
n—oo n—oo
und || Tify — Tif] || < 1, daher folgt lim f = f, lim Tif) = g. Also ist f € D(T;) und
_ n—oo n—oo
n—oo
Direkt aus der Definition des abgeschlossenen Operators folgt: Ist Ts irgendeine abgeschlossene Fort-
setzung von Ty, so ist D(T2) D D(T;) und T:f = Tof fiir f € D(Ty).

Bemerkungen:
1) Ist T € L(H,#H) und lim f, =f, so gilt lim Tf, = Tf.
n—o0o n—oo
2) Ist T : D(T) — H abgeschlosssen, so ist fiir (fy)nen € D(T), lim f, = f, lim Tf, = g :
n—o0 n—o0

Tf = g. Bei abgeschlossenen Operatoren ist also der Limes mit T vertauschbar. Die meisten
Differentialoperatoren sind abschlie3bar.

4.1.5 Beispiel fiir einen nicht abschlieBbaren Operator

Sei #H = L?((—-1,1)),D(T) = C°([—1,1]). Setze fiir f € D(T),x € [-1,1] : (Tf)(x) = £f(0). Dann ist T
nicht abschliebar: Betrachte z.B. die Folge (fn)nen C D(T), wobei:

0, -1<x< -1
£a(x) = nx + 1, —%SXSO
n —nx+1, 0<x<1i

0, 1<x<1.
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I 1 ]
-1 - . i
Dann ist fiir alle n € N : f,(0) = 1 und daher || Tfy [|r2((—1,1))= V2, aber

1 % 1 % 1
1 2 2 1
o lluer9= (/|fn<x>|2 dx) < (/|fn<x>| dx) ~(3:21) =+
—1 —1

also lim_|[f[|L2((—1,1))= 0-

4.1.6 Definition

Sei T : D(T) — H ein linearer Operator in H. Sei D(T) dicht in H. D(T*) sei die Menge aller g € H
derart, daf} es ein g* € H gibt mit (Tf,g) = (f,g*) fiir alle f € D(T).

4.1.7 Satz

Sei T : D(T) — H ein linearer Operator, D(T) dicht in H. Ist g € D(T*), so ist das zugehorige g*
mit (Tf,g) = (f,g*) fiir alle f € D(T) eindeutig bestimmt.
Durch T* : D(T*) — H, T*g := g* wird ein linearer, abgeschlossener Operator gegeben.

Beweis:

Seien g*,g* zwei Elemente mit (Tf,g) = (f,g*) = (f,g*) fir alle f € D(T). Dann ist (f,g* —g*) =0
fiir alle f € D(T) und weil D(T) dicht in H ist, folgt g* = g*. Also ist T* wohldefiniert. Die Linearitt
von T* ist klar. Sei jetzt (gn)nen eine Folge in D(T*) mit lim g, = g und lim T*g, = h. Dann gilt

n—o0 n—o0
fir alle f € H : (Tf,gn) = (f,T*gn). Wegen lim (Tf,g,) = (Tf,g) und lim (f,T*g,) = (f,h) folgt
n—oo n—o0
(Tf,g) = (f,h) fiir alle f € H, also ist g € D(T*) und es gilt T*g = h.

4.1.8 Beispiele

1) Gewdhnliche Differentialoperatoren
Sei H = L%((a,b)),D(T) = C§((a,b)) fiir ein N € N. Sei p, € C¥((a,b)),1 < k < N. Fiir

N
f € D(T) definiere (Tf)(x) = 3 pr(x)f® (x). Weil C3°((a,b)) dicht in L2((a,b)) ist (Satz
k=0

A.5.7), ist auch D(T) dicht in L?((a,b)) und T ist linear. Seien nun f,g € D(T). Dann erhilt
man durch partielle Integration unter Beachtung von f®)(a) = f((b) =0 :

bN b N
() = [ Ym0 B dx = [ 160 3 (1) e dx = (£,T°g)
k=0 o k=0
Also ist D(T) C D(T*) und es gilt T*g = % (=1)%(prg) ™.
k=0
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2) Partielle Differentialoperatoren

Sei @ C R" offen und beschriinkt, sei # = L%(Q2),m € N. Fiir jeden Multiindex o aus N™ mit
|| < 2m seien Funktionen A, € Cl*/(Q) gegeben. Sei D(T) = C2™(Q), dann ist D(T) wieder
dicht in L2(Q). Fiir f € D(T) definiere Tf(x) = . A, (x)D%f(x). Mit dem Satz von Gauf}

laf <2m
erhélt man (wegen DPf |po= 0 fiir |3| < 2m) fiir g € D(T) :

(Tf,g) = /( > AL (x)D(x ) dx_/f (-1)l*IDa (A, g) (x) dx.

lal <2m

Also ist D(T) € D(T*) und T*g= Y. (-1)l*ID*(A,g).

laf <2m

4.1.9 Satz

Sei T : D(T) — H linear. Seien D(T) und D(T*) dicht in H. Dann ist T abschlieBbar und es gilt
T*=T

Beweis:

1) T ist abschlieBbar:
Sei (fo)nen C D(T) eine Folge mit lim f, =0, lim Tf, = g. Sei h € D(T*) beliebig. Dann ist

(g,h) = lim (Tf,,h) = hm (fn,T h) =0.

n—oo

Da D(T*) dicht in H ist, folgt g = 0. Also ist T abschliefibar.

*

2) T*=T" :

a) D(T") c D(T*) :
Sei g € D(T"). Dann gilt fiir f € D(T) : (Tf,g) = (£, T ) Also gilt insbesondere fur
f € D(T) : (Tf,g) = (£, T g). Folglich ist g € D(T*), d.h. D(T") C D(T*) und T*g =T g.
b) D(T*) c D(T") :
Sei g € D(T*). Dann gilt fiir f € D(T) : (Tf,g) = (f,T*g). Ist nun f € D(T), so gibt es eine
Folge (fu)nen C D(T) mit hm f, = f und lim Tf, = Tf. Also ist (Tf,g) = (f,T*g), d.h.

n—oo

es ist g € D(T), also D(T* ) C D(T ), und man erhilt wieder T g = T*g.

4.2 Der Graph eines linearen Operators

4.2.1 Bemerkung

Die Menge HxH = {(f,g) | f,g € H} kann zu einem Hilbertraum gemacht werden durch die folgenden
Definitionen:

1) a(f,g) + B(h,k) := (af + Bh, ag + pk) fiir o, 5 € C.
2) ((f,g), (h,k)) := (f,h)y + (g,k)%, dabei sind (f,h)4, (g,k)3 die Skalarprodukte in #.
1)l == (IEN3, + lIgllF) 2

4.2.2 Definition (Graph)

Sei T : D(T) — H ein linearer Operator. Die Menge G(T) = {(f, Tf) | f € D(T)} C H x H ist ein
linearer Teilraum von H X H und heifit der Graph von T.

Sind T,T, lineare Operatoren und ist Ty eine Fortsetzung von Tj, so ist dies dquivalent zu
G(Ty) C G(Ts). In diesem Fall schreibt man Ty C Ts.
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4.2.3 Hilfssatz

T ist abgeschlosssen genau dann, wenn G(T) abgeschlossener Teilraum von H x H ist.

Beweis:

»= < Sei T abgeschlossen, es gelte nliﬁrr;o(fn,Tfn) = (f,g) in H x H. Dann ist nler;o f, =1, HILIEO Tfhh =g
in H. Mit der Abgeschlossenheit von T folgt: f € D(T) und g = Tf.

»<= “ Sei G(T) abgeschlossen. Sei ((fy, Tf,))nen eine Folge in G(T) mit nliﬁrr;o(fn,Tfn) = (f,g). Dann

ist (f,g) € G(T), d.h. es gibt ein h € D(T) mit (f,g) = (h, Th). Ist also (f)nexn C D(T) eine
Folge mit lim f, =f, lim Tf, =g, soist f = h, g = Th, d.h. T ist abgeschlossen.
n—oo n—o0

Wir fiithren einen Operator U € L(H x H,H x H) ein. U wird definiert durch U : (f,g) — (—g,f). Es
ist U2 = —Tin H x H.
4.2.4 Hilfssatz
Sei T : D(T) — H ein abgeschlossener Operator, D(T) dicht in H. Dann ist
G(T)" = U(G(T),
(UGM))* = G(T).
Beweis:

1) Sei (¢,9) € G(T)*. Dann gilt fiir f € D(T) :
0= (€10, (p0)), = Eon+ (TEV)n.

Also hat man fiir alle f € D(T) : (Tf, )5 = (f, —¢)n, d.h. ¢ € D(T*) und T*1) = —¢. Also ist
(p, 1) € U(G(T*)). Ist umgekehrt (—T*4, 1) € U(G(T*)), dann folgt fiir alle f € D(T) :

(€0, (-T'ww)) = =T W+ (T ) = —(E T W+ (T )w = O,
also ist (—=T*¢,¢) € G(T)* in H x H.

2) (p,9) € U(G(T))~

> Fiir alle f € D(T) gilt: 0 = ((_Tf,f), (¢,¢))ny = —(Tf, )3 + (£, )%

<= Fiir alle f € D(T) gilt: (Tf, )% = (f,9)x
= ¢ eD(T), =T
= (p, ) € G(T™).

4.2.5 Hilfssatz
Sei T : D(T) — H linear, sei T abschliefbar. Dann ist G(T) = G(T).

Bewelis:

,C “ T ist abgeschlossen und es gilt G(T) C G(T). Nach Hilfssatz 4.2.3 ist G(T) abgeschlossen, also
folgt G(T) € G(T) (Topologie !).

,D% Sei (f, Tf) € G(T). Dann gibt es eine Folge (f,)nenx C D(T) mit lim f, = f, lim Tf, = Tf. Also

n—oo n—oo

ist (£, Tfa) € G(T) und es gilt lim (£, Tf,) = (£, TF), d-h. (£, TF) € G(T).

Abgeschlossene Operatoren kénnen durch den Begriff der Adjungierten charakterisiert werden:
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4.2.6 Satz

Sei T : D(T) — H ein abgeschlossener linearer Operator, sei D(T) dicht in . Dann ist auch D(T*)
dicht in ‘H und es gilt
T =T.

Beweis:
1) D(T*) ist dicht in H:
Angenommen, D(T*) ist nicht dicht in H. Dann gibt es ein h € H,h # 0 so, daf} fiir alle
g € D(T*) gilt: (g,h)y = 0. Also ist fiir alle g € D(T*) : ((—T*g,g),(O,h))H =0, dh.
X

es ist (0,h) € (U(G(T*)))* in H x H. Nach Hilfssatz 4.2.4 folgt: (0,h) € (G(T)*)+. Weil T
abgeschlossen ist, ist nach 4.2.5: (G(T)*+)* = G(T), also (0,h) € G(T). Es gibt demnach ein
f € D(T) mit (0,h) = (f, Tf), d.h. f = 0 und damit auch Tf = h = 0, Widerspruch.

2) T*=T:
Nach 1) kann man T** konstruieren. Mit Hilfssatz 4.2.4 erhélt man
G(T™) = (U(G(T"))" = (G(T)")* = G(T).

Also ist T = T**.

1

Die Idee des Graphen geht auf John von Neumann' zuriick.

4.2.7 Satz

Sei T : D(T) — H ein abschlieBbarer Operator in H,D(T) sei dicht in H. Dann ist D(T*) dicht in
H und es gilt _
T =T*".

Beweis:
Bemerkung: Allgemein gilt: Ty C T2, D(Ty) dicht = T3 C Tj.
Esist T C T, also gilt nach der Bemerkung T' C T*. Nach Satz 4.2.6 ist D(T") dicht in H, also ist

auch D(T*) dicht in H. Nach Satz 4.1.9 ist (T*) = T**, also mit 4.2.6 : T** =T.

4.3 Hermitesche Operatoren

4.3.1 Definition (hermitescher Operator)

Sei H : D(H) — H ein linearer Operator. H heifit hermitesch genau dann, wenn
1) D(H) dicht in H ist,
2) fir alle f,g € D(H) gilt: (Hf,g) = (f, Hg).

Also ist H hermitesch genau dann, wenn H C H* ist.

4.3.2 Beispiel

Sei & C R" beschréinkt und offen, H = L?(2). Sei m € N,D(H) = C2™(Q2). Fiir alle Multiindizes
o, € N" mit |a|,| 8] < m seien Funktionen A,5 € C™(Q) gegeben mit A, = (—1)I*HIBIA, . Sei
fir u e D(H) :

Hu= )  D*(AqsD"n).

|| <m,|B] <m

LJohn von Neumann (1903-1957)
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Dann ist H hermitesch: Setze zur Abkiirzung M := {y € N" | |y| < m}. Seien f,g € D(H). Es ist
(Hf,g) = Y (D*(AapD’f),g) = > / (AapDPf) gdx =

a,feM a,BeEME
= > /A sDOf- (=1)IDogdx = Y /Dﬂf DA, sDogdx =
a,BEM ¢, @,BEM ¢,
= Y /f 1)1e1+151DA (A ,,5DOg) dx = /fDB (A3aDog) dx =
a,BEM a,BEM ¢
_ /f S DA(AsaDog) dx = (F, He).
a,fEM

Also ist H hermitesch. Insbesondere ist A : C3(Q) — L2(2),Au = 5 38}(2,2“ hermitesch, denn A ist
i=1 7

von obiger Form mit Aij = (Sij.

4.3.3 Definition (selbstadjungierter Operator)

Sei A : D(A) — H ein linearer Operator, D(A) dicht in H. A heifit selbstadjungiert in H genau
dann, wenn A = A* ist.

4.3.4 Hilfssatz
Sei A : D(A) — H ein linearer Operator, D(A) dicht in H. A ist selbstadjungiert genau dann, wenn
1) A hermitesch ist,
2) aus (Au,v) = (u,v*) fiir alle u € D(A) und irgendwelche v, v* € H folgt: v € D(A),v* = A*v.
Jeder selbstadjungierte Operator ist hermitesch und abgeschlossen.

Beweis: klar

4.3.5 Beispiel fiir einen selbstadjungierten Operator

o0
Sei H =12,D(A) := {x = (Xn)nen €12 | D 0? [x,]2 < oo} und

n=1

A:D(A) — 12, Ax = (x1, 2%2, 33, ...).
A ist selbstadjungiert:
Zuniichst ist D(A) dicht in 12, denn ist x = (x,)nen € 12, so ist y(™) ( (m )) mit y,(lm) = x, fiir
n < m,y,(,m) := 0 fiir n > m, eine Folge mit y(™ € D(A) fiir alle m € N und lim [y™ —x|| = 0.
m—00

Die Gleichung (Ax,y) = (x, Ay) gilt offensichtlich fiir alle x,y € 12, also ist A hermitesch.
Sei nun (Ax,y) = (x,y*) fiir alle x € D(A) und zwei feste y,y* € 1. Ist y = (Yn)neN, ¥* = (¥5)nen,

so gilt
Z NXpyn = Z Xnﬁ.
n=1 n=1
Sei x(#) = (xﬁ“)) mit x(”) = Ony, d.h. x(®) ist die Folge, deren u-te Komponente 1 ist, alle anderen
neN

sind 0. Setzt man x(®) in die obige Gleichung ein, so erhilt man

WYy =Y,

fiir alle p € N, d.h. es ist y € D(A) und es gilt y* = Ay. Mit dem vorigen Hilfssatz folgt nun die
Selbstadjungiertheit von A.
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4.3.6 Satz
Sei H hermitesch in H mit Definitionsbereich D(H) = H. Dann ist H selbstadjungiert.

Beweis:
H ist hermitesch, also ist H C H*. Wegen D(H) = D(H*) = H folgt daraus schon: H* = H.

4.3.7 Definition (wesentlich selbstadjungierter Operator)

Sei H : D(H) — H hermitesch. H heifit wesentlich selbstadjungiert, wenn seine Abschlieung selbst-
adjungiert ist.

4.3.8 Bemerkungen
1) H hermitesch = H C H*. Weil H* abgeschlossen ist, ist H abschlieBbar.
2) H hermitesch = H hermitesch.
3) Folgende Aussagen sind fquivalent:

a) H ist wesentlich selbstadjungiert.

b) H* = H.
c) H*=H
d) H* = H**
Beweis:
a) < b) ist klar
b) = c) Nach Satz 4.1.9 ist H* = H*, nach b) folgt also H* = H.
¢) = d) Nach Satz 4.2.7 ist H = H**, also nach c) : H* = H**.
d) - b) Es iStW4é’9 H* C:)H** 4%7ﬁ_

Wichtig fiir die folgenden Erorterungen ist die Charakterisierung der Selbstadjungiertheit eines
hermiteschen Operators H durch die Teilrdume:

(H+1i)(D(H)) = R(H +1),
(H — i) (D(H)) = R(H — ).
4.3.9 Satz
Sei H : D(H) — H hermitesch. H ist selbstadjungiert genau dann, wenn
RMH+1) =H,
RH-1i) =H.
Beweis:
,= “ Es gilt:
I (H£DE

(Hf + if, Hf + if) =

|HE||? + ||f]]? +(if, Hf) + (Hf,if) =
= [[HE[]® + [|f]]> i(f, Hf) Fi(Hf,f) =
IHE1? + (11
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Insbesondere ist || (H £i)f || > || f]| . Also kann man (H +1i)~! auf R(H +1i) erkéiren. Es ist
||(H£i)~!|| < 1. Zeige zuniichst: R(H=1i) ist abgeschlossen: Seien g, € R(H=+1) mit li_>m gn = 8.
n—oo

Zu gy gibt es eindeutig bestimmte f, € D(H) mit g, = (H £ 1)f,. Es ist
lgn — gmll = [|(H£i)(fa —fm) [| > |[fa — fm |l
also gibt es ein f € H mit lim f, = f. Also hat man ILm Hf, = g Fif. Weil H abgeschlossen

ist, folgt f € D(H) und Hf = g Fif, d.h. (Hx+i)f =g, also g € R(H £1i). Folglich ist R(H £1)
abgeschlossen.

Ist nun R(H +1i) # H, so gibt es ein g € H mit || g || = 1, so daB fiir alle f € D(H) gilt:
((H+1)f,g) = 0. Dann ist fiir alle f € D(H) : (Hf,g) = —i(f,g) = (f,ig). Weil H selbstadjungiert
ist, folgt: g € D(H), Hg = ig. Demnach ist (H —i)g =0, also 0 = ||(H —i)g|| > ||g]|, d.h. g = 0.
Das ist ein Widerspruch zu ||g|| = 1, also ist R(H + i) = H.

Analog sieht man R(H —1i) = H.

»<= “ Sel R(H £1) = H. Fiir alle f € D(H) gelte (Hf,g) = (f, g*). Dann ist fiir alle f € D(H) :
(H+Df g) = (f,g" —ig).
Nach Voraussetzung gibt es ein h € D(H) mit g* — ig = (H — i)h. Damit ist
(H +1)f,g) = (£, (H —i)h) = (£, Hh) + (£, —ih) " "= (Hf h) + (if,h) = ((H +D)f, h)
fiir alle f € D(H). Also ist g = h und damit h € D(H),g* = Hh. D.h., H ist selbstadjungiert.

4.3.10 Hilfssatz
Sei H : D(H) — H hermitesch. Dann ist R(H +1) = R(H +1).
Beweis:

C“SeigeRMHEA+I),g= lim (H + 1)f, mit fu € D(H). Bs ist [|fa — fon || < || (H +1)(E2 — fu) ||, also
konvergiert die Folge (fy)nen. Sei f = HILII;O f,. Genauso gilt || H(f, — fn) | < ||(H+1)(f, — ) |l
folglich konvergiert auch (Hf,),en, sel g§ = nle Hf,, d.h. § = g —if. Dann ist f € D(H),Hf =

—if, d.h. (H+i)f = g. Damit gilt g € R(H +1i). Analog sieht man: R(H —1i) ¢ R(H —i).

,D“ Sei g € R(H + i). Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes f € D(H) mit g = ﬁ_f+ if. Sei

(fo)nen C D(H) eine Folge mit hm f, = f, lim Hf, = Hf. Dann ist hm (H+ i, = (H+i)f =g,

n—oo

also ist g € R(H +1). Analog 51eht man R(H —i) ¢ R(H —1i).

4.3.11 Hilfssatz
Sei H : D(H) — H hermitesch. Dann gilt fiir alle f € D(H),z € C :
I(H = 2)f || > [Tmz] - [|£]].

Beweis:
Sei z = a+1ib, a,b € R. Dann ist H — a hermitesch. Sei b # 0, denn fiir b = 0 ist nichts zu zeigen.
Es ist

16 = 200 = 1 = ) =it = bl - 01— )~ i

also hat man die Behauptung.

> [bf - [I£]l,

Als Konsequenz aus Hilfssatz 4.3.11 ergibt sich, dal jeder Operator H — z, wobei H hermitesch und
Imz # 0 ist, eine beschrénkte Inverse (H —z)~! hat, die auf R(H — z) erkirt ist. Es ist
1

H-2)"]| < ——
K¢ )l [Tmz|

eIl e R(H - 2).
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4.3.12 Satz
Sei H : D(H) — H hermitesch. H ist genau dann wesentlich selbsadjungiert, wenn R(H £ i) = H.
Beweis: _ B .
Nach Satz 4.3.9 gilt: H selbstadjungiert <= R(H £ i) = H. Mit Hilfssatz 4.3.10 folgt daraus: H
selbstadjungiert <= R(H 1) = H.
4.3.13 Hilfssatz
Sei H : D(H) — H hermitesch. Gibt es ein VONS {1, 2, ...} in H und A € C, A\ # +i, so daB fiir
k = 1,2,... gilt: Hpx = Ay, so ist H wesentlich selbstadjungiert.
Beweis:
N
= {f eEH|f=> ckpr,N € Nycy,...,cN € C} liegt in D(H) und ist dicht in H. Sei g € H. Dann
k=1

N(e)
g — Z dik ok

d N(e) N(e)
)\k—ii,fN(E) = E ckpk. (Wegen A # —iist das wohldefiniert). Dann ist (H+i)fx() = Z dx ik,

also hat man ||g— (H + 1)fN(E) || <e,d.h. R(H+1) ist dicht in H. Die gleiche Rechnung mit /\k —1istatt
Ak +1 zeigt, dal auch R(H —1) dicht in # ist. Nach Satz 4.3.12 ist H damit wesentlich selbstadjungiert.

gibt es zu vorgegebenem ¢ > 0 ein N(g) € N und dy, ..., dn() € C so, dafl < €. Sei nun

Ck =

4.3.14 Hilfssatz

1) Seien Ty, T, lineare Operatoren im Hilbertraum # mit dichten Definitionsbereichen D(Ty),
D(TQ) Sei Ty C T;. Dann ist TI C T;

2) Sei A : D(A) — H selbstadjungiert, T : D(T) — H hermitesch. Sei A C T. Dann ist A = T.
Beweis:

1) Seiy € D(T5). Dann ist fiir x € D(Ts) : (T2x,y) = (T1x,y) = (x, Tjy). Also ist y € D(T3) und
Toy=Tiy

2) Esists ACTCT*CA*=A alsoT = A.

4.3.15 Beispiele
Sei H = L?((—n,7)).
1) D(Hp) = Ci((—m,7)),Ho : D(Hg) — H,Hou = —u"".

D(Hy) ist ein dichter Teilraum von #H, Hy ist hermitesch, aber nicht wesentlich selbstadjungiert:
Fiir u € D(Hp),v € C?((—m,m)) gilt:

(Hy —i)u,v) = /(u" —iu)vdx = /(—uW —iuv)dx =
= / u(—v” —iv)dx = /ﬁ(—v” +iv) dx.

Wiihle v = eVix € C?(—m,7), dann ist v/’ = iv, d.h. —v"' +iv = 0. Es gibt also ein v € H,v # 0,
so daf fiir alle u € D(Hy) gilt: ((Ho —i)u,v) = 0. v ist demnach orthogonal zu R(Ho —1), v # 0,
d.h. R(Hp — i) ist nicht dicht in #, also nach 4.3.12 ist Hy nicht wesentlich selbstadjungiert.
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2)

D(H;) = {u € C*([-m,7]),u(-7) = u(r),v'(-7) =v'(x)}. H; : D(H;) — H,Hju = —u".
H; ist hermitesch: Seien u,v € D(H;). Dann ist

(Hyu,v) = /u"vdx: u'v]™, — /u'v' dx = —/u'v' dx =

= —[uv']’i,,—l—/uv" dx = /uv" dx = (u, Hyv).

H; ist wesentlich selbstadjungiert: i (x) = e %k € Z , bilden ein VONS in L*((—, )). Es

1
V2
gilt ¢ € D(Hy) und Hypy = k2¢py, also folgt mit Hilfssatz 4.3.13 : H; ist wesentlich selbstadjun-
giert. Hy ist natiirlich nicht selbstadjungiert, denn es ist R(H; +1) C C°([—m,7]) SL?((—m,m)).

D(H,) = {u € L2((—m, 7)) | IN € N,uy, ...,ux € C mit u(x) =

(=m,m)},Hy : D(Hy) — H,Hou = —u".

Dann ist Hy C H;. Die Zahlen uy in der Definition von D(H,) sind eindeutig bestimmt, es ist
namlich

Z uge** fast iiberall in

2 k=—N

uy = x)e ¥ dx,

7
— [ u
2T
D(H,) ist dicht in H,Hs, hermitesch. Nach Hilfssatz 4.3.13 ist Hy wesentlich selbstadjungiert.
Offenbar ist Hy, C H;. Aufgrund des Hilfssatzes 4.3.14 ist damit schon H, =H,.

2
[ u(x)e k=xdx

-7

D(Hy) = {u e L2((-m,m) | > Kt

k=—o0

<0 p,

oo Tr . .
Hs : D(H3) — H,Hzu = k:z—oo k? (\/%_fﬁ u(x)ekx dx) \/%elkx.
u(x) = i L/ﬁu(t)eikt dt -LeikX
oo\ V2m Vor
—u'(x) = Z Ky - —e
k=-o00

H3u ist also die zweimal gliedweise differenzierte Reihe, von der L?—Konvergenz gefordert, wird.
Offenbar ist Hy C H3z. Zu zeigen: Hj ist selbstadjungiert. Zuniichst ist Hs hermitesch, denn es
ist fir u,f € D(H;) :

) 1 .
Hau,f) = k> / Ye~ ikt dt | - ——elk f() | =
( 3u ) kZm m \/ﬂe ()
- ] 5ok Juora) o
N 2 2

Lim. 1 ; [
= K| —= / e dt | - —=e"f(y) dy =
N / Z = [ LT dy
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_ Ly JECRS / C iy i =
- Noeo N o Vor
g N s . .
Lim e—iky eikt
= u(t k2 /f d dt =
Nosoo | Ul )k:Z_N (v) N>
7 0 7 —iky ikt
e e
= u(t k2 /f dy - —dt =
L/‘LEL 0=y
= (u, H3f)
Zum Beweis der Selbstadjungiertheit miissen nun die Gleichungen (Hs +i)u = f bzw. (Hs —i)u = f
1 x
fiir jedes f € L?((—m, 7)) gelost werden. Sei dazu @i (x) = ——e™ k €Z . Sei f = 3 fipy, dann
V 271- k=—oc0
] f
istup = Y uikepk mit ug, = 1{2—];_1 die Losung von (Hs 4+ i)u = f, denn es ist
k=—oc0
k2 +i kt+1— ’
k=—00 k=—0c0 k=—c0
also ist u; € D(H3). Nun ist
oo o0 f
. _ 2 . _ 2 . k _
(Hs +)uy = k_z; (k* + )ugkpx = k_z; (k*+1) - k2—+i<pk =f.
.. . Lo . . < . fi .
Fiir ,—“ zeigt man analog: Die Losung von (Hz —i)u=fist uy = . uokpk mit ug, = TR Mit
k=—c0 —1

Hilfssatz 4.3.14 erhilt man: Hy = Hy = H;.

4.3.16 Satz

Sei H : D(H) — M hermitesch. Wenn es ein ¢ € R gibt, so dal R(H 4+ ¢) = H, dann ist H
selbstadjungiert.

Beweis:
Sei g € D(H*). Fiir f € D(H) = D(H + ¢) gilt dann: (Hf,g) = (f,H*g), also auch ((H + ¢)f,g) =
(f,H*g)+ (f,cg) = (f,(H* +¢)g). Wegen R(H+c) = H gibt es ein ¢ € D(H) mit (H+c)p = (H* +¢)g.
Also ist

(H+afe) = (EH+0p) = (1Hp) + (f,cp) =
IR (W, @) + (cf, ) = (H+0)f, ).

Wegen R(H + c¢) = H folgt g = ¢, also ist D(H*) C D(H) und damit H* = H.
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4.3.17 Satz

Sei H : D(H) — H hermitesch. Wenn es ein ¢ € R gibt, so dal (H + ¢)~! dicht definiert und
beschrénkt ist in #, d.h. || (H + ¢)f|| < d- ||f]], so ist H wesentlich selbstadjungiert.

Beweis:
Setzt man in die Ungleichung im Satz f = (H + c)g ein, g € D(H), so ist a- || g || < || (H+c)g|l,
wobei a = 1 (0.E. d > 0). Wenn man zeigen kann, da8 # = R(H + ¢) C R(H + c), so folgt nach Satz

d 7

4.3.16 : H ist selbstadjungiert. Weil D((H + ¢)~ 1) dicht in H ist, hat man R(H +c) = H. Sei nun

g € R(H + ¢). Dann gibt es eine Folge (fy)nen € D(H +¢) = D(H) derart, daf8 lim (H + ¢)f, = g. Es
n—o0o
ist [|[fn —fm || < a ||(H+ c)(fh —fm) ||, also gibt es ein f € H mit li,m f, = f. Damit ist
n o0

[H(fn — ) [[ = [(H+c)(fa — ) — c(fn — ) [| S [TH+ o) (fa =) [| + [ef - [[fa = I,

d.h. auch die Folge (Hf,)nen konvergiert. Deshalb ist f € D(H) und (H + ¢)f = g, d.h. g € R(H + ¢).
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Kapitel 5

Spektraltheorie selbstadjungierter
Operatoren

5.1 Die Resolvente eines selbstadjungierten Operators

5.1.1 Definition

Sei T : D(T) —» H ein linearer Operator. Die Resolventenmenge von T ist die Menge aller z € C, fiir
die gilt:

1) R(T-z) =H,
2) (T-2z)x=0=x=0,

3) (T —z)~! ist beschriinkt.

Die Resolventenmenge von T wird mit ¥(T) bezeichnet. S(T) := C\X(T) heifit Spektrum von T.
Wenn z € X(T), so heifit (T — z)~! die Resolvente von T in z, die Abbildung

R(,T): X(T) — L, H), z— (T —2)"!

heifit Resolvente von T.

5.1.2 Satz
Sei A : D(A) — H selbstadjungiert. Sei z € C,Imz # 0. Dann ist z € £(A) und es gilt
1
A-2)7" < :
IA=27" 1 < o

Beweis:

Nach Hilfssatz 4.3.11 gilt || (A — z)f || > |Imz| - ||f]] fiir f € D(A), also sind die Bedingungen 2) und
3) aus der Definition erfiillt. Wie im ersten Teil des Beweises von Satz 4.3.9 folgt: R(A — z) ist ein
abgeschlossener Teilraum von H, wenn Imz # 0. Ist R(A — z)i?—[, so gibt es ein g € H,g # 0, mit

((A —2)f,g) = 0 fiir alle f € D(A). Dann ist
(Af,g) = (=f,g) = (f, Zg).
Also ist g € D(A), Ag = zg. Weil g € D(A), ist aber
0=((A-2)g,g) =(Z-2)g8) =(Z—2) (g8 = (-2Imz) [[g].

Folglich ist g = 0, Widerspruch.
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5.1.3 Satz

Sei A : D(A) — H ein selbstadjungierter Operator, Ag € R. Es gilt A\g € £(A) genau dann, wenn es
ein ¢ > 0 gibt, so daB fiir alle f € D(A) gilt:

(A = Xo)f[| > c [If]] -
Beweis:

»= “ Sei Ag E Y(A). Dann gibt es ein ¢’ > 0 mit || (A — Xg) || < ¢’- ||f]| . Setzt man f = (A — \o)g,
soist - [[gll < I(A—=Xo)gl -

< ¢ Wie im ersten Teil des Beweises von Satz 4.3.9 zeigt man: R(A — Ag) ist ein abgeschlossener
Teilraum von . Wie im Beweis des vorigen Satzes 5.1.2 folgt: R(A — Ag) = H.

»”

Fiir die Resolvente in z € ¥(A) eines selbstadjungierten Operators schreiben wir R, = R,(A) =
(A —z)"L

5.1.4 Satz (Resolventen-Gleichung)

Sei A : D(A) — H selbstadjungiert. Seien z;,zs € £(A). Dann ist R,, — R,, = (z1 — 22)Ry, Ry,.
Beweis:

Sei z € ¥(A), dann gilt fir f € H : (A —2z)R,f =f und fiir f € D(A) : R,(A —z)f = f. Nun gilt fiir
geEH:

(e, ~Redg = (A-m)"g=(A=m)"'5=
= ( )1(A—Z2)( —z) g (A—z) A-z)(A-2) lg=
= -z ((A-m)A )T - (A-m)A ) )g=
= (A-m) 1(A—Z2—(A—zl>)(A—Z2>*1g=
= (Zl - ZQ)RleZQg'

Aus diesem Satz folgt die Holomorphie von R,, doch soll dies mit der Resolventenreihe bewiesen
werden.

5.1.5 Satz

Sei zg € £(A) und |z — 79| < || Ry, ||t - Dann ist z € £(A) und es gilt

oo

R, =) (z—z)RY,™,

k=0

wobei die Reihe in der Norm von L(#,H) konvergiert.

Beweis:
o0

Nach Satz 3.2.13 gilt: Ist B € L(B,B),||B|| < 1, so ist (I—B)~! = " BX. Nach Voraussetzung ist
k=0

|z — 70| - || Ry || < 1, also kann Satz 3.2.13 auf (z — z9)R,, angewendet werden und man erhilt:

(I—(Z—ZO ) iz—zo
k=
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0 -1 —1
Setze jetzt C := kE_:O(Z —70)*REFE = Ry, (I —(z— Zo)RZO) = (I —(z— Z())RZO) R,,. Zu zeigen ist:
C=R,; Cf e D(A) fiir f € H.
Es ist

(A—2)Cf = (A —z) (I (2 —20)(A — zo)’l)Cf -

= (A—2) (I —(z— Zo)RZO) (I —(z— ZO)RZO)_IRZOf =
= (A —20)(A—z) =t
Also gilt R(A — z) = H. Weiter ist
C(A—2)f = (1 —(2— ZO)RZO)_lRZO(A —o)f=
_ (1 (2 — zO)RZO)ilRZO(A - ZO)(I —(z— ZO)RZO)f:
= f.

Demnach ist A — z bijektiv und C eine beschréinkte Inverse. Also ist z € £(A).

5.1.6 Folgerung
Ist A : D(A) — H ein selbstadjungierter Operator, so ist £(A) offen in C.

5.1.7 Folgerung
Fiir f,g € H ist die Funktion ®(z) = (R,f,g) holomorph in ¥(A) mit der Entwicklung

o0

®(z) = Y (RY'f,8)(z — 20)"

k=0

um zo, |z — 20| < || Ry, || 71 -

5.1.8 Satz
Sei A : D(A) — H selbstadjungiert, z € £(A). Dann ist R} = Rz.

Beweis:

Seien f,g € D(A). Dann ist ((A —2z)f,g) = (f,(A — 7Z)g). Setzt man f = R,u, g = Rzv, so gilt
demnach (u,Rzv) = (R,u,v). Wenn f,g D(A) durchlaufen, so durchlaufen u,v #H. Also gilt fiir alle
u,v € H:(R,u,v) = (u,Rzv), d.h. R} =Rz

5.2 Spektralscharen

5.2.1 Der endlichdimensionale Fall

Sei H ein n-dimensionaler unitirer Raum, A ein hermitescher Operator in H. A ist also durch eine
hermitesche n x n - Matrix gegeben, die auch mit A bezeichnet sei. 1, ..., pn sei ein vollstindiges
Orthonormalsystem von Eigenvektoren, die zu den reellen Eigenwerten A\ < Ay < ... < )\, gehoren.
Dann ist
n
f = Z(fﬁpi)%,

i=1

Af = ) N e,
i=1
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- 1
Rf = (A—z)"'f= Z E(f,(pi)goi fiir Imz # 0.
i=1 "

Jeder Eigenwert kommt so oft vor, wie seine Vielfachheit angibt. Sei fiir f € #H :

Y (fo)ei, wenn A >\
EM)(f) ;== M

0, wenn A\ < A;.

E(A) ist ein beschrinkter, iiberall erklirter Operator in H. Er ist konstant auf (—oo, A1), (An, +00)
und auf [Aj, Ai41) fiir Ay # Aig1. Insbesondere ist
E(A) =0fir A <\,
E(\) =TIfir A >\,
(B +o) B —9)t = 5 (Fea
A=
falls € so klein, daf in [A; — &, \; + €) kein weiterer Eigenwert liegt. Die E(A) springen, wenn A durch
einen Eigenwert hindurchgeht. Es ist E(A 4+ 0)f := >loim o E(A+e)f =E\)f fir f € H. Also ist E(A)f
e>0,e—

stetig von rechts. Es gilt

E(VE(r) = E(min(\ ),
E(N)® = EQ),
wie man leicht nachrechnet. Insbesondere ist E?(\) = E()), d.h. E()) ist ein Projektor. Die Menge
{E(M\) | A € R} C L(H,H) heifit eine Spektralschar.

5.2.2 Hilfssatz

Sei H ein Hilbertraum, M;, Mo C H abgeschlossene Teilriume. Seien Py, P, die (orthogonalen)
Projektionen von H auf M; bzw. M. Dann gilt:

M C My <— P3P, =P;.
Beweis:
= “ My C My =Pife M| C ./\/12, also PyPf = Pyf fiir f € H.

o= ¢ Seif € My = Pif =1. Es ist PoP1f = Pyf = f nach Voraussetzung, also Pof = f = f € M.

5.2.3 Definition

Sei H ein Hilbertraum. Fiir jedes A € R sei ein Projektor E()\) in H gegeben, d.h. E()\) € L(H,H),
E2(\) = E(\),E*(\) = E()\). Es gelte fiir die E()) :

1) BO)E(u) = E(min(\, ).

>l&m . E(A+¢e)f = E(M)f, d.h. der Grenzwert existiert fiir jedes f € H und ist E(A)f.
e>0,e—

2) EQA+0)f=
3) Fiir alle f € H gilt: lim E(M)f =0.
A——00
4) Fiir alle f € H gilt: lim E(\)f = f.
A—00
Dann heifit die Familie {E(X) | A € R} Spektralschar.

Warnung: /\lim E(A\) =0, /\lim E(A\) = I stimmt i.a. nicht in der Operatorennorm!
— A>-—0 —00
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5.2.4 Hilfssatz
Sei {E(\) | A € R} eine Spektralschar. Dann gilt fiir \, u € R :
E(VE() = EG)E().

Beweis:
Das folgt sofort aus 1).

5.2.5 Definition

Sei {E(A) | A € R} eine Spektralschar, sei —oo < a <b < 00, A = [a,b]. Dann setzt man

E(A) := E(b) — E(a).

5.2.6 Hilfssatz

Sei {E(A) | A € R} eine Spektralschar. E(A) ist immer ein Projektor. Sind A’, A" abgeschlosssene,
endliche Intervalle mit A’ N A" =, so gilt

E(A")E(A") = 0 = E(A")E(A).

Dies ist dquivalent zu

je2
>
x
[

: M(A)LM(A") := E(A")H.

Ist A C A’ soist E(A)E(A’) = E(A) = E(A)E(A), d.h. es ist E(A)H C E(A")H.

Beweis:
Seien f,g € H,A =[a,b]. Es ist

(E(A)f,g) = (E(b)f, g) — (E(a)f,g) = (f,E(b)g) — (f,E(a)g) = (f,E(A)g),
also E(A)* = E(A). Weiter gilt

E(A)E(A) *2Y E2(b) + E2(a) — 2E(a)E(b) 2 E(b) + E(a) — 2E(a) = E(b) — E(a) = E(A).

Folglich ist E(A) ein Projektor. o
Sei A’ =[a,b], A" =]c,d]. Wegen A'NA"” =) kann o0.E. ¢ > b gelten. Nun ist
E(A)E(A") = (E(b) - E(a)) (E(d) —E(c
E(b)E(d) — E(a)E(d) — E
E(b) — E(a) — E(b) + E(a
Nach Hilfssatz 5.2.4 ist dann auch
E(AME(A") = E(A")E(A") = 0.

N
——
I

=
~

Sei jetzt c <a<b<d, A =]Ja,b], A" =]c,d]. Dann ist fiir ge H :

) (E®) — B(@)g =

E(AYEA)g = (E(d) - E()
= (E(@E() - E(Q)E(a) - E(c)E(b) + E(c)E(a) )g =
(E®) - E(a)

E

E —E(c) + E(c))g =E(A)g.

Nach Hilfssatz 5.2.4 folgt auch



5.2.7 Hilfssatz

Sei f : [a,b] — C stetig, seie > 0. Sei d(e) = sup{d | [f{(A1)—f(A2)| < &, A1, Az € [a,b], | A=Az | < 8.
Seien Z' = (A}, ..., A1), 2" = (A,..., Al4;) zwei Zerlegungen von [a,b] mit a = A} < A, < ... <
Appr =b, a= A/ <A <..<Aj,; =bund

!
max [Ny = N[ <60,

max [\, — M| < 6(e).

1<k<

Sei
™ = Zf)\* 1+1 E(X)),
T = Zf(AE*)(E(A{:J’,l)_E(A{(’))

mit A € [A], X+1] A€ P‘{(I’ALI-H]‘
Dann ist ||TI T” ||L(’H,'H) S 2¢.

Beweis:
2" sei die Zerlegung von [a, b] mit den Teilungspunkten A}, ..., AL, 1, AT, - Ay In A, Al ;] mbgen
die Teilungspunkte A\ = >‘k1""’>‘kpk’>‘kpk+1 = Ay liegen mit Ap = A, < A, < .0 < )\k <
Mo 41 = Ayr, die zu Z" gehéren. Sei pr, € Ak, Akyy), 1 <k <m, 1 <5 < py. Setze
m Pk
T = % 3 f(m) (BOw..,) — BOW)).
k=1s=1
. m Pk
Es ist o= % zf(Am(E(AksH) ~E(\)),
also hat man T —T' = z 3 (( )_f(A;;)) (E(Aks+1) —E(Aks)).
=1s=1
Es gilt: Sind Ay, ..., Aq abgeschlossene Intervalle mit Ai N Aj = 0 fiir i#], €1, ...,6q € C, so ist
2
q q 26 q
Y E(A)E = Zaiq( (ADE, E(A ) 2 Z ( ADf, f)
j=1 i,j=1 j=1
5 q
20N 15 (BT
j=1

Setzt man Ay, = [Ai,, Aoy )y €k, = f(p,) — f(Af), so erhilt man wegen

m Pk

N =T < 233 (Baet) = ¢ ((Bb) -EB@)tf) =

k=1 s=1

&2 ((E(b) — B(@)f, (E(b) - E@)f) "2° & || (B(b) - B@)f[|* <
&% ||E(b) — E(a) |2 - I£]2 < > ],

IA

weil E(b) — E(a) ein Projektor ist. Analog zeigt man:
(T =T < e [IE]1

Damit folgt schliellich
||TI _ TII || S ||TI _ TIII || + ||TIII _ TII || S 26,

also die Behauptung.

Hilfssatz 5.2.7 ermdoglicht die folgende Definition:
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5.2.8 Definition

Sei {E(A) | A € R} eine Spektralschar. Sei A = [a,b], : A — C stetig. Fiir n = 1,2,... selen
kn o o

abgeschlossene Intervalle Agn),...,Al(:) gegeben mit A = (J Aj(n), Ai(n) N AJ.(") = 0 firi # j,
=1

lim max |Ai(n) | = 0. Dann konvergieren die beschrinkten, iiberall erklidrten Operatoren
n—oo

kn
_ ™) (A0
T, i;@(,\l )E(AI )

in der Norm von L(#,H). Das Grenzelement hiingt nicht von der Auswahl der Zerlegungsfolge
(Agn), ...,Al(:)) ab, wenn diese die Voraussetzungen in Hilfssatz 5.2.7 erfiillt. Es hingt auch nicht

von der Auswahl der A\™ € A™ ab. Es wird mit

b
/ S(AE() = / P(NAE() = (E, A)

A

bezeichnet.

5.2.9 Definition

Sei I ein endliches, abgeschlossenes, offenes oder halboffenes Intervall, sei f : I — R. f heifit von
beschriinkter Variation, wenn es eine Zahl ¢ € Ry gibt, so daf fiir jedes (n + 1)—Tupel (xo, ..., Xn ), X; €
ITfiir 0 <i<n,xg<x; <..<xp,n €N, gilt:

> () — f(xi1) | < e

k=1

Das Infimum aller solcher ¢ heifit Totalvariation von f auf I, kurz T(I) = T¢(I). Ist f : I — C, so heifit
f genau dann von beschrinkter Variation, wenn Ref und Imf von beschrinkter Variation sind.

f heiit von beschrinkter Variation auf [a, +00), (—00,b], (—o0, +00), wenn es ein ¢ wie oben gibt, so
daf

T¢([a,b]) < c fiir alle b, a < b < +oo, bzw.
T¢([a,b]) < c fiir alle a -0 < a < b, bzw.
T¢([a,b]) < c fiir alle a,b, -0 < a < b < +oo.

5.2.10 Bemerkungen

1) Seif:I — R monoton steigend, |f| beschrénkt. Dann ist f von beschrinkter Variation.

2) Sei f : I — R von beschrinkter Variation. Dann gibt es f1,f; : T — R, f; von beschréinkter
Variation und monoton steigend, so daf} f = f; — f5.

3) Sei {E(M) | A € R} eine Spektralschar, f € H. Dann ist die Abbildung A — (E(M)f,f) monoton
steigend und beschrinkt, also von beschréankter Variation.

4) Sei I = [a,b],a : I — R monoton steigend und von beschrinkter Variation, f : [a,b] — R

stetig. Sei (x(()n), ...,Xf{n)) eine Folge von Zerlegungen des Intervalls [a,b] mit a = x(()n) < x§“) <

(n) _ — (n) _ (n) | n=cgo o () ()
. <X’ = b, es gelte §(n) = 1§Hrlnagxkn (xm mel) — 0. Seien &n’ € [xmfl,xm ] . Dann
konvergieren die Summen

n

> 66l (ax) - alxil )

m=1
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gegen einen Grenzwert fiir n — oco. Dieser Grenzwert ist unabhingig von der Zerlegungsfolge
(x(()n), ...,xl(:)) von [a,b] und der Auswahl der fr(ff) € [x(n) XE,?)] .

m—1>

Beweis:
zu 1) Es ist

S 18600) — f0te1) | = 60 — £xi1) = £(xa) — £(x0) < 2sup [£(x)],
k=1

_ k=1 x€I
also ist f von beschriankter Variation.
zu 2) Sei a:=inf{{ | £ € I}. Setze f; : I — R, f1(x) = Te(IN[a,x]) und f2(x) = Te(I N [a,x]) — {(x).
a

Dann ist f = f; — f5,f;,f> sind monoton steigend und von beschriinkter Variation. Fiir I = [a, b]

kann man auch wéhlen: )
f(x) = 5 (60 = Te([a, D),

o (x) = %(_ Te(fa, x]) — f(x)).

Die Groflen rechts heiflen positive und negative unbestimmte Variation von f.

zu 3) Seia < b, A :=J[a,b]. Dann ist

(E(b)f, f) - (E(a)f, f) = ((E(b) — E(a))f, f) = (E(A)f, f) =
526 (E(A)?f, f) 526 E(A)f,E(A)f) -
= ||E(Q)[]* > 0.

Also ist obige Abbildung monoton steigend. Wegen )\lim EA)f = 0 und )\lim E\f = f ist
——00 —00

)‘lim (E(A)f,f) = 0 und )‘lim (E(V)f,f) = || £ %, also ist die Abbildung auch beschrénkt und

——00 —00

nach 1) von beschrinkter Variation.

zu 4) ohne Beweis.

5.2.11 Definition (Stieltjes Integral')
Sei a : [a,b] — R monoton steigend und von beschrinkter Variation, f : [a,b] — R stetig. Der

kn
nach 5.2.10, 4) existierende Grenzwert der Summen f(fr(,r,l)) (a(x&l)) — a(x&l)_l)) wird mit
m=1

b b

/ f(x) da(x) = / fda

a a

bezeichnet. Dieser Grenzwert heifit Stieltjes-Integral der Funktion f(x) nach der Funktion a(x). Das
Riemann-Integral? ist ein Sonderfall des Stieltjes-Integrals, der sich fiir a(x) = x ergibt.

Hat « : [a,b] — R beschrinkte Variation und ist & = o — ay eine Zerlegung wie in 5.2.10, 2), so
setzt man

b

b b b
/f(x)da(x) = /fda :/fda1 —/fda2.

a

! Thomas Jean Stieltjes (1856 - 1894)
2Bernhard Riemann (1826 - 1866)
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b
Ist @ : [a,b] — C von beschriinkter Variation, «; = Rea,as = Ima, so setzt man [fda =
a

b b
fdeél +1ffd0(2

a a
Ist & von beschrénkter Variation auf [a, +00), (—o0, b], (—00, +00), so setzt man

+oo
/ |da(x)| = inf{c]|c> Ty([a,b])Vb, a<b < +oo},
b
/ |da(x)| := inf{c|c> Ts([a,b])Va, —oo <a < b},
/ |da(x)| = inf{c]|c> Ty([a,b])Va,b, —oo <a<b < +oc}.

Wenn f : (=00, +00) — R stetig und beschréinkt ist, wenn a : (—oo,+00) — C von beschrinkter
b
Variation ist und lim [ fda existiert, so setzt man

b—+o0,a——00 3
+00 b
fda = lim f da.
b—+00,a——00
—00 a
400

b
Die Integrale [ fda, [ fda werden analog erklirt. Alle diese Definitionen konnen auf komplex-
a —0o0
wertige f durch Betrachtung von Ref,Imf iibertragen werden.

Im folgenden soll die Funktion (E(A)f,g),f,g € H mit der Theorie der Funktionen von beschrinkter
Variation studiert werden.

5.2.12 Satz

Sei {E(A\) | A € R} eine Spektralschar. Dann hat die Funktion A — (E(A)f, g) beschriinkte Variation
auf (—oo, +00) fiir alle f,g € H. Es ist

o0

/ [dEMNE, )| <[]l - llgll -

— 00

Ist ¢ : A — C stetig auf A = [a, b], so ist

(o(E, A)f, g) = / o0 d(EWVE, g).

A

Bewelis:

Sei A = |J Ay, Ajn A, = 0 fiir j # k. Es ist
i=1

1=

YIE@E] P2 Y IEGLEAR] LY IE@E - [ <

1
2

- (_Z ||E<Ai>g||2> =

1
2

Hélder

< (_Z ||E<Ai>f||2>
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=

= (}j@mxﬁiﬁ -(}:GMAO&@> =

i=1 i=1

B[ - TEQ)g | < 1] - el -

Da A beliebig war, ist damit bewiesen, daf§ die Funktion A — (E(M)f, g) beschrinkte Variation auf
o0
(=00, +00) hat und [ [d(E(Mf,g)| < [If] - [|g]| gilt.
—00

kn
Fiir den zweiten Teil wird A = [a,b] in abgeschlossene Intervalle Ai(n) zerlegt, sei also A = Ai(n),
i=1

1=

A 2 n—qQo kn n n .
A ﬂAl(:l) =0 fiir j # k,  max |Ai(n) | 2370, Sei Ty, = 3 go(/\i( ))E(Ai( )). Dann ist

J
i=1

kn

(Tuf.g) = > (\™) (B(AM)f g)
i=1
und es gilt
kn
Jm (TuL9) = (p(E AL und Jim Y o) (BAM)Eg) = [ o0 ENLp)
i=1 A
also

(B, 8)t,8) = [ PN (BOVL.®).
A
5.2.13 Satz
Sei {E(A) | A € R} eine Spektralschar, A = [a,b], ¢ : A — C stetig. Dann ist
le(E,A)[ < max|p(A)],

AEA
(B, A max [p(A) | - [[E(A)]] -

—  X€EA

A

Beweis:
Seien die Bezeichnungen wie im zweiten Teil des Beweises von Satz 5.2.12. Sei fe H. Es ist

kn kn
ITaf P = 3 1o - IEAM)EIP< max [o) -3 IBAM)f|P=
i=1 i=1
S (n) () S ()
= 2 . .n .n = 2 . .n =
= max o) P -3 (BAMEEQAM)E) = max oW Y (BAM)E)

—~ =

1

— 2,
= max|p(A) [ (B

Wegen lim T,f = ¢(E, A)f und [|[E(A){|| < ||f]] gelten die beiden Abschitzungen im Satz.
n—oo

A ) = max [\ [ - [[E(A)E[* .

5.2.14 Satz

Sei {E(A) | A € R} eine Spektralschar, sei A = [a,b], ¢ : A — C stetig. Dann ist p(E, A)* = g(E, A),
wobel B(A) = p(\) fir A € A.

144



Beweis:

GE ALY = [N dENg) = / oV d(f,E(\)g) = / o) AEMET) =

A A

P(A) Ad(EN, ) = (P(E, A)g, ) = (,5(E, A)g).

l>\ l>\

5.2.15 Satz
Sei {E(A) | A € R} eine Spektralschar, ¢ : R — C stetig und beschriinkt. Dann existiert
b
lim [ (A dE(N)f  fiir jedes f € H, der Grenzwert wird bezeichnet mit

a——00,b—+00 3

o0

P(E)f = / o(\) dE(VE.

— 00

Dabei gilt ¢(E) € L(H,H) und
le(E)[| < sup [@(A)] .
AeR

Vorbemerkung:
Die Funktion a : A — (E(M)f,f), A € R ist monoton steigend, denn es ist fir A < p :

alp) — o) = (B ~BO)EE) = (B ) =

= (B uDE BN, uE) = B, uDEIP > 0.

Beweis:
Sei a’ < a < b’ < b. Dann gilt

b’ b a b’
/¢(A) dE(MVf — /cp()\) dEOVE| = /¢(A) dE(A)f+/<p(A) dEWVE| <
a . a . a b
< L) AEOVE| + || [ o) dEOVE|| <
/ /
" s e 1(B@) — B@)E + sup (0] - | (B0 — ED)E]| =
a’<i<a b<A<b’

=

= s W) -((Bl) ~B@)EE)" + sup [p)] -((BK) - EG)LE)” <
a’<i<a b<A<b’

< igno(m-(E(a)f,f)z+ig|¢<x>|-(a—E<b>>f,f) .

Nl=

Das letzte Ungleichheitszeichen folgt wegen der Monotonie von A — (E(A)f, f) (siehe Vorbemerkung)

und E(A)f — 0 fiir A — —o0, EQ)f — f fiir A — +o0.
b
Mit a — —o0,b — 400 folgt die Existenz von lim [ e(A)dE(MN)f. Aus der zweiten Un-

a——00,b—+o00 3

gleichung in Satz 5.2.13 erhélt man auch

lo(E) || < sup [@(A)] .
AER

145



Zusatz: Gilt lim () =0, so ist
A—£o0

b

/ oV dEQ) — o(E)

a

lim =0.

a——o00,b—+00

Beweis:
In diesem Fall kann man in obiger Rechnung weiter abschéitzen:

1 1
sup o) | -(B@EE) " +sup o) | (T B)EE) " <sup [N)| - [1£]] +5up [o(N)] - I£]]
A<a b<A A<a b<A
wihlt man also a, b geniigend grof}, so gilt:

b b

/ S0 dB(VE / S AEQVE| < e [1£]] -

a a

Aus der Formel fiir || Tf ||* im Beweis von Satz 5.2.13 ergibt sich fiir a < b,f € H und ¢ : [a,b] — C

stetig:
b 2 b
/ PN AE| = / 62 AEWEE).

a
Ist p : R — C stetig und beschrinkt, so gilt auch

- / o2 dEOE D).

8\8
A
>
o,

5.2.16 Satz

Seien A; = [a,b], Ay = [c,d] kompakte Intervalle mit A; N A, = (). Seien ¢ : Ay — C, 9 : Ay — C
stetig. Sei {E(A\) | A € R} eine Spektralschar. Dann gilt:

(B, A)Y(E,Az) =0

Beweis:
Approximiert man ¢(E, Ay), ¥ (E, As) durch Riemannsche Summen, so ergibt sich:

kn kn Dm
(Z P(AM)E(A ) Z¢ EAS ] =33 o™ )™ EAm) B 2 0,
i=1 i=1 j=1
da Aﬁ? n Ag’l}) =0, also ist (E, A)Y(E,As) =0

5.2.17 Satz
Seien ¢,1 : A — C stetig auf dem kompakten Intervall A = [a,b]. Dann gilt:

o(E, A)p(E, A) = (p¢)(E, A).

Beweis:
Wieder werden ¢(E, A), 4 (E, A) mit Riemannschen Summen approximiert, es ist

Kn . .
o () B (87) S0 () B (857) = 20 (47) 0 () B ).
da EAi(n) N AJ?H) = { fiir i # j. Hieraus erhiilt man die Behauptung fiir die Grenzwerte.
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5.3 Die Stieltjes-Umkehrformel. Weitere Eigenschaften von
Funktionen beschrinkter Variation.
5.3.1 Bemerkungen (Eigenschaften von Funktionen beschrinkter Varia-
tion)
Sei p : R — C von beschrinkter Variation. Es gilt:
1) Die Grenzwerte p(\ + 0) = lsiigp(A +¢e), p(A=0) = IEiE)lp()\ —¢) und p(—o0) = AEIEIOO p(\)
existieren.

2) Die Menge der Unstetigkeitsstellen von p ist hochstens abzihlbar.

Beweis:
sieche RIESZ - NAGY: Vorlesungen iiber Funktionalanalysis

5.3.2 Satz (Stieltjes-Umkehrformel)

o0
Sei p: R — C von beschriinkter Variation. Dann existiert [ ~dp(A) fiir z € C mit Imz # 0 und

—
—o0
die Funktion F(z) = [ 1= dp(A),Imz # 0, ist holomorph. Es gilt
—00
1 o0
F < dp(A
F@)] < [ 14000

Fiir —oo < A; < A2 < oo gilt die Stieltjes' - Umkehrformel:

A2
é(p()\g £0) + o0 —0)) - %(p()\l £0) 4o —0)) = _lim 1 (FO+i2) — P(A — ie)) .

1 A
£e—0,>0 27
A1

Beweis:
Seia= A1 < ... <An < Ant1 = b. Dann gilt fiir Imz # 0, > 0:

4 ﬁ(ﬂ(z\iﬂ) _p(/\i)) —/bkizdp()\) = zn: 71<>\il_z _ )\iz> dp(N)| <
- J =

n

< Y max
= Ai<A<Ait1
1=

Aig1

A=\
Tl—z <[ 1dp(N)] <
(A —2)(A —2) /\/

i1

A b [e%s)
(%) 5 a ) )
< =25 [ 1deN) | = g [ 1N [ < s [ [dp(N) ],
[Imz| |Im z | |Im z|
i=1 i a —00

wobei § := max (Aix1 — Ai)- (%) gilt wegen A, A € R, denn es ist

(=0)-O=n)] = |n=2] A=zl =
VRe(Ai —2))2 + (Im2)2 - /(Re(A —2))2 + (Tmz)2 > |Tmz|* .

I'Thomas Jean Stieltjes (1856-1894)
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Daher konvergieren fiir 6 > 0 die Riemannschen Summen gleichméfig auf kompakten Teilmengen von

b
{Imz # 0}. Also ist [ 5= dp(A) holomorph in {Imz # 0}. (Dies folgt aus dem Satz von Morera®: Ist

a
D C C offen, f: D — C stetig und gilt fiir jedes Rechteck Q C D : [ f(§) d¢ = 0, so ist f holomorph.
0Q

Die Integralbedingung gilt fiir jedes Element der Folge, die Folge konvergiert gleichmiflig, also diirfen
Limes und Integral vertauscht werden und die Integralbedingung gilt auch fiir die Grenzfunktion.)

Wegen
d d
()| < LI
A—7z p - c%&%ﬁ A—1z p -
C (¢
< ma - 7 |dp(N) | <
max
= 24 /TmaP fRe(z NP PAAT=
< ]O 43|
~  |Imz| P
—00
b
existiert lim [ 5= dp()\) und die Konvergenz ist gleichm#Big auf kompakten Teilmengen von

a——00,b—00 3
{Im z # 0}. Deshalb ist auch F holomorph und es gilt die im Satz angegebene Abschitzung fiir |F(z)| .
Sei nun € > 0. Es gilt

P+ -F0-i9= | (g - i) v = [ o

— 00 —00
Deshalb ist fiir \; < A :
1 Az [ee] 1 Az
. . g
A1 —00 1

o0
Die Reihenfolge der Intergrale darf dabei wegen der gleichméBigen Konvergenz von [ vertauscht

werden. Das innere Integral ergibt B
A2 A=A
€ 1 A—pu ?
K(u,e) = K(p, A1, Agy6) i= | ——————dA = — t .
(w,€) (s A1y Aa, €) )\/ TESE - {arc an < - )])\)\1
1

Die Funktion K besitzt die folgenden Eigenschaften:
1) 0 < K(p, A, A2,e) < 1.
2) ;1_% K(p, A1, \2,e) =0, wenn u < Ay —n oder p > A2 + 1, wobei > 0 eine feste Zahl ist. Die
Konvergenz ist gleichméflig auf p < Ay —npund p > A2 — .
3) gig%)K(u,/\l,/\g,s) =1, wenn p € [Ay + 0, A2 — ], wobei n > 0 ist mit 0 < < 1(A; — ;). Die
Konvergenz ist gleichmifig fiir 4 € [A1 + 1, A2 — 7).
Ist f: [a,b] — C stetig, so existiert fiir a < ¢ <b stets

c—0 c—0
/ ) dp) =l / £ dp(N),

LGiacinto Morera (1856-1909)
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denn fiir 0 < §" < ¢’ < ¢ — a gilt:

c—4" c—4’ c—4"
[ i = [ 1ap| = | [ 1oyap)| =
a a c—4'
c—6"
= | [ () -10) 4+ - (pte = ") = ple - 8))| <
c—4'

< |f(c>—f(c—6'>|-/ [dp(N)| +1£() | - [p(c = 8") = plc = )] .

Da f stetig ist und p einen linksseitigen Grenzwert in ¢ besitzt (nach 5.3.1), erhiilt man die Existenz

c—=0 b b
von [ f(\)dp(A). Ebenso existiert [ f(X)dp()\) = %iﬁ)l [ f(A)dp(A) fiir a < c < b. Es ist
a c+4

c+0
b c—9 c+d b
[ = [ 1ap) + [ 19ap0) + [ 1oy
a a c—4 c+4

fiir c € (a,b),0 < 0 < min{c —a,b — c}, denn diese Gleichung gilt mit Riemannschen Summen. Fiir
0 —» 0 folgt daraus

b c—0 b
J10ao = [ 10ap0) + [ 100 dp3) +1) (ot +0) = e - ).
a a c+0
denn es ist
c+d |'c+6 '|
lim [ fA)dp(A) = lim L / f(A) = £() dp(\) + £(c) - (plc +6) = p(c = 8)) |-
c—4 -0

= £(0)(p(c+0) = plc - ),
das Integral verschwindet ja fiir 6 — 0 wegen der Stetigkeit von f. Damit erh&lt man nun:

A1—n A1—0 A1+0

D(e) = / K(1.2) dp(u) + / K1) dp(u) + / K(1,¢) dp(js) +
—00 A1—n A1—0
A1+7 A2—n A2—0
" / K(,) dp(u) + / K(1,¢) dp(u) + / K(,¢) dp(u) +
A1+0 A1+n A2—n
A2+0 A2+n 00
+ / K(u.) dp(u) + / K1) dp(u) + / K1) dp(u).
A2—0 A2+0 X247

Die Integrale seien nun der Reihe nach mit Iy, ...,Ig bezeichnet. Wie oben gesehen, gilt

Iy = K(,0) - (pOu +0) = o —0),

I; = K(}\Q,f‘:) - (p()\Q + 0) — p(>\2 — 0))
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Wegen
1 Ay — A
limK(\;,e) = lim —arctan 22— 2% = —
l0 el0 T 3

DN | =

1 AL — A 1
lim K (A2, e) = lim (——arctan ¥> =-
10 £l0 T € 2

gibt es zu vorgegebenem ¢ > 0 ein £1(d), so daB fiir 0 < e < &1(9) gilt:

Ty(€) + I (e) — %(p()\l £0) = p(A —0)) - %(,;m +0) = p(a — 0))‘ <.

Weiter gibt es wegen der Eigenschaft 3) von K zu vorgegebenen 4,7 > 0 ein £2(n,d), so dafl fiir
0 < e < e2(n,d) gilt:

)\2—77 o0
Ts(e,n) - / dp(N) s( sup |K<A,s>—1|>-/|dp<x)|<6.

A1+n<A<A2—n
A1+n

Analog erhilt man mit Hilfe der Eigenschaft 2) von K: Zu vorgegebenen §,n > 0 gibt es ein 3(n, d),
so da fiir 0 < e < e3(n,d) :
ITi(e,m) +Io(e,m)| < 6.

Zur Abschitzung der restlichen Integrale sieht man zunéichst fiir monoton wachsendes reellwertiges p
durch Betrachten der Riemannschen Summen:

A1—v
lim sup Teleskopsumme ;.
140 / (oG] " E i (0 = 7) = p( = 1)) = p(A = 0) = p(Ar — 1),

A1—n

d.h., in diesem Fall gilt nach Bemerkung 5.3.1

A=y

/ [dp(p)| | =0.

A1—n

. lim sup
lim
n—0 740

Bemerkung 5.2.10, 2), liefert dies nun auch fiir allgemeines p. Daraus folgt mit der Eigenschaft 1) von
K:

A1—

li [Lo(e,n)| = Jim fim [ K(u.2) do()| <
n—0 n—0 |v]0
A1—n
. A1—y
. im sup
< 1 K . <
< i [ O max (KGua)l - [ o] <
A1—n
1 . A1—
. im sup _
< i [ R [ e =0
A1—n

Genauso kann man bei I4,Ig, I vorgehen und erhilt schlieflich: Zu vorgegebenem ¢ > 0 gibt es ein
10(d), so dafB} fiir 0 < 5 < no(d) gilt:

ITa(e,m) +Ta(e, n) +Ts(e,n) +Is(g,m)| < 0.
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Wihlt man nun zu vorgegebenem ¢ > 0 zuniichst 77 > 0 so klein, dal 77 < 70(d) und auBerdem
[p(A2 — 1) — p(A2 = 0)| < § und |p(A1 +0) — p(A1 +1)| < ¢ fiir 0 < n < 77 und wihlt man dann € mit
0 < e < min{e1(5),e2(n, d),e3(n, )}, so folgt insgesamt:

D(E) = 5 [(00 +0)+ 932 = 0) = (o0 +0) 4 o3 - 0)]| <

< La(e,m) +La(e,n) +1g(e,n) +Is(e,n) | + |Li(e,n) +To(e,m) | +

+Ts(e,m) +Ts(2, ) + T (e,m) — %(p(m +0) = p(ha = 0)) = p(A2 — 0)—
1 A2—1n A2—n
5 (o040 =0 = 0)) + o0+ 0 = [ o+ [ dpt)| <
A1+1n A1+7
A2—n
< 20+ Is(eym) — dp(p)| +
Al[n
o) + To(e,m) = 5 (600 +0) = o0 = 0)) = 3 (600 +0) = o0 - o>)‘ +
A2—n
| [ an) - o000+ o0 +0)] <
1+7n
< 46+ [p(A2 =) — p(A2 = 0)| + [p(A1 +0) — p(A1 + 1) | < 66.

Damit ist auch die Umkehrformel bewiesen.

5.3.3 Satz (Hellysches' Auswahlprinzip)

Sei pn : R — C eine Folge von Funktionen beschrinkter Variation mit | pn(A) | < M, V(p,) =
J 1dpa(X)| < M fiir n € N. Dann existiert eine Teilfolge (pn,;)jen von (pn)nen und eine Funktion

[ee]
p: R — C von beschréinkter Variation mit |p(A) | <M, [ |dp(A)| < M und lim p, (A) = p(N) fiir
_'so j—oo
AeER.

Beweis:
siehe Natanson, Isidor P.: Theorie der Funktionen einer reellen Verénderlichen.

5.3.4 Satz (Hellyscher Konvergenzsatz)

Sei f: R —» C stetig mit )‘lirjrtl f(A) = 0. Sei p, : R — C eine Folge von Funktionen beschrinkter
— o0

o0
Variation mit lim p,(A) = p(A) fiir A € Rund [ |dpn(A)| < M. Dann ist auch p von beschriinkter
n— o0 5

Variation mit [ |dp(A)| <M und es gilt:

Jm [ o) = [ 1) o0y,

I'Eduard Helly (1884-1943)
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Beweis:

Die erste Aussage folgt direkt aus der Definition der Totalvariation. Sei jetzt £ > 0 vorgegeben. Wir
wihlen Ar, ..., Ap+1 mit —0o < A; < A2 < ... < Apg1 < 00, so daB | f(A) | < e fir A < Ay und
A > Amit, [£(A) —1(Ny) | < e fiir Aj < A < Aj41. Dann gilt:

[ )= 0~ s < ¢ [ 14 < e
[0 ) = 310 (a i) = )| < [ [dpa(0)] <M,

Da f stetig ist, ,\hrf f(\) = 0, ist f beschrdnkt, sei also [f(\)| < N fiir alle A € R. Wihle ng € IN so
—>=00
groB3, daB [ p(Ai) — pn(Ai)| < 5 fiir i = 1,...,m 4+ 1. Dann gilt fiir n > np nach obigen Ungleichungen:

/ £ dp()) - / £ dpa (V)| <

S [(Ps1) = pO)) = (pn(As11) = pal1))] |+ 26M <

j=1

IA
“E

IN

ZN (Ios1) = o) + [pO5) = )]} +2eM <
< m-2e+M- 2,

also folgt die Behauptung.

5.3.5 Definition (I'(M))

Sei M > 0. Dann bezeichnet I'(M) die Menge aller Funktionen p : R — C von beschréinkter Variation
mit den Eigenschaften

70 dp(A)| <M,
2) p(—o0) =0,

3) p(A+0) = lim pPA+¢) = p(A).

5.3.6 Hilfssatz

Sei p : R — C von beschriinkter Variation mit [ |dp(A)| < M. Dann liegt die Funktion

— 00

PR — C, p"(A) = p(A +0) — p(—o0)

oo

in I'(M). Ist f: R — C stetig mit hrf f(A) =0, so gilt:

o0

/ £0) dp(\) = / £(0) dp™ (V).
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Beweis:
Es ist f |dp*(A)| < M, denn dies gilt fiir die Funktionen A — p(A+¢)—p(—o0) und damit nach dem
Hellyschen Konvergenzsatz 5.3.4 auch fiir p*. Weiter folgt aus 5.3.4, daf p* von beschrankter Variation

ist. Deshalb existiert nach 5.3.1 der Grenzwert p*(A + 0). Weil — wieder nach 5.3.1 die Menge der
Unstetigkeitsstellen von p hochstens abzihlbar ist, gibt es eine Folge (a,)yen,a, > 0, le a, =0, so

daB p in jeder der Stellen \ + a, stetig ist. Dann ist

pA+0) = Tim p*(A+a,) = lim (p(A+a,+0) = p(-o0)) =
= lim (p(A+a,) = p(-o0)) = p* (V).

Ebenso folgt: p*(—o0) = 0. Also ist p* € T'(M).
Sei nun &’ > 0. Wir wihlen m,\;, &9 so, dafl

1) [f(A)] < €' fiir A < Ay und fiir A > Ay,
2) [f(A) — ()| <€ fiir \jy+e <A< A1 +6,0<e <ey.
Dann folgt:

/ £ dp* (M) - / F() dp(N)| =

m m

= | [ 1) = Yt (5 ) = 07 O0) + 3 [0 (07 ) = () -

0y +)(pOgs1 +2) — o0y +9))] + ifm +9)(pOss1 +0) = o0y +9)) -
- 7f(>\)dp(>\) <
< | [ tva (A)—fjf(xj)(p (A1) =P () ) | +

30 [0 (4 O = 7 09) = 10 +2) (o1 +8) =y +9))] | +

+] [ 100800 = 3510y +2) (01 +2) = s +9)) | <

< 2-5'-M+ij[ ) (p* O51) = 0" (W) = 1O +2) (pOy1 +2) = p(y +) )|

=1

fiir 0 < e <egg. Mit ¢ — 0 folgt die Behauptung.

5.3.7 Definition (I'*(M))

Mit I'*(M) wird die Menge aller in {z € C | Imz # 0} holomorphen Funktionen F bezeichnet, welche
eine Darstellung

/—dp ),Imz #0
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mit einem p € T'(M) besitzen.

5.3.8 Satz
Seien p1, p2 € T'(M). Es gelte fiir z € C,Imz # 0 :

oo o0

[ 5o dm = [ 55 dey.

—00 —00
Dann gilt p1(\) = p2()) fiir alle A € R.

Beweis:
Aus der Stieltjes - Umkehrformel 5.3.2 folgt fiir g, A € R mit u < X :

S O+0)+22(0=0) = 32+ 0) +2(1=0) = (1 (A+0)+ 1 (A=0)) = 5 (91 (1+0)+p1 (1 =0).

Da p1bzw. po an hichstens abzihlbar vielen Stellen unstetig sind (nach 5.3.1), liegt die Menge E aller
Punkte, an denen p; und zugleich p- stetig sind, dicht in R. Fiir A, 4 € E hat man damit

p2(A) = p2(p) = p1(N) — pr1(p)

Fiir p — —oo ergibt sich wegen p1,p2 € T(M) : p1(A) = p2(N) fiir A € E. Wegen pq, p2 € T(M) gilt

fir A\ € R: pi(A+0) = pi(\). Wie im Beweis von Hilfssatz 5.3.6 kann man nun a, > 0 wihlen, so

daB li_>m a, = 0,\ + a, € E. Dann ist p;(\) = li_>m pi(A +ay), wegen p1 (A + a,) = p2(A + a,) folgt
o0 v o0

also: p1(A) = p2 (), d.h. es gilt fiir jedes A € R : p1(X) = p2(N).

5.3.9 Satz

Sei (Fk)ken eine Folge aus I'*(M). Dann existiert eine Teilfolge (Fi, )nen von (Fi)ken und ein F €
I'*(M), so da8 fiir z € C,Imz # 0, gilt: le Fy,(z) = F(z).

Beweis:
. . . _ _ dpi () .
Zu Fy gibt es ein p, € (M), so daB fir Imz # 0 gilt: Fi(z) = 5, Wegen p € T'(M) gilt
—Z
—00

pr(—00) = 0 und | px(—N) — px(A)| <M fiir N € N. Mit N — oo folgt | px(A)| < M fiir A € R. Nach
dem Hellyschen Auswahlprinzip 5.3.3 gibt es eine Teilfolge (px, )nen von (pk)ken und eine Funktion

p: R — C von beschrinkter Variation so, dafi lim py (A) = p(A) fir A € Rund [ [dp(A)| <M,
n—o0o —00

[p(A)| <M. N

Nach dem Hellyschen Konvergenzsatz 5.3.4 folgt jetzt fir Imz # 0 : lim Fy (z) = [

n—o0

4 Sei

p*(A) := p(A + 0) — p(—00). Nach Hilfssatz 5.3.6 ist p* € I'(M) und es gilt

o - [0

Also ist F € T*(M).
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5.4 Integraldarstellung der Resolvente

In diesem Paragraphen soll eine Darstellungsformel fiir die Resolvente (A — z)~! Imz # 0 eines
selbstadjungierten Operators A in einem Hilbertraum H hergeleitet werden. Die Formel ist von
folgendem Typ:

(R.f,g) = / dp)\fg) f,geH,

Wobei A — p(A,f,g) eine Funktion mit beschriinkter Variation in (—o0, 00) ist. Der Hilbertraum
sei separabel (das ist z.B. fiir L2(Q2),Q C R" offen, erfiillt).

5.4.1 Hilfssatz (M. H. Stone')

Sei H : D(H) — H hermitesch. Dann gibt es einen Teilraum D' von D(H) und eine Folge (Hp)nen
von beschrinkten hermiteschen Operatoren mit den folgenden Eigenschaften:

1) D(H,) = H.

2) D' ist dicht in D(H) beziiglich der Graphennorm von H, d.h.: Zu jedem f € D(H) gibt es eine
Folge (fo)nen C D' mit li_>m IIf —fa || + [|Hf — Hf,, || = 0. Insbesondere ist D" dicht in H.
n—oo

3) Fiir jedes f € D' gilt: lim H,f = Hf.

n—o0

4) Zu jedem n € IN existieren an, by, an < by, und eine Spektralschar {E,(A\) | A € R} mit

b,
H, = / AdEs(\)

Weiter gibt es )\(n) )\(n) derart daB a, < A§“> < )\gn) <. < )\1(::) < b, und E,()\) konstant
ist fiir A < AP0 > AP A <X <A G e {1, ka — 1)

EZ%}?SSIM 1.1.18 ist R(H £ i) separabel. Sei (gk)ken eine Folge, die dicht ist in R(H + i), seien
fx € D(H) mit gx = (H + i)fx. Sei My, der Teilraum von H, der von den fj,...,f, aufgespannt wird.
Er besteht aus Elementen der Form i Cmfm,C1,...,cn € C. Es ist dim M, < n. Setze D' := G M,.
Da M, C My, fiir n € N, ist D’ rgi?llTeihraum von H. Zu jedem f € D' gibt es ein n(f) Enil\ll und
c1 cnf)Eletf—n(Zf)cmm

Zeige: D' ist dicht in D(H) beziiglich der Graphennorm von H:
Sei f € D(H),g = (H+1)f. Dann gibt es eine Teilfolge (g, )ven von (gx)ken mit lim g, = g und es
V—00

ist gk, = (H +1i)fy,. Dann ist
lgx, —&l* = I(H+1)(f, —HI > [Ifi, —f[°

und auch
| (H +1)(fe, —£)|I> > ||Hf,, — Hf|]?,

beide ,, > “ wurden im Beweis von Satz 4.3.9 gezeigt. Also folgt lim fi,, = f und li,m Hf,, = Hf.
v [ee]

vV—00

Insgesamt hat man also li,m IH(fi, — ) ]|* + ||f, — f]]*> = 0. Weil fy, € My, C D', folgt 2).
v o0

I'Marshall Harvey Stone (1903-1989)
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Sei E, die orthogonale Projektion von H auf M, (M, ist abgeschlossen, weil endlichdimensional).
Setze H, := E,HE, . Dann ist H,, auf H erkliirt, also 1) erfiillt. Ist f € D', so gibt es ein p = n(f), so
daB f € M,,. Also ist E f = f fiir n> n(f). Folglich ist fiir n> n(f) : Hyf = E;HE,f = E,Hf. Wegen

[EoHE|| < [[Ea|l - [[HE[| = [JHE]
ist die Folge (|| EnHf ||)nen gleichméBig beschriinkt. Fiir f,g € D' gilt weiter:

lim (E,Hf,g) = hm (Hf E.g) = (Hf,g).

n—oo

Weil D' dicht in H ist, folgt daher nach Satz 2.1.5: E Hf "2 Hf. B, ist eine Projektion, also ist
|E Hf ||? = (E,Hf,E Hf) (E,Hf, Hf). Mit E,Hf "= Hf folgt nun wieder aus Satz 2.1.5:

Tim [|B,HE|[* = lim (B, Hf, Hf) = (HE, Hf) = [|Hf|[* .

Nach Bemerkung 1.1.15 folgt jetzt fiir f € D' :

lim H,f = hmEHE f= hmEHf—Hf

n—oo

also ist 3) erfiillt.

Offenbar gilt fir f,g € D' : (Huf,g) = (f,Hng),Hy ist also hermitesch. Hy ist beschrinkt: Es ist

H.f = E,HE,f. Da E, ein Projektor ist, gilt E,f € My, ||Enf|| <||f]| . M, ist endlichdimensional,
k

sei {1, ..., pk } eine Orthonormalbasis von M,, und es gelte E,f = > cip;. Es ist also

i=1
k
IELLN> =D Jei” <NIEIP .
i=1
k
Weiter hat man HE,f = " ¢;Hyp;, man berechnet also:
i=1
k k kK k
IHE.f||” = chle,ZqH% =Yy GHe, Hey) <303 eil - ol - | (i, Hey) | -
—1 =1 i=1 j=1
Setzt man nun M := max{| (Hey;, Hp;) | | 1 <1i,j < k} und benutzt weiter, daf3
2-|ci| - o] < el + g P,
so erhalt man:
kK k LA
JHELf[]> < M-> > |- || <M- §‘ZZ(|Ci|2 + o) =
i=1 j=1 i=1 j=1
1 & 1 k k
_ 2 2 ] 2l
= Mg el +Z|cj| =Mog |k Xl e Rl | =
k
= M-k-> |e[> <M-k [|f]]*.
i=1

Also ist der Operator HE, beschrinkt und damit — weil E, beschrinkt ist — auch der Operator
H, = E HE,.
Offenbar gilt H,(M,) C M,. Da H, hermitesch ist, gibt es eine Orthonormalbasis {cpgn), ...,cpl(:,r;)}

von My, dim M, = py, so daf fiir j = 1,...,p, gilt: H go( n) — HJ( n) ( ). Die ,u( ) sind reell und die
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Eigenwerte der Restriktion von Hy auf M. Seie ) die Vielfachheit von ,uj(“). Sei Ej(n)f = (f, (pj(n) Yol

J
Pn Pn
H.f = Z;Mj(n) (f, sOj(n)) (pj(n) — ZMJ'(H)EJ'(n)f'
J:

=1

Dann ist

Pn
Setzt man noch E(()n) =1-> EJ( wobei I die Identitét in H ist, und ,u( = 0, so ergibt sich: Ist
=1

f=1 +f5,f; € My, 1 EM#, So ist

Pn Pn
Haf = E,HE, (f; + ) = B HEf; = Hofy = Y uiVEME = S uWEME.

Setze fir A € R: E,(\) := Y Ej(n). Ist diese Summe leer, so sei E, () := 0. Dann ist E,(\) =1
ilui™ <}

fiir)\an>max{uj(n)|0§j§pn}undE (A )—Ofur)\<an<m1n{,u()|0§ < pn}. Esist

leicht zu sehen, dal lim E,(A +e)f = Ey(M)f,Ep(A\)* = Ex(A\) und E, (/\)E (1) = Ep(min(A, p))

e>0,e—0

fiir A, u € R. Also ist {En(A) | A € R} eine Spektralschar.
bn
Nun bleibt noch zu zeigen, dal H, = [ AdE,()\). Wihle dazu eine Teilung Z,, = ()\gm), . >‘I(nm+)1)

an
von [ap, by] an,b wie oben), d.h. a, = )\(m) < )\(m) <. < /\f:j:l = by, m € N, mit lim §(Z,) =
m—00

OF A\

lim max ‘ il T ‘ = 0. Weiter sei jedes g5 in je einem Intervall ( k+1) enthalten. Sei

m—o00 1<j<m

My, = {k | ( Alm) )\1(3:)1) enthilt ein uj( )} . Dann ist

by m
JAdE) = tim STA (BN - BU™)) =
k=1

= mlgnoo Z >‘ ( k+)1) En(/\1(<m))) =

kEMy,,

- 3 (RO - B0,
EMm

Dabei wurde verwendet, dafl E, ()\) konstant ist auf Intervallen ()\l(fn), )\1(<m+1)) , die kein ,uj(n) enthalten.
Also ist schliefllich

ba ‘. eygn)+...+e”i(i)1+e”i(n)
1 (n) (n) (n) p(n) _
/)\dEn(A)—n}gnooZui > E; T E{
o i=1 j=elM e 41 :0
Dabei sind ,A“ e My ™) die paarweise verschiedenen Eigenwerte, e o die zugehorigen Vielfachheiten.

5.4.2 Bemerkungen

1) Sei H: D(H) — H selbstadjungiert. Sei H' die Einschrinkung von H auf D’ (D’ wie in Hilfssatz
5.4.1). Dann ist H' wesentlich selbstadjungiert.

Beweis:

Sei g € H,f € D(H) mit (H+1)f = g. Sei (fy)nen eine Folge aus D' mit hm f, =1, lim H'f, =
—>00 n— oo

Hf. Dann ist lim (H' + i)f, = (H 4+ 1)f = g, also ist R(H' + i) dicht in 7—[ Ebenso zeigt man:

n—o0o

R(H" —1) ist dicht in H.
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2) Die gleiche Rechnung wie am Ende des Beweises von 5.4.1 zeigt:

bn ; epgn)+...+e”gn)
z/dEn(A):Zz > EM +2-EY =21,
an =1Jze mytte ) 1

it

wobei I die Identitit in H ist.

5.4.3 Hilfssatz

Sei H : D(H) — H selbstadjungiert. Sei (Hy)nen eine Folge von selbstadjungierten Operatoren in H
mit Definitionsbereich D(H,,) derart, daf} gilt:

1) Es gibt einen Teilraum D' C D(H) derart, dafl die Einschrinkung H' von H auf D" wesentlich
selbstadjungiert ist.

2) Fiir f € D’ gilt: lim H,f = Hf.
n—o00
Dann gilt fiir f € H und z € C,Imz # 0 : lim RVt = R,f, wobei R = (H, —z)~ L.
n—oo

Beweis:

SeiH, ={geH|HeD :g= ( —z)f} fiir Imz # 0. Wie im Beweis von Hilfssatz 4.3.10 zeigt man
fir Imz # 0 : R(H' — z) = R(H — z). Weil H selbstadjungiert ist, folgt aus Satz 5.1.2: R(H —z) = H.
Also ist H., = R(H' —z) = H, d.h. H! ist dicht in H.

Sei nun g € H,,. Dann ist

RMg—R,g = (Ho—2z) 'g—(H-2)'g=
= Hy-2)'H-z)H-2""'g—(Hy—2) '(Hn—z)(H-12)""g=
= Ha—2) '(H-Hy,)H-2)""g

Also ist
(n) 512 1 .
IR;Vg —Rogll < m— [I(H-Hn)(H~-2)""g] .
[Imz|

Wegen (H —z)1g € D' gilt nach Voraussetzung: ILm I|(H—-H,)(H—2z)"tg|| =0, also
lim ||R{Vg ~ Rpg]l = 0.
n—o0

Fiir alle f € H gilt

2

RO — RN < IROE 2 (1RE] % —_
IRVE — Rf]| < IRV + [|RE]] < |Imz|

1 1
M+ Il = [
[Tmz] [ Tm 7|
(n) 2 2 €
also ist || R, —R||<|I |Sel<€>0 Zu f € H wihle nun g € H! so, daB| |||f g||<§
Dann wihle man n so grof, da8 || (R, RM™ — R,)gll < § ist. Jetzt folgt:

IRME—R, £ = [|RM —R)f - RM —R,)g+ RM —R,)g| <
< [JRM™ -R)(E-g)|l + (R —R,)gl| <
< E-}-E:E
2 2 ’

also hat man fiir alle f € 7 : lim R™f = R,f.

n—oo
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5.4.4 Hilfssatz
Sei H : D(H) — H selbstadjungiert. Dann gilt die folgende Integraldarstellung fir R,,Imz # 0 :

o0

1
®utp) = [ o L),
—Z

— 00

wobei die Abbildung A — p(\,f,g) ein Element aus T'(]|f]|-||g]|) ist.

Beweis:

Sei (Hy)nen die approximierende Folge von beschrinkten hermiteschen Operatoren, die in Hilfssatz
5.4.1 konstruiert wurde. Sei {E,(A\) | A € R} die in Hilfssatz 5.4.1 konstruierte Spektralschar. Die
Einschrinkung von H auf D’ ist nach Bemerkung 5 4.2 wesentlich selbstadjungiert. Nach Hilfssatz

5.4.3 gilt: lim R = R,f. Wir zeigen nun: R{" f  dEn(M).
n—o0 an

Wie im Beweis von Hilfssatz 5.4.1 folgt:

by : P
dEnA . n -1 ' n n -1 n
T = G R v R
an i=1 j=e (n)+...+e (n) +1
#1 B
b i eugn)+.“+eui(n)
Jo-namm = (W -a) X B ()R
an i=1 j=e (n)+...+e (n) +1
H1 B

Es ist EJ-(H)EJ-(,H) =0 fiir j # j', denn es ist

EMEM =B (£ol) ol = (£0) (o, o) ™ =0

fiir j,j’ # 0 und fiir j # 0 gilt

Pn
EMES (mp® _ g0 _ gmpm _
Ey’ (I—ZE ) ZEJ. EY =E" -EVE" =0

mit den Bezeichnungen aus dem Beweis von Hilfssatz 5.4.1. Also erhilt man:

e (pny+...+e (n
by by p(m Foee, o)

1 ‘ (n) (n) _
/)\TdE (A)/(A—sz 21 > EY +1-Ey =1d.

an an = j= eu(n)+...+eugn) +1
bn by, by,
Es ist also wegen Hy, —z = [ AdE,(\) —z [ dE,(A) = [(A —z) dEa(N) :
ra
RM™ = H, —2)~' = / dE,()\)
A—z
Nun ist nach Satz 5.2.12:
bn 1 00 1
®PEg) = [ dEWLY = [ 1 dE0LE).
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Die Funktion A — pn (A, f,g) := (En(M)f, g) hat beschriinkte Variation auf (—oo, 00) nach Satz 5.2.12
und nach diesem Satz gilt weiter: [ |d(En(M)f,g)| < ||f]|-||g]l - Die definierten Eigenschaften der

Spektralschar zeigen: p,(A,f,8) € T(||f]]- |l gll), also ist (Rgn)f,g) e I'*(JIf|l- llgl]). Nach Satz 5.3.9
gibt es fiir feste f,g eine Teilfolge ((RM™f,g)),  von ((Rgn)f,g))neN und ein ® € T*(||f]- || g]]), so
daB fiir z € C,Imz # 0 gilt:

lim (R(“J)f g) D(z).

J*}OO

Gleichzeitig gilt aber nach Hilfssatz 5.4.3:
lim (R‘“J)f g) = (R.f,g),

J*}OO

also ist ®(z) = (R,f,g) € I'*(||f]|-||g|]) und das ist die Behauptung.

5.5 Fundamentaleigenschaften der Funktion A\ — p(),f, g)

Ziel in diesem Pragraphen ist es, zu zeigen, daf es eine Spektralschar {E(A) | A € R} gibt, so daf§
p(Af,8) = (E(V), g).

5.5.1 Hilfssatz
Seien f,g : R — C stetig mit lim f(\) = lim g(A) = 0. Sei p € T(M). Dann ist

A—£o0 A—£o0
A
GO = [ 8 dola)
aus ['(M’) fiir ein geeignetes M’ > 0. Auflerdem ist
[ e = [ e
Beweis:
1) G ist stetig von rechts:
Ate
Sei A fest, € > 0, dann ist G(A+e)—G(A\) = [ g(p) dp(p). Sei A = p1 < po < ... < ping1 = A+e.

A

Dann ist

Zg “J( p(pit1) —P(Mj)) <

n

S (g0 — 600) (plos0) = )| + |30 800 (olassn) — o) | <

<
j=1 j=1

< sup I/Idp )| + Zg ) (pli1) = (1)) | =
)\gs,tgz\+s

= sup |/|dp )+ [s00 (o0 +2) = o) .
)\Ss,tgk—&-s

also ist G stetig von rechts.

160



2) G € T'(M') fiir ein geeignetes M’ > 0 :
Sei A1 < Ay < ... < Apy1. Es gilt

| A
Zm-m n-ij/a»wm <
i=1 A
Aig1
3swm|2/w Kmm|/w =M,
i=1 A

also ist [ |dG(X)| < M'. Weiter ist |G(\)| < sup |g(u)| -M, es folgt also/\lim G\ =0.1)
“oo <A ——00
und 2) zusammen ergeben: G € T'(M').

[ f0gN)dp(A) = [ f(X)dG(N)
Sei n > 0 vorgegeben. Wahle A1, ..., An41 € R mit Ay < ... < Apq1 so, daf gilt:

a) [g(A) —g(h)[ < fiir & < A< Ay,

b) sup [f(A)|-M' <
A<\

c) sup |[f(A)]-M' <2
A>Ant1

n
3

)

An+1 n

) | [ )G = 3 100 (GOw) - GOW))

A1 i=1

<

w|s

e) sup [£(N) -g(\)|-M < 2
A<\

f) sup [f(A)-g(M)[-M <1,
A>Ani1

An+1

&) [ TR0 ap0) = 3 10000 (p0s1) — o) < 3

Nun ist

IN
-
—
%
=
et
=
>
=
A
w
N
rS
:
3
X 2
=
‘e

IN
w
=

il

=

f

o

B~

—~

Neid
AN
w2
=

T

=
Nei%
=
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= /f dG(A /()dG(A)—Zf(/\i)(G(AIH /f dG(A
i=1 Ang1
Xn+1

< sup [fO)] M + Zf ) (GO = GOY) |+ sup [FN)] M

A< / A>Ant1

n.,.n. . n
<2472
S3t3t3z =

< ¢ folgt analog zu 2).

5= 100800 (p(01) — o)) = T 108 dp(V)

Insgesamt erhilt man

LfdG 7of

L £(0) dG () — _Zf(xi) (GOw1) = GO + S0 (G) = GN)

i=1

n

- Zf ) (POu1) = p(N)) + D FA)EON) (1) = p(A))

i=1
/ ()

> n+nﬂwwﬂ)ﬁM+m
AER

<

also folgt die Formel.
5.5.2 Hilfssatz
Sei p wie in Hilfssatz 5.4.4. Dann gibt es fiir alle A € R hermitesche Operatoren E(\) aus

mit ||[E(A) || <1, so daB
p(\:f,8) = (E(Mf, g).

Beweis:

Seien ¢; € C,f;, g;,f,g € H fiir i = 1,2. Fiir Imz # 0 ist

[ 1 4
/ E dp(A,lel + C2f2,g) 5é4 (Rz(clfl + C2f2),g) =

T
c1(R,f1,8) + c2(R,f2,8) = / o, d(clp(Aaflag) + C2p(>\:f2;g))-
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Sei M := || g || -max{|| c1fi + cafa ||,/ 1| - || fi ||| c2]| - || f2 ||}. Dann sind die Abbildungen A —
p(\, cify + cofa, g) und A — cip(\, 11, 8) + cap(A, f2, g) aus T'(M). Aus Satz 5.3.8 folgt:

p(\, cify + cofz, g) = cip(A, f1,8) + cap(), f2, 8).
In derselben Weise zeigt man
PN £, cig1 + cag2) =Tip(A £, 81) +Tap(A. . 82).
Nach Satz 5.1.8 ist R* = R, also gilt (R,f,g) = (f,Rzg) = (Rzg,f). Folglich ist fiir Tmz # 0 :

/dpAfg /dp 8 f _/dp(%g,f)
-z A—z

Da p(\f,g),p(\, g,f) € T(|If ]| - [|g|]), folgt wieder mit Satz 5.3.8: p(\,f,g) = p(\, g, f) fiir A € R.
Weiter gilt |p(A\,£,8)] < ||f]] - |lgll - Also ist fiir jedes A € R der Ausdruck p(},.,.) eine hermitesche
Sesquilinearform mit | p(A,f,g) | < ||f]] - ||g]| - Nach Satz 1.7.5 gibt es nun fiir jedes A € R einen
hermiteschen Operator E(\) € L(H,H) mit p(A,f,g) = (E(M)f,g) und ||[E(N) || < 1.
5.5.3 Hilfssatz
Es gibt genau eine Abbildung A — p(A,f,g) € T(J|f]] - ||gl]) derart, daB fir f,g € H,Imz # 0 gilt:

[ do(\f,

Rig) = [ LRDE,
—Z

— 00

Die Operatoren E(A) aus Hilfssatz 5.5.2 bilden eine Spektralschar.

Beweis:
Nach Hilfssatz 5.4.4 folgt die Existenz von p, nach Satz 5.3.8 die Eindeutigkeit. Zu zeigen ist also nur
der zweite Teil.

1) E(\E(p) = E(min()\,,u)); E()\) ist Projektor:
Nach Satz 5.1.4 gilt fiir z; # z2,Imzy,Imzy #0:
R,, — Ry,

=R, Ry,
71 — 7o
Dabher ist
/MMM@_/MMM@ R
A—17 A—1zy Z1 — 12
7)d@@m@ _<&fﬁ@f>_
()\—Zl)(A—Zg) - 71 — Z2 &)=

5.1.4
= (R‘Zl RZ2f7 ) (R22f7 Rﬁg) =

_ [ hiRag og [ ABON R
B >\_Z2 N )\_ZQ ’

— 00 —00
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A

d(E(p)f
Setzt man nun o4, (A) := / M, so gilt nach Hilfssatz 5.5.1 und obigen Rechnungen:
H—71

— 00

[ do,(\) ssa [ dENEE) [ dENE, Ryg)
/ A_ZQ o /(A_Zl)(A_ZQ)_/ )\—ZQ

— 00 — 00 — 00

Nach Satz 5.3.8 folgt 0,, (A) = (E(M)f, Rz7g), also ist

A
E)E Reg) = [ SCEREL

Schreibt man nun z statt z;, so gilt also fiir Imz # 0 :

A
/ % = (E(VF, Rzg) = (Rog, BV =

— 00

also zusammengefafit:

/M:fw

w—z w—z

— 00 —00

Setzt man nun fiir A fest, aber beliebig:

<A _
35?? :{ (EQ)E.g), > = (E(min(u, V)t g),

so folgt mit obiger Gleichung fiir f,g € H :

[e's] A [eS)
dn(p) _ [ dEWLeg [ dEREML,g)
/ p—z _/ p—z _/ p—7 '

Nach Satz 5.3.8 erhélt man daraus fiir f,g € H :

(B(min(z, 2)f8) = (1) = (BWEMg),
also hat man fiir f € H:

E(p)E(Mf = E(min(u, \))f und E(A\)? = E()),
d.h. E()) ist ein Projektor.
lgifg E(A+e)f = E(Vf:

Wegen A — (E(M)f, g) € T(J|f]|-|lgl]) folgt fiir g € H :

lim (E(A +of, g) - (E(/\)f, g).
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1) -

Daraus erhilt man

lim | (B +2) ~EQ)f|| = lim (E(A +o)f, f) + (E(A)f, f) - 2(E(>\)f, f) -

0

— lim (E(A + o, f) - (E(/\)f, f) —0,

l0

alsoist fir A€ R: lim E(A+e)f = E(A)f.

e>0,e—0

lim E(\)f=0

A= —00

Aus A — (E(Nf, ) € T(J| £ ]| - || £ |]) erhélt man /\lim (E(Mf,f) = 0 fir alle f € H. Wegen
——00
(EOVf,f) = (E(V)?f,f) =||E(MNF|]? folgt daraus )\lim E(Mf =0 fiir alle f € H.
——00

lim EQA)f=1:

A—00

Esist 0 < || (E(A+e)—E\)f]| 2k (E(A+e)f,f) —(E(M)T, ). Also ist die Funktion A — (E(M)f, )
monoton steigend. Wegen | (E(\),f) | = [ (E\)f,EQ)f) | = |E(Vf])?> < ||f]]? ist die Funktion
beschriinkt, also existiert lim (E(A)f,f). Sei A < p. Dann ist

A—00

IE(f — EWE* = (EWE,£) — (B(VE,£) < sup [(E(wf,f) — (BN, )| =:e(V)

A<p
und es gilt )‘lim g(A) = 0. Demnach existiert zu jedem f € H ein L(f) € H, so dal /\lim E\f =
—00 — 00
L(f). Sei jetzt g:=f —L(f) =f — lim E(M)f. Fiir p € R folgt:
A—00
E(wg = E(wf — lim E(u)EX)f =0,

A—00

da E(u)E(\) = E(u) fiir A > p. Sei h € H beliebig, Im z # 0, dann ist

(Rg,h) = / dEWeb _

w—z
—00
also ((H - z)_lg,h) = 0. Insbesondere gilt fiir alle u € D(H) : ((H —z)" g, (H— Z)u) =0, also
wegen Ry = Rz nach 5.1.8: (g,u) = 0 fiir alle u € D(H). Da D(H) dicht in # ist, folgt g = 0,
d.h. esist f = L(f) = )‘lim E(M\f.
—00

4) sind gerade die definierenden Eigenschaften einer Spektralschar.

5.5.4 Satz
Sei H : D(H)—) ‘H selbstadjungiert. Dann gibt es genau eine Spektralschar {E(A) | A € R} mit

E
(H-—2)"'= / dEQ) , wobei das Integral in der Norm von L(H,H) konvergiert.

\A—7z

— 00

Beweis:
00 b
dE(A dE(A
Die Konvergenz von / A = lim / A folgt aus Satz 5.2.15, weil E()\) eine Spektral-
A—z a— —o00,b—00 A—z
— 00 a

schar ist.



Sei {E(A) | A € R} die Spektralschar aus Hilfssatz 5.5.3. Dann ist fiir f, g € H :

®utg) = [ 5o dENLE) = ( / @%

—50 — 00
[ B
also hat man R, f = L
A—1z
N . _— [ dEQ) i
Wenn es eine zweite Spektralschar {E(A) | A € R} gibt mit R, = \ , so folgt fiir f,g € H und
-7z

—0o0

Imz#0:

A—z A—z

— 00 — 00

]"M:fw

Nach Satz 5.3.8 folgt daraus bereits (E(A)f,g) = (E(\)f,g) fir f,g € H,\ € R, und damit E(A\)f =
E(Mf fiir f € H und XA € R.

5.6 Der Spektralsatz fiir selbstadjungierte Operatoren

o0
In diesem Paragraphen wird das Integral | ¢(A) dE(A)f auch fiir unbeschrénkte stetige Funktionen
¢ : R — C betrachtet. Zuniichst wird der spezielle Fall ¢(\) = X behandelt, der allgemeine Fall wird
spéter in 5.9 untersucht.

Erwartung:

/ UGB = (H—»)"'f
AdE(\)f = Hf

cdE(NMf = c-Id(f)

[

ettt >0

/ e dBE(N)f

— 00

Diese Gleichungen gelten tatsichlich. In 5.9 werden wir sehen, wann man e'!f sinnvoll definieren kann.
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5.6.1 Hilfssatz
Sei {E(\) | A € R} eine Spektralschar, sei f € H. Es existiert

lim /bAdE()\)f:: 7>\dE(>\)f

a——00,b—00

genau dann, wenn

a——00,b—00

b 00
lim /)\Qd(E(A)f,f) =: /AQd(E()\)f,f)
existiert.
Beweis:

b
»= “ Es existiere lim [ AdE(M)f. Dann gibt es ein M € R, so daf fiir alle a, b € R, a < b,

a——00,b—+00 3

gilt:
b 2
/)\dE()\)f <M.

Nehme nun wie in Definition 5.2.8 die Riemannschen Summen T, fiir ¢(A) = A. Das ergibt

kn kn ko ku
(2; A®E (Afn)) f, ; AW (Ai(n)) f> =2 3 AP A (E (Aj(n)) E (Ai(n)) ;| f> _
kn

Il
—~
>
B
N——"
[V}
7N
=
—
i
=
N——"
\_’—h
——
N—

b b
Also ist 0 < [ A2 d(E(Mf,f) < M fiir alle a, b € R und lim [ A?d(E(M),f) existiert.

a——00,b—00 3

[ee]
»< “ Esexistiere [ A d(E(Mf,f). Sei —oo <c<a<b<d<oo. Esist

d b 2 a d 2
C//\dE(A)f—a/AdE(/\)f = C/)\dE(/\)f+b/)\dE(/\)f -
a 2 . . ) )
_ / AAEOVE|| + ( / AAE(VE, b/ AdE(A)f> + ( b/ MBS, / AdE(A)f) N
d 2
+ b/ NAEOV)E

Die gleiche Rechnung mit Riemannschen Summen wie im ersten Teil des Beweises zeigt:
2

/AdE(A)f = /X"d(E(A)f,f);
cd , Cd
/AdE(A)f = /X"d(E(A)f,f);
b b
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a d d a
(/AdE(/\)f,b//\dE(A)f) = (/AdE(/\)f,C//\dE(A)f) =0,

c b

da [b,d] N[a,c] = 0 und E(A)E(A") = 0 fiir A’ N A” = () nach Hilfssatz 5.2.6. Also ist

b 2 a

d d
//\dE()\)f— MEWNS|| = //\2d(E(/\)f, f) +//\2 AEN, ) <
c b

—

a C
a

IN

/A2 d(E(Mf,f) +/A2d(E(A)f,f).

—00 b

Die beiden letzten Integrale konvergieren gegen 0 fiir a— —o0, b— 400, also existiert
/ AdE(M)f.
—o0

5.6.2 Satz

Sei {E(\) | A € R} eine Spektralschar. Sei D:=f e H | [ N AENL,{) < +oo} . Dann ist D ein

dichter Teilraum von #H. Der lineare Operator H, definiert durch

b 00
H:D—H, Hf = lim /)\dE(/\)f: /)\dE(/\)f
a— —o00,b—00

ist selbstadjungiert.

Bewelis:

1) H ist wohldefiniert und linear:
Nach Hilfssatz 5.6.1 ist H wohldefiniert. Seien f,g € D. Es ist

b b

b
/AdE(/\)(f+ g) = /)\dE(/\)f+/>\dE(/\)g.

a a

Mit a — —oo,b — 400 folgt: f + g € D, d.h. D ist ein linearer Teilraum von #H. Aus der
Gleichung ergibt sich auch die Linearitét von H.

2) H ist hermitesch:

b
Sei nun Hap, : H — H, Hapf = [ AdE(MN)f. Dann ist fiir f,g € H :

b b
(Hof,g) = / (BN, g) = / Ad(E,EN)g) = (1, Hapg).

Also ist H,yp, ein iiberall erklirter beschrinkter hermitescher Operator. Fiir f, g € D gilt daher:

(Hf,g) = lim  (Hapf,g) = lim  (f,Hapg) = (f, Hg).

a——00,b—00 a——00,b—00
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D ist dicht in H:
Sei —o0 < a < b < o00,A =/[a,b],f € H. Zeige zuniichst: g = E(A)f € D. Es ist
0, A<a
Eg = B (E(b) ~ B(a) )1 = (B - E@)f, a<a<b
(E(b) - E(a))f, A>b.

Alsogilt firc<a<b < d:
d b b o)
/AdE(A)g:/AdE(A)f: /AdE(A)g: /AdE(A)g.

Nach Hilfssatz 5.6.1 folgt: g € D. Wegen lim E(A)f = lim (E(b) - E(a))f =f

a— —o00,b—00 a——o00,b—00
erhilt man damit: D ist dicht in H. Also ist H hermitesch.
H ist selbstadjungiert:
Sei z € C mit Imz # 0, sei ¢ < a < b < d. Nehme eine Zerlegung von [c,d] der folgenden Form:
c=p1 < 2 < oo < g1 = a < P2 < oo < fPpp1 = b < o <. < My = d. Dann ist

b d
/(/\ —2)dE()) (/ S i - dE(/\)h)

a C

der Grenzwert der Riemannschen Summen

n

S0 - 2 (Buen) — E() - [Z : (E(uj+1)—E(uj))h] -

| — 1z
ik j=1 M

= > (B~ Bl = (B - E@)

j=k

fir h € H, wenn max | ujy+1 — g | gegen 0 konvergiert. Dabei wurde wieder E(A")E(A") =0
1<j<n

fiir A’ N A" = () nach 5.2.6 benutzt. Also ist

b 00
/(A—z) dE() (/ AiZdE(A)h) = (E(b) - B(@))h

a \— OO

o]

1
Sei nun f € H beliebig, g := / X dE(M)f. Dann ist

—Z

—00
b

/(A _ 2)dB(\)g = /b)\dE(A)g _ z/dE(A)g _

a
b

/AdE(A)g —z- (E(b) - E(a))g.

a

(E(b) - E(a))f

b
Fiir a — —00,b — oo erhilt man daraus: lim [ AdE(N)g existiert (weil die anderen
a

a— —o00,b—00

Grenzwerte existieren), d.h. g € D(H) nach 5.6.1 und f = (H — z)g. Also ist R(H —z) = H und
damit H selbstadjungiert nach Satz 4.3.9.
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5.6.3 Satz (Spektralsatz fiir selbstadjungierte Operatoren)

Sei H ein separabler Hilbertraum. Sei H : D(H) — H selbstadjungiert. Dann existiert genau eine

Spektralschar {E()) | A € R} derart, dafl D(H) = {f eH| [ NAEMNLT) < oo} ,

Hf = / AAEOE

fir f € D(H).

Beweis:

Sei {E(X) | A € R} die Spektralschar aus Satz 5.5.4. Sei wieder —0o < ¢ < a < b < d < co. Wihle eine
Zerlegung von [c,d] wie im Beweis von Satz 5.6.2. Dann erhilt man fiir die Riemannschen Summen
wie in 5.6.2:

fir Imz # 0,f € H beliebig. Setzt man also A = [a,b],g := f — z)dE(M)f, so ergibt sich fiir
¢ — —o00,d — oo : (H—1z)"tg = E(A)f, (so war die Spektralschar in 5.5.4 gewdhlt). Also ist

E(A)f € D(H) und es gilt (H —z)E(A)f = g. Es ist also

b b
HE(A)f — zE(A)f = g = / (= 2) dE(\)f = / AAE(M)E — zE(A)f,

also gilt fiir f € H :

b
A= / AAE(E

Sei g € D(H), dann ist

b b b
(HE(A)f, g) = / MA(EVE,g) = / Ad(E,E(\)g) = (f, / AdE(A)g) .

a a a

AuBlerdem gilt auch (HE(A)f,g) = (f, E(A)Hg), also insgesamt (f, E(A)Hg) = (f [ AAE(N) ) fiir

f € H,g € D(H), daraus erhilt man fiir alle g € D(H) :
b
E(A)Hg = /AdE(A)g.
a

Wegen lim E(A)Hg = Hg folgt damit

a— —o00,b—00

Hg = lim /)\dE g—/)\dE

a——o00,b—00
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Nach Hilfssatz 5.6.1 folgt: [ A? d(E(\)g,g) < oo. Also ist {f eH| [ NAEMLT) < oo} D D(H).

—00

o0
Fiir ,C “sei f € H mit [ M d(E\)f,f) < co. Sei A, = [—n,n] fir n € N. Wie eben gezeigt, ist

— 00

E(A,)f € D(H) und es gilt HE(A,)f = [ AdE(M)f. Nach Hilfssatz 5.6.1 existiert lim [ AdE(MNf =

—n n—o0 —n

[ AAE(MNf. Weiter gilt li,m E(A,)f = f. Da H als selbstadjungierter Operator abgeschlossen ist,
n o0

— 00
o0
folgt: f € D(H),Hf = [ AdE(Mf, also gilt auch ,C “. Es gibt demnach eine Spektralschar, die den

beiden Forderungen des Satzes geniigt.

Eindeutigkeit der Spektralschar:

Die Rechnung mit Riemannschen Summen im Beweis von Satz 5.6.2, 3), zeigt, daf fiir f € H, Imz # 0
und jede Spektralschar E()) gilt:

00~ b
dE(X) ~ (= ~
— /(/\ —2)dE(f = (E(b) - E(a))f.
Ist nun E()) eine Spektralschar wie im Satz, so existiert g = [ (A=2) AE(\)f und es ist g = (H—z)f.
Also ist - )
(H_Z)_lg: / M:f
A—1z

—00

Diese Formel gilt also fiir jede Spektralschar E(/\) mit den im Satz angegebenen Eigenschaften. Nach
Satz 5.5.4 gibt es aber genau eine Spektralschar, die diese Gleichung erfiillt.

5.7 Das Spektrum eines selbstadjungierten Operators

In diesem Paragraphen sei H stets unendlichdimensional und separabel.

5.7.1 Definition

Sei H : D(H) — H selbstadjungiert. Sei {E(A) | A € R} die eindeutig bestimmte Spektralschar, die
nach Satz 5.6.3 zu H gehort. Sei A = [a,b] fiir —0o < a < b < co. Dann heifit

der zu A gehorige Spektralraum.

5.7.2 Satz

Sei H : D(H) — H selbstadjungiert. Sei A\g € R. Ao liegt in S(H) genau dann, wenn fiir jedes
A = [a,b] mit \p € (a,b) gilt: +00 > dim M(A) > 0.

Beweis:

»< “ Im Beweis von Satz 5.6.3 wurde gezeigt: M(A) C D(H). Sei +oo > dim M(A) > 0 fiir jedes A
mit Ao € A. Dann gibt es ein ¢ € M(A) mit ||| = 1. Wegen ¢ € M(A) ist ¢ = E(A)p. Es ist

oo oo

H-do)p = / (A = 20) dE(\)p = / (A = 20) dE(VE(A)p =

— 00 —00
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b
(A= ) dEWE)e = [(h = ) dEO.

1=
N\U‘

b
(*) gilt, da HE(A)f = [ AdE(M\)f, wie im Beweis von Satz 5.6.3 gezeigt wurde. Sei nun A =
a

[Ao — &, Ap + ¢] fiir ein & > 0. Dann ist

Ao+e
1= Xo)ol? = / (A= 2o) dEW)g|| =
)\23;5 Ao+e
- / (A= 20 d(EMN)p, ) < 2 / AEN ¢, ¢) =
Ao—¢ Ao—¢

= 52((E(A0 +¢e) —E(\ — 5))g0,<p) < e’

Also existiert zu jedem € > 0 ein ¢, € D(H) mit ||pe|| =1 und ||(H — Xg)ye || < e. Nach Satz
5.1.3 folgt: Ao € S(H).

»=> “ Sel dim M([A¢g — &, Ao + €]) = 0 fiir ein € > 0. Sei f € D(H). Dann ist
(H - \o)f = / (A = Ao) dEQV)f und

(5 = M) | = / (A = o) d(E(VE, £)

(siehe Beweis von Hilfssatz 5.6.1). Sei \g — & < A1 < Ay < Ag + €. Angenommen, es gibt ein
fo € H mit || EQ)fo |2 — || EQ\)fo [|>> 0. Dann ist auch || (E(A2) — E(\))fo [|>> 0, d.h.

g=(E() — B(W) )fo £0.

Es ist aber g € E([A1, \2])H C M([Ao — €, Ao + €]), also widerspricht dies der Voraussetzung.

Demnach ist
Ao+e Ao+e

e(A) d(EM,f) = / PN AIIEME* =0
Ao—¢€ Ao—¢€

fiir alle Funktionen () und alle f € . Somit gilt fir f € H :

Ao—¢ Ao+e

JE-P = [ Q= MPAdENLD+ [ (-2 dEWLD +
—00 Ao—¢
+ [ =2 dENED =
AOZE
Ao—¢ o]
= [ 022 aEED + [ (- dEOD 2
—o0 Ao+e
Ao—¢ 00
> ¢’ d(E(M, ) + d(E(/\)f,f)) =
(—4 }\0[5
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Xo—¢ Aote ®
- 52( / d(B(V, f) + / (BN, £) + / d(E(Mf,f)) =

—00 Ao— Ao+e
— 52/d(E(/\)f,f):s2-(f,f):s2- e .

Nach Satz 5.1.3 folgt aus || (H — X\o)f |2 > &2- ||f]|? fiir ein festes € und alle f € H : Ao € X(H).

5.7.3 Bemerkung und Definition

Nach 5.3.1 existiert fiir f,g € H der Grenzwert liﬁ)l (E(/\ —e)f, g). Folglich konvergiert

H (E(A —&)—E(\— 5'))f“2 - (E()\ - a)f,f) - (E(A - 5’)f,f)

gegen 0 fiir £,&' — 0. Also existiert der Grenzwert “ﬁ} E(A —e)f fiir f € H. Es sei
£
EA - 0)f :=limE(\ —e)f.
0
Dann ist E(A — 0) € L(H,H), |[E(A=0)]] <1, E>(A = 0) = E(A — 0) und E(\ — 0) ist hermitesch.

5.7.4 Satz

Sei H : D(H) — H selbstadjungiert. Alle Eigenwerte von H sind reell. Ay € R ist ein Eigenwert von H
genau dann, wenn E(Ag)f nicht fiir jedes f € H auch stetig von links ist. (Die Abbildung A — E(A)f
ist fiir jedes f € H stetig von rechts.) Anders formuliert lautet der Satz: Ao € R ist Eigenwert von H
< E(Ao) — E(AO — 0) ;é 0.

Beweis:

»<=“ Sel E(A\g) —E(XAo — 0) # 0. Dann gibt es ein fy € H mit (E(Ag) —E(\o — 0))f0 = go # 0. Seien
g,/ >0und 0 < § <¢e,¢’. Dann ist

(E(/\O +e) =B\ — s)) (E(/\o +6) —E(\ — 5)) = E(\o +6) — E(\o — 0).
Also ist
(E(AO +e) =B — 5))g0 = (E(/\O +e') —B(ho — 5)) (151&1 (E(/\o +6) —E(\o — 5))f0> -
= lim (E(Ao +6) —E(\ — 5))f0 = 8.

Daraus ergibt sich:

E(Xo +€')go go + E(Xo —€)go
bzw. E(Ag —€)go = E(Xo +¢")g0 — go.

LaBt man nun eine der Grofien €,¢’ wachsen und hilt die andere fest, so hat man: E(X)go ist
konstant fiir A > A\g + &’ und fiir A < Ay — €. Also ist

0o Ao+€’
(H - ho)go = / (A = ho) dE(\)go = / (A — 2o) dE(\)go

A[)*E
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und mit A" :=[Ag —e, A +£']:

A0+E’

1= Mo)gol? = / (A = 20)” d(E(M)go, g0) <
A[)*E
AOJrEI
< max(e?,e?) - [ AEOgg0) = max(e?, <) - (B(A)go,0) <
Ag*E

IA

max(e”,¢ %) ||goll” -

Fiir £,6/ — 0 erhélt man || (H — Xg)go |2
Eigenvektor und Ay Eigenwert.

= 0, also ist Hgy = Apgo- Weil go # 0 ist, ist go

»= “ Sei A\g Eigenwert, pg € D(H), o # 0, mit Hpg = Aggwo. Dann ist
o0

0= |(H = Moo |I? = / (A= 20)% d(E(N) g0, 90).

Wiéhle A = [a,b] so, dal Ay & A. Dann folgt — weil die Funktion A — (E()\)go, ¢o) monoton
steigt nach 5.2.10:

[e%¢) b
0 = [ = 2P BN ) > [ 20 AEN)gn,90) >
—00

a
b

(20, 3) [ ABN) g, 00) = dis? o, &) [EQ)go]* 2 0.

Also ist E(A)po = E(b)po — E(a)pg = 0. Variiert man nun A, so ergibt sich: E(\)gp ist
konstant fiir A > Ao oder A < Ag. Aus }\lim E(AN)go = 0 erhilt man E(A)py = 0 fiir A < Ao,
——00

Y%

wegen }\lim E(A)@o = ¢o folgt E(A)po = ¢ fiir A > Ag. Die rechtsseitige Stetigkeit von E())¢q
—00

liefert E(A)pg = ¢o fiir A > Ag. Insbesondere ist (E()\O) —E(\ — 0))900 = g # 0, also
E(XA) —E(X\ —0) # 0.

5.7.5 Satz

Sei H : D(H) — H selbstadjungiert. Sei —oo < a < b < 0o, A = [a, b]. Sei die Dimension von M(A) =
E(A)H endlich, etwa dim M(A) = m > 0. Dann existieren m paarweise orthogonale Eigenvektoren
©1, -y om 2z H mit den Eigenwerten Ag, ..., Ay, d.h. es ist Hp; = Ajp; fiir 1 <1 < m. {p1,...,om} ist
eine Basis von M(A) und fiir die Eigenwerte Ay, ..., Ay gilt: a < A; < b.

Beweis:
Sei f € M(A). Im Beweis von Satz 5.6.3 wurde gezeigt:

E(A) C D(H)
und
b
e "4 gE(A)f = / AAE(\)f = E(A)HE.

Also ist HM(A) € M(A), d.h. M(A) ist invarianter Teilraum unter H. Die Einschrinkung von H
auf M(A) ist also eine (beschréinkte) hermitesche Abbildung von M(A) in sich. Also hat M(A) eine
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Orthonormalbasis {®1, ..., pm } mit Hp; = A und reellen Zahlen Aq, ..., Am. Nach obiger Gleichung

aus 5.6.3 ist
b

A = (Hoi i) = / AEN)gi, 01).

a

Man kann abschitzen:

b b
/ MENg @) < b- / AENgi @) = b- (B(A)gr,@1) =

= b IE@Q)¢* <b

und analog
b b

[ A aENee) 2 a- [ BN >

a a
Also ist a < \; < b.
Angenommen es gibt ein A; mit A; = a. Dann ist nach dem zweiten Teil des Beweises von Satz 5.7.4:

(B0 =B = 0)) i = (E(a) — E(a = 0)) i # 0.
Es ist aber ¢; = E(A)g; = (E(b) - E(a))cpi wegen ¢; € M(A) und damit

0 # (B(a)-E(@-0))(Eb) - B@)pi =
= (B(@) - B(a) - (Ba—0) - E(a - 0)) )i = 0,
Widerspruch. Also ist a < A\; < b.

In den folgenden Definitionen wird das Spektrum eines selbstadjungierten Operators zerlegt.

5.7.6 Definition (wesentliches oder essentielles Spektrum)

Sei H : D(H) — H selbstadjungiert. Sei {E(A) | A € R} die zu H gehorige Spektralschar. Ein A\g € R
gehort genau dann zum wesentlichen (= essentiellen) Spektrum S.(H) von H, wenn M(A) = E(A)H
unendliche Dimension hat fiir jedes kompakte Intervall A mit A\g € A.

5.7.7 Definition (diskretes Spektrum)

Sei H wie in der vorigen Definition. \y € R gehort genau dann zum diskreten Teil Sq(H) des
Spektrums, wenn es ein kompaktes Intervall A gibt mit Ag € A und 0 < dim M(A) < +o0, 1 <
dim M([Ao — €, Ao + €]) fiir alle € > 0 mit [Ag — &, Ao +¢] C A.

5.7.8 Definition

Sei H wie oben definiert. +00 gehoért zum wesentlichen Spektrum genau dann, wenn die Teilrdume
(I-E(N))H,N € N, alle unendliche Dimension haben.

—o0 gehort zum wesentlichen Spektrum von H genau dann, wenn die Teilrdume E(—N)H,N € N,
unendliche Dimension haben.

Trivialerweise ist Se(H) C S(H) und Sq(H) C S(H) nach Satz 5.7.2. Dann ist
S(H) U {00} = (S(H) U {£00}) USa(H),
Se(H) N'Sq(H) = 0.
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5.7.9 Satz

Sei H : D(H) — H selbstadjungiert. Sei A9 € Sq(H). Dann ist A¢ Eigenwert von H und isolierter
Punkt von S(H), d.h. es gibt ein € > 0 derart, dal [Ao — &, A0 + €] NS(H) = {Xo}.

Beweis:

Sei A\g € Sq(H). Sei V.= (1 M([Ao — L,X0 + 1]) mit ng hinreichend groB. Betrachte die Folge
n>ng,neEN

(dim./\/t (o — 2,0 + %])) - Diese Folge ist monoton fallend mit endlichem Wertevorrat, denn

ne
ist A = [a,b] C A" = [c,d], so ist E(A)YH C E(A")H nach 5.2.6. Weiter gilt fiir alle n € N :
dim M([Ag — L, X0 + 1]) > 1. Also gibt es ein ny, so daf fiir alle m > n; gilt:

n

m m n n

n>ngp

Folglich ist +00 > dim'V > 1. Es gibt also ein go € V\{0} und f,, € H fir m > n;, so daf§

o) 5 o2

Seien nun ¢,&' > 0. Dann gibt es ein na(g,¢’), so daB L < e, ¢’ fiir m > ny(e,¢’). Es ist
, 1 1
(E()\()-FS)—E()\()—S)) ElX+—)—E[X—— fn =
m m
1 1
m m

Wie im Beweis von Satz 5.7.4 folgt: Hgg = Aggo- Also ist Ay Eigenwert.

Sei A = [a, b] ein Intervall mit Ag € A, wie es nach Definition 5.7.7 existiert. Sei z € S(H)N(a, b). Obige
Rechnungen zeigen: p ist Eigenwert von H, der zugehorige Eigenvektor g;, der wie oben konstruiert
wird, liegt in M(A). Also ist go = E(A)go, d.h. go ist Eigenvektor zum Eigenwert y der Restriktion von
H auf M(A) — M(A) ist invarianter Teilraum unter H, siche Beweis von Satz 5.7.5. Diese Restriktion
hat aber nur endlich viele Eigenwerte A1, ..., Am. Also ist p € {1, ..., Am}, d-h. S(H) N (a,b) besteht
aus hochstens m isolierten Punkten. Insbesondere ist Ag isolierter Punkt von S(H).

(EO\O +e') —E(X\o — 5))%0

Der Beweis von Satz 5.7.9 zeigt nicht nur, da8 Ag € Sq(H) ein Eigenwert von H und isolierter Punkt
von S(H) ist, sondern auch, daB Ao endliche Vielfachheit hat, d.h. V = {g € D(H) | Hg = Aog} ist
endlichdimensional.

Wie im Beweis von Satz 5.7.4 zeigt man, da E(A)g = g fiir g € V, wenn )o im offenen Kern des
kompakten Intervalls A liegt. Fiir das A aus Definition 5.7.7 ist V C E(A)YH = M(A), dim M(A) <
0.

5.7.10 Satz (Weylsches' Kriterium)

Sei H : D(H) — H selbstadjungiert. Eine reelle Zahl A¢ gehort genau dann zum essentiellen Spektrum
Se(H) von H, wenn es eine Folge (¢i)ien C D(H) gibt mit folgenden Eigenschaften:

1) ||eil|=1fiirie N,
2) i—o00

Soi_\oa

3) lim (H— Xo)p; =0.

i—»oo

IHermann Weyl (1885-1955)
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Beweis:

“
»” :>

Sei A\g € Se(H). Fiir n € N sezte A, = [Ao — l , Ao + l] Dann ist dim A, = 400. Es gibt eine
Folge (¢1)ien mit @i € M(A)), |l@i] =1 ((pl,gok) =0 fiiri #k, d.h. ¢ '=°0.
Konstruktion der Folge:

Sei AL = o — 1,00 — LAY =X + o

werden zwei Falle unterschieden:

— Ao + %] Dann ist AH\AHH = Agl) U Ag). Nun

1) Es gibt eine Folge (n;);en von Indizes mit M (Ag)) # {0} oder M (Ag)) # {0}.
Dann wéhlt man ein ¢,; # 0 in M (Ag)) bzw. M (As,f)) mit || ¢n, || = 1. Weil die Riume
M (AS}) und M (AS,T)) orthogonal sind fiir i # m oder j # k nach Hilfssatz 5.2.6, sind
auch die ¢n,; paarweise orthogonal. Nach der Besselschen Ungleichung 1.1.10 gilt fiir f € # :

I£112> > | (£, ¢n;) 7, also ist lim (f, ¢n;) = 0 und damit ¢y, 2.
j:l J—00
2) Es gibt ein ng, so dal M (A,(ll)) =M (Aff)) = {0} fiir n > no.

Esist M(A,) = M (Anp1)dM (A(l)) eM (A ) eine orthogonale Zerlegung von M(A,)

nach 5.2.6. Also ist M(A,,) = M(Apy4+1) = ... usw. Wihle nun in M(A,,) ein VONS
{®ng> Png+1,---}- Dann ist ¢; € M(A;) fiir i = ng,ng + 1, ... und Bessels Ungleichung 1.1.10

zeigt wieder : ¢; 20 ),

Fiir die so konstruierte Folge (¢;)ien gilt:

%) Xo+1
1 (H = o)l = / (A =20)* AEN)¢1, i) = / (A = 20)? d(EN)ei, 91),
—0 )‘07%

denn (E(A\)¢i, ¢;) ist auBBerhalb von A; konstant — ; ist ja in E(A;)H und E(A)E(4;) ist konstant
auflerhalb von A;. Damit ist

Ao+i

1 1
IE-2)el? < 5 / dEWN, ) = 5 [EQ)eP=
Ao—1i
iEE(ANH
e i—2||90i||2:i—2-

Also folgt lim (H — Ag)p; = 0.

1—00

Sei (¢i)ien eine Folge wie im Satz. Annahme: \g ¢ So(H). Dann gibt es ein ¢ > 0 so, daf§
dim M([A\o — &, Ao + €]) < 0o. Weil A — (E(X)¢i, i) monoton ist nach 5.2.10, ergibt sich:

}\o—E [oe]

HH =)l > / (A= 20)? d(EN)gi, 01) + / (A= 20)? dEN)gi, 1) >
Ao+e
AO £
> ( ‘Pla@l / d 901:901>—
Ao+e
}\0 € b
- (hm / AEN)p, o) + lim / d(E(A)soi,gm):
a——00 b— oo
Ao+e
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= 2 (tim ((BOo —ehanen) - (Blaanp) +
+bll> ((E(b)<P1,<P1) - (EO\O +8)<p1,<pi))> =

= ¢ ( Mo — )i, i) + (pi, 1) — (E(Xo +5)<pi,<pi)) =

= &2 (IIEQo — )il + a2 = IEQo + )i ) =

:52( E(\o +¢) — (M—m%mwz

1)

Der Operator E(X\g + ¢) — E(Ag — €) ist die Projektion von H auf einen endlichdimensionalen

ZE”@—WMM+@—M%—w

Teilraum von H und daher nach Beispiel 2.2.5 kompakt. Aus ¢; 22° 0 erhiilt man mit Satz 2.2.11:
lim (E()\O +¢e)—E(Xo —6))% = 0. Also gibt es ein ip, so daf} fiir i > ip gilt: |[(H— Xo)ei|| > 5.
1—00
Das ist ein Widerspruch zur Voraussetzung lim (H — Ag)p; = 0.

1—00

5.7.11 Hilfssatz

Sei H : D(H) — H selbstadjungiert. Sei Ao € R und sei A\g Hiufungspunkt von S(H). Dann gilt:

Ao € Se (H)

Beweis:

Sei (An)nen eine Folge paarweise verschiedener Zahlen mit A\, € S(H) und li_>m An = Xo- Zu jedem A,
n o0

wihle ein Intervall A, = [a,, by] derart, daB A, € oAn und An N oAm = () fiir n # m. Ist nun A = [a,b]

ein Intervall mit A\g € ﬁ, so enthilt A unendlich viele Intervalle A,, etwa Ap,, A,,,... Nach 5.2.6 ist

U M(Ay;) € M(A) und M(Ap;) LM(Ay,) fiir j # k. Wegen Ay, € M(Ay;) ist dim M(Ay;) > 1,

=1

also dim M(A) = oo.

5.7.12 Hilfssatz

Sei H : D(H) — H selbstadjungiert. Sei A = [a,b] C ¥(H). Dann ist E(b) = E(X) = E(a) fiir

a<A<bh.

Beweis:

Nach Satz 5.7.2 gibt es zu jedem A € [a,b] ein Ay = [ay,by] mit A € [ay,by] und M(AA) = {0}.

Wegen [a,b] C |J (ax,ba),[a,b] kompakt, folgt: Es gibt Aq,...Ax € [a,b] mit [a,b] C U (ax;, by;)-
A€[a,b] j=1

O.E sei A1 < ... < An. Dann ist a € (ay,, by, ). Wegen M(Ay,) = {0} ist E(A) = E(ay,) = E(by,) fiir

ax, < A < b)\1' Wegen ay, <ay, < b)\1 < b>\2 fOlgt E(A) = E(an) = E(bk1) = E(a)\2) E(bk2) fiir

ax, < A < by, usw. Schlielich ist E(A) = E(a) = E(b) fiir alle A mit ay, < A < by-

5.7.13 Hilfssatz

Sei H : D(H) — H selbstadjungiert. Sei A\g € R ein Eigenwert von H. Dann ist

{¢ € D(H) | Hp = Xop} = (E(X) — E(h — 0) ) H.

Bewelis:
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Der zweite Teil des Beweises von Satz 5.7.4 zeigt, dafl {¢ € D(H) | Hp = My} C (E(Ag)—E(AO—O))H.

Andererseits erfiillt g = (E()\O) —E(X\ — 0))f fiir jedes f € H die Gleichung Hg = \gg, wie im ersten
Teil des Beweises von Satz 5.7.4 gezeigt wurde.

5.7.14 Hilfssatz

Sei H : H — H beschrinkt und hermitesch. Dann ist H selbstadjungiert. Sei {E(X) | A € R} die zu
H gehorige Spektralschar. Ist N > ||H]||, so ist

N
H= [ ME())
/

und das Integral konvergiert in L(H, H).

Beweis:
Nach Satz 4.3.6 ist H selbstadjungiert. Weiter ist

[ICH A NE[] = (AL ([EF = [[HE > AL ()] =N [= (A =N)- ([ £]]

Nach Satz 5.1.3 ist {\ || A| > N} C ¥(H). Hilfssatz 5.7.12 zeigt: E(A\) = I fir A > N,E(X) = 0 fiir
A < —N. Da X — E(M)f stetig von rechts ist, hat man E()\) = I fiir A > N. Ersetzt man N durch
N —emit N—¢ > ||H|,e > 0, so folgt E(X\) = 0 fiir A < —N. Also erhélt man obige Formel fiir H.
Die Konvergenz liefert Satz 5.6.3.

5.7.15 Satz
Sei H : H — H beschriinkt und hermitesch. H ist genau dann kompakt, wenn S.(H) = {0}.

Beweis:
»= “ Sei H kompakt, sei A\g € Se(H). Der Beweis von Hilfssatz 5.7.14 zeigt: +oo ¢ Se(H). Also
ist Ao endlich. Nach Satz 5.7.10 gibt es eine Folge (¢i)ien in H mit || ¢; || = 1,0 = 0,

lim ||(H=Xo)epi|| = 0. Weil H kompakt ist, folgt lim Hep; = 0. Also ist Ag = 0. Zu zeigen bleibt:
1—00 1—00

Se(H) NR # 0. Annahme: So(H) N R = 0.

Sei N > ||H|| . Wie im Beweis von Hilfssatz 5.7.14 gezeigt, ist M([-N,N]) = E([-N,N])H = H.
Nach Annahme gibt es ein € > 0, so da§ dim M([—¢,¢]) < +00. Es ist H = M([-N,N]) =
M([-N, —¢]) & M([—e&,e]) ® M([e,N]) eine orthogonale Zerlegung von H. Nun ist aber
dim M([-N, —¢]) < oo, da Se(H) N [-N, —¢] = @ und analog dim M([e,N]) < oco. Also ist
dim H < oo und das widerspricht der Generalvoraussetzung in 5.7.

»< “ Sei {0} = Se(H), sei N > ||H|| . Dann ist fiirn € N,n > & :

s ([-2])
s []) <=

Sei Ay = [-N,-1]Af = [L N]. Dann sind E(A7),E(A{) Projektoren auf endlichdimen-
sionale Teilrdume und deshalb nach Beispiel 2.2.5 kompakt. Verwendet man die Darstellung

N
Hf = [ ANdE(M)f aus Hilfssatz 5.7.14, so ergibt sich wegen
N

0, A<t
E(ME(AD) =<¢ E(\) —E(), £ <X <N (entsprechend fiir E(\)E(A})) :
E(AD), A>N



n

N N
HE(A)f = /AdE(A)E(A*)f:/AdE(A)f:E(A:)Hf
—N 1

und
N -3
HE(A = /)\dE(/\)E(A;)f: //\dE()\)f: E(A,)HE,
—N —-N

die letzte Gleichheit wurde im Beweis von Satz 5.6.3 begriindet. Also ist

1

7 5.2.13 11 1
H(E(Aj)+E(A;))Hf—HfH: /)\dE(/\)f < nax |A|-HE([——,—D£Hg—-||f||.
Ag[-1,1 n'n n

Demnach ist li_>m | H— (E(Af) + E(A;))H || = 0. Da H beschrinkt und E(AT) + E(A])

kompakt ist, ist nach Satz 2.2.9 auch (E(Aj) + E(A;)) H kompakt. Nach Hilfssatz 2.4.1 folgt
die Kompaktheit von H.

5.7.16 Folgerung

Sei H : H — H ein beschrinkter hermitescher Operator. Sei H kompakt, H #Z 0. Dann besteht S4(H)
genau aus abzihlbar vielen Eigenwerten Aj, A2, ... mit | A1 | > | Aa| > ... > 0 und es gibt ein VONS

{30178027 "'71[]171/]27 } in H mit H‘pn = )‘nsonaH/(/}n =0firn € N.
Die Menge {t1,s, ...} ist ein VONS im abgeschlossenen Teilraum N = {z € H | Hz = 0} von A,
wenn 400 > dim N > 1. Ist dim A = 0, so bilden die {¢1, 2, ...} ein VONS in H.

Beweis:
Weil H # 0, gibt es nach Satz 2.7.3 einen Eigenwert # 0. Sei N > ||H || . Satz 5.7.15 und Hilfssatz
5.7.11 ergeben: In [—N, —%] und [é,N] ,m e N,m > %, liegen hochstens endlich viele Punkte von

S(H), etwa A1, ..., Ak,, - Diese werden geordnet: | Ay | > [Xa| > ... > |k, | - Fiir [—N, _ﬁ] , [ﬁ’N]
gilt dasselbe. Die Punkte aus S(H) in diesen beiden Intervallen seien A1, ..., A, Agn415 -5 Akpyy it
[IAdL] > A2 > o > [ A | > | A1 | > oo > [ Ay | - Auf diese Weise fahre fort.

Die Punkte A1, Az, ... sind isolierte Punkte von S(H). Also gilt nach Hilfssatz 5.7.12

E(%) = E(Aj +¢),
E()\j — 0) = E()\j — E)

fir j = 1,2,... und € > 0, ¢ hinreichend klein. Nach Satz 5.7.2 ist dim M([A\j —&, A\j +¢]) > 1 und daher
E()\j) —E(\ —0) # 0. Mit Satz 5.7.4 erhélt man: ); ist Eigenwert von H. Die Réume (E()\j) —E(\ -

O))’H sind paarweise orthogonal und haben endliche Dimension. Nach Hilfssatz 5.7.13 existiert ein

endliches Orthonormalsystem {(p-(l), - (pj)} , das (E()\j) —E(\ - 0))7—[ aufspannt und fiir das gilt:

J J

Hgoj(r) = jgoj(r),r =1,..,p;. Esist

(E(/\j)_E(/\j_O))f =2 ((E(/\j)—E(/\j—O))f,gojr)) P =
-y (1. (BOW) By ~0))¢”) of” =
= 3 (nel?) o
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und damit

1

m

N Km  Dj
" _ , DY L)
Hf = lim_ /)\dE(/\)f-l-//\dE()\)f —mlgnooz;/\Jz;(f,goj )goj .
P

—N

L
m

Nun wird die Numerierung geéndert: Anstelle von Ar, ..., Ak, Ak 415 -+s Akpny 1 » --- USW. wird nur noch
A1, A2,... geschrieben, dabei erscheint )\; pj-mal. Infolgedessen hat man auch {y1,ps,...} statt

{cpgl), - gogpl)a gogl), ...,cpépz), } . Dann folgt:

HE =Y (950 = D (HE, 05) ;-
j=1 =1

Nach der Besselschen Ungleichung ist also {1, p2,...} ein VONS in R(H). Zu zeigen ist noch:
{¢1,p2, ...} ist sogar ein VONS in R(H).

Sei g € H, (fn)nen eine Folge in H mit li,m Hf, = g. Sei cj(n) = (fa, ¢j). Nach der Parsevalschen
n o0
Gleichung 1.1.20 folgt:

0 2
I — ) 2 = 3 - fef =™
j=1

Also bildet die Folge (cj(n))
Es ist

N eine Cauchyfolge in R fiir jedes j, d.h. es gibt d; mit lim cj(n) =d;.
ne n—oo

o0

2

I > S ) [l
j=1

nach der Besselschen Ungleichung 1.1.10. Weil die Folge (Hf,),en konvergiert, ist M := sup || Hf,, ||?
neN

k

o) 2
< oo. Also ist fiir allen € N : Y | A% - ‘cj(n) < M. Demnach ist fiir k € N beliebig: Y | ;| -
=1 =1
)2 K @2 K
-‘cjn < M und damit auch lim 37 | A; > -‘cjn =Y [P 1dj|*> <M. Da dies fiir alle k
n=r00 =1 j=1

gilt, folgt > | N2 - |dj|> < M < oo. Sei jetzt g := . A\jdjyp;. Nach Bemerkung 1.1.22 ist g in H
j=1 j=1

damit wohldefiniert. Setzt man A, := ()\jcj(n)) und B := ()\jdj)jen, so sind Ay, B Elemente von 12.

jEN
Wegen
e 2
1B~ )2 =D N o™ = ™| = 1 An = Anl?
=1
ist (Ap)nen eine Cauchyfolge in 12, die wegen lim )\jcj(n) = \jd;j gegen B in 1? konvergiert. Mit

Bemerkung 1.1.22 ergibt sich: lim Hf, = g. Also ist g = g = Y Ajdjp; und Ajdj = lim )\jcj(n) =
n—o00 ,]:1 n—o0

li_>m (Hfn, ¢j) = (g, ;). Demnach ist g = 3 (g, )i, also ist {¢1, @2, ...} ein VONS von R(H).

n—oo j=1

Esist # = R(H)®N eine orthogonale Zerlegung. Ist co > dim N > 1, so nehme ein VONS {4, 92, ...}
von N zu {1, ¢>...} hinzu und erhalte ein VONS von H. Ist dimA = 0, so ist R(H) = A und
{¢1,pa,...} ist bereits ein VONS in H.

Bemerkung: Damit wurden die bereits in den S#tzen 2.7.5, 2.7.7, 2.7.8 auf andere Art erhaltenen
Ergebnissse erneut bewiesen.

Nun soll das Verhalten des Spektrums eines selbstadjungierten Operators unter relativ-kompakten
Storungen untersucht werden.
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5.7.17 Definition (relativ-kompakt)

Seien A,B lineare Operatoren in H mit D(A) = D(B). B heifit kompakt relativ zu A (oder A-kompakt)
genau dann, wenn gilt:
Sei (fy )ken eine Folge mit fi € D(A), es existiere ein D>0 mit ||fi || + || Afi || < D. Dann gibt es eine

Teilfolge (fk,,)men von (fi)ken, so dafl li_r)n Bfy,, existiert.
m—o0

5.7.18 Satz
Sei A : D(A) — H selbstadjungiert. Sei B hermitesch in H mit D(B) = D(A), B sei A-kompakt. Sei
C:D(A) — H,Cf = Af + Bf. Sei C selbstadjungiert. Dann ist Sc(A) "R C S.(C) N R.

Beweis:
Sei Ap € Se(A) NR. Nach dem Weylschen Kriterium 5.7.10 gibt es eine Folge (¢k)ken C D(A) mit

ekl =1,k K220 und leIEO || (A — Xo)ek || = 0. Also gibt es ein D>0, so da} || ¢k || + [|Apk || <D

fiir alle k € IN. Weil B A-kompakt ist, gibt es eine Teilfolge (¢x;)jen C (¢k)ken und ein f € #, so dafl
lim By, = f. Sei g € D(A). Dann ist
j— oo

(f7 g) = hm (BSij ) g) = hm (Sokj ) Bg) = 07
j—o0 j—o0

j—oo

da ¢y, "= 0. Weil D(A) dicht in H ist, folgt f = 0. Weiter ist
1Co1; = Aopis | < [[Ar; = Aogig | + [ B || -

Fiir j — oo konvergiert die rechte Seite gegen 0, also ist nach dem Weylschen Kriterium 5.7.10:
Ao € Se(C).

Bemerkung: Es liege die Situation von Satz 5.7.18 vor. Zusétzlich sei B auch C-kompakt. Dann folgt
nach Satz 5.7.18 unter Vertauschung der Rollen von A und C: Au = Cu — Bu und

Se(A)NR CSe(C)NR C Se(A)NR,
also Se(A)NR =S.(C)NR.

5.7.19 Definition

Sei A : D(A) — H selbstadjungiert. Man sagt, A hat diskretes Spektrum genau dann, wenn fiir jedes
Intervall A = [a, b] gilt: dim M(A) < oo.

Selbstadjungierte Operatoren mit diskretem Spektrum kénnen folgendermafien charakterisiert werden:

5.7.20 Satz

Sei A : D(A) — H selbstadjungiert. A hat diskretes Spektrum genau dann, wenn eines (und damit
beide) der folgenden Kritierien erfiillt ist:

1) Se(A) C {—o0, 400}
2) S(A)NR besteht aus abzihlbar vielen Eigenwerten Ap, Az, ... mit [A1| < | A2| < .., Iim |[Ay] =
n—oo
+00,1 < dim (E(Aj) —B()\ - 0)) = e < +00.

Es gibt in diesem Fall ein Orthonormalsystem {¢1, s, ...} von Elementen ¢ € D(A) so, dal Apy =
o0

Ak und Af = > A (f, o)k fiir £ € D(A).
k=1
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Beweis:

“
»” :>

A habe diskretes Spektrum. Betrachte das Intervall [n,n + 1] fiir ne Z . Wie im Beweis von
Satz 5.7.9 gezeigt, enthélt S(A) N (n,n+ 1] hochstens endlich viele Eigenwerte )\gn), - )‘1(:)- Nach

Satz 5.7.4 und weil A diskretes Spetrum hat, ist 1 < dim (E(Aj(“)) B0 — o)) H < +oo fiir

j = 1,..kyn. Die Eigenwerte kénnen natiirlich wie im Satz beschrieben angeordnet werden. Also
wurde bewiesen: S(A) N R besteht aus hochstens abzdhlbar vielen Eigenwerten Aj, Az, ... mit
A <A <.

Annahme: S(A) ist beschrénkt, etwa S(A) C [-M + &,M — ¢] fiir ein ¢ > 0. Dann ist

M
Af = [ MAE(M)f. Also ist nach Satz 5.2.13:
M

Af|| < Al |E((-M,MDf|| < M- ||f
IAFI < | mae AT [TE(=M, MDE[] < M-[IE]]

d.h. A ist beschrinkt.

[-M + &,M — €] N S(A) enthilt hdchstens endlich viele paareweise verschiedene Eigenwerte,
etwa Ap,..., AN mit Vielfachheiten 1 < ey,...,ex < oo. Sonst wiirde [-M + £,M — ¢] einen
Haufungspunkt der Eigenwerte enthalten und dieser wire nach Hilfssatz 5.7.11 ein Punkt aus
Se(H). Dies widerspricht der Voraussetzung, daB A diskretes Spektrum hat. Wie im Beweis von

Folgerung 5.7.16 folgt fiir f € D(A) : Af = Z Ak Z (f,cp(”)) gol((”), wobei die cpl((l), ...cpl((ek) eine
k=1 p=1
Orthonormalbasis von (E()\k) —E(\ — 0))7—[ bilden. Insbesondere erlaubt A eine beschrinkte
hermitesche Erweiterung auf H. Der Wertebereich dieser Erweiterung ist in dem endlichdimen-
sionalen Teilraum enthalten, der von den cp(” ) aufgespannt wird. Weil A selbstadjungiert ist,
fallt diese Erweiterung nach Hllfssatz 4.3.14 mit A zusammen. Auflerdem ist A kompakt (R(A)
ist endlichdimensional). Also ist nach Satz 5.7.15: 0 € Se(A). Das ist ein Widerspruch zur
Voraussetzung, d.h. man hat nli)n;o | An| = oo und S(A) ist unbeschrénkt. Also gilt 2). 1) folgt

sofort aus der Definition 5.7.19 oder aus 2).
Aus 2) folgt, daBl Se(A) C {—o00, +00}. Daraus folgt wegen
S(A)NR =Sa(A) U (Se(A)NR),Se(A)NR = 0,

sofort, daf3 A diskretes Spektrum hat.

Af = 3 Al v :

k=1
Sei (My)nen eine Folge mit li_>m M, = oco,M,,—M, ¢ S(A), d.h. die M, und die —M,, seien keine
n o0
Eigenwerte. Dann ist
My
1 (k)
=, [ Aamn= g 525 () o
—Mn

sieche Beweis von Folgerung 5.7.16. Wie dort wird umnumeriert, so daf in der Folge (A1, A2, ...) jeder
Eigenwert so oft auftritt, wie seine Vielfachheit angibt. Dann erh&lt man die Entwicklung des Satzes.
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5.7.21 Satz (Rellich', Friedrichs?)

Sei A : D(A) — H selbstadjungiert. A hat genau dann diskretes Spektrum, wenn jede Folge
(ox)ken C D(A), fiir die es ein D > 0 gibt, so daf fiir alle k € N gilt: || ¢k || + || Apx ||* < D2, eine
konvergente Teilfolge enthilt.

Bewelis:

»= “ A habe diskretes Spektrum. Nach Satz 5.7.20 gibt es dann ein Orthonormalsystem {p1, @2,...}
und Eigenwerte Ai, Ag,... mit [\ | < | A2 < ..., so daB fir x € D(A) gilt: Ax = > Ae(X, k) @k-

k=1
Sei xi = (x, k) fiir x € H. Ist x € D(A), so gilt also

oo oo
DR bl = AP D I < )l
k=1 k=1

(Letzteres nach der Besselschen Ungleichung 1.1.10).

Sei nun (x(p)) eine Folge wie im Satz angegeben. Also ist

Z(l + >\k)2 . ‘X(p) ’
k

k=1

peN

<D?

fiir p € N. Insbesondere folgt fiir X(P) := Z x cpk, daf3
k=1

| (0)
St ke
k; .

fiir alle p € IN . Die Folge (X1(< Nken = A, ist also ein Element aus 12 . Wegen ||A,||*> < D?
fiir alle p € N gibt es nach Satz 2.1.4 eine Teilfolge (Ap,;)jen C (Ap)pen und ein A* = (x} )ken

in 12, so da§ Ap, i2ge

lim (Ap,;,B) = (A*, ), d.h. lim E x(pj)yk = Z X ¥k Insbesondere erhilt man daraus, wenn
]J—00 _]—)OO k= k=1

Hg(p) 2 2 §D2

A*. Anders ausgedruckt gilt also fiir jede Folge B := (yi)ken aus 12 :

_ 1, k=m BET (pj) " .
man z.B. yx = { 0. sonst setzt .jlg&xk =x, fiir alle k € N.

Sei nun x* := ) xf¢xk (wohldefiniert nach 1.1.22). Dann ist

k=1
=(pj) * - (pj) * 2 a (pj) * 2 .- *|2 .- (p)
prJ -x :Z x, ) —x SZ‘XkJ—Xk + 2 Z Ixi|” + 2 Z ‘Xk .
k=1 k=1 k=N+1 k=N+1

Aus ‘ (ps) ( + A2) < D? erhiilt man wegen der Anordnung der | \; | die Abschétzung

k= N+1

‘ (Ps) fiir alle j. Da lim | A, | = 400, kann man also zu vorgegebenem

k=N-+1 1 + >‘N+1 e

e > 0 ein N(e) so finden, daf} fiir N > N(e) und alle j gilt:

> 1
22 <‘kaJ +|k|> 52-

k=N+1

!Franz Rellich (1906-1955)
2Kurt Otto Friedrichs (1901-1983)
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= : ~ 2
Nun wihlt man noch j so gro8, da§ ‘XIEDJ) —x;| < 1e% Dann ist insgesamt ||x(P) —x*|
k=1

1
2
g2, also folgt lim X(P) = x*. Zu zeigen ist noch: x(P) = x(P),

j—oo
A hat genau dann diskretes Spektrum, wenn A + ~I,v € R, diskretes Spektrum hat. In diesem
Fall ist S(A)+~ := {\+v | A € S(A)} = S(A+~I). Nach Satz 5.7.20 kann man v € R so wéhlen,
daBl —v € E(A) d.h. A + 7T hat eine beschriinkte und iiberall erkérte Inverse. Sei y € D(A), sei

y(N Z vk und sei y := Z yr@k. Dann folgt nach Satz 5.7.20:
k=1 k=1
N e’}
Jim (A +9)y™ = lim I;(Ak +7)ykpr = I;O\k + 7y = (A +9)y.

Andererseits ist auch Nlim yMN) = 5. A ist als selbstadjungierter Operator abgeschlossen, also
—00
ist (A+7)y =(A+v)y. Weil A + 41 beschrinkt invertierbar ist, folgt daraus y = .

Also ist X(?) = x(P) Aus der Folge (x(p))p < Wurde somit eine konvergente Teilfolge ausgewihlt,
d.h. ,= ¢ ist bewiesen.

Angenommen, A hat kein diskretes Spektrum. Dann gibt es ein Intervall A = [a,b] mit a<b,
dim M(A) = oo. Sei {¢1, 2, ...} ein abzihlbar unendliches Orthonormalsystem in M(A), wie
im Beweis von Satz 5.6.3 gezeigt wurde, vertauscht E(A) mit A. Im Beweis von Hilfssatz 5.6.1

wurde gezeigt:
2 b

b
//\dE(A)f ://\2 d(E(N), 1)

a

Damit ist

ol + lAecll® = (E(Q)ex, pi)+ [[AE(A) gk |I*=
b b

= /d(E gOk,ng /)\dE

_ /d New, o1) /)\2d(E()\)<Pk,<Pk):

a
< 2. =
mae [14 37| (B(A) g, 00|
_ 2y, 2 _ 2
= max(l+ A7) [Jox|” = max [1+ A7 .
Also gibt es nach Voraussetzung eine Teilfolge (py;)jen C (¢k)ken, die konvergiert. Nach der
o0 .
Besselschen Ungleichung 1.1.10 gilt fiir y € H : [y || > > | (k. y) |, also ist oy, 22 0. Da
k=1

die Folge (¢y;)jen konvergiert, mufl folglich gelten: lim ¢y, = 0. Das ist aber ein Widerspruch
j—oo
zu ||k || = 1, also hat A diskretes Spektrum.

5.7.22 Definition

Sei A : D(A) — H selbstadjungiert. A heifit nach unten beschrénkt genau dann, wenn es ein v € R
gibt, so daf fiir alle f € D(A) gilt:

(Af,£) >~ [I£]* .
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5.8 Beispiel: Der Schréodinger - oder Hamiltonoperator des
Wasserstoffatoms

5.8.1 Vorbemerkungen

In diesem Abschnitt wird durchgehend der separable Hilbertraum L?(R?) betrachtet, mit Ausnahme
der folgenden Definition, wo H = LZ*(R"). Fiir u € L?(R") bezeichne 1(¢) die in Abschnitt 1.8
behandelte Fouriertransformierte von u. Nach dem Theorem von Fourier-Plancherel 1.8.8 war

u(¢) =

1 lim.

/27rn n—o00

Kgr,, (0)

e &%y (x) dx,

wobei Ry, eine Folge war mit lim Ry, = co. Fiir Funktionen u mit u € C°(R") vereinfacht sich der
m—o0

Ausdruck zu 1

u(¢) = e X8y (x) dx.
© == R/ (x)d

In 1.8.10 wurde bewiesen, daf fiir u € C}(R") gilt:

o~

du(g) =i-& ().

n 82
Definiert man also fiir u € CZ(R") den Laplace-Operator A wie iiblich durch Au(x) = Wu(x),
—~ Ox;

so ist nach obiger Formel:

n

(—Aw)(©) == 3_(°6) q(©) = | Y& | -u(©) = ¢ ().

=1

In der folgenden Definition soll der Laplace-Operator fiir einen gréfleren Definitionsbereich definiert
werden:

5.8.2 Definition (Laplace-Operator)
Sei H>2(R") = H2(R") := {u € L2(R") | (&) = [£]* - |u(¢)| € L2(R")}. Definiere nun den Laplace-

Operator A : H2(R") — L2(R") durch —Au(¢) = |£|? @(€) fiir u € H2(R").
Da die Fouriertransformation nach dem Theorem von Fourier-Plancherel 1.8.8 bijektiv ist, ist Au €
L?(R") durch diese Definition eindeutig bestimmt.

5.8.3 Bemerkungen (Eigenschaften von H™(R"))

Allgemeiner definiert man fiir Gebiete @ C R" und m € IN :
H™(Q) = {f € L2(Q) | Zu jedem Multiindex o« € INjj mit || < m gibt es eine Funktion f, € L>(Q)
derart, daf fiir alle ¢ € CP(Q) gilt: [fDYpdx = (=1)lol [f,pdx}.

Q Q
Man setzt D*f := f,,D?f heifit Distributionsableitung oder schwache Ableitung von f. Fiir das so
definierte H™(Q) gilt:

1) f, ist in L?(Q) eindeutig bestimmt.
2) Fiir f,g € H™(Q),r,s € C gilt: (rf + s8)q = rfy + sg4.
3) Fiir f,g € H™(Q2) wird durch
te) = 3 [0 (Dg)dx
laf <m g

ein Skalarprodukt auf H™(Q2) definiert.
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4) Mit dem Skalarprodukt wird H™(Q) zu einem Hilbertraum, d.h. H™ () ist vollstindig.
5) H™(R") = Coo(RY) ™™ | d.h. C3°(R") ist dicht in H™ (R") beziiglich der H"-Norm.
6) Fiir alle u € H™(R") gilt: (Dou)(¢) =ilol - g2 - G(¢).

7) H"(R") = {u € L*(R") | f(§) = [£]™ - [@(§)] € L*(R™)}.

=

8) Durch ||u||p2(rn) = (Rf (€1> +1)%- a6 |2 df) wird eine dquivalente Norm auf H2(R") gege-
ben.

9) Es gibt Konstanten ci,co > 0, so daf fiir ¢ € H™(R") gilt:

c1 llellam@mny < Y IDYllage) < €2 || @]l (re) -

lo| <m

Beweis:
1) Seien f,, g, € L2(R), so daB [fD%pdx = (=1)1*l [f,pdx = (—=1)!°l [g,p dx. Dann ist fiir alle
p € CR(Q) : (—n)ld [, - gt)w dx =0, also (%h)mm = 0. C(%"(Q) liegt dicht in L2(€),
also folgt nach Satz ?.2.4: f, — go = 0 fast iiberall, d.h. f, = g, in L2(Q).
2) Esist

/(rf+ sg) D% dx = /rfDacpdx-l-/sgDacpdx:

Q Q Q
= r-(—l)‘o‘l/fagodx-{—s-(—l)la‘/gacpdx:
Q Q
= (—1)‘“'/(rfa+sga)<pdx.
Q
3) Es gilt:

(Afy + pf2, 8) (D*(Afy + pf3))(Dg) dx =

I
D

la] <m
2) / (AD*f; + uD?f,)(D*g) dx =
lal <m
=2 Y o) o axeu Y [0 Do) de =
lal <m g la] <m g
= Xfi,g) + ulfz, g),
fo = (Dof)(Dog) dx = (D°F) (D7g) dx =
|| SmQ/ o] Smﬂ/
= ¥ [0 Dog = (0.
la| <m g
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(Df)(DF) d Z /Daf )(Det) d

Q/ jaf <m
/!

(16 = 2
.

Ist f #0,s0ist [ |f]* dx > 0, also (f,f) > 0. Fiir f = 0 ist D*f = 0 fiir alle @ € N}, also
!
(faf) =

4) H™(Q) ist vollstindig beziiglich ||f|| := (£,f) :

Sei (fy)nen eine Cauchy-Folge in H™(Q), d.h. zu € > 0 gibt es ein N(g), so daB fiir n,m > N(e)
gilt:

|Df|? de/|f|2 dx > 0.
Q

iO

12 = fon [lfm = (Fn — fons o — fin) = > /|D°‘(fn—fm)|2 dx < e.

laf <m g

Dann ist fiir || <m:

DO, — DOy |20 = /|Daf D[P dx< Y /|D°‘f —f) |7 dx = ||y = Fon |12 < &

laf <m g

Also bilden die (D%f,)nen eine Cauchy-Folge in L2(£2). Da L2(Q) vollstéindig ist, konvergieren
diese Folgen in L?(Q2). Setze nun: f := rlll_:gofn (la] =0) und £, := 1111_:20 D?f, (Ja| > 0). Es gilt:
a) f e H™(Q) :
Ist Lim.f, =f, so gilt nach 1.1.15 fiir alle g € L*(Q) : lim (f,,g) = (f,g), d.h
n—oo

lim [ fygdx = /fgdx: /l.i.m.fngdx.

n—o00
Q Q Q

Benutzt man dies, so erhilt man fiir ¢ € C°(2),f, wie oben definiert:

n—oo

/fDo‘cpdx = /l.i.m.f D% dx = lim [ f,D%pdx =

= lim (- O‘l/ apdx = (—1) O‘l/llm apdx =
n—)oo

(—l)a/fagodx.
Q
Also gilt: f € H™(Q) und Dof = f, = ™ Def,.
b) lim [|fy — f |lum=0:

n—oo

Ist Lim.f, =f, so gilt nach 1.1.15: lim ||f,]|* = ||f]|* also lim [ |f, > dx= [ |f]* dx.

Verwendet man noch rll‘_:‘;o (D*f,, — D*f) = 0 (nach a)), so erhilt man:

. 2 _ . [e% _ 2 _
nler;onn—fHHm = nll)rréo Z /|D (f, =0 dx =
|a| <m g,
= Y lim /|D°‘fn—DC’f|2 dx =0,
n—oo
la] <m Q

also die Behauptung.

5) ohne Beweis
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6) Nach 1.8.10, 5), gilt die Formel fiir alle u € C§°(R"). Nach 5) oben gibt es zu u € H"(R") eine
Folge (un)aen C C3°(R™) mit Tim [|uy —uflue =0, dh. Tim (55 [[D%u—Duy [2)} =0.
n [ee]

n—oo

la] <m
Alsogilt in L?(R") : lim D%u, = D®u. Die Fouriertransformation ist als isometrische Abbildung
n—o0o
stetig, also gilt in LZ(R") : lim Deu, = Do, Wegen u, € C°(R") ist Daun(f) =ilol.g> .4, (6),

n—oo

d.h. in L2(R") hat man folgende Gleichungskette:

Deu(¢) = lim Douy(€) = lim ilol- ¢ my(¢) =il - € - h(9).

n—00 n—o0
Da der Grenzwert einer Folge in L?(R") eindeutig bestimmt ist, hat man damit die Behauptung.
7),C “ Ist u e H®(R"), so ist D*u € L%(R") fiir alle |a| < m Die Fouriertransformation ist eine
bijektive Abbildung in L*(R") (1.8.8), also ist Doy £ jlel €% - 1(€) € L2(R"). Damit ist
J o1& 1P™ - |u(€) |? d€ < oo fiir alle i, d.h. auch [ n™ <Z |§i|2m> S |* dé < oo.

1§{7\n7eg;en " " -

(Z |€i|2> < (n-max |§ %)™ =n" - max(§)*™ < n™- Solapm
i=1 i=1

folgt damit [ |£*™ - ]0(€)]? d€ < oo und daraus die Behauptung.
Rn

»D ¢ Sei |a] < m. Dann ist
€61 = 16 e G =& e 6] < (max |G e et <

(max |& )™ ((Z |£1|2> )m S

Folglich ist il®l. £ -1(¢) € L?(R") und daher u, := F(il*l. £~ -1(¢)) wohldefiniert, wobei
F~! die Inverse der Fouriertransformation bezeichnet. Fiir ¢ € C3°(R") gilt:

IN

R R O e P A GR= G
R" Er
= [l e F@ e = (-1l [T g pE) de -
R® R"
2 (ol [ 39 BT)E d = (-1 @ D)e =
o

B (cp)lel (0, D)z = (—1)lel / u(x)DB(x) dx.
Rn
Also ist u, = D%u und damit u € H™(R").

8) Man errechnet zunéchst:

e, = 3 / D w)Dmds= 3 (D0, Du)e = 3 (D7, Dowys =

o] <2 gn laf <2 lof <2

= X (feuoiren©),, = 3 i I, e 5on -

loo] <2 lof <2
= Y (€, eu @) = 3 / €°(e) 2 de =
la| <2 la] <2 gn

189



STIELP |- 1aE)”? ds =

Ro \laf <2
-/ 1+252+Z|£a|2 GRS
R™ |a|=2

Beachtet man nun, daf3
Iy Ye ey ereyy e
i=1 j=1 |a|=2 i=1 j=1

gilt (die Terme mit i # j kommen in der mittleren Summe einmal vor, in der rechten dagegen
zweimal), so erhilt man einerseits

lalfegey < [ 1+2Z€+2 Se g )P d=

R® i=1 j=1

/(HZ?) A de = /1+|£| 2 [a(e) 2 de

und andererseits

lalfen >[5+ Zf Ay yeg]mor -
R" i=1 j=1
= 5 [arierraeP 6
J)

Damit ist die Aquivalenz der beiden Normen bewiesen.

9) Es ist

(N
(N

lollrms = | 3 /(D%)(Daﬁdx - = / DofP dx | =

|a] <m gn |a| <m gn

= | X DIl

loe| <m
Zunéchst gilt
2
> D%l = Y ID%IF+ ) > ID%lee - [ID7p||L2>
|| <m la| <m la| <m [B] <m,B#a
> > ID%lle,

lo| <m

also kann c¢; = 1 gewihlt werden. Weiter ist wegen 2ab < a2 + b? :

> D%l Y S ID%lle - IDPpllre <

lor| <m lo| <m |B] <m

2
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1 (e
< N> 5 - (ID%¢ Iz + D% |E2) =
ol <m 18] <m
1
= 3 > | eIl + Y D%l | =
ol <m 15 <m
1
= 5| Y D%l 4+ Y ID%plfF: | =
ja] <m 181 <m
= - > [ID%If:,
jaf <m

wobei r:= f{a € N" | || < m}. Mit co := /T gilt also auch die zweite Abschétzung.

Von nun an sei n = 3. Als Norm in H>(R") werden wir die in 8) definierte Norm verwenden.

5.8.4 Hilfssatz
Sei u € H?(R?). Dann ist u stetig und beschrinkt.

Beweis:
Lim. 1 :
Es ist u(x) = mljzlo 5 / e*¢4(€) d€. Es gilt aber:
V2T K (0)
o R 1 R
[ = [1a@1de= [ g er +n1ae) de <
R3 RS R?
A.L5 1 ’ :
< ———d -/2+12ﬁ2d =
R (€1 +1? [3(©)* de
RS RS
= o | fuer s @ ag) = ulhegs)
R3
Also ist fiir u € H?(R?) die Funktion ¢ —|e™¢t(¢)] iiber R? integrierbar und deshalb
1 .
_ ix€o>
u(x) = ar ) /e u(¢)de.
R3

Weiter ist damit bewiesen: u ist beschrénkt, es ist u(x) < ¢ [[u||p2(gs) -
Nun wird noch eine Abschitzung fiir e"¢ — 1 benéstigt: Es ist

1 1
. d . .
elhé _ 1 = /d_elT£_ldT:i‘h‘f/elThng.
T
0 0
Folglich ist
1 1
1] = [nl-fel-|[emear] <nl-lel- [ 16 ar = fu el
0 0
Also ist
oihé _ 1 )
Mear < Ml g <
und
lethe — 1] .
MEr S sz gz
4 - 4
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Insgesamt, gilt also in allen Féllen: |e"¢ — 1| < 2. |h|3 - |£]|3 . Mit dieser Abschitzung rechnet man

nun:

u(x+h) —u@)| < C'/Iei<"+h>§—eix€|-|a<f>|dgz
RS

- c-/|eih§—1|-|eiX£|-|a(f>|dfz
RS

- c-/|eih€—1|-|a(f>|dfs
RS

IA

c-/2|h|%-|f|%-|a(f>| a =

R3
= 2elupt- [ R aer vl ae <
R3

e mm*“%df) .(/(|£I2+1)2|ﬁ(€)l2 a¢

RS R?
. 1
= 2¢ |h|7 - ||ullnzre)

Also ist u stetig.

5.8.5 Hilfssatz
Der Operator —A : H*(R?) — L?(R?) ist selbstadjungiert.

Beweis:

|

1
2

D(—A) = H*(R?) ist dicht in L?(R?), da C5°(R?) ¢ H?(R?) und C§°(R?) ist dicht in L2(R?).
Unter Verwendung des Theorems von Fourier-Pancherel 1.8.8 erhilt man fiir u,f € D(—A) = H*(R?) :

—_— o~

(—Au,f) = (=Au,f) = (1€ 1©),1(©)) = (8,162 1)) = (@,=A) = (u,~A*).

—A ist also hermitesch.

Die Selbstadjungiertheit von —A folgt aus Satz 4.3.9, wenn gezeigt werden kann, dafl die Gleichungen

—Au+iu=f,

—Aw—iw="{

fiir jedes f € L?(R?®) Losungen u,w € H?(R?) besitzen. Da die Fouriertransformation in L?(R?®) nach
1.8.8 bijektiv ist, sind die obigen Gleichungen dquivalent zu den fouriertransformierten Gleichungen

€2 6(6) +i-1(¢) = (),
1€ ® (&) —i-w(¢) = £(¢).

~

Setzt man also U(¢) := | ;??_H (€ L*(R?)), so ist
2 N 2 2 |
e tael = | L] ife 1= | SEEED o) <

4 2 ~ ~
< (fep o) o1 <2101

Also ist [£]% - |T(€)] € L2(R?), d.h. die eindeutig bestimmte Funktion u mit (¢) =

H?(R?). Analog behandelt man die Gleichung fiir .
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5.8.6 Hilfssatz
Jedes z € C mit Imz # 0 ist in ¥(—A). Jedes z € R mit z < 0 ist in 3(—A).

Beweis:
Die erste Aussage folgt aus Satz 5.1.2, weil —A nach Hilfssatz 5.8.5 selbstadjungiert ist.
Sei nun A < 0. Betrachte die Gleichung (—A — A)u = f. Durch Fouriertransformation (siehe 5.8.5)
~ 1
geht die Gleichung iiber in (&) = (|£]? + [A])U(€), also U(€) = m ( ). Wegen | €% - |1Q(€) ]
< |F(&)] ist |€]? - [0(€)] € L2(R?) und folglich das zugehérlge u aus HQ(R3). Wegen
lullee = [[ullee <

Al = - 1 e

1
_ﬂﬂ
H ALl |>\|
ist —A — X beschriinkt invertierbar, d.h. A € £(—A).

|>\|

Von nun an wird zur Vereinfachung der Schreibweise A := —A gesetzt.

5.8.7 Hilfssatz

Jedes A € [0, +00) liegt im wesentlichen Spektrum Se(A) von A. AuBerdem gehort +o0o zum wesent-
lichen Spektrum von A.

Beweis:
Sei A € (0,00). Es geniigt, A € S(A) zu zeigen, denn dann ist nach Hilfssatz 5.7.11 bereits A € Se(A).
Um X € S(A) einzusehen, geniigt es, ein f € L2(R?) zu finden, so da8 die Gleichung

~

(A= Nu =1 (€] -V = (&)
keine Losung u € H2(R®) hat. Wihle f(¢) = e (€% Dies ist wegen e~ (€2 ¢ L2(R?) zuléissig.
Sei 0 < e < 1. Dann gilt fiir A+ 1> |[£]> > A+ ¢
£(€) e— (€7 =X
[€F X7 TP -x
Sei nun (&,),en eine Folge mit 0 < ¢, < l,uli)n;o €, = 0. Hat nun die Gleichung (A — A)u = f eine
Losung in D(A) C H, so gilt:

u(¢) =

I (PN d¢ >T- lim inf LI
T Tepx] €zt [ s
A+1>]€12>A+e, A+1>[€12> A +e,
VAL VAL
‘*)cl"f/ Y sl f/ LI
= - lim in — dr im in —  _dr=
v—00 (r2 — /\) v—o0 (r2 — )\)2
P VAite,
VAL )
= A-c¢- lim inf / dr >
v—00 (r— \/X)Q(r + \/X)2 -
VAte,
VAFL
> A-c lim inf / # dr =
o (\/_+\//\+ 1)2 v=oo (r—\/X)2
/\+5V
= A-c lim inf [ v =
(VA + VAT D)2 v 2SN ==
A-c ( 1 1 )
_ = 0.
AT AT T-VA | Vare - VA
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Das ist ein Widerspruch, also ist A € S(A) fiir A € (0, 00). Dabei wurde in (*) die Gleichung

/f(llxll)dx:rn -n-/br“_lf(r) dr
K a

verwendet, wobei K = {x € R" | a < ||x|| < b} und 7, das Volumen der n-dimensionalen Einheitskugel
ist.

Nach Hilfssatz 5.7.11 erhilt man auch 0 € S(A). Sei N € N und A = [a,b] mit N < a < b. Dann
ist dimE(A)H = oo, weil fir A € A gilt: A € Se(A). Ist nun d > b so ist A C A = [N,d], also

gilt nach 5.2.6: E(A)H C E(A)H. Es ist dlim E(A)f = dlim E(d)f — E(N)f = (I — E(N))f, also ist
—00 — 00

E(A)H C (I— E(N))H. Folglich hat (I — E(N))H unendliche Dimension fiir N € N, d.h. 400 gehort
zum wesentlichen Spektrum.

5.8.8 Bemerkung
A = —A hat keine Eigenwerte.

Beweis:

Wiire A ein Eigenwert von A, so giibe es ein u € H?(R?®) mit (A — M\)u = 0. Diese Gleichung ist
Aquivalent zur fouriertransformierten Gleichung (] €12 —A\)4(€) = 0, also zu | € |2 W(€) = M(€). Fiir
kein U # 0 ist diese Gleichung erfiillt, d.h. auch (A — A)u = 0 wird nur von u = 0 gelost. Somit ist
kein A € C Eigenwert von A.

5.8.9 Hilfssatz

Sei ¢ # 0 konstant, ¢ € R. Erkliire eine lineare Abbildung B von D(A) in die auf R? fast iiberall
erkldrten me3baren Funktionen durch Bu = ﬁ -u. Dann ist B ein linearer Operator in H. B ist relativ
zu A kompakt.

Beweis:
1
1) Fiir u € D(A) = H*(R?) gilt: /W Ju(x)|* dx < +o0:
b'e
R3

In Hilfssatz 5.8.4 wurde gezeigt: u ist beschrinkt. Deshalb kann man abschéitzen:

1 1 1
/|X|2 |u(X)|2 dx < / —|X|2 dx - sup |u(y)|2 + / W |u(x)|2 dx <
R3

yER?3

x| <1 x| >1
5.8.4 1
< e lula + [ P dx<
x| <1 |x| >1
1
~ 2 r? 2
S C: ||u||H2(R3) . I‘_2 dr+ ||u||L2(R3):

0

I
N

: ||11||12{2(R3) + ||u||1%2(R3) :

Also ist —— -u(x) € L2(R?), d.h. B ist ein Operator B : D(A) — L2(R?).

| x|
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2) B ist A-kompakt:
Esist 0 < (|2 —=1)2 = |€* =2 [€2 +1 = 2 |£? < |€]* +1. Damit folgt

lulfe = /(|£I2+1)2|ﬁ(£)l2 ds=/<|s|4+2|s|2+1>|ﬁ<s>|2 a <
R3

R3

IN

2 [ 161180 P + 18P dt =
R3

2- (Il AullEz + flullf2)-
Also hat man die Abschiitzung ||u|lg> < V2(||Au|le + [July2)-
Sei nun (uk)ken C D(A) eine Folge mit || uk ||z + || Auk ||[r2 < ci. Dann ist wegen obiger
Abschétzung

e < V2-cr (%)
Nach Hilfssatz 5.8.4 ist
[ (x) [ < [Jue [l <€

und . .
G+ 1) — e (x) | < [h]E - g e < & [

Die Folge (ux)ken ist also fiir jedes R > 0 in Kg(0) gleichméBig beschrinkt und gleichgradig
stetig. Wihle nun eine streng monoton wachsende Folge R; mit lim R; = oo, Ry > 0 und

1—00
sukzessive Teilfolgen: Nach dem Satz von Ascoli-Arzeld A.6.2 gibt es zu R, eine Teilfolge
(ukl_n)neN C (uy)yen » S0 dal (uk1,n | Kg, (0)) N gleichmiiBig in C°(Kg, (0)) konvergiert. Nun
ne

wihlen wir sukzessive Teilfolgen

(o) ey © (Wem-r0) e

so dafl (Ukm,n | Kg,, (0)) N gleichméBig in C°(Kg,, (0)) konvergiert. Die Diagonalfolge

Uk, = Uk, ,

n

konvergiert nun lokal gleichmiiBig in R?, d.h. fiir jedes R konvergiert (Ui, )pen 0 CO(Kg(0)). Sei

2 2
nun ¢ > 0 vorgegeben. Wihle nun zuniichst R so groB, daB 22~ < £. Dann wiihle N so gro,
2 _ 2 £ fis .
daB 373¢*R || uk,, — ux, HCO(M)< 5 fiir m,n > N. Dann ist
2 c? 2
B, =B B = [ i [, (0~ GO s
x'<R
c? )
+ =P |k, (%) = ug, (%) |7 dx <
x| >R
2 2 1
< ¢ sup | uk,, (x) — uk, (x)]° - T dx+
x€Kr(0) |X|
[x|] <R
1 2
b [ )~ G dx | <
x| >R
2 2 c? 2
< 3¢’ 73R ||uk, — ux, ||C°(M) +ﬁ || uk,, — uk, ||L2(R3) <
e ¢ 2 () e 2
s 3tgee (M llezms) + T, lremws)) ™ < st re ~4ef <
< £L.5_
< 5t5=e
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Also ist (Buy, Jnen eine Cauchy-Folge in L2(R?), d.h. die Folge konvergiert in L2(R?). Folglich
ist der Operator B A-kompakt.

5.8.10 Satz
Seien A : H*(R®) — L?(R?),Au = —Au und B : H*(R?) — L*(R?),u(x) —> ﬁu(x) die oben

behandelten Operatoren. Sei

C: H2(R®) — LX(R%),u(x) — —Au(x) + ﬁ

Dann ist C selbstadjungiert und es gilt Sc(A) "R C S.(C) N R.

u(x) = Au + Bu.

Beweis:
B ist die Multiplikation mit der reellen Funktion ‘i also ist B hermitesch. Da nach Hilfssatz 5.8.5

x|?
auch A hermitesch ist, ist C = A + B hermitesch. Zum Beweis der Selbstadjungiertheit von C geniigt
es nach Satz 4.3.16, ein A > 0 zu finden, sodafl R(C + A) = H.
Dazu zuniichst drei Abschiitzungen:

1) Zu vorgegebenem e > 0 gibt es eine Konstante c(g) > 0, so daf
IBull2rs) < & [lullu2ms) +c(e)- [[ullizms):

Fiir 0 > 0 beliebig gilt:

1 1
C_2 ||Bu||iz(R3) = /W |11(X)|2 dx S
R3
< . Ld . 2 b 2 dx <
< o FE x- ||ullfzgs) + FE [u(x)|* dx <
|x| <6 x| >8
2 1 2

< o0 [l + o 0,

cp 1 1 : e?
Also ist . ||Bu||L2(R3) < Voo ||u||H2(R3) +5- ||u||L2(R3) . Wihlt man nun speziell § := W,

so erhilt man eine Abschitzung wie behauptet.
2) ES lst || (A + )\)U||L2(R3) Z % ||u||H2(R3) +%A ||u||L2(R3) fur A Z ]. .
Es gilt

A+ X)u sy = 1K + X ey = [(€F +37 (O de.
R3

Also ist zum einen
1A+ ulRagey 2 [ (€7 +12 [GOP dé = ulFysque
R3
und zum anderen
||(A + A)u“iz(Rg) Z /)\2 |ﬁ(£) |2 df = )\2. ||u||i2(R3) .
R3

Zusammengenommen hat man || (A + Au|lp2ms) > 5 |ullmzrs) +3A [ulli2ms) -
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3) Es gibt ein A\g > 1, so daB fiir A > X\g > 1 gilt:
1
1Cu+Aullizme) 2 7 [lulluzme) + [[ullizre):

Nimmt man 1) und 2) zusammen, so erhilt man fiir A > 1:

Y%

|Cu + Aulfrzrs) I (A + MNullrzgrs) — [|Bullrzrs) >

Y%

1 1
3 ||U||H2(R3) +§/\ ||u||L2(R3) —€ ||U||H2(R3) —c(e) ||u||L2(R3) .

Wiihle nun & = 1 und g so grofl, daBl 1A > c(1) + 1 ist. Dann gilt fir A > Ao > 1:

lullmersy + [ullLzrs) -

] =

1Cu + M grs) >

Sei nun f € H beliebig. Betrachte die Gleichung (C + Ag)u = f. Da der Operator A + )¢ nach
Hilfssatz 5.8.6 beschrénkt invertierbar ist, kann man u = (A+Xo)~!w setzen und erhilt die #quivalente
Gleichung

(LH%A+A@”)W:£

Der Operator T := B(A + Xg) ! ist kompakt: Sei (wk)ken eine Folge in H mit || wy || < D. Setze
ug := (A 4+ \g) 'wy, dann ist also || (A + Xo)uy || < D. Nach obiger Abschiitzung 2) folgt:

2)
Ik (|2 (rsy + [k L2 re) < [Jukllazms) +Ao- [|ukllLoms) < 2- [ (A + Xo)uk |2 rz) < 2-D.
Weil

e sy = / (€ +1)2 (&) dt > / (1€ - [(©)])? dé =

R3 R3
- / Ko P e = || APy = 1l Aug s,
R3

erhélt man schliellich die Ungleichung
A [[r2ms) + T llrags) < 2-D.

Weil nach Hilfssatz 5.8.9 der Operator B relativ zu A kompakt ist, enthilt die Folge (Buk)ken =
(B(A+Xo) ™ 'wi)ken eine konvergente Teilfolge, der Operator T = B(A+\g)~! ist also nach Definition
kompakt.

Sei nun w eine Losung der Gleichung

a+nw:@+3m+%rﬁw:a

Setzt man u = (A + X\g) 'w, so erhélt man (C + \g)u = 0. Daraus folgt wegen Abschitzung 3): u =
0, also auch w = 0. Aus Hilfssatz 2.3.7 folgt: R(I+ T) = H, weil auch R(A + Ao) = H nach Hilfssatz
5.8.6, folgt daraus schlieBlich R(C + Ag) = H und damit — nach Satz 4.3.16 — die Selbstadjungiertheit
von C.

Die Aussage iiber das Spektrum von C folgt dann mit Satz 5.7.18.
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5.8.11 Satz

Seien die Bezeichnungen wie im letzten Satz. Der Operator B ist relativ zu C kompakt und es gilt
Se(A)NR = S.(C) NR. + oo gehort zum wesentlichen Spektrum von C.

Beweis:
Nach Abschiitzung 3) im Beweis von Satz 5.8.10 gibt es ein A9 > 1, so daf fiir u € D(A) = D(C) gilt:

4 [Juflaz < [[(C + Ao)ullrz < ||CulflLz +2o [lullLz < Ao - ([[Cullz + [[ul]r2).

Man hat also die Ungleichung || u|lg= < 22 - (|| Cul|r2 + || u||r2). Nun kann man analog zum Beweis
von Hilfssatz 5.8.9 vorgehen und erhilt schliefilich: B ist beziiglich C kompakt.

Die Aussage iiber das Spektrum folgt aus der Bemerkung nach Satz 5.7.18. +o00 € Se(C) folgt wie in
Hilfssatz 5.8.7.

5.8.12 Bemerkung

In der Physik ist

i e?
T

H=-

der Schrédinger'- oder Hamiltonoperator? des Wasserstoffproblems. Wie  in diesem Paragraphen

4
me |Ne]N},

gezeigt wurde, hat er keine positiven Eigenwerte. Man kann zeigen, daf3 Sd(ﬁ) = {—W

4
der zum Eigenwert —% gehorige Eigenraum hat die Dimension N2,

5.9 Funktionen eines selbstadjungierten Operators

In den letzten beiden Abschnitten wollen wir Funktionen selbstadjungierter Operatoren definieren:
Was bedeutet VA, e**, cos A usw. Damit kann man dann einige Differentialgleichungen, die in der
Physik auftreten, losen. Beispielsweise die Wirmeleitungsgleichung: Sei Q@ C R® ein Gebiet, u(t,x)
beschreibe die Temperaturverteilung in Q zur Zeit t. Es gelte:

1) u(t,x) = 0 fiir x € 0 und alle t > 0.
2) u(0,x) = up(x).

Die Funktion u geniigt dann der Warmeleitungsgleichung:

d
— —A)u=0.
dtu+( Ju=0

Schreibt man nun A fiir —A und tut so, als wire A eine Konstante, so hat man die altbekannte
Differentialgleichung y’ + Ay = 0 mit der Losung y(t) = e~ Aty,. Die Idee ist nun, dies auf unser
Problem zu iibertragen: Sei H = L?(2) und u: {t € R |t > 0} — L2(Q). u heifit stetig, wenn

lim [|u(t +h) — u(t)] =0,
h—0

und differenzierbar, wenn es eine Abbildung u’: {t € R |t > 0} — H gibt mit

lim u(t +h) —u(t)
h—0

- u'(t)H =0.

Erwin Schrodinger (1887-1961)
2William Rowan Hamilton (1805-1865)
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Wir suchen nun eine stetig differenzierbare Losung von
u+Au = 0,
u(0) = up € D(A),
wobei A ein selbstadjungierter Operator ist. Tatséchlich ist dann
u(t) = e Ay
die gesuchte Losung und es gilt
u'(t) = —Ae Aty = —Au(t).

Die Losung der Wirmeleitungsgleichung ist dann u(t, x) := u(t)(x).

Wir werden nun in diesem Abschnitt sehen, wie Funktionen selbstadjungierter Operatoren definiert
werden konnen und ein paar Eigenschaften dieser neuen Operatoren zeigen. Im nichsten Abschnitt
dann wird eine Differentialgleichung auf die eben beschriebene Art gelost, allerdings nicht die Warme-
leitungsgleichung, sondern die Schrodingergleichung: Bei der Losung der Wiarmeleitungsgleichung
mufl man auf Eigenschaften des Laplace-Operators zuriickgreifen, die wir im letzten Abschnitt nicht
behandelt haben, bei der Schrédingergleichung entfillt diese Schwierigkeit. Die Losungsmethode funk-
tioniert grundsétzlich aber auch bei der Warmeleitungsgleichung und einigen anderen Problemen.

In diesem Abschnitt sei immer H ein separabler Hilbertraum, A : D(A) — H ein selbstadjungierter
Operator und {E(A) | A € R} die zu A gehorige Spektralschar.

5.9.1 Hilfssatz

b 00
Sei u : R — R stetig, sei f € H. Dann existiert lim  [u(A)dEA)f = [ u(\)dE(Nf genau

—00

a——o00,b—00

b 0
dann, wenn  lim [ Ju(A) ]2 AENL L) = [ [u(N)]* A(EN), ) existiert.

Beweis:
Wie der Beweis von Hilfssatz 5.6.1, aber dabei A ersetzt durch u(\) und A\? ersetzt durch u?*(\) =
LICVIES

5.9.2 Satz

Sei u: R — R stetig. Sei D(u(A)) =<feH| [ |uN)]? A(E(N),f) <400 p. Dann ist D(u(A))
—00

ein dichter Teilraum von #. Der Operator u(A), definiert durch u(A) : D(u(A)) — H,u(A)f =

b
lim  [u(X)dE(N)f ist selbstadjungiert.

a——00,b—00 3

Beweis:

Wie der Beweis von Satz 5.6.2. Dabei mufl wieder nur A durch u()) ersetzt werden.

5.9.3 Bemerkung und Definition

Sei w : R — C stetig. Sei u(A) = Rew(\),v(A) = Imw(A). Setze D(w(A)) := D(u(A)) N D(v(A)),
w(A) : D(w(A)) — H,w(A)f =u(A)f +iv(A)f. Dann ist D(w(A)) ebenfalls dicht in H.

Beweis:

Esist D(w(A)) = {f eH| [ [uN)]? AENLD + [ [v(N)]? AEWNLL) < oo} . Wegen [u(\)]? +
+ v\ 2= u2(\) + v2(\) = | w()) |? ist D(w(A)) = D(|w]| (A)). | w| ist aber eine reelle stetige
Funktion, also ist D(]w| (A)) nach Satz 5.9.2 dicht in H.
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5.9.4 Hilfssatz
Sei w : R — C stetig, sei u(A) = Rew(X), v(A) = Imw(X). Dann existiert

b 0o

Llm [edE0Le = [ v dENLE)

fir f € D(w(A)),g € H und es ist

o0

wmmmz/wmammw,

[lw(A)E "= / [w(A) [ d(BE,1).

Beweis:
Sei —o<c<a<b<d< +oo. Dann ist

b d

/w@mmum@—/w@mmum@

a

/&umm@m@

< +

Nehme die Riemannschen Summen T,f wie im Beweis von Satz 5.2.12, d.h.

Tu=3 w (M) E(AM).

Dann ist
. kn o) o > 2 )
(Tt g)| (;ﬁ(x)lﬂA )t

2

R e o ( (o (o )
;‘W(Al )| (B(aM)EE(aM)g)| <
2
< RO E e
i=1
2 (S e o)) (B e )en))

kn

2.
[+ ()
O [ (A ?< (o )
;‘W(AI ) E(Al )f,f
S §w2.< (o )
;‘W(Al ) E(AI )f,f .

IE(A)g]* -

<

< sl

Fiir n — oo erhélt man daraus:

/w@mmum@
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Das zweite Integral wird entsprechend behandelt. Also existiert fiir f € D(w(A)) und g € H der

Grenzwert
b

/ w)dEWNfg) = lim / w(\) d(BOVE, g)

a— —o00,b—00

und nach Satz 5.2.12 gilt

a— —o00,b—00

b b
lim /W()\) d(EMNT,g) = lim (/ w(A) dE()\)f,g) .

Nun ist
b b b
/ w(A) dE(A)f = / u(A) dEQVf +1 / v(A\) dE(V)f
und - - -
w(A)f = u(A)f +iv(A)f °Z° / u(A) dE(MV)f + i / v(A) dE(M\)f = / w(\) dE(VE.
Setzt man das ein, so erhéilt man
w(A) d(E(VE, g) = (w(A)f, g).
Weiter ist
b b
| w(AE 2= L, dim ( / w(A) dE(ME, / w(A) dE(A)f)
und
b 2 ke \ b
/ W) AEQ)E| = Tim (Taf, Tuf) = lim 3 ‘w (/\i(“))‘ (E (Ai(“))f, f) - / Iw(\) 2 d(EOVE, ).

Fiir a & —o00, b — 400 erhilt man also:
[w(A)E[]” = / [w(N) 7 d(BOVE, ).

5.9.5 Bemerkung
Sei w : R — C stetig und [w(A)| < M < oo fiir alle A € R. Dann ist D(w(A)) = H und ||w(A)|| < M.

Bewelis:

Fiir f € H ist
b

b
/WWPMMW@SW/MMWM&?MUMR

also ist auch

/mmFMMMﬂSMMM%m
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und daher mit Hilfssatz 5.9.1: D(w(A)) = H. Nach Satz 5.9.4 ist
Iw(AE|* = / [w(0) * dEWE,£) < M2 [I£]]%,

also ||w(A)f|| < M- [|f|| und damit [|w(A)| < M.

5.9.6 Satz
Sei A : D(A) — H selbstadjungiert. Seien w; : R — C stetig, i = 1,2. Dann ist

(w1 +w2)(A) D wi(A) + wa(A),

(W1 . WQ)(A) D Wi (A)W2 (A)
Genauer: wyi(A)wo(A) ist die Einschrinkung von (wyws)(A) auf D(w2(A)) N D(wiwa(A)). Es gilt

(W1w2)(A) = wi(A)wz(A) <= D(w(A)) D D((w1w2)(A)).

Weiter ist D(wi (A) + w2 (A)) = D((wi +w2)(A)) "D (w1 (A)) = D((wy +w2)(A)) N D(ws(A)). Es gilt:
wi(A) + wa(A) = (w1 +w2)(A) = (D((w1 + w2)(A)) C D(wi(A)) VD((w1 +w2)(A)) C D(wz(A))).

Beweis:

1) Beweis der Aussagen fiir (w; + ws)(A) :

Man definiert wie tiblich D(wy(A) + wa(A)) := D(wi(A)) N D(w2(A)). Sei also f € D(wi(A)) N
D(wy(A)). Dann folgt nach Satz 5.9.2

b

(wi&) +ws(d)t=  lim / (w13) + w2(0)) AB(VE = / (31(3) + wa(Y) ) ABVE.

Also ist nach Hilfssatz 5.9.1 f € D((w1 + W2)(A)), dh. es ist wi(A) + wa(A) C (w1 + wa)(A).

Seinun [ |wi(A)+wa(A) 2 A(EWNL,f) <oound [ |[wi(A)[? A(E(N)E,f) < co. Nach Hilfssatz

— 00 —00

5.9.1 ist das dquivalent dazu, dal [ wi(A) + w2(A) dE(A)f < co und [ wi(A) dE(Nf < oc.

— 00 —00

Man hat also | wi(A) +w2(A) dE(Nf = [ wi(A)dEN)f+ [ wa(A) dE(M)f, denn das Integral

— 00 — 00 — 00

auf der linken Seite und das erste Integral auf der rechten Seite dieser Gleichung existieren, also

o0
existiert auch das zweite Integral auf der rechten Seite. Folglich ist [ wa()\) dE(A)f < oo, was

. — 00
nach Hilfssatz 5.9.1 wieder dquivalent ist zu [ |[w2(A)[? d(E(Mf,f) < co. Also ist
—0o0

/(le(A)I2 + [wa () ?) A(EN, f) < oo.

Vertauscht man in dieser Argumentation die Rollen von wy(\) und wa(A), so erhélt man fiir
=12
D((w1 +w2)(4)) ND(wi(A)) € D(wi(A) +wa(4)).
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Wegen

[wi() +wa(N)P < W) [+ [wa (V)| [ =
= JwiN) ]+ 2 [wi (V)] [w2 (W) ]+ [w2(0) P < 2(1wi (V) P + [w2(3) )
o0

folgt aus der Existenz der beiden Integrale [ |wi(A)[* d(E(M)E,f), i = 1,2, sofort die Existenz
von [ | wi(A) +wa(A) |2 d(EN)L,E), d.h. es gilt auch die umgekehrte Inklusion, also fiir

— 00
=12
Ist nun (w; +w2)(A) = wi(A) +wa(A), so ist demnach D((w1 +W2)(A)) = D(wl(A) +W2(A)),
dh. fiir i = 1,2 gilt D( (W1 + w2)(A)

D(Wl(A) +W2(A)) :D( (w1 + wo)(A)

C D(wi(A)). Gilt umgekehrt diese Inklusion, so ist

\/v

, also hat man dann (w; + w2)(A) = w1 (A) + wa(A).

Beweis der Aussagen fiir (wy - wa)(A) :

Sei f € D(wa(a)). Wie im Beweis von Satz 5.6.3 zeigt man: E(A)wa(A)f = wa(A)E(MN)f. Insbe-
sondere ist E(A)D(w2(A)) C D(w2(A)). Nach Hilfssatz 5.9.4 gilt nun:

IEQ)w2(A)E[2 = [lwa(A)EQ)E |2 21 / W) P d(E(EMWEENE) =
:/|w2 ) d (B /|W2 )P d(E(u)E, D).
Fiir wa(A)f € D(w1(A)), dh. f € D(w1 (A)WQ(A)), ist
o > /|W1 P A(EQ)ws(A)f, wa(A)) =

- / )P d [[EQ)wa(A)E 2= / )P dG(),

A
wobei G(A) = [[E(A)wa (A)f [|* = / w2 () * d(B(w)f, £).

Behauptung: /|w1 )2 dG(A /|W1 Jwa(A) 2 d(E(V, £).

Beweis dieser Behauptung.

Vergleiche Beweis von Hilfssatz 5.5.1. Dieser Hilfssatz kann nicht angewendet werden, weil iiber
)‘lirf | wi(A) | nichts bekannt ist. Man folgert aber dhnlich: Sei a = A; < Ay < ... < Ap41 = b.
—+00

Dann ist
n Aj+1
S a0 P (GO - GOy)) = Z|wl B[ wal P dEGED) =
i=1 Aj
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= i|W1(Aj)|2 S ‘W2 (J))‘ ((E(”i(i)l)_E(Ni(j)))faf):

i=1

= imum? (Zm 2 () - E(ufj)))faf)>+
+Z(\W2 u[ = ) ) (B2 - EG)r.1) =

= Y ImOE w)F(BO) ~BO)E) +

i1

+Z WP [ (w0 = w204) P) B,
Aj
Die zweite Summe wird beliebig klein, wenn 1r%ag; | Aj+1 — Aj | klein wird, denn die Funktion
|wo(u) |? ist als stetige Funktion auf dem Intervall [A;, Aj+1] gleichmiBig stetig. Die erste Summe
konvergiert dann gegen jlz |[wi(AN) w2 (V) |2 d(E(Mf,f), also folgt die (Zwischen-)Behauptung.

a

Fiir a — —o00,b — 400 erhélt man mit dieser Behauptung
+00 > / [wi()[* dG(A) = / [wi(Nw2(3) [ dENE, ),

d.h. es ist f € D(wyw2(A)). Also gilt insbesondere D(W1 (A)WQ(A)) C D(wiwa(A)).
Sei f € D(w2(A)) N D(wywz(A)). Nach obigen Rechnungen gilt dann

too > / i ()wa () P AENEE) = / w2 dG(A) =

= [ O a(BEwa ()t w(A)).

d.h. es ist WQ(A)f € D(Wl (A)) FOlgllCh ist D(WQ(A)) N D(W1W2(A)) C D(Wl (A)WQ(A)) C
D(wiwa(A)) N D(wa(A)), also ist D(wiws(A)) N D(wa(A)) = D(w1 (A)W2(A)) .
Damit ist
D(wiws(A)) = D(w1 (A)W2(A)) & D(w2(A)) ND(wiws(A)) = D(wiws(A))
< D(WQ(A)) D D(W1W2(A)).

Sei nun zuniichst f € D(w2(A)). Dann ist

o0

Ewa(d)f = waAEWE= [ wa() d(EWEE EOVE) =

— 00

A A
- / w2(,u)d(E(u)f,E(/\)f) = / wa (i) d(E(w)f, ).
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Also folgt wie in der Zwischenbehauptung fiir f € D(w1 (A)WQ(A)) :

b b

/ L) dE(N)wo (A)f = / L(\)w2 (A) dE(VE.

Fiir a — —o00,b — +o00 erhilt man daraus fiir f € D(wl(A)wQ(A)) :

5.9.7 Folgerung

Sei A : D(A) — H selbstadjungiert, w : R — C stetig, n € IN. Dann gilt:
w'(A) = (w(A))"

Ist w(\) # 0 fiir XA € R, so gilt diese Gleichung sogar fiir allen € Z .

Beweis:
1) neN:
Sei wi(A) = w(A),wa(A) := wi(\). Zeige die Behauptung induktiv: Sei f € D(wiwa(A)) =
D(wi™(A)). Dannist [ |wi(A) 20D dEN, ) < +o0.

— 00

In der folgenden Rechnung wird die Holdersche Ungleichung fiir Summen verwendet: Sind a,,

0,b, > 0 und gilt p,q > 1 mit % + é =1, so ist Za,,b,, < (Zaf}) . (Zbﬁ)

v=1 v=1

Y%

Seinun —co < a =X < A2 < ... < Apg1 =b < +oo,Aj( m) _ = [Aj, Aj+1]. Dann gilt fiir die
Riemannschen Summen zu |w(A)|?:

Z wi (M) |2 (E(Aj(m))f, f) -

(B (A}‘“bf,f)lfﬁwwl(xjn%( (A1) T

[
Ma

1

J

2n
2(n+1)

m ToFD
Holder Z A(m) f f)) (Z |W1 |2 (n+1) (E(Aj(m))f,f)) _

j=1
m ntl
= (E [a, b]f, f) (Z | wy () 2D (E(Aj(m))f,f)) :
j=1
Fir max |Aj;1 — Aj|— 0 erhélt man also:
1<j<m

n

b b n+1
/Ivm(/\)l2n d(BEVE, ) < [[£[|77 - (/ w1 (A) [ d(E(A)f,f)) -

a

a

Mit a — —oo,b — +oo folgt: [ | wa(A) [ dA(E(Nf,f) > o0, also f € D(wa(A)), d.h.
D(wiw2(A)) C D(wz(A)). Nach Satz 5.9.6 folgt daraus w'™'(A) = wi(A)w?(A) und nach
Induktionsvoraussetzung damit w2 (A) = (wy (A))"+!
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2) n=-1

Hat man die Behauptung fiir n = —1 gezeigt, so folgt sie wegen 1) fiir alle negativen n. Sei
also w()\) # 0 fiir A € R. Dann ist w 1(\)w()\) = 1 fiir alle A\ € R. Dann ist nach Satz 5.9.6
w1(A)w(A) die Restriktion der Identitét auf D(w~1(A)). Dies heifit: w(A) hat eine Inverse und
es ist (w(A))™! = w~L(A).

5.9.8 Satz

Sei w : R — C stetig. Dann ist

(w(A))" =W(A),w(A) = (W(A))".

Insbesondere ist w(A) abgeschlossen. Hierbei ist W(A) der Operator, der zur Funktion W gehort,

T) = wih).

Bewelis:

Sei w(A) =r(A) - w(A) mit t(A\) = |w(A)| +1,|Ww(\)| < 1. Es gilt:

/(|W(A)| F12AENL ) < 400 = / Iw(\) 2 B, ) < +00 :

— 00
,= “ ist klar

pe “ Esist (|wA) | +1)% = |[w(A) > +1+2 | w(X) | . |[w())|? ist nach Voraussetzung integrierbar,
die Konstante 1 ist integrierbar und wegen 2 | w(\) | < 14 | w()\) |? ist dann auch 2 | w()\) |
integrierbar.

Also ist D(w(A)) = D(r(A)). Wegen |w(N\)| < 1 ist

/ SO AEWEE) < / AEWL D) < [[E]P < oo,

d.h. D(w(A)) = H. Also gilt fiir w(A) = (rw)(A) :
w(A) = r(A)w(A) "Z° (1W)(A) = (¥r)(A) "Z° F(A)r(A).

Da r eine reelle Funktion ist, ist der Operator r(A) nach Satz 5.9.2 selbstadjungiert. W(A) ist aus
L(H,H). Es ist w(A) = (Rew)(A) +1i- (Imw)(A), wobei (Rew)(A) und (Imw)(A) beschrinkte
selbstadjungierte Operatoren mit Definitionsbereich A sind. Also ist

(W(A))* =w(A).
Sei y € D(w(A)*). Dann ist
(x, w(A)"y) = (W(A)r(A)x,y) = (1(A)x, W(A)y) = (x,r(A)w(A)y),

Also ist y € D(r(A)w(A)). Deshalb folgt

Wie oben sieht man W(A) = r(A)w(A).
Sei f € D(W(A)),g € D(w(A)). Dann ist

(W(A)r(A)g, f) = (x(A)g, w(A)F) = (g, x(A)w(A)).

Demnach gilt auch W(A) C (w(A))*. Also hat man insgesamt



5.9.9 Satz

Sei A : D(A) — H selbstadjungiert und nach unten beschriinkt, d.h. es gebe ein v € R, so daf fiir alle
u € D(A) gilt: (Au,u) > - ||uf|*. Sei w : R — C eine stetige Funktion. Dann ist fiir f € D(w(A))

b 00

wA)f=  lim / w(\) dEQV)E = / w(\) dEQVf

a— —00,b—+00

und
b [e's]
WA~ w)EG) = Jim [ w(h) dEQF = / w(\) dEQVE.

Wenn insbesondere w : [y,4+00) — C eine stetige Funktion ist, die irgendwie zu einer stetigen
Funktion W : R — C fortgesetzt ist, so ist fiir f € D(W(A)) :

w(Af = / w( /W M+ w(y)E(y)f = w(A)f.
Es ist
D(F(A) = {f cH| / IO P d(BOVE ) < oo} _
= {f EH | / |[w(A) |2 dA(ENE,f) < oo} =: D(w(A)).
-0
Der Wert von |[w(A) |2 A(EOVE, ) lim |W(A) [? d(E(Mf,f) héngt nicht von der Fest-
/0 T 0 b—)oo/

setzung W von w ab und es gilt

/ W) P AEME ) = [wir) P - [E@EP + / W) 2 dEOVE ).
v=0 v

Insbesondere gilt fiir f € D(w(A)) :

Iw(A)f[]* = / [w(N)[* dENE, ).

Beweis:
w(A)f = [ w(X\)dE(N)f ist bereits klar. Sei nun § € R mit § < . Dann ist fiir u € D(A) :

(A =d)u,u) = (Au,u) = 6(u,u) > (v = 8)- [Jull*.

Alsoist || (A=d)ul - [lull > [((A=d)u,u)| > (y=9) [|ul]?, d.h. fiir u € D(A) gilt: || (A—d)ul| > (y—0)-
[[u]| . Aus Satz 5.1.3 folgt § € ¥(A). Nach Hilfssatz 5.7.12 sind die Operatoren E(\) konstant fiir
A < 7, d.h. E()\) =0 fiir A < . Betrachte jetzt die Zerlegung a = A\; < Ao < ... < N =79 < A1 <
.. < Ant1 = b. Sei Aj(n) = [N, Ajra], W R — C stetig mit w = W [}, 4) - Dann ist

iﬁ\v(/\j)E (Aj(n)) f=w\_)E(MEf+ iw(/\j)E (Aj(n)) 3

=1
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n—oo

Fir max |Aj+1 — Aj[— 0 erhélt man
1<j<n

b

b
/ () dEOVE = w(y)E(y)f + / w(\) dE(\)E

a

Daraus wird fiir a — —oo,b — +00:

/ F(\) dEOf = w()E(y)f + / w(\) dE(V)E.

~

(Damit ist auch w(A)f — w(v)E(y)f = [ w(X) dE(M) fiir eine stetige Funktion w : R — C bewiesen).

5
Mit der gleichen Zerlegung wie oben ergibt sich auch

Z|w ( (“>)ff) 1% (io1) |2 (B, £) +Z|w ( A(“))ff)

n—oo

d.h. fiir max |Aj+1 — Aj|— 0 erhélt man
1<j<n

b b
/ (VE 1) = [w) [P - [EQEI? + / w2 dENEF).
Also ist
b b
/ SO AENLD = / W) P AEME D+ [w() P - [EQEIP,
'Y*; ’Yb
ah. / S AENELD = / W) P AENE D+ [w() P - [[EQEP .

Fiir a - —oo0,b — 400 ergibt sich also:

/ R AEWNLD = [wO) PIEME? +/ [w(A) [ d(EE, ) =

- 7 (V)

und diese Beziehung gilt in folgendem Sinn: Wenn die linke Seite endlich ist, so ist es auch die rechte
und beide sind gleich. Der mittlere Term zeigt, da§ der Wert nur von W |fy ;) abhéngt. Wenn die
rechte Seite endlich ist, d.h. wenn

b
lim / 1w\ | d(EOV,£)
e—0,b—o0
y—¢

fiir irgendeine stetige Fortsetzung W der stetigen Funktion w : [y, +00) — C existiert, so existiert
dieser Grenzwert fiir jede stetige Fortsetzung von w und es gilt obige Gleichung.
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5.9.10 Folgerung

Sei A : D(A) — H selbstadjungiert und nach unten beschrinkt mit Schranke v > 0. Sei a € C mit

Rea > 0. Dann wird durch w : [0,00) — C,w(\) = A* eine stetige Funktion gegeben und es gilt fiir

f e D(A%) := {?6 H | / |A[PRe@ A(E(V)E, ) < oo} A = /)\a dE(A)f. Fiir Ref > Rea > 0 ist
0 0

D(A¥) D D(AP) und es gilt A*APf = A+8f = ABAS fiir f € D(AYHF).

Beweis:

Die Funktion w(\) = A% ist in O stetig, also ist w(0) = 0. Ist v = 0, so gilt nach Satz 5.9.9:

Ao = / w(\) dEQVE + w(0)E(0)f = / w(A) dE(VE.
0 0
Fiir v > 0 folgt die Formel direkt aus dem Beweis von Satz 5.9.9

Sei nun Re 8 > Rea > 0, sei f € D(A?). Mit Hilfe der Holderschen Ungleichung folgt #hnlich wie im
Beweis von Folgerung 5.9.7 (mit den dortigen Bezeichnungen):

> xR (B(A™)Ef) =
=1

2Re o

zm:( NS f) REE |y e (B(a™)rf) ™" <

=1

Hﬁger (i (m) f,f)) (Z |>\ |2Re5 ( (m )f f)) Re B

j=1

und damit fiir rgax [ Aj+1 — m °0:

Re a

Re
/|A [PRea QB £) < |1£]' R - (/MPW d(EWL, f)) .

Fiir a = 0, b = oo erhilt man schlielich

Re a

Re 3
/IM”‘” d(EWNE, ) <||f[I'~ %??-(/Ml“‘eﬂ (M, f)) < o0,

da f € D(A®). Also ist D(AP) C D(A®). Ersetzt man in dieser Rechnung 8 durch a + 3, so ist wegen
Re(a+ ) =Rea+Ref > Ref > Rea > 0 dann D(A*TF) c D(AP) ¢ D(A®). Deshalb folgt nach
Satz 5.9.6:

ACTE — ACAP = APA,
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5.10 Einparametrige unitire Gruppen

5.10.1 Definition (einparametrige Gruppe)

Sei H ein Hilbertraum und sei {B(t) | t € R} eine Schar von Operatoren mit B(t) € L(#,H) fiir alle
t € R. Diese Schar heifit einparametrige Gruppe, wenn gilt:

1) B(0) =1 (Identitét)

2) B(s)B(t) = B(s +t) fiir alle s,t € R.

5.10.2 Bemerkung
({B(t) | t € R}, o) ist eine abelsche Gruppe.

Beweis:
Die Verkniipfung ist nach 2) wohldefiniert. Die Gruppenaxiome und die Kommutativitét rechnet man
leicht nach, indem man die entsprechenden Eigenschaften der reellen Zahlen ausniitzt:

1) Assoziativitit:

B(r) o (B(s) o B(t)) 2 :

r t
= B(r+s)oB(t) = (B(r) o B(s)) o B(v).

3) B(0) ist neutrales Element: B(s) o B(0) y B(s) oI = B(s).

4) B(—s) ist inverses zu B(s) : B(s) o B(—s) 2 B(s —s) = B(0).

5.10.3 Definition (stark stetig)

Die einparametrige Gruppe {B(t) | t € R} heifit stark stetig, wenn fiir jedes f € H und jedes tg € R
gilt:
lim B(t)f = B(tg)f

t—to

(d.h. die Abbildung B(.)f : R — H, t — B(t)f ist fiir jedes feste f € H stetig.)

5.10.4 Definition (infinitesimaler Generator)

Sei {B(t) | t € R} eine einparametrige Gruppe. Sei D(A) = {f € H | . l%rrtl;éo 1(B(t) — Df existiert}
-0,

und sei

Af = cJB{?;éo E(B(t) —Df

fiir f € D(A). Dann heifit A ein infinitesimaler Generator (oder infinitesimale Erzeugende) von {B(t) |
t € R}

5.10.5 Bemerkung

Man kann zeigen, dafl jede stark stetige einparametrige Gruppe einen dicht definierten infinitesimalen
Generator besitzt.

5.10.6 Definition (unitire Gruppe)

Es heifit {B(t) | t € R} (einparametrige) unitére Gruppe, wenn {B(t) | t € R} eine einparametrige
Gruppe ist und wenn B(t) fiir jedes t € R ein unitirer Operator ist.
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5.10.7 Satz

Sei H ein komplexer, separabler Hilbertraum und sei T : D(T) — H ein selbstadjungierter Operator
mit Spektralschar {E(A) | A € R}. Firf € H und t € R sei

o0
U(t)f = eTf := / A dE(M)f.
Dann ist {U(t) | t € R} eine stark stetige (einparametrige) unitdre Gruppe mit dem infinitesimalen
Generator iT. Fiir alle f € D(T) und fiir alle t € R ist U(t)f € D(T).

Beweis:

1) U(t) ist fiir jedes t € R ein unitérer Operator mit D(U(t)) = H :
Fiir alle t € R und alle f € H ist

/ X 2 A(B(V)E,f) = / d[|ENE? = [|f])? < oo,

—00

also ist D(U(t)) = H nach Hilfssatz 5.9.1. Bemerkung 5.9.5 liefert wegen |e!** | = 1 zusiitzlich
noch ||U(t) || < 1. Nach Satz 5.9.8 ist

U(t)*f = / eitA AB(\)f = / e N AE(Wf = U(—t)f.

— 00

Mit Folgerung 5.9.7 erhilt man

—le —itA
Ut) 't = / — dE(\)f = / e i AE(MVE,

also gilt

U(t)~" = U(t)" = U(-t)
fiir alle t € R. Damit ist U(t)U(t)* = U(t)*U(t) = Id, d.h. U(t) ist unitéir nach Satz 1.6.7.

2) {U(t) | t € R} ist einparametrige Gruppe:

Es gilt

U(0)f = / dEOVE =,

also ist U(0) = I. Weiter sei wy(A) = el** und wg(A\) = e'**. Dann ist w,(T) = U(t), ws(T) = U(s)
und (wy, - ws)(T) = U(t + s). Nach Satz 5.9.6 gilt

U(t)U(s) = we(T)ws(T) C (we - ws)(T) = U(t +5).
Wegen D(U(t)) = D(U(s)) = D(U(t +s)) = H (nach 1)) gilt sogar ,=*, d.h. es ist
Ut)U(s) = U(t +s)

fiir alle t, s € R. Damit ist {U(t) | t € R} eine einparametrige Gruppe.
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3) {U(t) | t € R} ist stark stetig:
Fiir x y € R ist

ix

e —d¥| =[] [eF] 2.

also gilt
<X

Fiir f € H und t,tg € R ist daher
2

IU®E — Ukl P = /@“—&Mmm»f

oo

/ e — el | A(E(V)E, ) =

- ]° (=P

— 00

sin

(BN, T).

t —to)A|” t —to)A
Nun gilt |sin Q < 1 und fiir jedes A € R ist tlir? sin % = 0. Wir zeigen nun, daf}
—to

fiir jede Folge (tx)ken € R mit lim t, = to gilt:
k—o00
lim || U(tx)f — U(to)f]| = 0.
k—o0
Sei also eine solche Folge (tx)ken gegeben und sei weiter ein € > 0 vorgegeben. Zuniichst ist
)\lim E(A)f =0 und )\lim E(Mf =1, also gibt es a,b € R, so daf§
——00 —00

(£,£) — (EOVE, ) = (f — EQVE£) < g fir A > b und (E(VE,£) < % fiir A < a.

Die Funktion A — (E(M)f,f) ist monoton steigend mit den Grenzwerten 0 fiir A — —oo und
|If])? fiir A\ — +oo (Bemerkungen 5.2.10). Schreibt man nun die Riemannschen Summen fiir
das Integral

x 2
/ sin@ A(EME, 1),
(t — to)A|”
so erhélt man wegen |[sin TO < 1 sofort fiir alle t,tp € R :
e 2 a 2
/ sin@ AEMN ) = / sin@ AEN, ) +
/ (t — to)A |° 1. (t=to)A]”
+/‘sin 20 d(E(A)f,f)+/ sin 20 AENV, ) <
a b
2 Al
< 56—}—/ sin { _2t°> A(ENE, )
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Nun kann man N so grofl wihlen, daf fiir alle k > N und fiir alle A € [a, b] gilt:

(tk——tO)A‘Q ¢

Sin 2 S 3 ||f||2
Damit wird dann
r (tk — to)A|?
. k — L0 2
sin A 4B e ) < /d < e =<
/ ‘ 3HW2 3HﬂP

a
fiir k > N und insgesamt folgt || U(ti)f — U(to)f ||* < 4e fiir k > N. Also gilt tlirrtl U(t)f = U(to)f
—to
fiir alle f € H und alle tg € R, d.h., {U(t) | t € R} ist stark stetig.

iT ist infinitesimaler Generator von {U(t) |t € R} :
Sei Af := . 1%‘?#0 L(U(t) — U(0))f der infinitesimale Generator. Zunichst gilt fiir A € R :
-0,

t
1 . d .
1~ - 1t/\_1 — it
I Rt Y (dte

Nach dem Mittelwertsatz gibt es t],t5 zwischen 0 und t, so dafl

=i\

t=0

1, . : 1 i
E(e‘t’\ —el 0Ny = E(COS tA —cos0) + %(sin tA —sin0) =
= —Asin(t] - A) +iXcos(t3 ).
Also gilt

= [A]\/fsin’ (61)) + cos?(t54) < [A] V2.

t
Unter Verwendung dieser Rechnungen zeigen wir nun:

a) Es gilt D(T) C D(A) und Af =iTf fir f € D(T) :

‘ l(eit)\ _ ei-O-)\)

Sei f € D(T) = {f €H| 70 AN A(EWE,f) < oo} . Fiir t #£0 ist

2

| 2 [ (e -1
Hg(U(t) _UO)f —iTE| = / ( t —i>\> dEVE|| =
< ith _ 1 2
504 / ¢ —iA| dEWE D).
Wegen
it 2 2
¢ - L i\ < H(ei“—l) + liA2 < 3|2

o0
und der Existenz von [ A?d(E(M)f,f) koénnen nun zu vorgegebenem ¢ > 0 (wie in 2))

zunichst a,b € R gew'siﬂt werden, so daf fiir alle t # 0 gilt:

T leith _ 1 2 T leith _ 1 2
/ ¢ Al dEWLD = / ¢ —iA| dEWL L) +
beitA_l NE Fleith _ 1 P
+/ —iA d(E(/\)f,f)+/ —iA| dEWL ) <
a b
b
) itA _ 1 2
< g5+/ € —iA| dEO D).

a
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Wihlt man nun noch t so klein, da$ fiir alle A € [a, b] die Ungleichung

elth _ 1 2

t

—iA

<

3- [ £

gilt (wendet man den Mittelwertsatz wie oben an, so sieht man, dafl man die Ungleichung
tatsdchlich gleichméBig fiir alle A € [a, b] bekommen kann!), so erhilt man auch

b b
elth —1 ? € €
—iAl dEWLL) < d(EWN), ) < <
a/ i (<>,>_3”f”2a/(<>,>_3,
also folgt insgesamt:
1 el
tlb{?;éo E(U(t) —U(0))f —iTf|| =0,
dh. lim $(U(t) — U(0))f existiert fiir f € D(T) (damit ist D(T) C D(A) gezeigt) und

t—0,t#£0
ist gleich iTf.
Fiir den infinitesimalen Generator A fehlt noch der Nachweis von

D(A) c D(T) :
Sei f € D(A), d.h. es existiere lim 1(U(t) — I)f. Dann ist

t—0,t#£0

1 2 T, 2
HE(U(t) - U(O))fH b4 / ‘E(eltA —1)| d(EWN,f) < 0o
fiir t nahe 0. Wie oben gesehen, gilt
1. 2
lim |=(e™ —1)| =|\]?.
t—0,6#0 | t

Seien nun —oo < a < b < co. Es gilt

b
Jhe

o0
Da lim [ [$(e"* —1)|* d(E(M)f,f) existiert, gibt es eine feste Zahl K > 0, so daf fiir

—_

’ AEWL, ) < co.

-+

’ d(EWN,f) < 7 H(ei“ -1)

t—=0,t#0 "o
alle t nahe 0 und fiir alle a,b mit —o0o < a <b < oo gilt:
b 2
1 .
(%) / ‘z(elm - 1| d(EWNf,f) <K < oo.
a

b
Es gilt lim S 11 =1) 2 = | X2 d(E(Vf,f) = 0, denn mit dem Mittelwertsatz erhilt
o0 a
man wieder: Es gibt t},t5 zwischen 0 und t, so daf§

1 . .
E(e‘“‘ — ") = _Xsin(t7\) +iXcos(tiN).

Also kann man zu vorgegebenem ¢ > 0 ein § > 0 wihlen, so da8 fiir alle |t| < ¢ und fiir
alle X € [a,b] simultan gilt:
2

€

_|)\|2<_

1 .
_(elt)\ _ 1) .
‘t 1£]]?
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Fiir diese t folgt nun

b

Jls

a

2

b
) €
C AR dEOEE) < W-a/d(E(A)f,f) <e

und somit

b 5 b
tl'gg)/‘%(ei”‘—l) d(E(Mf,f) :/XZ d(E(Mf, f).

Da fiir alle t nahe 0 und fiir alle a,b mit —oo < a < b < oo die Ungleichung (*) gilt, hat

man nun fir alle a,b:
b

/v d(E(Nf,f) < K.

Dies gilt fiir alle a,b, also ergibt sich schliefilich

/ A2 d(BEE, ) <K < 0o

und damit f € D(T).
5) Fiir alle f € D(T) und fiir alle t € R ist U(t)f € D(T) :

Wie im Beweis des Spektralsatzes 5.6.3 zeigt man, daf} fiir selbstadjungierte Operatoren B mit
Spektralschar {E(A) | A € R} und fiir stetiges w := R — C gilt:

EMN)w(B)f = w(B)E(Mf fir f € D(w(B)).
Setzt man w(\) := e'** und B := T, so ergibt dies:

E(\)U(t)f = U(t)ENE fiir £ € D(U(t)) = H.

Weiter ist U(t) als unitdrer Operator isometrisch, d.h. es gilt || U(t)E(MNf || = || E(A)f || fiir alle
f € D(T). Damit gilt fiir f € D(T) :
/ ¥ d(BOUME VW) = / X2 d [E0UME? = / X2 d [[UENE? =

/)\2d||E()\)f||2: //\2d(E()\)f,f)<oo.

—00 —00

Also gilt U(t)f € D(T) fiir alle f € D(T),t € R.

Ohne Beweis erwihnen wir noch, daf} jede stark stetige, einparametrige unitire Gruppe von dieser
Form ist:

5.10.8 Satz (M. H. Stone!)

Sei ‘H ein komplexer Hilbertraum, sei {U(t) | t € R} eine stark stetige, einparametrige unitéire Gruppe.
Dann existiert genau ein selbstadjungierter Operator T in H, so da8 U(t) = et fiir t € R gilt.

IMarshall Harvey Stone (1903-1989)
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ohne Bewelis.

Als Anwendung betrachten wir nun das folgende Problem:
Sei H ein separabler Hilbertraum, T : D(T) — H ein selbstadjungierter Operator, f € D(T). Wir
wollen untersuchen, ob es eine stetig differenzierbare Abbildung u : R — D(T) gibt, die folgendes
Anfangswertproblem 16st:
1d
7au(t) = Tu(t) fiir alle t € R,
i
u(0) = f.

Die Beantwortung gelingt nun leicht mit Satz 5.10.7. Es gilt:

(AWP) :

5.10.9 Satz

Sei H ein komplexer separabler Hilbertraum, T : D(T) — H ein selbstadjungierter Operator. Dann
gibt es zu jedem f € D(T) eine eindeutige Losung des

(AWP) : Tau(t) = Tu(t) fiir alle t € R,

Die Losung ist: u(t) = U(t)f := eltTf.
Beweis:

1) Existenz:
Fiir f € D(T) und t € R ist U(t)f € D(T) und u(t) := U(t)f ist eine Losung von (AWP) nach
Satz 5.10.7, denn es gilt

u(t) —u(to) _ U - Ulto)f _ U(t — to) 0 Ulto)f — Uto)f _
t —to t —to t—to
_ <7U“t—_“;i - I) Ulto)f = (U“ ) U(O)) Ulto)f.

Setzt man z := t — tg, so erhilt man

() b=, lim (w) Ulto) 27 T ()£ = iTu(to).

2) Eindeutigkeit:
Seien u,v Losungen von (AWP). Dann ist u(0) = v(0) = £, also u(0) — v(0) = 0. Weiter gilt

d > _
3 lu(®) = v(©) ] -

|
VS
=
—~
o+
SN
|
“
—~
o+
SN
=
=N
o+
|
P
—~
o+
SN
~—~—
Il

Da T selbstadjungiert ist, gilt
(u(®) = v(©), T(a(t) = v(t)) = (T(u(t) = v(8)),u(t) = (1)) = (u(t) = v(t), T(a(t) = v(1)) ),

also (u(t) —v(t), T(u(t) — v(t))) := a € R. Damit ist aber —2Re (ia) = 0, d.h. es ist

d 2 _
3 lu(®) =v(®)[ =0

und daher
lu(t) = v(&)I* = [[u(0) = v(0) I* = 0.

216



5.10.10 Beispiel (Schrédingergleichung')
Wir suchen eine Losung u € L2(R x R") des folgenden

1 d
(AWP): 7 au(t,x) +c-Au(t,x) = 0,

u(0,x) = f(x).

gjgu(t,x) und f € D(A) = W22(R"), ¢ € R. Die Losung u soll beziiglich t

n
Dabei ist Au(t,x) = 3
i=1
stetig differenzierbar sein.

Unser Satz 5.10.9 sagt nun aus:
u(t, %) = u(t)(x) = (e7*4f)(x)

ist die eindeutig bestimmte Losung des AWP. (cA ist selbstadjungiert nach Satz 5.8.5.) Setzt man
h
¢1=—5—, 80 ist obiges (AWP) die Schridingergleichung fiir ein freies Teilchen der Masse m.

5.10.11 Bemerkung
Das AWP von Beispiel 5.10.10 148t sich, setzt man A := cA, auch so schreiben:

%u'(t) +Au(t) = 0,

u(0) = f.

Vergessen wir nun fiir den Moment, dal A ein Operator ist und lsen die Differentialgleichung wie in
Analysis II, so erhalten wir als Losung:
u(t) = e itAf

Dies ist genau die Losung, die wir in Beispiel 5.10.10 gefunden haben, man muf nur e '** richtig
auffassen! Diese Methode funktioniert aber nicht nur fiir eine Differentialgleichung. Mit etwas mehr
Aufwand kann man zeigen, daf} sie z.B. bei der Wirmeleitungsgleichung (siehe Beginn von 5.9) oder
dem Problem der schwingenden Membran genauso funktioniert: Sei  C R? u(t,x) bezeichne die
Auslenkung der Membran an der Stelle x zur Zeit t. Am Rande 99 ist die Membran fest eingespannt,
d.h. es ist u(t,x) = 0 fiir x € 9Q und alle t > 0.

Dieses Problem wird beschrieben durch

d2
a2’

Au =0,

u(0,x) = ug(x); %u(o,x) = uy (x).

Schreibt man nun A fiir —A und 16st das Problem formal, so erhilt man

IErwin Schrodinger (1887-1961)
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u(t) = (cos AZt)ug + (sin AZt)A 3.
Tatséchlich ist dies die Losung, wenn man die Ausdriicke richtig interpretiert: Fiir die Definition von
i At
Slzfzf zeigt man zunichst, dal A = —A nach unten beschrinkt ist: Es gibt ein 4" > 0, so daf}

(—Au,u) = [[Aulfzg) > 7" vz -

Wihlt man nun ein v mit 0 < v < +' und setzt

(cosA%t)f = /cosx/XtdE()\)f

~

(sinAﬂ) ¢ 00sin\/Xt

— [ VA Gp0,
A3 2 W
B!
so sind diese Operatoren nach Satz 5.9.9 wohldefiniert. Fiir uy € D(A) = W>2(Q) ¢ Wy*(Q) und
u; € D(A2) ergibt sich dann die Losung:

u:[0,400) — H, u(t) = (cosA%t)uO + (SinAAft> uy, u(t,x) = u(t)(x).

2

E&N&D&E
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Anhang A

Das Lebesgue-Integral, die Raume
LP(2)

In diesem Teil des Anhangs sollen noch einmal die Eigenschaften des Lebesgue!-Integrals und der LP-
Réume, die in der Funktionalanalysis sténdig verwendet werden, zusammengestellt werden. Eigentlich
sollte alles aus Analysis III bekannt sein — aber dort muf} so viel Stoff behandelt werden, dafl wohl
kaum eine Vorlesung wirklich alles schafft. Deshalb werden die Sdtze hier bewiesen, damit man
nicht immer wieder an irgendeiner wichtigen Stelle der Vorlesung auf einen Satz zuriickgreifen muf,
dessen Beweis man noch nie gesehen hat. Trotzdem fehlen natiirlich Sétze aus Analysis III, die
im Hauptteil des Skriptes verwendet werden, z.B. der Satz von Fubini?>-Tonelli® oder einige zum
Integrieren niitzliche Formeln. Das meiste davon findet man beispielsweise in: Otto Forster: ,, Analysis
3, Vieweg Braunschweig 1984. Meine Zusammenstellung folgt weitgehend der Analysis III-Vorlesung
von Prof. Kerner.

A.1 Die Definition des Lebesgue-Integrals

A.1.1 Definition (Intervall im R")

Seien I 1) 1™ c R Intervalle. I := IM x ... x I™ ¢ R" heifit Intervall im R™. Sind die
1M, ..., 1™ beschrinkt, 16 = [a;,b;], so setze |10) | = bj —a;, |I] := [TV | .- | 1™ | . Analog fiir
offene, halboffene Intervalle.

A.1.2 Definition (Treppenfunktion)

Sei I ¢ R" ein Intervall. Eine Funktion ¢ : T — R heifit Treppenfunktion, wenn es endlich viele
Intervalle Iy, I, ...,I, C Tund ci,...,¢; € R gibt mit I, NI, = @ fiir p # q und

Cp, X €1
p(x) = 0, x¢ O . T(I) :={p: I — R | p ist Treppenfunktion}.
p=1

Fiir ¢ € T(I) setzt man: [pdx:= Y ¢ |Ip].
T

p=1

IHenri Lebesgue (1875-1941)
2Guido Fubini (1879-1943)
3Leonida Tonelli (1885-1946)
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A.1.3 Definition (Nullmenge)
Eine Menge N C R" heifit (Lebesgue- )Nullmenge wenn es zu jedem € > 0 eine Folge (I,)nen von
beschriinkten Intervallen I, C R" gibt mit N C U I, und E I, | < e.

n=1 n=1

A.1.4 Lemma

Die Vereinigung N = |J N, abzihlbar vieler Lebesgue-Nullmengen N,,n € NN, ist wieder eine
n=1

Lebesgue-Nullmenge.

Beweis:

o0
Sei ¢ > 0, n € N. Zu N, existiert eine Folge von Intervallen (I, )xeny mit N, € (J I, und
k=1

Z |Tn, | < 5=- Dannist N C U UInkund Z Z [In, | < e 22,,—
k= n=1k=1 n=1k=

A.1.5 Bemerkung

,fast iiberall“ bedeutet im folgenden: Uberall auBer in einer Lebesgue-Nullmenge.

A.1.6 Definition (Lebesgue-Integral)
Das Lebesgue-Integral wird in 3 Schritten definiert:

1) Sei I C R" ein Intervall. Fiir eine Funktion f: I— R schreibt man f € L (I), wenn es eine Folge
(¢n)nen, @n € T(I), gibt mit folgenden Eigenschaften:

a) Firallen e N: ¢, < ¢ni1,
b) lim ¢, = f fast iiberall,
n—oo

c¢) Es gibt ein K>0,s0o daBVn € N: [, dx <K.
T
2) Fiir f € L*(I) setzt man [fdx := li_>m [ ¢ndx. [fdx heiBt das Lebesgue-Integral von f.
I nee I
3) Eine Funktion f: I— R heifit Lebesgue-integrierbar, wenn es g, h € L+ (I) gibt mit f = g—h. Man
setzt dann ffdx = fgdx - fhdx ffdx heiBt Lebesgue-Integral von f. L(I) := {f: I — R |
f ist Lebesgue 1ntegr1erbar}
(Die Wohldefiniertheit, d.h. die Unabhéngigkeit von der Wahl der Folge (¢n)nen und der Wahl von g

und h kann einfach gezeigt werden.)

A.1.7 Lemma

Sei (¢n)nen eine monoton wachsende Folge von Treppenfunktionen, also ¢, € T(I). Es existiere ein
K>0, so daB fiir allen € N : [ ¢, dx < K. Dann gibt es eine Funktion f: T — R, f € L (I), so daf§
I

lim ¢, (x) = f(x) fast iiberall.
n—oo

Beweis:

Sei N := {x el lim on(x) = +oo}. Fiir x ¢ N ist dann (¢n(x))nen konvergent. Setze f: I —
1 n(x), fall N

R, x+—> { oo ¥ ( ) alls x ¢ . Wenn N eine Nullmenge ist, so gilt nach Definition: f € L*(I).
0, falls x € N
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N ist Nullmenge: O.E. seien alle o, > 0, sonst betrachte statt dessen ¢, — 1. Sei € > 0 vorgegeben.
K

Setze My (g) = {x €l yn(x)> —}. M, (g) ist disjunkte Vereinigung endlich vieler beschriankter
€

K
Intervalle, sei also Mp(e) = I U...UL. Dann ist /gon dx > —- |Ip |, daher gilt:
I,

—Z|I | < Z/gondx</<pndx<K
pl[

Fir [ Mp(e) | := |I1 | +...4 | L; | ist dann | Mp(e) | < e fiir alle n € N. Wegen ¢,(x) < ¢nt1(x)
ist Mp(g) C Mp41(€). Mpy1(e)\Mn(€) ist ebenfalls Vereinigung endlich vieler disjunkter Intervalle,

also ist M(e) := |J My,(e) Vereinigung abzihlbar vieler disjunkter beschrinkter Intervalle Jy, d.h.
n=1

M(e) = My (e) U (Ma(e)\My(g)) U (M3(e)\Ma(g))... = G Jk. Sei m € N, dann gibt es ein n € IN mit

k=1
JiU...UJm C My(e). Daherist > |Jik| < |Mn(e)| £ € und damit ) |Ji| < e. Fiir x & M(e) gilt
k=1 k=1
also gn(x) < £ fiirallen € N, dh. x ¢ N. Alsoist N C M(e) C |J Jx und Y [Ji| < e, dh. Nist

. k=1 k=1
eine Nullmenge.

A.1.8 Hilfssatz
Zu f € L(I) und & > 0 existieren g,h € L*(I) mit f =g —h, h >0, [hdx <e.
T

Beweis:

Zu f gibt es g;,h; € LT(I) mit f = g — hy. Zu h; gibt es eine monoton wachsende Folge (¢n)neN

von Treppenfunktionen, die fast iiberall gegen h; konvergieren mit lim [ ¢, dx = [h; dx. Wihle ein
n—oo 1 1

m € N so, daﬁfhldx—f¢mdx—f( —Ym)dx < e. Setze hy :=hy — ¢, dann ist [hydx < ¢
I I
und hy > 0 fast iiberall: Es gibt eine Nullmenge N, so daf fiir x € I\N : ¢n(x) < ¥nt1(x) und

lim ¢, (x) = h;(x). Deshalb gilt fast iiberall: ¢, < h1 <= h; — ¢, > 0, also fast iiberall ho > 0.
n—oo

Setzt man nun h(x) := hj (x) = max(hs(x),0), dann ist h > 0 iiberall und h = hy fast iiberall, daher
Jhdx = [hydx < e. Mit g := g1 —¢m ist dann f = g1 —h; = (g1 —¢m)—(h1 —¥m) = g2—hs. Setzt man
1

T
noch g := ga+(h—hs), soist g = g, fast iiberall, alsog € LT (I) und f = go—hy = go+(h—hsy)—h = g—h.

A.2 Konvergenzsitze

A.2.1 Satz (Dini')

Sei K ¢ R" kompakt, seien f : K — R und f, : K — R, v € N, stetige Funktionen mit
fi <...<f, <f,41 <...ound lim f,(x) = {(x) fiir alle x € K. Dann konvergiert die Folge (f,),en
V—r00

gleichméBig gegen f.

Beweis:
Setzt man g, :=f—f,, so gilt g, > g,11 > 0 fiir alle v € N und li_>m g, (x) = 0 fiir alle x € K. Sei jetzt
v o0

€ > 0 vorgegeben. Zu jedem x € K existiert dann ein N(x), so daf fiir alle v > N(x) gilt: g, (x) < 5. Da
die Funktion gy(x) im Punkt x stetig ist, gibt es ein 6(x) > 0, so daf fiir alle £ € K mit ||{ —x[| < d(x)
gilt: | gneo (§) — gng) (%) | < 5. Daraus folgt fiir v > N(x) und || { —x || < 0(x) : g.(§) < e
Setzt man fiir x € K U :={£ € R": || —x]| < d(x)}, so wird K von den Kugeln Uy, x € K

1 Ulisses Dini (1845-1919)
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iiberdeckt. Da K kompakt ist, geniigen bereits endlich viele der Kugeln Uy, um K zu tiberdecken,
sei etwa K C Uy, U...U Uy, Setzt man N := max(N(x1),..., N(xx)), so gilt fiir v > N und alle
£eK: g,(€) <e. Das bedeutet aber: Fiir alle { € K und alle v > N ist [{(¢) —£,({)| < ¢, d.h. man
hat die gleichmifige Konvergenz.

A.2.2 Satz (Beppo Levil)
Sei (fu)nen eine Folge mit f, € L(I), f, < f,41. Es existiere ein K>0, so da8 fiir allen € N : | [ f, dx]|
I

< K. Dann gibt es ein f € L(I) mit lim f, = f fast iiberall und lim [f,dx = [fdx.

Beweis:
Der Beweis erfolgt in 3 Schritten:

1) Fir f, € T(I) ist die Behauptung gerade Lemma A.1.7
2) Seien f, € L*(I) fiir alle n.
Dann gibt es ¢n, € T(I) mit ¢n, < ¢n,,,, lim ¢, =f, fast iiberall, lim [¢n dx = [f,dx.
k—o00 k—o0 7 T

Setze ¢n(x) := max{pi(x),1 < i,j < n}, dann ist ¢, € T(I) und ¢, < puy1. Weiter gilt
fir j <nk € N: ¢, <f <f, fast iiberall, also ist ¢, < f, fast iiberall und [, dx <
I

[f.dx < K. Die ¢, bilden demnach eine monoton wachsende Folge von Treppenfunktionen

1

mit beschriinkter Integralfolge, nach 1) gibt es folglich ein f € LT (I) mit lim ¢, = f fast {iberall
n—oo

und lim [¢n,dx = [fdx. Fir j<nist ¢j, < ¢n, lim ¢; =1f;, lim ¢, =, also fj < f fast
n—o0 1 1 n—oo n—oo

ﬁberall D.h. es gibt eine Nullmenge N; C I: fj(x) < f(x) fiir x € I\N;. Definiert man N durch

N := U Nj, so ist N eine Nullmenge und fiir alle x € I\N, alle j € IN gilt: fj(x) < f(x). Man

hat also pn < f < f fast tiberall, ILm pn = f fast tiberall und damit lim f, = f fast {iberall.

n—o0

Genauso folgt aus [¢ndx < [fidx < [fdx, lim [¢,dx = [fdx: lim [f,dx = [fdx.
I I I n—oo I n—oo I

3) £, e L) :
O.E. seien alle f,, > 0, sonst betrachte f,, — ;. Mit fo = 0ist fr, = > (fn —fa_1), fn —fuo1 € L(D).
n=1
Nach Hilfssatz A.1.8 gibt es nun gn,h, € LT (I) mit f, —f,_; = gn —hs, hy >0, [hydx < 2%,
I
Dann ist gn = (fn — fa—1) + hy > 0. Setze jetzt s, = > gn, tm := Y. hy. Es gilt nun
n=1 n=1
$mytm € LT(I), Sm,tm > 0, ft dx = Z [ hy > 5= < 1. Die Folge <ftndx>
n=1T1 n=1 I neN
ist also beschriinkt und wegen [s,dx = [f,dx + [t,dx ist auch ( J sn dx) beschrinkt.
I 1 1 1 neN
Demmnach sind (sp)neN, (tn)nen monoton wachsende Folgen in LT (I) mit beschrénkter Integral-
folge, nach 2) gibt es also s,t € L*(I) mit lim s, = s, lim t, = t fast iiberall und
n—o00 n—oo
nl;rr;o{sn dx = fsdx hm ftn dx = ftdx. Setze f := s — t. Dann ist f € L(I), nler;ofn =
lim s, — lim tn =s—t= f fast iiberall und
n—oo n—oo
lim [ f,dx = lim [ spydx — lim [ t,dx = /sdx - /tdx =
n—oo n—o00 n—o0

I

IBeppo Levi (1875-1961)
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- /(s—t)dx - /fdx.

I I

A.2.3 Satz von der majorisierten Konvergenz (Lebesgue')

Die Folge (fn)nen, fn € L(I), konvergiere fast iiberall gegen eine Funktion f: I— R. Es existiere ein
g € L(I) mit |f, | < g fiir alle n € IN. Dann ist f € L(I) und es gilt li_)m [fadx = [fdx.
n o0 i i

Beweis:

1)

Ubergang zu monotonen Folgen (gn)neN, (hn)nen :

Nach Voraussetzung gibt es eine Lebesgue-Nullmenge N C I, so daB fiir x € I\N gilt:

lim f,(x) = f(x).

n—oo

Also ist fiir x € I\N die Menge {f.(x) | n € IN} beschréinkt. Definiere nun

ga(x) := inf (fn(x),fn+1(x),fn+2(x), ) fiir x € I\N, gu(x) = 0 sonst.
Weiter setze

hp(x) := sup (fn(x),fn+1(x),fn+2 (%), ) fiir x € I\N, hy,(x) =0 fiir x € N.

Dann ist g, < gn41 und hy > hpiy. Und fiir x € I\N gilt: lim gy(x) = f(x); lim h,(x) = {(x),
n—oo n—o0o

denn zu € > 0 gibt es ein N(e), so daB} fiir n > N(e) : f(x) —e < f(x) < f(x) + £ und daher

f(x) — e < gn(x) < f(x) + ¢, analog fiir hy,.

gn,hy € L(I) :

Fir k € N, n € N sei pp(x) := min (fn(x),fnﬂ(x), ...,fn+k(x)). Dann ist pu,x € L(I) und es
gilt pnx > fnk+1, klim tnx = gn. Nach Voraussetzung ist —g < f, < g, daher auch —g <
—00

pnx < g, also hat man — [gdx < [punxdx < [gdx. Demnach ist die Folge (f Pk dx)
I I I I keN
beschrinkt. Nun kann man den Satz von Beppo Levi A.2.2 anwenden und erhilt: g, € L(I). h, €

L(T) zeigt man analog.

gn, hy haben beschrinkte Integralfolge:
Esist fir allen € N: g <g, <h, <hj,alsoauch [gidx < [gydx < [hydx < [hydx.
1 1 1 1

Mit dem Satz von Beppo Levi A.2.2 folgt f € L(I) und [fdx = lim [gydx = lim [h,dx.
1 n—o00 1 n—o00 1
Weil gn < f, <h, fast iiberall gilt, ist auch [g,dx < [fdx < [h,dx. Damit bekommt man
I I I
lim ffndx = ffdx.

n—oo 1 1

Man kann auch f majorisieren:

IHenri Lebesgue (1875-1941)
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A.2.4 Satz (Lebesgue)
Die Folge (fy)nen, fn € L(I) konvergiere fast iiberall gegen eine Funktion f: I— R, es existiere ein
g € L(I) mit |f]| < g. Dann ist f € L(I).

Beweis:
—g(x), falls fy(x) < —g(x)
Definiere f, : T — R, x — { fo(x), falls —g(x) < fu(x) < g(x) . Dann gilt |f, | < g fiir allen € N
g(x), falls g(x) <
und fast iberall gilt lim fo =f. Aus A.2.3 folgt: f € L(I).

A.2.5 Lemma von Fatou!

Sei (fy)nen eine Folge mit f, € L(I) und f, > 0 fiir alle n € N. Die Folge konvergiere fast iiberall
gegen ein f: [— R und es existiere ein K > 0 mit [ f, dx < K fiir alle n € N. Dann ist f € L(I) und
I

[fdx <K.
1

Beweis:
Seien g, iin,x Wie im Beweis von A.2.3. Dann ist 0 < p, i < f;, und daher auch

os/un,kdxs/fndxsK,
I 1

also bilden die (pn k)ken eine monotone Folge mit beschriinkter Integralfolge. Da klim Enk = gn folgt
—00
nach Beppo Levi A.2.2: g,, € L(I). Weiter gilt natiirlich auch 0 < [g,dx < [f,dx < K, also bilden
I I

auch die (g,)nenN €ine monotone Folge mit beschriinkter Integralfolge und es ist le gn = f. Also ist —
wieder nach Beppo Levi A.2.2 — auch f € L(I) und es gilt lim [g,dx= [fdx,d.h. 0< [fdx < K.

Uber lim [ f, dx weil man nichts.

A.2.6 Satz

SeiUCR™, a€ Uundf: R"xU — R, (x,t) — f(x,t) eine Funktion mit folgenden Eigenschaften:
1) Fiir jedes feste x € R" ist die Funktion t — f(x,t) stetig im Punkt a.
2) Fiir jedes feste t € U ist die Funktion x — f(x,t) iiber R" integrierbar.

3) Es gibt eine Funktion F : R" — R4 U {oo}, F € L(R"), so daB fiir alle (x,t) € R" x U gilt:
()| < F(x).

Dann ist die Funktion g : U — R, g(t) := [ f(x,t) dx im Punkt a stetig.
RH
Beweis:
Sei (tx)ken, tx € U eine Folge mit klim tk = a. Setze fi(x) := f(x,tx) und f.(x) := f(x,a). Nach
— 00
Bedingung 1) gilt fiir alle x € R" : klim fie(x) = f.(x). Wegen Bedingung 2) und 3) sind die
— 00

Voraussetzungen des Satzes von der majorisierten Konvergenz A.2.3 erfiillt. Es gilt deshalb:

lim g(tx) = lim [ fi(x)dx = /f* (x) dx = g(a).
k—o00 k—o00
R® R®

IPierre Fatou (1878-1929)
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A.2.7 Satz

Sei I C R ein Intervall und f: R" xI — R, (x,t) — f(x,t) eine Funktion mit folgenden Eigen-
schaften:

1) Fiir jedes feste x € R" ist die Funktion t — f(x,t) differenzierbar auf I.
2) Fiir jedes feste t € I ist die Funktion x — f(x,t) iiber R" integrierbar.

3) Es gibt eine integrierbare Funktion F : R" — R4 U {oco} mit | %(x,t) | < F(x) fiir alle

(x,t) e R" x L.
Dann ist die durch g : T — R, g(t) := [ f(x,t) dx definierte Funktion differenzierbar. Fiir jedes
RH
t € I ist die Funktion x — %(x,t) iiber R" integrierbar und es gilt g'(t) = [ %(x,t) dx.
Rn
Beweis:
Sei t € I und h # 0 eine reelle Zahl derart, daf t +h € I. Setze
f(x,t +h) —f(x,t
fu(x) := ( })1 ( )
Dann ist 1lin% fh(x) = % (x,t). Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung gibt es aulerdem ein
—
¥ =9Y(x,h) € [0,1] mit
of
f = —(x,t + ¢h).
() = 2t 9h)

Deshalb gilt nach 3): | fy(x) | < F(x) fiir alle x € R". Nun folgt aus dem Satz der majorisierten
Konvergenz A.2.3: %(x, t) ist integrierbar und es gilt

h—0 h h—0

o(t) = im BEEN =80 _ p (6 o dx = / %(X,t) dt.
R® R®

A.3 Mef3barkeit

A.3.1 Definition (mefibare Funktion)

Sei I C R" ein beliebiges Intervall. Eine Funktion f: I— R heifit mefibar, wenn es eine Folge (¢n)nen
von Treppenfunktionen gibt, die fast iiberall gegen f konvergiert. M(I) := {f: I — R | f mefibar}.
Es gilt natiirlich: L(I) c M(I).

A.3.2 Bemerkung

Sei f € M(I), g € L(I) und |f| < g. Dann ist f € L(I).

Beweis:
Sei (¢n)nen C T(I) eine Folge mit lim ¢, = f fast {iberall. Wegen |f| < g folgt nach dem Satz von
n—o0o

Lebesgue A.2.3: f € L(I).
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A.3.3 Satz

Sei (fn)nen eine Folge von Funktionen mit f, € M(I), die fast iiberall gegen ein f: I— R konvergiert.
Dann ist f € M(I).

Beweis:
. - f
Wihle ein g € L(I) mit g > 0. Setze h, := & und h:= 2" Dann gilt lim h, = h fast
g+ [fn | g+ |f| n—00
iiberall. Weiter ist ;
ol = #-gé‘—“-gSg,

ol = [ | et < || T <1l

also gilt nach A.3.2: h, € L(I). Wegen h, € L(I) und |h, | < g folgt nach dem Satz von Lebesgue
. gh . .
A23:heL(I). Da|f|-h=f-|h]| ist f= . (Esist |h| =]g] - < |g|.) Nun sind aber
1] =t s = B bl =18l || < s

g, h, |h| € M(I) und damit sind auch gh, g— |h| € M(I) und schliefllich sind Quotienten mefibarer
Funktionen wieder mefbar, wenn der Nenner nicht 0 wird. Also ist f € M(I).

A.3.4 Satz
Sei I C R" ein beliebiges Intervall. Dann ist jede stetige Funktion f: I— R mefbar.

Beweis:

o0
Sei (I,)nen eine Folge von beschrinkten Intervallen mit I = (J I,. Setze f, : T — R, x +—

n=1

fx), fallsx€l, . Dann ist lim f, = f, die f,, sind auf I, Riemann-integrierbar, also gilt f, €
0, sonst, n—00

L(I) ¢ M(I). Nach A.3.3 ist dann auch f € L(I).

A.3.5 Hilfssatz
Sei f € M(I) und g: R — R stetig. Dann ist auch gof € M(I).

Beweis:

Seien (¢n)nen eine Folge von Treppenfunktionen mit lim ¢, = f. Dann sind auch die g o ¢, Trep-
n—oo

penfunktionen und es gilt lim gop, =gof.
n—oo
A.3.6 Folgerung
Sei p € R,p > 0. Wenn f € M(I), dann ist auch |f[Pe M(I).

Beweis:

Wende Hilfssatz A.3.5 mit g: R — R, x — xP an.

A.3.7 Definition (charakteristische Funktion, mef3bare Menge)
Sei @ C R" eine Menge.

1, xe

0, x€R™Q heifit charakteristische Funktion der

1) Die Funktion xq : R* — R, x +— {
Menge (2.

2) Q heifit meBbar, wenn die Funktion xqo mefbar ist.
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A.4 Definition der .’ —Riume

A.4.1 Lemma
Seien a,b > 0, p,q>1und%+%1:1. Danngilt:a-bﬁ%—l—m.

a
Beweis:
Zunichst gilt fiir p,q > 1 : %—l-(ll:l < p+q=pq << (q-Dp-1)=1 << q=
. . aP  (aP~l)d 1 1
p-(q—1) < p=q-(p—1).Firb=aP tista-b=aP und — + =aP-(—+-)=aP, dh.
q

in der Behauptung gilt das Gleichheitszeichen. Sei nun a> 0 fgst. Wirqbestimmen das Minimum der
Funktion b — % + % —abfiirb >0: %(% + % —ab) = b97! —a. Die Ableitung verschwindet also
genau fir b9 ! =a <= (b9 )P~ =aP~l «= b = aP ! Die Ableitung wechselt ihr Vorzeichen
von — nach +, also hat sie dort ihr absolutes Minimum. Der Funktionswert an der Stelle ist 0, also
gilt: & + 2= —ab > 0.

A.4.2 Definition
Fiir p € R, p > 1 sei £P(I) := {f € M(I) ||f|Pe L(I)}, £=(1) := {f € M(I) | Es gibt ein ¢ € R, so daf
[f(x)| < c fast iiberall}.

A.4.3 Lemma

LP(I) ist ein reeller Vektorraum.

Beweis:

Mit f € LP(I), A € R, ist natiirlich auch Mf € LP(I). Seien f,g € LP(I). Die Funktion f+g ist meflbar
und es gilt: [f+g|P < (|f] + |g])? < (2sup(|f],|g]))P = 2P -sup(|f|P, |g|P). Nach Voraussetzung sind
[f|P,|g|Pe L(I), also ist auch 2P - sup(|f|P,|g|P) € L(I). Da |f+ g| meBbar ist, gilt nach Bemerkung
A.3.2: |f+g|Pe L(I).

A.4.4 Definition der Norm

Fiir f € £P(I) sei |||, == <f |f|P dx) " und [flloo :=inf{c € R| [f(x)| < c fast iiberall}.
T
Achtung: ||f||,= 0 <= { = 0 fast iiberall. Es wird dadurch also keine Norm auf £P(I) gegeben.

A.4.5 Satz (Holdersche' Ungleichung)

Seien p, q > 1 mit % + %1 =1 (p=1, q = oo ist also zugelassen). Sei f € LP(I), g € L4(T). Dann gilt:
f-geL(l) und [[f-glli <|Ifllp - lI8llq -

Beweis:
Fiir ||f ||, = 0 oder || g|lq = 0 ist die Ungleichung trivial. Sei also |||, # 0 # ||g|lq - Wegen Lemma
A.4.1 gilt fast iiberall

)] Je®)] _ 1 [f° 1 e[
(%) < D q

IElle Mgl = p Nflls  a  llglla
Nach Voraussetzung ist die Funktion rechts Lebesgue-integrierbar und die links mefibar. Nach Bemer-
kung A.3.2 ist also die linke Funktion Lebesgue-integrierbar. Weiter gilt f - g < |f- g/, wobei f - g

LOtto Holder (1859-1937)
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mefibar ist und |f - g| wie eben festgestellt Lebesgue-integrierbar. Also ist — wieder nach Bemerkung
A.3.2 — auch f - g Lebesgue-integrierbar. Durch Integration von (*) erhilt man jetzt:

[IEPax [ lgl ax

1 / T
—  gldx < Ly L o
£l - llgllq p Il a el P q

[y

I

A.4.6 Satz (Minkowskische? Ungleichung)
Seip > 1, f,g € LP(I). Dann gilt: [|[f+gllp < [[fflp + [Ig]lp -

Beweis:
Fiir p = 1 hat man |[f+g|h = [ [f+g| dx < [(If] +[g])dx =[If]l. + [l -

T i
Sei nun p > 1. Dann ist |[f+g[P = [f+g|P7' (|[f+g]) <|f+gP~'-|f|+|f+g[P7" - |g| und
all diese Funktionen sind meBbar. Sei ¢>1 mit $ + & = 1. Weil (sieche Lemma A.4.1) (p — 1)q = p,

gilt: |f+g[P~'e £9(T), denn |f+ g|®~D9 = |f+ g |P, und das ist ja nach Voraussetzung Lebesgue-
integrierbar. Daher kann man die Holdersche Ungleichung A.4.5 in dieser Zeile anwenden und erhilt:

/|f+g|pdX = NE+gPlh < HE+glP" - 1E 1l + 11+~ - [gllh<
I

A4 b1 b1
< MHE+glP Mo - HE + 1 +8lP lla - sl =

1
= | [ureerac) | frerac) o+ [ler as
I

I I

P

Q=

Ist |f+ g| = 0 fast iiberall, so ist die Behauptung klar. Sonst dividiere durch ( J1f+glP dx) und
I

es ergibt sich:

1 1
/|f+g|p x| < /|f|p ax)| + /|g|p ax|
I 1 1

also die behauptete Ungleichung.

A.4.7 Definition der Rdume LP(I)

Fiir p > 1 oder p = oo sei N := {f € £LP(I) | f = O fast {iberall}. Dann sei LP(I) der Quotientenraum:
LP(I) := LP(I)/N. Wenn f = g fast iiberall, dann gilt [ |[f|? dx = [ |g|P dx. Deswegen ist || .||,
T T

auch auf LP(I) erklirt. Im folgenden wird zwischen der Funktion f: T — R und der Aquivalenzklasse
[f] € LP(I) nicht mehr unterschieden.

A.4.8 Satz
Fiir p > 1 oder p = oo ist der Vektorraum (LP(I), ||.||,) ein reeller normierter Raum.
Beweis:

Die ersten beiden Axiome der Norm sind klar, die Dreiecksungleichung ist gerade die Minkowskische
Ungleichung A.4.6.

2Hermann Minkowski (1864-1909)
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A.4.9 Hilfssatz

Sei p > 1, seien g, € LP(I) fiir n € N. Es gilt: Konvergiert > || gnllp in R, so gibt es eine Funktion
n=1

s € LP(I), gegen die die Reihe punktweise fast {iberall konvergiert und es gilt klim s —
—00

k
> 8
n=1

Bewelis:

o0
1) punktweise Konvergenz von Y |g,(x)|:

n=1

Setze o := Z ||gnl|p und hy := Z |gi| . Dann ist hy € LP(I) und 0 < h, < hp4y. Also ist auch

n=1 i=1
h? = |h, [P € L(I) und 0 < h® < hP ;. Wegen | hy, [[, < o ist || b8 [y < 0P, dh. [hEdx < oP
I
fiir alle n € N. Nach dem Satz von Beppo Levi A.2.2 gibt es also ein u € L(I),u > 0, so dafl
fast iiberall gilt: lim hP? = u. Setzt man jetzt v := u%, so gilt fast iiberall lim h, = v. Da
n—o00 500

h, € M(I), ist auch v € M(I) und wegen |v|P = vP = u € L(I) ist v € LP(I). Es gibt also eine
Nullmenge N C I und ein v € LP(I), so daf fiir alle x € T\N gilt:

Zlgn )| = v(x).

o)
2) Konvergenz von Y. g, :
n=1

Fiir x € I\N konvergiert Z gn(x) absolut, d.h. s(x) := E gn(x) existiert fir x € I\N. Mit

s(x) := 0 fiir x € N erhélt man eine Funktion s : T — R mlt | | < v. Wegen g, € LP(I) C M(I)
ist s € M(I), also auch |s|Pe M(I). Da |s|P< vP = u € L(I), gilt nach Satz A.3.2: |s|Pe L(I),
also s € LP(I).

Setze jetzt s, := Egl, dann ist s, —s € LP(I), d.h. man hat | s, —s [P€ L(I) und es gilt
=1

lim |sn(x) —s(x ) P = ( fast iiberall. Es ist |s, —s| < |sn| + |s| < |hn| +v < 2v, also gilt

n—oo
|sp —s|P< 2P - vP = 2P . u. Nun kann man den Satz von der majorisierten Konvergenz A.2.3
anwenden und es ergibt sich:

lim /|sn—s|p dx:/ lim |sp, —s|P dx:/de:O,
n—oo n—o0
I

I I

folglich hat man lim |[|s, —s|[} =0, d-h. auch lim |[|s, —s||, = 0. Also konvergiert »_ gn
n—oo n— oo n=1
gegen s in LP(I).

A.4.10 Satz (Fischer!'-Riesz?)
Sei p > 1 und (f,)nen eine Cauchy-Folge in LP(I). Dann gilt:
1) Es gibt eine Teilfolge (fy, )xen und eine Funktion f : I — R mit klim fn, (x) = f(x) fast tiberall.
—00

2) Es gilt f € LP(I) und lim ||f, —f||, = 0.
n—oo

I'Ernst Fischer (1875-1956)
2Friedrich Riesz (1880-1956)
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Beweis:

1
Nach Definition der Cauchy-Folge gibt es eine Indexfolge np < n; < np < ...,sodaB [|f,, —fy,,, || < o

fiir alle k € N. Auf die Reihe ) (f,

Nk+4+1
k=0

Im Beweis wurde die Existenz einer Funktion f € LP(T) bewiesen mit klim fn, (x) = f(x) fast iiberall und
—00

—fy, ) kann jetzt der obige Hilfssatz A.4.9 angewendet werden.

klim llfn, —f|lp=0. Da (f,)nen eine Cauchy-Folge in LP(I) ist, folgt daraus auch lim |/f, —f]|, = 0.
—00 n—oo

A.4.11 Folgerung

Der normierte Raum (LP(I),|| . ||p) ist vollstdndig fiir alle p > 1 und p = oo, d.h. LP(I) ist ein
Banachraum.

Beweis:

Die Konvergenz einer Cauchy-Folge in LP(I) fiir p > 1 wurde im Satz von Fischer-Riesz A.4.10
bewiesen.

p = oo ist klar: Die Konvergenz im Sinne von [|.||s ist ndmlich die iibliche gleichmiifiige Konvergenz
und der Limes einer Cauchy-Folge beschrinkter, me3barer Funktionen ist beschrinkt und mef3bar.

A.4.12 Satz

Sei E C R" meBbar. Dann ist fiir 1 < p < oo der normierte Raum LP(E) vollsténdig.

Beweis:
Sei (fn)nen eine Cauchy-Folge in LP(E). Setze

. | fa(x),x€E
fa (x) '_{ 0, x¢E.

Dann sind die f¥(x) eine Cauchy-Folge in LP(R"), konvergieren also in der LP-Norm gegen ein f*.

Dariiberhinaus gibt es nach dem Satz von Fischer-Riesz A.4.10 eine Teilfolge (f;, )ken, die punktweise

fast iiberall gegen f* konvergiert. Es gibt also eine Nullmenge N, so daf§ Vx € R"\N : klim fr (x) =
—00

f*(x). Demnach gilt fiir alle x € R"\E\N : {*(x) = 0. Setzt man also f : E — R, f(x) = *(x), so ist

f € LP(E) und es gilt f, — f in LP(E).

A.4.13 Satz

1) Sei E C R" meBbar und beschriinkt, seien p,q > 1 mit p < q, sei f € LY(E). Dann ist f € LP(E)
und es gilt:
_1 _1
|E[7F - [If]lp < E[7 - [Ifllq

Also fiir p < q ist LY(E) C LP(E). Die Einbettung ist stetig.

2) Sei E ¢ R" mefibar, seien r,p,q > 1 mit % = % + é. Seien f € LP(E),g € L9(E). Dann ist
f-geL'(E) und es gilt
IE-glle < [Ifllp - llgllq

3) Sei E C R" mefibar, seien r,p,q > 1 mit p < q <r. Sei f € LP(E) N L"(E). Dann ist f € L4(E).

1 A 1-2A
Ist A € R so gewéhlt, dal — = — + , 80 ist A € [0,1] und |[f[lq < [[f[]} - [[£]]F*
q P r
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Beweis:

)

Fiir p = q ist die Aussage trivial, sei also p < q. Wegen f € LY(E) ist |f|Pe L»(E). Setze

q:= 4 > 1. Der konjugierte Exponent zu q ist:
p

Da E meBbar und beschriinkt ist, ist die Funktion g (x) integrierbar, also ist xg(x) € LT3 (E).
Nach der Holderschen Ungleichung A.4.5 ist |[f|P = |[f|P -xg(x) € L'(E) und es gilt:

HEP xele < EPIs - xell e =

= [ furta) | [ a) -
E E
= IF17 - 1BI7S
+D
Esist || [f[P xe(x)|, = <g |f(x) |P dx) = ||£[]5, also ergibt sich insgesamt:

1_1 _1 _1
1£llp < Nfllq [E[P 3= E[7® - [Ifllp < |E[77 - [If]lq -
Die Inklusion i : L4(E) < LP(E) ist stetig, d.h. sind f,,f € LY(E) mit lim [|f, —f[|,= 0, so gilt
n—o00
auch lim [|f, — f[,= 0, denn es ist ja || fn — f], < IE[pa - ||fa — | -
n o0

Es ist % < % + %1 =1 also p > r und entsprechend q > r. Wegen f € LP(E), g € L4(E) hat man
|f|"e L¥(E), |g|"€ L*¥(E). Es ist

1 r r 1 1 1
+E:_+_:r — + — =r-—=1.
T p q p q r

s o] =

Deshalb kann man die Holdersche Ungleichung A.4.5 auf |f|" und | g|" anwenden und erhilt:
(£ gl € L), dh. g € L(E) und || £ [g[" [, < | IET [l - | I5]" ||s- Wegen

[IEF - Tl | :g )" - [e(x)[" dx = ||f - gl und

r r

qa

/|f|r'?dx -/|g|f'?dx — el el
E

E

r r
FIEE e - [ Tl [l
r :

folgt schliefllich:
If-glle < [Ifllp - llgllq

Existenz eines A € [0, 1] mit % = % + 12 : Es ist é €[, %] Sind a,b € R mit a < b, so setze
f(A) := A-a+ (1 —X) -b. Dann gilt: £([0,1]) = [a,b] : f ist stetig und f(0) = b,f(1) = a, also
wird nach dem Zwischenwertsatz jeder Wert in [a,b] angenommen. Wegen A -a+ (1 — ) -b <
A-b+(1—=X)-b=bund A-a+(1—A)-b>A-a+(1—-X)-a=aist auch {([0,1]) C [a,b], also
insgesamt ([0, 1]) = [a, b]. Es gibt also ein A wie im Satz.

Es ist [£]9 = [£[>9 - |£|0-2a|f Pag L3G(E),| |1 Y9e L4 (E). Wegen 24 4 (U=Na _
q-g = list [ =[fPa-|f |1=Mae LY(E) (nach der Holderschen Ungleichung A.4.5), also
f € LY(E). Nach A.4.5 gilt weiter

IENG = [ 1E1 ], < [ iepe le - EIN L < IERe - Y

(I-=X)a

also erhélt man die Ungleichung aus dem Satz.
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A.5 Approximation

In diesem Abschnitt soll bewiesen werden, daf C°(f2) in LP(Q) dicht liegt, falls @ C R" offen ist.
Obwohl man zu f € LP(Q2) eine Folge von C{°-Funktionen angeben kann, die in der LP-Norm gegen f
konvergiert, kann man dies nicht direkt zeigen. Zum Beweis mufl man den Umweg iiber die stetigen
Funktionen gehen: Zuerst zeigt man die Dichtheit der C°-Funktionen. Wir gehen so vor: Die Funktion
wird ,,oben, unten und weit drauflen abgeschnitten®. Die so verstiimmelte Funktion wird dann zunichst
durch Treppenfunktionen, dann durch stetige und schliellich durch beliebig oft differenzierbare Funk-
tionen approximiert. Die Approximation durch Treppenfunktionen wird durch unsere Definition des
Lebesgue-Integrals notwendig: Es gibt andere Moglichkeiten, das Lebesgue-Integral zu definieren, bei
denen die Dichtheit der stetigen Funktionen sofort durch die Definition geliefert wird, siehe z.B. Forster
3. Bei uns ergibt sich die Dichtheit der Treppenfunktionen aus der Definition.

Die Glittung einer Funktion f mit Hilfe eines Glittungskernes p wie in Definition A.5.3 ist ein wichtiges
Verfahren, das in der Funktionalanalysis hiufig angewendet wird.

A.5.1 Hilfssatz

Sei Q € R" endliche Vereinigung von Quadern, k > 0, f € LP(Q) mit 0 < f < k. Dann gibt es zu
vorgegebenem € > 0 eine Treppenfunktion ¢ mit ||[f — ¢, <&, > 0.
Beweis:
Da Q beschrinkt ist, ist f € L'(Q) nach Satz A.4.13. Nach Hilfssatz A.1.8 gibt es zu € > 0 Funktionen
g, h e LY(I) mit f=g—h,h >0, [hdx < §. Wegen f >0, h > 0 ist auch g > 0 und es gilt

Q

€
||f—g||1=/|f—g| dxz/|—h| dx<§.
Q

Q

g € LT(Q) heift: Es gibt eine Folge von Treppenfunktionen (¢n)nen mit ¢ < pni1, lim ¢, = g fast
n— oo
iiberall und es gibt ein K > 0, so daB fiir allen € N : [ ¢, dx < K. Wegen g > 0 kann 0.E. ¢, > 0
Q

gelten.
Nach Definition ist [ gdx = lim [ ¢, dx. Wegen ¢n < @nyq und lim ¢, = g fast iiberallist g—pn > 0
Q n_>OOQ n—o0

fast iiberall, also gibt es ein ¢ € (pn)nen mit

g
IIg—wlllz/lg—cpl dX:/g—godx<§.
Q Q
Nun ist
€

225.

13
||f—s0||1=/|f—g+g—<p| dXS/If—gI dX+/|g—s0| dx < 5+
Q Q Q

Nach Voraussetzung ist f beschrénkt, ¢ ist als Treppenfnktion ebenfalls beschrinkt, also gibt es ein
c € R, so daB |f(x) — p(x)| < c fiir alle x € Q. Damit ist ||f — ¢ ||ooc< c. Interpolation nach A.4.13
liefert nun fiir alle p mit 1 < p < oo : Es ist

1=l <NE =l - I =@l < If -0l

1
. y € \x .
mit A := %. Wéhlt man also ¢ € T(I) so, daB3 ||[f — |1 < (cl——A) ,soist ||[f —llp <e.

A.5.2 Hilfssatz

Sei Q@ C R" endliche Vereinigung von Quadern, f € LP(Q) mit 0 < f < k. Dann gibt es zu
vorgegebenem e > 0 eine stetige Funktion g € C°(Q) mit g |ag= 0, so daB ||f — g|,< e.
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Beweis:

Nach A.5.1 gibt es eine Treppenfunktion ¢ € T(Q),¢ > 0, mit ||[f — ¢||, < 5. Konstruiere nun eine
Folge (gm)men C C°(Q), die in der LP-Norm gegen ¢ konvergiert:

¢ ist Treppenfunktion, also gibt es endlich viele disjunkte Intervalle IV, ..., 10 c Q, so daB

cp,x € 1P
P =9 0, xg UI0.
i=1

Setzt man jetzt h = % und

max (cp, £ - dist(x, BI(p))) fiir x € 1(P)

miX) 1= r .
Bm() 0 fir x ¢ (J IO,

so sind die g, stetig und konvergieren in der Lj,-Norm gegen ¢ : Die g, sind als Maximum zweier
stetiger Funktionen in I(®) stetig und damit sogar in ganz Q. DefinitionsgemiB ist g, |aq = 0.

Weiter ist 0 < g, < ¢ und es gilt lim gy, (x) = ¢(x) fast iiberall: Die Menge N := | J 0I%) bildet eine
m—00 i=1

Nullmenge und fiir x € Q\N ist lim gp,(x) = ¢(x), denn fiir x € I®) und alle m > — gilt
m—00

1
dist (x, OI(P))
schon gm(x) = ¢(x). Nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz A.2.3 folgt:

lim [ gmdx = /(pdx, also

m—0o0

Q Q
lim [|¢ —gm|1 = lim /|<p—gm| dx =0.
m—00 m— 00
Q

Wie in A.5.1 folgt der Rest durch Interpolation: ¢ ist als Treppenfunktion beschrinkt, 0 < g, < ¢,
also gibt es ein ¢ > 0, so daB} | p(x) — gm(x) | < c fiir alle x € Q. Folglich ist auch || ¢ — gm |0 < C.
Nach A.4.13 erhélt man nun fiir alle p mit 1 < p < co mit A := % :

||50_gm||p < ||<p_gm||i\ : ||50_gm||éo_>\ Scl_x' ||50_gm||i\ .

Wegen lim ||¢ —gm |1 = 0 folgt also auch lim ||¢ — gm||p =0 fiir 1 < p < 0.
m— 00 m— 00

Wiéhlt man nun ein g € (gm)men 50, da || ¢ — gm||p < §, so erhélt man mit der Dreiecksungleichung
(= Minkowskische Ungleichung):

f-gllb=1lf-v+e—glo <lIf-—¢lp+lle—glh< 5+

N ™
N ™

Damit ist die Behauptung gezeigt.

A.5.3 Definition
Sei 2 C R" offen und beschriinkt, f € LP(§). Sei

1
c-ex _— fir |x| <1
R e
0 fir |x|>1,

wobei ¢ so gewihlt sei, daB | pdx = 1. Definiere fiir h > 0 und x € R" :

J
fu(x) = th/p (552) ooy

233



A.5.4 Hilfssatz
fn(x) ist beliebig oft differenzierbar.

Beweis:
p(x) ist bekanntlich unendlich oft differenzierbar. Die Ableitungen D (p (*X) f(y)) nach x haben die

pa(Xh "'7Xn)

Form f(y) - (<P —Dm 1l .

p <X ; y>, wobei pq(x1,...,Xn) ein Polynom in n Veréinderlichen und

pa(X17 ) Xn)
(< ~1ym il
x— h™ [[D* (p (53¥) f(y)) dy ist nach x; differenzierbar und ihre Ableitung ist
Q

X — h—ng/a%m (,) (X;y> f(y)> dy.

Fiir jedes feste y € Q ist die Funktion x — f(y)ga(x)p (X3¥) nach x; differenzierbar. Die Funktion
(x,y) — 8a(x)p (*5%) ist beschrénkt, d.h. es gibt eine Konstante Co > 0 mit | go(x)p (35%) | <
Cq fiir alle x € R",y € Q. Deshalb ist fiir jedes feste x € R" die Funktion y — p (X¥) f(y)
integrierbar. SchlieBlich gibt es auch eine Konstante C, so daB | 2 (ga(®)p (55Y)) | < Ca. Folglich
ist | a%i(f(y)ga x)p(FFH)| < Ca |(y)], und die Funktion rechts ist integrierbar, denn nach A.4.13 gilt
fiir beschriinktes 2 : LP(Q) C LY(Q).

Nach Satz A.2.7 ist damit die Funktion x — h™" [ D*(p(*3¥)f(y)) dy nach x; differenzierbar und

Q

m € IN ist. Sei zur Abkiirzung g, (x) := Zeige nun mit Satz A.2.7: Die Funktion

ihre Ableitung ist x — h™ [ %D“(p(%)f(y)) dy. Die Behauptung folgt daraus induktiv.
Q

A.5.5 Hilfssatz

Sei © C R" offen und beschrénkt, sei f € C°(Q) mit f(x) = 0 fiir x € Q. Dann konvergiert f;, fiir
h — 0 gleichméBig gegen f.

Beweis:
f kann durch 0 auf R" stetig fortgesetzt werden. Wegen p(x) = 0 fiir |x| > 1 ist

hn/p<xgy>f(y)dy:hn / p(X;y>f(y)dy=
Q

[x—y| <h

fh (X)

Il
—

p(z)f(x — hz) dz,
2| <1

xX—

wobei z = XX gesetzt ist. Unter Verwendung von [ p(z) dz = 1 folgt
|z| <1

sup |f(x) —fu(x)| = sup / f(x)p(z) dz — / p(z)f(x —hz)dz| <

xEQ xEQN
jol <1 o/ <1
< sup [ o) |80 ~ tlx ~ o) o <
i
< sup sup [f(x) —f(x —hz)]- / p(z)dz =

x€Q || <1
2 <1

= sup sup |f(x)—f(x —hz)]|.
x€Q |z <1
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Da f € C°(Q) und f(x) = 0 fiir x € 99, ist f sogar in R" gleichmiBig stetig, d.h., zu € > 0 gibt es ein

ho > 0, so daf sup sup |f(x) —f(x —hz)| < e fiir h < hg. Also konvergiert f, gleichm#Big gegen f.
x€Q 7] <1

A.5.6 Hilfssatz

Sei Q C R" Vereinigung endlich vieler Quader, sei f € LP(Q) mit 0 < f < k. Dann gilt f;, € LP(Q)
und hlim IIf —fullp =0.
—00

Beweis:
Sei f wieder durch 0 auf R" fortgesetzt. Zunichst ist f, € LP(Q) : Es gilt
p
0P = | [ @) (- ) s <
2 <1
p
< | [ ' (pite-no)|as | <
2 <1
p—1
A45 1 ﬁ 1 p
< / ‘p(z)lf? dz : / ‘p(z)p -f(x—hz)| dx | =
|z| <1 |z| <1
= [ s Itx )P ax
lz| <1

Setzt man Bp(Q) := {x € R" | dist (x,Q) < h}, so gilt:
[fn(x) P dx < p(z) [f(x —hz)|P dzdx =
Q/ Q/ 241
= / p(z)/ |f(x — hz) | dxdz <

< /p<z) / (v P dy dz =
‘Z‘Sl Bh(Q

)
/ p(z)dz/|f<y)|p dy=/|f<y>|p dy =
Q Q

lz| <1

P
= I

Folglich gilt f, € LP(Q) und ||fy [|p < ||f]|p - Nach Hilfssatz A.5.2 gibt es zu vorgegebenem € > 0 ein
g € C°(Q) mit g |sq= 0, so daB ||f —g||, < 5. Mit der eben bewiesenen Abschitzung folgt dann auch
I(f —ghnllp = lfa — gullp < 5. Nach A.5.5 konvergiert gy, gleichmiBig gegen g, also kann man h so
klein wihlen, da [|g — gn ||, < 5. Insgesamt folgt nun die Behauptung:

1 =tnllp <[If =gl + 18— 8nllo + llgn =fullp <&
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A.5.7 Satz

Sei © C R" offen. C5°(Q) liegt dicht in LP(Q) fir 1 < p < oo, d.h. zu f € LP(Q) und € > 0 gibt es
g € C3°(Q) mit [|f —gl, <e.

Beweis:
Sei f durch 0 auf R” fortgesetzt. Aus f € LP(Q2) folgt f;,f_ € LP(Q2), also geniigt es, den Satz fiir f > 0
zu beweisen. Setze Qi := [k, k]" N 21 und

| min(f(x),k) fiir x € Qy,
fie(x) := { 0 sonst,

wobei (1 = {x € Q | dist(x,00) < {}. Die fi sind beschréinkte Funktionen, die aufierhalb eines
beschrinkten Gebietes 0 sind, also folgt mit Bemerkung A.3.2: fi € LP(Q2). Offensichtlich gilt |f — fy |P
< | f|P und fx konvergiert fast iiberall punktweise gegen f, d.h. | f — fi |P konvergiert fast iiberall
gegen 0. Mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz A.2.3 folgt: klirr;o |If —fi [[5= 0. Wihle K so
groB, daf [|f — fk ||, < 5. Die Menge Qg ist abgeschlossen und beschrinkt und daher kompakt. Aus
einer Uberdeckung von Qx mit offenen Quadern (Q;)icr der Kantenlinge < ﬁ kann man daher

eine endliche Uberdeckung auswihlen. Sei Q die Vereinigung dieser endlich vielen Quader. O.E. gelte
QiNQk # 0 fiir alle i € L. Dann ist Q C Q, Q beschréinkt und dist (Q, Q) > 5k : Fiir einen Quader

Q der Kantenlérige ﬁ ist diam Q < ﬁ -/ = 3k, wegen Qg C ﬁ% und Q; N Qk # 0 folgt
daher: dist (Q, 0€) > 5. Nach A.5.6 hat man Air% |l fx — (fx)n |[p = 0 in LP(Q), also auch in LP(12).
—

Nach Definition von f, ist (fx)n(x) = 0 fiir x ¢ Bp(Q) = {x € R" | dist (x,Q) > h}. Wihlt man also
h so klein, dal h < 4z und zugleich ||fx — (fx)n || < £, so folgt

g 13
I — (Fnllp < I —f [lp + Ik — (f)nllp < gt5=¢

und (fx)n € CF (), da (fk)n(x) = 0 fiir x € Q mit dist (x,09) < 7.

A.5.8 Folgerung
Sei E C R" meBbar, 2 C R" offen mit E C Q. Dann liegt C5°(Q2) dicht in LP(E).

Beweis:

Offensichtlich gilt C5°(Q2) C LP(E). Sei f € LP(E), g die Fortsetzung von f auf  durch 0. Dann ist
g € LP(Q), nach Satz A.5.7 gibt es also zu ¢ > 0 ein ¢ € C§°(Q) mit || g — ¢ ||Lr)< & Wegen
lg —¢| <0und |E| < |Q]ist ||g — @llLer) < 18— @llur @) <&, also folgt die Behauptung.

A.6 Der Satz von Ascoli-Arzela

A.6.1 Hilfssatz

Sei 2 C R" offen und beschrinkt. Auf Q sei eine unendliche Familie von Funktionen H = {fi(x) |i €
I}, T unendliche Indexmenge, gegeben. Wenn alle Funktonen der Familie durch ein und dieselbe Zahl
beschrankt sind:

|fi(x)| <K fiir allei €1,

so kann man zu jeder abzihlbaren Menge E C Q aus der Familie eine Folge (f,)nen auswiihlen, die in
jedem Punkt der Menge E konvergiert.

Beweis:

Sei E = {xx | k € N}. Wir betrachten die Menge {f;(x;1) | i € I} der Funktionswerte, die die Funktionen
der Familie H im Punkt x; annehmen. Nach Voraussetzung ist diese Menge beschriankt, deshalb
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kann man nach dem Satz von Bolzano-Weierstral aus ihr eine konvergente Teilfolge (f,(ll)(xl)) N
ne

lim f,(,l)(xl) = A, auswihlen.
n—oo

Jetzt betrachten wir die Folge (f,(ll)(xQ)) N der Funktionswerte, die von den Funktionen der Menge
ne

{f,(ll)(x) |ne ]N} im Punkt x, angenommen werden.

Diese Folge ist ebenfalls beschriinkt, Anwendung von Bolzano-Weierstrafl liefert eine konvergente

Teilfolge (fr@ (XQ)) N lim £ (x2) = As. Setzen wir dieses Verfahren unbegrenzt fort, so konstru-
n¢

n—oo
ieren wir eine abz#hlbare Menge konvergenter Folgen

), ), £7(x),..., lim £ (x) = A,
£ (x), £ (x2), £ (x2),..., lim £ (x2) = A,

wobei jede Funktionenfolge (ohne die Reihenfolge der Elemente zu é#indern) aus der vorhergehenden

gewihlt wurde. Die Diagonalfolge (fr(ln)) N ist nun eine verlangte, d.h.,; in jedem Punkt der Menge
ne

E konvergierende Folge. Fiir beliebiges, aber festes k ist nimlich die Folge (fr(ln) (xk)) eine Teilfolge

n>k

von (f,(lk) (Xk)) N und konvergiert deshalb gegen Ay.
ne

A.6.2 Satz (Ascoli'-Arzela?)

Sei Q C R" offen und beschriinkt und sei A = {f; | i € I} C C°(Q), I unendliche Indexmenge, eine
vorgegebene Familie stetiger Funktionen. Wenn

1) die Familie gleichartig beschrinkt ist, d.h. wenn es eine Zahl M gibt, so daf} |f;(x)| < M fiir alle
i €I und alle x € Q gilt,

2) diese Funktionen gleichgradig stetig sind, d.h. wenn es zu jedem ¢ > 0 ein §(g) gibt, so dafl
[fi(x1) — fi(x2)] < e fiir ||x; —x2]| < d(c) und alle i € 1,

so 1dBt sich aus A eine gleichmifig konvergente Folge auswihlen.

Beweis:

1) Konstruktion der Grenzfunktion ¢(x) :

Sei E die Menge aller rationalen Punkte in Q. Diese Menge ist abzihlbar. Nach Hilfssatz A.6.1
kann man aus A eine Folge (f,)nen auswihlen, so dafl (f,(x))nen fiir alle x € E konvergiert.
Wir zeigen, daB diese Folge sogar auf ganz Q konvergiert. Sei x ein irrationaler Punkt in Q.
Zu gegebenen £ > 0 withlen wir einen rationalen Punkt r € €, so da8 fiir alle Funktionen der
Familie A gilt: .

3

Die Existenz eines solchen r ist wegen der gleichgradigen Stetigkeit der Funktionen aus A
gesichert. Da die Zahlenfolge (f,(r))nen konvergiert, gibt es zu unserem e ein N derart, dafl
fir n > N und m > N gilt:

fi(x) —fi(r)| <

mm—g@n<§

L Giulio Ascoli (1843-1896)
2Cesare Arzela (1847-1912)
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Dann besteht aber fiir diese n und m die Abschéitzung
[fa(x) =t (x) | < [fa(x) = fu(0)[ + [fa(r) = fu ()| + [f(r) = f(x) [ <e.
Die Folge (f,(x))nen ist also eine Cauchy-Folge und besitzt daher einen endlichen Grenzwert,

p(x) = lim f,(x).

n—oo

2) Stetigkeit von ¢(x) :

Zu vorgegebenem e > 0 wihlen wir ein § > 0 derart, dal aus der Ungleichung ||x" —x'|| < §
fiir alle Funktionen der Familie die Ungleichung |f(x") — f(x’) | < € folgt. Dann halten wir zwei
Punkte x" und x"” mit ||x" — x"|| < § fest und fithren in der Ungleichung

Ifn(x') —fa(x")| <&
den Grenziibergang aus. Es ergibt sich die Ungleichung

lp(x) —p(x")| <e
fiir die Grenzfunktion.

3) Die Folge (f,)nen konvergiert gleichméBig gegen ¢ :

Zunichst bemerken wir, daf} die Differenzen f,, (x) — ¢(x) ebenso wie die Funktionen f, (x) gleich-
gradig stetig sind. Zu vorgegebenem £ > 0 konnen wir daher ein § > 0 finden, so daf} fiir
[[x" — x'||< ¢ und fiir jedes n die folgende Ungleichung gilt:

(826 = ) = (B) )| < 5

Weiter ist Q abgeschlossen und beschrinkt und daher kompakt. Die Menge aller Kugeln mit
Radius 6 um Punkte aus Q bildet eine offene Uberdeckung von Q, aus der wir wegen der
Kompaktheit eine endliche Teiliiberdeckung auswihlen kénnen. Seien zq, .. ., zs die Mittelpunkte
dieser endlich vielen §-Kugeln. In jedem Punkte z; ist

lim fn(Zi) = gO(Zi).

n—oo

Es 148t sich demnach ein N; finden, so daf} fiir n > N; gilt:
€
[0 (2) — o) < =

Essei N = max{Ng, Ni,...,Nq}. Da die §-Kugeln um z; eine Uberdeckung von Q bilden, kénnen
wir zu jedem x €  ein i bestimmen, so daf} ||z; — x|| < ¢ ist. Nun gilt aber fiir n > N und alle
x€eN:

609 -0()] = |(009-00) = (B@) - e@) + () - p@)] <

< (8600 - p0) = (8 - 0() | + ffulz) - p(@)| <
< % + % =e.

Da N von der Wahl von x nicht abhingt, haben wir damit die gleichméfige Konvergenz von
(fu)nenN gegen o gezeigt.

Ohne Beweis erwidhnen wir noch den Satz von Kolmogorow:
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A.6.3 Satz (Kolmogorow')

Sei @ C R" offen und beschrinkt, sei 1 < p < co. Sei M C LP(Q2). M ist genau dann prikompakt in
LP(Q), wenn folgende zwei Bedingungen erfiillt sind:

1) Es gibt ein C = C(M) > 0, so da8 fiir alle f € M gilt: ||f||,< C.

2) Zu jedem € > 0 gibt es ein § > 0, so dafB} fiir alle y € R" mit ||y || < § und fiir alle f € M gilt:
[ Hfx+y) —fx)|P dx<e.
Q

Oder anders formuliert: Genau dann, wenn die obigen Bedingungen 1) und 2) erfiillt sind, kann man
aus jeder Folge (fy)nen € M eine in LP(2) konvergente Teilfolge auswéhlen.

L Andrej Nikolajewitsch Kolmogorow (1903-1987)
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Anhang B

Normierte Raume

In diesem Kapitel werden die Grundlagen iiber normierte Rdume zusammengestellt. Einige Aussagen
im Hauptteil des Skriptes gelten ganz allgemein fiir normierte Riume und werden deshalb hier
bewiesen. Hiufig angewendet wird auch das Prinzip der offenen Abbildung, das am Ende des Kapitels
bewiesen wird.

Dieser Anhang stammt aus dem bei der Fachschaft erhiiltlichen Topologie-Skript, das Michael Neudert
und ich zusammen schrieben. Fiir diesen Teil stiitzten wir uns im wesentlichen auf folgende Biicher:

1. Hirzebruch, Friedrich & Scharlau, Winfried: Einfiihrung in die Funktionalanalysis,
Bibl. Inst. Mannheim 1971 (Nachdruck 1991)

2. von Mangoldt & Knopp: Einfiihrung in die héhere Mathematik,
Leipzig 1989, 4. Auflage

Zunichst noch ein paar Siatze und Definitionen aus der Topologie:

B.1 Topologische Grundlagen

B.1.1 Definition

Sei X eine Menge, P(X) die Potenzmenge, O C P(X). Das Paar (X, Q) ist ein topologischer Raum,
wenn die folgenden drei Axiome erfiillt sind:

0O1) Beliebige Vereinigungen von Elementen aus O sind wieder Elemente von O :

U

VkeI:BkeO:>keI

Bk € O (I beliebige Indexmenge).

02) Der Durchschnitt von je zwei Elementen aus O ist wieder ein Element aus O :

B;,Bo€e O = B nNB, €O.

03) he O, XeO.

Die Elemente von O heiflen offene Mengen.
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B.1.2 Definition (Metrik, metrischer Raum)

Sei X eine Menge. Eine Abbildung d: XxX— R heifit Metrik, wenn sie folgenden Bedingungen
geniigt:

1) Vx,y € X: (d(x,y) =0 <= x =1y),
2) Vx,y € X :d(x,y) = d(y,x) (Symmetrie),
3) Vx,y,z € X :d(x,y) <d(x,2) + d(z,y) (Dreiecksungleichung).

Das Paar (X,d) heif}t dann metrischer Raum. Ein metrischer Raum ist also eine mit einer Metrik
versehene Menge.

B.1.3 Definition (Cauchy'-Folge, Vollstindigkeit)
Sei (X,d) ein metrischer Raum.

1) Eine Folge (xn)nen C X heifit Cauchy-Folge, wenn es zu jedem € > 0 ein ng € N gibt, so daf§
fiir alle m,n > ng gilt: d(xm,x,) < €.

2) X heifit vollstindig, wenn jede Cauchy-Folge in X konvergiert.

B.1.4 Bemerkung

Sei (X,d) ein vollstindiger metrischer Raum. Dann gilt fiir jede Teilmenge A von X:

A abgeschlossen <= A vollstéindig.

Beweis:

»= “ Sei (an)nen Cauchy-Folge in A. Dann ist (a,) Cauchy-Folge in X, besitzt also in X einen
Grenzwert a. Es ist a € A = A, also ist A vollstindig.

,< ¢ Sei xg € A. Fiir jede Umgebung U von xg gilt: UN A # 0, d.h. fiir alle n>0 gibt es ein a, € A
mit d(xo,an) < 2. Also ist (an)nen eine Cauchy-Folge in A, die gegen xo konvergiert. Wegen der
Vollstiindigkeit von A gilt xg € A, d.h. A C A, also ist A abgeschlossen.

B.1.5 Lemma

Sei (X,d) ein vollstindiger metrischer Raum und {K,}nen eine Folge von abgeschlossenen Kugeln

(o]
K, =U., (x4) mit lim ¢, =0 und K; D Ky D ... Dann gibt es genau ein x € X mit (] K, = {x}.

n—o00 n=1
Beweis:
(xn)nen ist Cauchy-Folge, denn fiir m>n gilt d(xn,Xm) < &, und (g,) ist Nullfolge. Sei x := lim x,.

n—o0

Es gilt x € (K, denn aus d(x,,xm) < e, folgt wegen der Stetigkeit von d, dafl d(x,,x) < e,. Ist
y € K, so gilt d(x,y) < d(x,%n) + d(xXn,y) < 26y, also x = y.

L Augustin Louis Cauchy (1789-1857)
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B.1.6 Satz (Baire')

Sei (X,d) ein vollsténdiger metrischer Raum. Aj, A, ... seien abgeschlossene Teilmengen von X. Es
enthalte | J A; eine offene Kugel. Dann gibt es ein i, so da§ A; eine offene Kugel enthilt.

Beweis:

Sei Uy = U, (x0) enthalten in [J A;.

Annahme: Fiir alle € > 0, fiir alle x € X und fiir alle i € IN gilt: (X\A;) N Us(x) # 0.

(X\A;) N Uy ist offen und nach Annahme nicht leer. Also gibt es eine abgeschlossene Kugel K; =
U, (x1),0 < &1 < 1 mit K; C (X\A;)NUp. Dann ist (X\A5)NUg, (x1) offen und nach Annahme nicht
leer. Also gibt es eine abgeschlossene Kugel Ky = U.,(x2),0 < &2 < 3 mit Ky C (X\A2) N U, (x1),
also Ky C K;. Dieses Verfahren wird nun induktiv fortgesetzt:

Es gibt eine abgeschlossene Kugel K; = U, (x;),0 < & < 1 mit K; € (X\A;j) N U.,_, (xi—1), also
K; C K;_;. Die Folge {K;}ien erfiillt die Voraussetzungen des obigen Lemmas B.1.5, also gibt es ein
x € X mit N K; = {x}. Dann gilt: x € (X\A;) = X\ UA;, also x € |JA;. Andererseits war aber

x € K; € Uy C |JA;, Widerspruch.

Aus dem Satz von Baire folgt ein Prinzip iiber gleichmé&fige Beschrénktheit:

B.1.7 Definition

Sei X eine Menge und F eine Menge von Funktionen X — R. F heifit punktweise gleichmé&Big
beschriinkt, wenn es fiir alle x € X eine Konstante Ky gibt, so da8 fiir alle f € F gilt: f(x) < K.

B.1.8 Satz

Sei (X,d) ein vollstindiger metrischer Raum, sei F C C(X,R) punktweise gleichmifig beschrinkt.
Dann gibt es eine offene Kugel U in X und eine Konstante C, so daf fiir alle x € U und alle f € F gilt:
f(x) < C.

Beweis:

Setze A, := {x € X | f(x) < n fiir alle f € F}. Dann ist A, = () f~'((—oo,n]), d-h. A, ist als
feF

Durchschnitt abgeschlossener Mengen abgeschlossen. Da F punktweise gleichmé&fig beschrinkt ist,

gilt |J A, = X. Nach dem Satz von Baire B.1.6 gibt es also ein m € IN und eine offene Kugel U in X
n=1
mit U C Ay, also f(x) < m fiir alle x € U und f € F.

B.1.9 Definition (Vervollstindigung metrischer Ridume)

Sei (X,d) ein metrischer Raum. Eine Vervollsténdigung von (X,d) ist ein metrischer Raum (X, d) mit
folgenden Eigenschaften:

1) XcX,
2) d=d |xxx,
3) (f(,&) ist vollstindig,

4) X liegt dicht in X.

IRené-Louis Baire (1874-1932)
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B.1.

10 Satz (Eindeutigkeit der Vervollstindigung)

Seien (X,H) und (X, d) Vervollstindigungen eines metrischen Raumes (X,d). Dann gibt es genau eine
Isometrie f: X — X, die auf X die Identitt ist.

Bewelis:

1)

B.1.

Es gibt eine solche Isometrie f:

Sei X € )A(\X Dann gibt es eine Folge (Xn)nen C X mit X = lim x, in X. Setze (%) := %, wobei
n—oo

% der Limes von (x,) in X sein soll. (Fiir x € X setze natiirlich f(x) = x.) f ist dann wohldefiniert:

Seien (xp)nenN, (yn)nen Cauchy-Folgen in X mit lim x, = lim y, in X. Seien y = lim y, in X
n—o0 n—o0 n—oo

und § = lim y, in X, entsprechend fiir X,%. Wegen d(X,§) = lim d(xpn,yn) = H(ﬁ,y) folgt aus
n— oo n—o0o
X =79 auch x=7.

f ist Isometrie: Seien %,5 € X, (xn), (yn) wie oben. Dann ist d(f(X),(¥)) = li_>m d(xn,¥n) =
n o0

d&.9)-

Es gibt hichstens eine solche Isometrie f:

Seix € )z\X Dann existiert eine Folge (x)nen C X mit x = HILII;O x,. Die Folge x, konvergiert
auch in X, da X vollstandig ist. Sei y der Grenzwert von (xn) in X. Wegen d(f(x),x,) = d(x,xn)
gilt auch nl'l)n;o d(f(x),xn) = nl'l)n;o d(x,xn) =0, also y = f(x).

11 Satz (Existenz der Vervollstindigung)

Zu jedem metrischen Raum (X,d) gibt es eine Vervollstéindigung ()A(,a)

Beweis:

1) Sei XN die Menge aller Folgen aus X. Wir definieren auf XN folgende Aquivalenzrelation:

(Xn)neN ~ (Yn)neN <= lim d(xn,yn) = 0. Offenbar ist jede zu einer Cauchy-Folge dquivalente
n—oo

Folge wieder eine Cauchy-Folge.

2) Wir definieren X als die Menge aller Aquivalenzklassen von Cauchy-Folgen auf X beziiglich

obiger Aquivalenzrelation. Also:

e X = I(xn)nen € XN, lim d(xn,Xm) = 0,% = [(Xn)nen]~

n,m—oo

3) Wir definieren nun auf X folgende Metrik d : X x X — R, d(%,3) := lim d(xn,yn).

n—o0

a) d ist wohldefiniert:
@) Fiir (xp)nen, (Yn)nen € XY, (%0)nen, (Vo)nen Cauchy-Folgen, existiert lim d(xy, yy,) :
n—oo

Wegen d(xn, yn) > d(xn, Xm) +d(Xm, ym) +d(xm, ¥n) gilt auch: |d(xn, yn) — d(Xm, ym) |<
d(xn, Xm)+d(¥n, Ym), d.h. unter obigen Voraussetzungen ist (d(xn, ¥n))nen eine Cauchy-
Folge in R und damit konvergent.

B) Seien X,y € )A(, (Xn)neN, (Yn)neN, (Un)neN, (Vo)nen Cauchy-Folgen aus XN mit X =

[(%n)nen]~ = [(Un)nen]~ und § = [(yn)nen]~ = [(Vn)nen]~. Dann gilt nach der
Dreiecksungleichung | d(xy,yn) — d(un, vi) |< d(xn,un) + d(yn, vn) und damit nach
a) auch lim d(x,,yn) = lim d(u,,vy,).

n—o0 n—o0

b) d ist Metrik:
a) a(iay) =0 nlingod(xn7YH) =0 (Xn)neN ~ (YH)HGN = X= /};
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1)

B) A& §) = lim d(xa,ya) = lim d(yn, %) = d(7,%)
n—oo n—oo
v) Zu zeigen bleibt noch die Dreiecksungleichung d(x,y) < d(X,z) + d(2,5) :
Seien (xn)nen, (Yn)nen, (zn)nen € X& Cauchy-Folgen, X = [(x4)nen], entsprechend fiir

v,7Z. Wegen d(xn,¥n) < d(Xn,2n) + d(zn,yn) gilt dann auch d(X,3) = li_>m d(xn,yn) <
lim d(xn,70) + lim d(za,yn) = d®,7) +d(3,7).

n—o0
Es gilt nun, X in X »einzubetten®, d.h. X isometrisch mit einer Teilmenge X’ von X zu identifi-
zieren.

Sei X' = {x € X | 3x € X : % = [(X)nen]~ }. Jedes Element aus X’ ist eine Aquivalenzklasse mit
der Eigenschaft, daB alle Elemente dieser Aquivalenzklasse dquivalent zu einer stationiren Folge
sind. j : X — X', x — [(X)nen]~ ist offenbar eine Isometrie, wenn wir X mit der Metrik d, X’
mit der Metrik d versehen. AuBerdem ist j offensichtlich bijektiv.

Es ist nun zu zeigen, dal X’ dicht in X liegt. Sei X € )2, sei (xp)nen € XN eine Cauchy-Folge mit
X = [(Xn)neN]~- Seii € N. Sei y() := x; fiirn € N. Damit ist firi € N : 50 .= [(yr(li)) N} eX'.
ne

Wegen d( y()) = hm d (xn,yr(l)) = ILm d(xn,x;) gilt: lim a(i,ﬁ(i)) = 0, da (xp)nenN eine
n [o @] 1— 00

Cauchy-Folge ist.
Jetzt mufl nur noch der Beweis fiir die Vollstindigkeit von X erbracht werden.

Sei (i(i)) eine Cauchy-Folge in X. Es gibt Cauchy-Folgen (XS)) N in X mit
ne

0= [(),.

eine Cauchy-Folge ist, gilt: lim ( lim d (xg), ng))) = 0. Aus der Cauchy-Folge

i,k—o0 \n—00

ieN

Weil (R0),

(x0), n Wihlen wir eine Teilfolge (x()) o S0 aus, da

a) lim d( X-(i"‘)) < L fiir m > n.

j—ooo 77 2n
Zu der Cauchy-Folge (xj(i“)) X wihlen wir einen Index k, € N, so dafl
j€

B) (‘l“) 1(1")) <1 1>k

n
Wegen ) gibt es zu n,m € N ein jo(n,m) € IN mit der Eigenschaft, dafl

i im 1 y L.
7) d(Xj(n)axj( )) <H fiir .]Z.]O(nam)'

Dann ist ( (1“)) eine Cauchy-Folge in X, denn fiir gegebene m,n € IN kdnnen wir stets ein
1€ N mit | > kn,l > km und 1 > jo(n,m) wihlen, mit dem dann gilt:

d(xl(j:) (‘m))<d( (‘“)+d((‘“ (““))+d((‘"‘ (i:))<%+%+%§3iN

fiir n,m > N. Sei im folgenden x, := XE:). Wir zeigen jetzt, daf3 (i,(f))ieN in X gegen X :=
[(Xn)nen]~ konvergiert.

Sei € > 0 gegeben. Dann gibt es ein iy € IN, so daf hm d( (J)) < § fiir i,j > io(e).
Insbesondere ist dann hm d(x1 ,xl(l“)) 5 fir i > io. Wahle i auflerdem so, dal i > %. Fiir
gegebenes i € N,i > 10( ) gibt es ein ng € N, so dafl d (xn ,xl()) < 1 fiir n,1 > no. Wihle n

auflerdem so, dal n > E' Fiir festes i € IN und festes n € IN wéhlen wir 1 € IN folgendermaflen:
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()1>n0,dam1td(() ())< und
(b) 1> ky, damit d ( xlin) ) < Lund
(c) 1so groB, dal d (x1 ,Xl( “)) <5.

Dann gilt

@ (% xa) = (0, x0) < (0, 5) + d (50, 5) +a (5 x)) < < L, ¢ <, L L.

Also gilt 0 = lim (hm d (Xn ,xn)) = lim d (x() X) Damit ist die Vollstdndigkeit von X

i—o0 n—oo i—oo

gezeigt.
Im Rest des Kapitels sei K der Koérper R der reellen oder C der komplexen Zahlen. K wird mit

d(x,y) = |x —y| zu einem vollstindigem metrischen Raum.

B.1.12 Definition (topologischer Vektorraum)

Sei X ein K-Vektorraum und auflerdem ein topologischer Raum. Dann heif3t X topologischer IKK-Vektor-
raum, wenn Addition und Multiplikation mit Skalaren stetig sind, d.h. die Abbildungen

XxX —X,(x,y) —x+y
KxX—X,(a,x) — ax

sind stetig.
(XxX und KxX sind ja wieder topologische Rdume.)

B.1.13 Lemma

Seien X und Y topologische Vektorrdume. Die Abbildung T: X— Y sei linear. Dann sind dquivalent:
1) T ist stetig,
2) T ist stetig in 0,
3) T ist stetig in einem beliebigen Punkt x € X.

Beweis:
1)= 2) ist klar.
Wir zeigen jetzt allgemein: Seien x,y € X, T stetig in x. Dann ist T stetig in y.

Sei Vy eine Umgebung von T(y). Dann ist Vx == {z € Y | z = v + (T(x) - T(y)),v € Vy}

eine Umgebung von T(x), weil die Abbildung Lyuy_1¢y) : Y — Y,v — v + (T(x) - T(y)) ein
Homgoomorphismus ist. T ist stetig in x, also gibt es eine Umgebung Uy von x mit T(Ux) C V. Setze
y:={z€X|z=u+(y—x),u € Us}. Uy ist Umgebungvony,daLy_y:X — X,u+r— u+(y—x)
ein Hom@omorphismus ist. Nun ist fiir z = u+ (y —x) € Uy : T(z) = T(u+y —x) = T(u) + T(y) — T(x).
Da T(u) € Vy, gibt es ein v € Vy, mit T(u) = v+ (T(x) - T(y)), also ist T(z) = (v—l— T(x) — T(y)) +
T(y) — T(x) = v € Vy. Demnach ist T(Uy) C Vy, d.h. T ist stetig in y.
Damit hat man sofort 2)<= 3). 2)= 1) folgt, denn aus der Stetigkeit in 0 folgt mit obiger Behauptung
sofort: T ist stetig in jedem x € X.

B.1.14 Bezeichnung

Sind X, Y topologische Vektorriaume, so bezeichne L(X,Y) die Menge der stetigen linearen Abbildungen
von X in Y. Dann ist L(X,Y) selbst ein Vektorraum. Insbesondere ist X’ := L(X,K) der sogenannte
Dualraum von X.
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B.2 Normierte Riume — Banachriume

B.2.1 Definition (Norm)

Sei X ein K-Vektorraum. Eine Abbildung ||||: X — R heifit Norm, falls
1) ¥x € X\{0} : x| >0,
2) Vae K,xeX:|lax]| = |a|-][x],
3) Vx,yeX:|lx+yll < x|l + |lyll (Dreiecksungleichung).

Ein Paar (X,||||) bestehend aus einem K-Vektorraum und einer Norm heifit normierter K-Vektorraum
oder einfach normierter Raum.

B.2.2 Beispiele
1) Fir X = R" ist fiir pe [1,00) die p-Norm:

1

n P

| |p:= <Z |Xi|p> und die co-Norm:
i=1

1%]|oo:= 112%)(11 |X1| .

Die Dreiecksungleichung fiir die p-Normen ist die Minkowskische Ungleichung, siehe Forster,
Analysis 1. Die 2-Norm heifit auch euklidische Norm, die co-Norm auch Maximumsnorm.

2) Auf C[a,b] := {f: [a,b] — R | f stetig} definiert man auch die co- und die p-Normen fiir pe
[1,00) :
[[f]loo:= max_[f(x)],
x€[a,

b P
1]lp:= (f |£(x) [P dx> :

Dreiecksungleichung ist diesmal die Minkowski-Ungleichung fiir Integrale, siehe A.4.6.

B.2.3 Satz

Ist (X,|||]) ein normierter Raum, so wird X durch d(x,y) := |[|x — y|| zu einem metrischen Raum. Die
durch die Metrik definierte Topologie macht X zu einem topologischen Vektorraum.

Beweis:

d ist eine Metrik: d(z,x) = ||z—x||=|lz—y+y—x|| < |lz—=y || + ||y — x|| = d(z,y) + d(y,x), die
anderen beiden Punkte sind klar.

Die Addition ist gleichmiBig stetig:

Sei £ > 0 vorgegeben. Wihle 4. := ¢, dann ist fiir

dxXx((x,y), (X’,y’)) =dx(x,x) +dx(y,y) =[x =x|| + [y =yl <e
auch
dx(x+y,x' +y) =|lx—x+y—y [ <|x=X| +ly—¥'l <e.

Die Skalarmultiplikation ist stetig (nicht gleichm#Big!) in (a,x):
€
max(|2a| +1, || x|)

Zu vorgegebenem ¢ > 0 wihle ¢ := min < ,|al +1>. Dann gilt fiir
dicex ((8,%), (@/,%) ) = dic(a,a) +dx(x,%) = a—a'| + |[x = x| < 6
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insbesondere auch |a'| — |a] < |a—a'| < |a| +1, d.h. |a'| <|2a| +1. Damit ist dann

la'x" — ax|| = [|a/(x" = x) + (&' —a)x[| < [a'] - [[x" = x| + [a' —a] - [|x]| <
max(|a’[, [|x[]) - (Ix" = x| + [a’ —a]) <
max(|2a| +1, [|x[) - (' = x|l + [a' —a]) <

dx(a'x’, ax)

<
<

B.2.4 Definition (Banachraum')

Ein vollstindiger normierter Raum heifit Banachraum (vollstindig beziiglich der durch die Norm
gegebenen Metrik).

Beispiele fiir Banachraume: 12 oder die LP-Riume.

B.2.5 Definition (dquivalente Normen)

Seien n; : X — R,ns : X — R Normen. n; und ny heiflen dquivalent, wenn es m, M € R,
0 <m <M, gibt, so daf fiir alle x € X : mna(x) < ny(x) < Mna(x).
Offensichtlich gilt: Aquivalente Normen induzieren dquivalente Metriken.

B.2.6 Satz

1) Jede Norm ist gleichméBig stetig.

2) Alle Normen auf K" sind dquivalent.
Beweis:

1) Sei e > 0 vorgegeben. Wihle . := e. Seien x,y € X mit dx(x,y) = ||x —y || < . Dann ist
de([IxIL Iyl = [Ixl =1yl | <llx=yl <e.

2) Sein; : K* — R eine Norm. Wir zeigen die Aquivalenz zur euklidischen Norm: S := {x € K" |
|| x||2 = 1} ist abgeschlossen und beschrinkt, also kompakt nach dem Satz von Heine-Borel. n; ist
stetig, nimmt also nach dem Maximumprinzip auf der kompakten Menge S sein Maximum und
sein Minimum an. Setze m := melgl n;(x); M := max (x). Da 0 ¢ S ist m > 0. Fir x € K"\ {0}

ist —— €S, also gilt m < n, ( * ) = B0 p e me [[x]fs < ni (%) < M- [[x]ls -
[BS || [1x]2 [1x]2

Bemerkung: Daraus folgt also: Alle von Normen induzierten Topologien auf K" sind gleich, d.h. die
Begriffe offen, abgeschlossen, Umgebung, Stetigkeit, Konvergenz, Kompaktheit usw. hingen nicht von
der verwendeten Norm ab.

B.2.7 Lemma

Seien X, Y normierte Riume, T: X— Y linear. Es gilt:

T ist stetig in 0 <= Es gibt eine reelle Zahl C > 0, so daf fiir alle x € X gilt: || T(x)]| < C- [|x]| -
Ist diese Bedingung erfiillt, so heifit T auch beschrinkt.

Beweis:

,< “ist klar

= “ Zue =1 gibt es ein § > 0, so daf fiir ||x]|| <6gi1t: || T(x)|] < 1. Damit hat man fiir x # 0 :
1 2
12 |1 (%) | = g 1Tl = 1T@I < 3 sl

Die Abschitzung gilt natiirlich auch fiir x=0, also ist mit C = % die Konstante gefunden.

Dieses Lemma, rechtfertigt die folgende sehr wichtige Definition:

1Stefan Banach (1892-1945)
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B.2.8 Definition
1

Die reele Zahl || T|| = sup =i || T(x) || heilt Norm der stetigen linearen Abbildung T.
x#0 || X
Wegen der Linearitéit von T gilt: || T|| = sup [|[T(x)||= sup [|T(x)] .
[Ix[|=1 fIxlI<1

Aus der Definition liest man sofort ab:

B.2.9 Bemerkung
Sei T: X— Y eine lineare beschrinkte Abbildung. Dann gilt fiir alle x € X : [| T(x) || < || T|| - | x]| -

Der folgende Satz zeigt die Berechtigung des Wortes ,Norm* in der Definition B.2.8:

B.2.10 Satz

Seien X, Y normierte K-Vektorrdume. Der K-Vektorraum L(X,Y) ist zusammen mit der in B.2.8
definierten Norm || T|| = sup ||T(x)| ein normierter Raum.

[Ixll=1
Beweis:
Die Bedingung B.2.1, 1), ist offensichtlich erfiillt.
Nach B.2.9 gilt || (aT)(x) || = || T(ax)[| < || T[] - [|ax|| = [a] - [|T|| - [[x][], d-h. also [|aT|| < |a] - || Tl .
Fiir a # 0 gilt wegen T = a~!(aT) dann auch || T|| < |a~!|- ||aT||, also ||aT|| > |a| - || T|| und damit
|aT |l = fa[ - |T -
Die Dreiecksungleichung folgt ebenfalls mit B.2.9 aus

I1(Ty + To)x|| = [[Tox + Tox|| < | Tax[] + [[ Tox|| < ([ITo[] + [ T2 ]) lIxI;

also || Ty + Tof| < || Ty [| + || T2l -

B.2.11 Satz
Seien X, Y normierte Riume, Y sei vollstindig. Dann ist auch L(X,Y) vollstindig.
Beweis:

Sei {A, : X — Y}nen eine Cauchy-Folge stetiger linearer Abbildungen, d.h. zu e > 0 gibt es ein N,
so daf§ fiir n,m > N gilt: [[A, — Ap|| <e. Fiir alle x € X gilt dann auch

1(An = Am)x|| < [[An = Am | - [[x]] < & Il -

Also ist fiir jedes feste x € X die Folge (A,x)nen eine Cauchy-Folge und hat wegen der Vollsténdigkeit
von Y einen Limes. Definiere A: X— Y, Ax := lim A;x.
n—oo

1) A ist linear, da die A, linear sind.

2) Stetigkeit: {Ay} ist Cauchy-Folge, also auch (|| A ||)nen. Daher gibt es ein M € R mit ||A, || <M
fiir alle n, also [|Anx|| < ||An | - ||x]| £ M ||x]| . Folglich hat man ||Ax|| < M ||x]|, d.h. A ist
beschrénkt, also nach Lemma B.2.7 stetig.

3) {A,} konvergiert in L(X,Y) gegen A: Fiir alle x € X und n,m > N gilt: || (Ay —Am)x ]| < € ||x]],
also gilt auch || (A, — A)x|| < e||x]|, d.h. |[Ap — A < e

B.2.12 Folgerung

Der Dualraum X’ eines normierten Raumes X ist vollsténdig.
Beweis: K ist vollstédndig.
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B.2.13 Satz (Prinzip der gleichmifligen Beschrinktheit)

Sei X ein Banach-Raum und Y ein normierter Raum. Sei 7 eine Menge linearer stetiger Abbildungen
X — Y, so daf} die Menge von Funktionen {x —||Tx|| | T € T} punktweise gleichméBig beschrinkt
ist. Dann gibt es eine Konstante N, so daf fiir alle T € T gilt: || T|| < N.

Beweis:

Nach dem Satz von Baire (B.1.6) gibt es eine offene Kugel U = Uyq(x¢) und eine Konstante c, so dafl
[Tx|| < cfirxe U, TeT.Sei x € X mit |[x| =1. Dann gilt:

1 1 1 1
ITCIN = 3+ I Tx) | = < - I T+ 30— xo) | < = I (x4 3x0) ||+ [ Tx0) | <

oo
oo

Also gilt || T[] < 2 fiir alle T € 7.

B.2.14 Satz (Prinzip der offenen Abbildung)

Seien X, Y Banach-Riume und T: X— Y eine stetige lineare surjektive Abbildung. Dann ist T offen,
d.h. das Bild jeder offenen Menge ist offen.

Beweis:

Zunéchst sei fiir Mengen A,B C X bzw. Y,n € N definiert: nA := {nx |[x € A};A+B:={a+b|ac
A,b € B}. Der Beweis erfolgt nun in 4 Schritten:

1) Sei G C X offen, 0 € G. Dann hat T( ) wenigstens einen inneren Punkt, d.h. es gibt eine nicht
leere offene Menge V. .C Y mit V C T(G) :

Nach Voraussetzung enthiilt G eine offene e-Umgebung U.(0) des Nullpunktes. Also gilt X =
U nG. Da T surjektiv ist, folgt UnT( ) =Y, also auch nT(G) =Y. Nach dem Satz von Baire

(B 1.6) gibt es ein n, so daf nT(G) eine nicht leere offene Menge enthilt. Die Multiplikation
mit n ist ein Homdomorphismus, also enthélt T(G) eine nicht leere offene Menge.

2) Es gilt sogar: 0 ist innerer Punkt von T(G) :

Seim: X xX — X, (x1,x0) —x1 —xound m : Y XY — Y,(y1,y2) — y1 — y2. Beide
Abbildungen sind offensichtlich stetig. Da G offen ist, ist also auch m™!(G) offen in X x X. Da
0 € G ist auch (0,0) € m™'(G). Daher gibt es eine beschrinkte Umgebung M von 0 in X, so
daBB m(M x M) C G. Weil M beschriinkt ist, ist nach B.2.7 auch T(M) beschréinkt. Nach 1) gibt
es eine nicht leere offene Menge V mit V. C T(M). Man hat jetzt

m(VxV) ¢ mT ) =m(T(M) x T(M)) =

T(M)
T(M)) = T(m(M x M)) C T(G),

wobei zwei bekannte Tatsachen verwendet wurden: Es ist A x B = A x B und in kompakten me-
trischen Rdumen gilt fiir eine stetige Funktion f: f(U) = {f(U). T(M) x T(M) kann als beschriinkte
Menge in einen kompakten metrischen Raum eingebettet werden.

Nunist m(VxV)= | {a—v|v eV} dh m(VxV)ist als Vereinigung offener Mengen offen.
acV

Da 0 € m(V x V), ist also 0 innerer Punkt von T(G) .

3) Das Bild jeder Umgebung U C X des Nullpunktes enthiilt eine Umgebung V C Y des Nullpunktes:
V c T(U).

Sei €9 > 0 vorgegeben. Wihle €; > 0 so, dal g9 = Z g;. Auf die offenen Vollkugeln U, (0) in X

wird nun 2) angewendet:
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T(U,(0)) enthélt eine offene Kugel V,, (0) fiir i = 1,2,... Die 7; konnen so gewiihlt werden,
dal lim n; = 0. Sei nun y € V,,(0) beliebig vorgegeben. Zu y wird jetzt rekursiv eine Folge
1—00

(xi)ien definiert: Es ist y € V,,(0), also y € T(U,,(0)). Daher gibt es ein xg € U, (0) mit
Ily — T(x0) || < m, also y — Txo € T(U,, (0)). Deshalb gibt es ein x;3 € U, (0) mit ||y — T(xo) —

n—1
T(x1) || < n2 usw. Allgemein: Ist y — >~ T(x;) € V,,, (0) C T(U,,(0)), so gibt es ein x, € U, (0)
i=0

y— 3 T(x:)

i=0

mit ‘ < fnt1- Da||xi || < & und ) & konvergent ist, d.h. lim & = 0, bildet die
1—00

Folge der Partialsummen von Y x; eine Cauchy-Folge, d.h. die Reihe konvergiert. Fiir x = }_ x;
i=0
hat man jetzt ||x|| < Z Ixi|] <eo+ Z g; = 2¢9 und y = T(x). Also gibt es fiir alle g9 > 0 ein

no > 0 mit V,,,(0) C T(U250( )). Das 1st gleichwertig mit der Behauptung.

4) Sei M C X offen. Dann ist T(M) offen:

Zu x € M gibt es eine Umgebung U von 0, so dal x+U C M. Also ist T(x)+T(U) C T(M). Nach
3) gibt es eine offene Menge V mit V C T(U). Dann ist T(x) +V C T(M). Weil die Translation
um T(x) ein Homdomorphismus ist, vervollstindigt das den Beweis.

B.2.15 Folgerung (Satz vom inversen Operator)

Seien X, Y Banach-Riéume, T: X— Y eine bijektive, stetige lineare Abbildung. Dann ist T~ stetig,
also T ein Hom6omorphismus.
Beweis: T ist nach B.2.14 offen.

Eine Anwendung davon ist

B.2.16 Folgerung (Satz vom abgeschlossenen Graphen)

Seien X, Y Banach-Réume, T: X— Y eine lineare Abbildung. Es gilt:
T ist stetig <= Der Graph G(T) = {(x, T(x)) | x € X} ist abgeschlossen in XxY.
Beweis:

= “ gilt, da Y ein Hausdorff-Raum?! ist.

< « Ist G(T) abgeschlossener Unterraum von X XY, so ist G(T) ein Banach-Raum (X x Y ist mit der
Norm || (x,¥) || := ||x]| + ||y|| ein Banach-Raum, abgeschlossene Teilrdume von Banach-Riumen
sind wieder Banach-Rdume nach B.1.4). Die Abbildung 7 : G(T) — X, (x,T(x)) — x ist
bijektiv, linear und stetig, nach B.2.15 ist also auch 7! stetig. Die Projektion py : XxY — Y
ist auch stetig, also ist T = py o 7! stetig.

I Felix Hausdorff (1868-1942)
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Anhang C

Sobolevriaume

In diesem Anhang sollen einmal die wichtigsten Definitionen und Sétze iiber Sobolevriume zusammen-
gestellt werden. Dieser Teil soll gewissermaflen als Nachschlagwerk dienen. Auf Beweise wird dabei
verzichtet — einige finden sich jedoch in diesem Skript, sonst wird auf Gilbarg & Trudinger: , Elliptic
Partial Differential Equations of second order® verwiesen.

In diesem Kapitel sei 2 — wenn nichts anderes gesagt ist — ein beschrinktes Gebiet im R", d.h.  ist
beschrankt, offen und zusammenhingend. Wir unterscheiden nicht zwischen einer Funktion und ihrer
Aquivalenzklasse, d.h. mit ,f hat die Eigenschaft X“ ist gemeint: In der Aquivalenzklasse von f gibt
es eine Funktion mit der Eigenschaft X.

C.1 Die LP-Riume

C.1.1 Definition (C™-Riume)

Sei 2 C R" offen und beschrinkt, m € Ny. Man setzt
C™(Q) := {f € C™(Q) | Jedes D*f, |a| < m, l4Bt sich stetig nach Q fortsetzen}.

Mit der Norm

I£llcm = £ llgmg, = Y sup |Df(x)]
la| <m*€Q

wird C™(2) zu einem Banachraum.

C.1.2 Definition (LP-Riume)

Sei 1 < p < o0.

LP(Q) := {f | f meBbar, |f|P Lebesgue-integrierbar in Q}
L () := {f | f ist beschrinkt in Q}.

Mit der Norm

Jull = lullsia) = (f 10 dx) " bow.

lulleo = UL (o) = inf{c € R | |f(x)| < c fast tiberall}
wird LP(2) (bzw. L>°(f2)) zu einem Banachraum.

C.1.3 Die Holder—Ungleichung

Seien p,q > 1 (auch oo ist zugelassen) mit + + ¢ = 1. Weiter seien u € LP(Q2), v € L4(Q). Dann ist
u-v € L'(Q) und es gilt die Héldersche Ungleichung:

/|u-v| dx=lu-vlh < lully - ¥ ]lq
Q
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C.1.4 Verallgemeinerte Hélder—Ungleichung

Die Holder-Ungleichung 148t sich induktiv auf m Funktionen erweitern: Gilt i + ..+ pim =1 und
sind u; € LPi(Q), so gilt

[ur - um | dx < Junlpy o [lum [lp,, -
Q
C.1.5 Weitere Eigenschaften der LP-Riume

1) L?(€) ist mit dem Skalarprodukt (u,v) = [uvdx ein Hilbertraum.
Q

2) LP(Q) ist separabel fiir p < oo.
3) C5°(Q) liegt dicht in LP(Q) fiir 1 < p < oo.

4) Der Dualraum von LP(f2) ist isomorph zu L4(Q2), wobei % + % =1, 1 < p < oo. Das bedeutet:
Fir 1 <p < oo, % + % = 1, ist die kanonische Abbildung L9 — (LP), f — [f(x) - .dx ein
Q

isometrischer Isomorphismus.

5) Fiir p < q ist LY(Q) € LP(N) und die Einbettung ist stetig, denn fiir u € L4(Q) und p < q gilt:
|Q|_% Nlullp < |Q|_% - |lul|q - Hier ist die Beschrinktheit von © wesentlich!

C.1.6 Weitere Ungleichungen

1) Ist p<q<rund A€ [0,1] mit L =2 4+ 82 5o gilt fitr u e L(Q) « [|ullg < flull) - [Juli .

1
1 fiir 1 < p<q<r<ooseiuéce L'(Q). Dann gilt folgende

2) Sei € > 0 und p=
Interpolationsungleichung fiir LP-Normen:

lulla <& llulle +e* |Jullp -

Setzt man f € LP(Q) N LY(Q) voraus, so gilt auch fiir unbeschrinktes Q : f € LY(Q) und die beiden
Ungleichungen gelten.

C.1.7 Definition (L} -Raum)

Fiir 1 <p < 0o sei

LP () := {f: @ — R meBbar | Fiir alle Q' C Q mit ' offen,  kompakt und Q' C Q gilt:
f o€ LP()}.

Fiir unbeschrénktes (2 ist noch folgender Raum bedeutend:

LY (Q) := {f: @ — R meBbar | Fiir jede kompakte Menge K C Q gilt: f |xno€ LP(KNQ)}

loc

C.1.8 Satz

Es gelten die folgenden Inklusionen:

1) LP(Q) C LY, (Q); L (@) C L, (Q).

loc

@) CLP (Q).

loc

2) LP

loc

3) Ld

loc

() C LY (), falls p < q.

loc
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C.1.9 Definition

Die oben definierten Rdume L} (Q) sind nicht normiert, sie tragen aber eine Topologie: Eine Folge
(Um)men C Li,.(€) konvergiert in L} () gegen u € L (), wenn fiir alle Q' C @ mit Q' offen, '

loc’ loc

kompakt und Q' C Q gilt: Die Folge (uy)men konvergiert in LP(Q2') gegen u.

C.1.10 Satz
C () liegt dicht in LY (Q).

loc

C.2 Die Sobolevriume W<P(Q)

C.2.1 Definition (schwache Ableitung)
Sei f € L,.(),a = (a1,...,an) € N" ein Multiindex. Eine Funktion g € L] .(Q) heifit schwache

loc

D*-Ableitung (oder Distributionsableitung) von f, wenn fiir alle ¢ € C () gilt:

/cpgdx: (—1)‘a|/fDa<pdx.
Q

Q

Man schreibt dann g = D*f. Eine Funktion heiflt schwach differenzierbar, wenn alle schwachen D®-
Ableitungen fiir | « | = 1 existieren, sie heifft k-mal schwach differenzierbar, wenn alle schwachen
De-Ableitungen fiir || < k existieren.

Die Menge der k-mal schwach differenzierbaren Funktionen wird mit W*(Q) bezeichnet.

C.2.2 Eigenschaften der schwachen Ableitung

1) Die schwache Ableitung ist bis auf Nullmengen eindeutig bestimmt.

2) Fiir differenzierbare Funktionen stimmt die schwache Ableitung mit der iiblichen Ableitung
iiberein.

3) Seif € Ll.(Q) und g € L], .(2). Dann gilt:
g = D*f<= Es existiert eine Folge (fn)men C C®(R), die in L, .(Q) gegen f konvergiert und

deren Ableitungen D%f,, in LL (Q) gegen g konvergieren.

loc

4) Die Produktregel gilt immer, wenn die Formulierung sinnvoll ist, z.B.: Seien u,v € WH1(Q) N
L0 (). Dann ist u - v schwach differenzierbar und es gilt: D(u - v) = uDv + vDu.

5) Ist f € C'(R),f’ € L®(R) und u € W' (Q), so ist die Komposition f ou € W!(2) und es gilt die
Kettenregel:
D(f ou) = f'(u) - Du.

C.2.3 Definition (W5P(Q))

Fiir 1 <p < oo und k € N sei

WKP(Q) := {f € LP(Q) | Fiir jedes || < k existiert die schwache D®-Ableitung von f und es gilt
Def € LP(Q)}.

Die WXP-Riume heifien auch Sobolevriume'. Durch

o=

1o = I lfwie @)= / Y D% dx | bzw. [[flleo = D D]l

Q laf <k la| <k

ISergei Lvovic Sobolev (1908-1989)
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wird eine Norm auf WP (Q) gegeben. Eine dquivalente Norm ist

£ llwer@) = Y [IDullp -

lor| <k
Fiir p = 2 wird durch

(f,g)k:/ > DuD%vdx
Q laf <k

ein Skalarprodukt auf W2(Q) gegeben.

C.2.4 Definition (WP (Q), WP(Q))

Man setzt WEP(Q) := C° (Q)”'”k’p, d.h. WEP(Q) ist der AbschluB von Ck(Q) in WSP(Q) beziiglich

der || . ||k,p-Norm. Wie bei den LP-Riumen definiert man noch:

Wﬁ)f(ﬁ) = {f: @ — R meBbar | Fiir alle Q' C Q mit Q' offen, Q' kompakt und Q' C Q gilt:
Flore Wr(0))

C.2.5 Satz

Die Riaume WP () und W (Q) bilden mit der in C.2.3 definierten || . [|x,-Norm einen Banachraum.
Die Rdume W52(Q) und W'?(Q) bilden mit dem dort definierten Skalarprodukt einen Hilbertraum.

Friither unterschied man noch:

C.2.6 Definition (H*P(Q))
Sei 1 <p < oo,k € N. Sei

C2, () := C(Q) NWHP(Q) = {f € C®(Q) : D*f € LP(Q) fiir alle |a| < k}.

Man setzt HP(Q) := Cﬁf’p(ﬂ)”'”k’p, d.h. HP(Q) ist der Abschluf} von CR%(Q) in WEP(Q) beziiglich
der || . ||k,p-Norm.

N.G.Meyers und J.Serrin bewiesen jedoch in ihrer in Proc. Nat. Acad. Sci. USA 51 (1964), p. 1055/1056
erschienenen Arbeit mit dem schonen Titel H = W:

C.2.7 Satz (H=W)
Sei  C R" offen, 1 < p < 00,k € N. Dann gilt:

HEP () = WHP(6),

oder anders ausgedriickt: Der Teilraum C*(2) N WP (Q) liegt dicht in WP (Q).
WP (Q) und H*P(Q) bezeichnen also genau dasselbe. Man findet aber in der Literatur nach wie vor
beide Bezeichnungen. Auch in diesem Skript wurden zur allgemeinen Verwirrung beide verwendet.

C.2.8 Satz
Im ganzen Raum R" gilt: W&P(R") = WEP(R™).
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C.2.9 Einbettungssitze
Es gelten folgende Inklusionen

1) WEP(Q) € LQ) fiir kp < n,q <

n— kp'

2) WeP(Q) c C™(Q) fiir 0 < m < k — o (d.h. insbesondere: kp > n).

Die Einbettungen in 1) sind fiir ¢ < 25— kompakt, d.h. der Einbettungsoperator I : Wg*’(ﬂ) — L1Q)

bzw. I: WEP(Q) — C™(Q) ist kompakt oder anders ausgedriickt: Die Bilder beschriinkter Mengen in
Wg’p (Q) unter I sind priikompakt in L9(Q) bzw. C™(Q). Die Einbettungen aus 2) sind stets kompakt.
Hierbei kann Wg’p(Q) im allgemeinen nicht durch W*P(Q) ersetzt werden. Unter bestimmten Zusatz-
voraussetzungen an das Gebiet (2 ist das aber moglich.

C.2.10 Abschitzungen

Es gibt eine Konstante C = C(n, p), so da8 fiir alle u € W§*(Q) folgende Abschiitzungen gelten:
1) [Julze < C-[|Dull, fiir p < n.

11 .
2) sup |u(x)| < C-|Q|=7% - ||Dul|p fiir p > n.
x€N
Weiter gibt es eine Konstante C > 0, so daf fiir alle « € N3 mit || < m und alle u € W§"*(Q) gilt:

3) [ID*ulfz.< C- < > IIDBUIIiz> :

Bl=m

Die Ungleichung 3) heifit Poincaré-Ungleichung'. Die Voraussetzung von Null-Randwerten ist dabei
essentiell.

C.2.11 Definition

Man kann WP (Q) auch fiir k € R\INg, k > 0 definieren: Wie iiblich bezeichne [k] diejenige natiirliche
Zahl mit [k] <k < [k] + 1. Fiir 1 < p < 0o setzt man dann
WEP(Q) := {u e WK»(Q) | Fiir alle a mit |a| = [K] gilt:

[D*u(x) — D*u(y) |’
/ |x — y et dxdy < oo}
QxQ
Durch 1
_ [Dou() —Dxu)P |
uffip:= |u||k]p+ Z / |x—y|“+p (k—[k]) dxdy

=kaoxa

wird eine Norm auf WP (Q) gegeben.

C.2.12 Eigenschaften von W5P(Q)
Sei k > 0 mit k € R\INp. Fiir den in C.2.11 definierten Raum WP (Q) gilt:
1) WP(Q) ist ein Banachraum.

2) Wkr(Q) c Wiklp(),

Ahnlich definiert man Teilriume von C°(%) :

1Jules Henri Poincaré (1854-1912)
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C.2.13 Definition (C**-Riume)
Sei 0 < 8 < 1,0 C R" beschrinkt und offen. Man setzt
— _ f(x) —f
CP*(Q) :={feC’(Q)| sup M < 00}
X,y EQ,xAy |X - y|

Durch

f(x) —f
[|fllo,a ;= max |f(x)| + sup M
x€Q X,y EQ,x#y |x -yl

wird eine Norm auf C%%(Q) gegeben, die C%®(2) zu einem Banachraum macht.

C.2.14 Satz
Fiirp>1,0 <k < a <1 gilt: C%2(Q) c WP(Q).

C.2.15 Definition (C™*-Riume)
Seien «, ) wie in Definition C.2.13. Man definiert
cme = {f € C™(Q) | D'f € C®*(Q) fiir alle Multiindizes v mit |v|= m}.

Mit der Norm
[£lleme = [[fllem + > 1D [lo.0

[v|=m

wird C™%(Q) zu einem Banachraum. Dieser ist fiir a # 0 nicht separabel.
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Die im Anhang B behandelte Vervollstindigung metrischer R&ume wurde hieraus ibernommen.

6. Natanson, Isidor P.: , Theorie der Funktionen einer reellen Verdnderlichen®,
Verlag Harri Deutsch, Thun (1981)

In diesem Buch werden das Lebesgue- und das Stieltjes-Integral ausfiihrlich besprochen, die
Maftheorie wird behandelt — wie der Titel schon sagt, alles in einer reellen Verénderlichen. Die
Hellyschen Sétze und der Satz von Ascoli-Arzelad werden hier bewiesen.

Interessiert man sich fiir biographische Angaben iiber die beteiligten Mathematiker, so kann man in
folgenden Werken etwas dazu finden:

1. Meschkowski, Herbert: ,Mathematiker-Lexikon*,
BI-Wissenschaftsverlag, Mannheim (1980), 3.Auflage

2. ,Vieweg Mathematik-Lexikon*,
Vieweg Braunschweig (1988)

3. ,,Lexikon bedeutender Mathematiker*,

Verlag Harri Deutsch, Thun, Frankfurt (1990)

257



4.

5.

Reid, Constance: ,Hilbert®,
Springer New York (1978), 3. Auflage

Reid, Constance: ,,Richard Courant 1888-1972, Der Mathematiker als Zeitgenosse*,
Springer New York (1979)
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