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Abschitzungen fiir das Neumann-Problem
und die Helmholtz-Zerlegung von L’

Wolf von Wahl

Summary: We first study a-priori estimates for the Neumann-problem Au =0,

—g—% = g both in bounded and unbounded domains of IR’. Amongst other results

we prove that [Vull ,p = cliglly-1/pp where the last norm refers to the boun-
dary, Then we use the well known decomposition of any vector-field into a gra-
dien&ield and a field being free of productivity to construct directly the projec- / :
tions of I” onto the gradient field/and the divergence free part. This decompo- ;' S
sition of I’ is called “Helmholtz-decomposition”.

We intend here to present concrete formulas for the Helmholtz-decomposi-
tion. Moreover we prove maximal regularity results for the integral operators of
the Dirichlet- and Neumann-problem as well as for the boundary values of the
Neumann-problem.

§ 0. Einleitung, Hilfsmittel und Bezeichnungen

Sei G eine glatt berandete beschrinkte offene Menge des IR’ mit duflerer Nor-
male v. G sei das Komplement von G mit dufierer Normale . Wir studieren zu-
nichst das Neumann-Problem Au =0 in G, d4/8v =g in G und das Neu-
mann-Problem Au = 0 in G, 8u/6V = g in 8G = 8G. Ziel ist es, jeweils Abschit-
zungen mit maximaler Regularitit fiir den Gradienten der Losung zu erbringen,
d.h. solche, die hinsichtlich der benutzten Regularititsklassen von #,g keine
Verbesserung mehr gestatten. Die Abschitzungen lauten

(01) ”VMIILP(G)é Cp”g”W—l/p,p(aG)) P> 1,

3
(02) Il V“"Lﬁ(é) = cpllgll W-UP,P(aé)’ P> 5 und
(03) “vulle(é)é Cp"g" W/—l/p,p(aé): p> 1,

falls im letzten Fall g einer Zusatzbedingung geniigt (Verschwindender Inte-
gralmittelwert auf dem Rand der unbeschrinkten Zusammenhangskomponente
von (). Die Riume W??(6G) mit positiver bzw. negativer gebrochener Ablei-
tungsordnung werden in § 1 erklirt und studiert. Unser Zugang zu diesen Ab-
schitzungen beruht direkt auf der bekannten Darstellung der Losung des Neu-
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10 Wolf von Wahl

mann-Problems als Einfachschichtpotential. In § 1 untersuchen wir sowohl die
Randwerte des Einfachschichtpotentials als auch den Integraloperator K des
Neumann-Problems hmswhthch ithrer regularisierenden Eigenschaften auf

0G. Wenn MA, MA(E) = f = f’l ——5+A(E)dS2 £ € 8G, die Randwerte des Ein-

fachschlchtpotentlals mit Belegung A sind und K wie iiblich durch KA(¢) =
2n _f (avr)(f EYA(E) de2 gegeben ist, so gilt

04) MEKelL(W©GG), W ©@G)), 0Sos1,p>1.

Eine entsprechende Aussage gilt auch fiir den Integraloperator L des Dirichlet-
Problems. Diese Aussagen gehen iiber die spiter benotigten Hilfsmittel hinaus;
sie scheinen jedoch von unabhingigem Interesse zu sein, da sich mit ihrer Hilfe
Abschitzungen fiir das Neumann-Problem auf das Dirichlet-Problem und um-
gekehrt zuriickfithren lassen. Unser Beweis beruht auf der Anwendung eines
Satzes von Calderon-Zygmund in lokalen Koordinaten. Man kann unter Ver-
wendung einer verallgemeinerten Version der Holder-Korn-Lichtenstein-Gi-
raud Ungleichung zeigen, da man auch Aussagen der Form

05 MEKLeL(C*%@G), CH'**0G)), keNU{0),0<a<l1,

erhilt. M, K, L verbessern also stets die Regularitit gerade um 1. Jedenfalls fiir
L ist (0.5) bekannt, der Beweis beruht darauf, dafl man den Wert von L ¢ kon-
stant, a-priori kennt. Insbesondere (0.4) konnte der Verfasser nicht in der Lite-
ratur finden.

Mit Hilfe von (0.4) beweist man (0. 1) (0.2) recht einfach, 1ndem man
[(Vu, p)| fir Testvektoren @ € (C5(G))’ bzw. ¢ € (C3(G))’ abschitzt. Da-
bei benutzt man den Satz von Gauf, einige elementare Identititen aus der Dif-
ferentialgeometrie in der Mannigfaltigkeit G und die Zerlegungen

L (div @) (x) dx’

ix xl

0.6) @(x)=- —1— grad J'

+— 4 rotf p (rot @) (x)dx" bzw.
07) @(x)=—-— gradf peg div @) (x) dx
+—rotf (rot @) (x)dx’,

—x|

die aus den Greenschen Formeln folgen. Aulerdem wird der sogenannte Spur-
satz benotigt, den wir gleich erldutern. Fiir die Losbarkeit des Neumann-Pro-
blems im ,Auflenraum® G ist es notwendig, daf der Integralmittelwert der Neu-
mann-Vorgabe iiber den Rand jeder beschriinkten Zusammenhangskomponente
von G verschwindet, bei der (einen) unbeschrinkten Zusammenhangskompo-

(2]

_‘—



Abschitzungen fiir das Neumann-Problem und die Helmholtz-Zerlegung von I 11

nente von G ist dies aber nicht erforderlich. Man kommt dann in (0.2) auch
nicht in den Bereich 1< p < 2 hinein. Verschwindet der Mittelwert jedoch auch
fir die unbeschrinkte Zusammenhangskomponente, so erhilt man (0.3). Wir
zeigen (0.3) nur fiir Neumann-Vorgaben der Form (#,v) mit divergenzfreien
Vektorfeldern v, da dies hier ausreicht.

Die Helmholtz-Zerlegung von I’(G) bzw. If (G) besteht in der direkten
Aufspaltung

(0.8) I’ =(Vg)®E

in die Gradientenfelder Vg € I”(G) bzw. Vg e I”(G) und den sogenannten di-
vergenzfreien Anteil E. Es handelt sich dabei um den Abschluf} in der I’-Norm
von ergiebigkeitsfreien Feldern, so dafl man besser vom ergiebigkeitsfreien An-
teil reden sollte. Zur Konstruktion der Projektoren Q auf {Vg} und P auf E
kann man unmittelbar von (0.6), (0.7) ausgehen. Dort findet man bereits eine
Zerlegung von ¢ in ein Gradientenfeld und ein ergiebigkeitsfreies Feld. Der
Nachteil der Zerlegungen (0.6), (0.7) besteht darin, daf8 sie nicht direkt sind,
d.h.,, dafl der Gradientenanteil und der Rotationsanteil nicht orthogonal sind.
Dies erzwingt man, indem man vom Rotationsanteil den Gradienten der Losung
eines geeigneten Neumann-Problems, der linear von ¢ abhingt, abzieht und
beim Gradientenanteil in (0.6), (0.7) wieder addiert. Dieses Verfahren liefert
Qo, Py fir Cy-Vektorfelder, durch AbschlieBen gewinnt man Q; P und damit
die gewiinschte Zerlegung.

Schliefflich zeigen wir auch noch, daff die sogenannten solenoidalen Felder
dicht in E sind. Dies sind die C%-Felder mit verschwindender Divergenz. Dieser
Beweis erfordert jedoch einige tiber die vorher verwendeten hinausgehende
Hilfsmittel.

Die Helmholtz-Zerlegung (0.8) spielt eine fundamentale Rolle bei der Be-
handlung der instationiren Gleichungen von Navier-Stokes. Die Anwendung
von P auf dieses Gleichungssystem erméglicht die Eliminierung des Druckgra-
dienten und damit eine Behandlung dieser Gleichungen in allen Z”-Riumen mit
den Hilfsmitteln der Funktionalanalysis. Aus diesem Grunde haben sich bereits
mehrere Autoren mit der Zerlegung (0.8) befafit. Weyl hat in [10] fiir p = 2 die
in diesem Fall orthogonale Zerlegung (0.8) betrachtet. Fujiwara und Morimoto
haben in [2] die Zerlegung (0.8) im Fall einer beschrinkten Grundmenge G be-
wiesen. Miyakawa hat in [4] die Zerlegung (0.8) durch Ubertragung der Metho-
den von Fujiwara-Morimoto gezeigt. In einer demnichst erscheinenden Arbeit
[5] von Simader und Sohr wird (0.8) sowoh! fiir beschrinkte als auch unbe-
schrinkte Grundmengen bewiesen. Der Beweis umfafit auch den n-dimensiona-
len Fall. Wihrend in [2] und [4] weitreichende Hilfsmittel aus der Theorie der
elliptischen Operatoren, die sich in [3] finden, und ein Satz von de Rham iiber
die Darstellung von Distributionen, die auf den solenoidalen Feldern verschwin-
den, benutzt werden, wird sowohl in [5] als auch in der vorliegenden Arbeit

(3]



12 Wolf von Wahl

eine groflere Vollstindigkeit der Darstellung angestrebt. Die notwendigen Ab-
schitzungen fiir das Neumann-Problem werden z.B. mitbewiesen, der Satz von
de Rham wird nicht benétigt.

Der vorliegende Zugang zur Helmholtz-Zerlegung unterscheidet sich von al-
len- anderen dadurch, daf er direkt auf den Formeln (0.6), (0.7) aufbaut. (0.7)
liefert iibrigens die Helmholtz-Zerlegung im Fall G =1IR’. Wihrend eine

Hauptschwierigkeit in [5] die Abschitzung von Vu fiir Neumann-Probleme

Au=Ff % =g bzw. % = g darstellt und die Dichtheit der solenoiden Felder in

E durch den gewihlten Zugang mitgeliefert wird, ist es hier die letzte Aussage,
die einen Riickgriff auf weiterreichende Hilfsmittel erfordert. So benstigen wir
etwa aus [9] Aussagen iiber die Losung von div # = f mit Randwerten 0 und
ihre Abschitzung durch £. Dafiir ist méglicherweise die Konstruktion approxi-
mierender divergenzfreier Felder mit kompaktem Triger zu einem vorgelegten
divergenzfreien Feld mit verschwindender Normalkomponente, die wir in § 5
vorstellen, von Interesse. An und fiir sich ist die Helmholtz-Zerlegung véllig un-
abhingig von der Dichtheit der solenoidalen Felder in E wie § 4 zeigt. Der hier
benutzte Zugang zur Helmholtz-Zerlegung ist bereits in [9, 1.9] vorgestellt
worden, jedoch mufiten in [9] zum Beweis mehrere Anleihen an noch nicht pu-
blizierte Literatur gemacht werden.

Diese Arbeit wire ohne stindige Diskussionen mit Herrn Simader iiber die
Operatoren div und rot und iiber das Dirichlet- und Neumann-Problem nicht
entstanden. Ich méchte ihm daher an dieser Stelle sehr herzlich fiir viele wert-
volle Hinweise und Anregungen danken. Der Vergleich so verschiedener Me-
thoden wie der in [5] und der hier verwendeten ist immer von Interesse.

Wir erwihnen einige Hilfsmittel, die im folgenden eine Rolle spielen. Beim
Neumann-Problem gehen wir vom klassischen Resultat aus, daff man zu einer
Holderstetigen Neumann-Vorgabe, deren Integralmittelwerte iiber die Rinder
der beschrinkten Zusammenhangskomponenten verschwinden, stets eine bis
zum Rand stetig differenzierbare und im Inneren der Grundmenge zweimal ste-
tig differenzierbare Losung finden kann. Sie wird durch ein Einfachschichtpo-
tential gegeben (s. etwa [6, Nr.198]). Sei fe I’ und besitze kompakten Triger.
Dann gilt:

Die Funktion [ aL irfdx' mit 7= |x— x|, f= f(x) besitzt Distri-
Rr3

X
(CZ) | butionsableitungen der Ordnung 1, die in I’ (IR’) liegen. Es gilt

4 J 1 ’, <
I 8xjﬁ!;3x,‘ 7S ey S Al p sy -

Die Aussage bezeichnen wir auch als Satz von Calderén-Zygmund und beziehen
uns auf sie mit der Abkiirzung (CZ). Daneben benutzen wir in § 1 noch eine in
[1] bewiesene allgemeinere Version. Als Satz von Hardy-Littlewood bezeichnen
wir die bekannte Ungleichung

(4]



Abschitzungen fir das Neumann-Problem und die Helmholtz-Zerlegung von I7 13

: .
15 Ml ey S 1A g
(HL) { fe L'(R’), 0< 1 <3,

Der Rand G von G soll endlich viele Zusammenhangskomponenten haben, die
geschlossene Flichen sind; er wird in der iiblichen Weise zu einer Riemann-
schen Mannigfaltigkeit mit Metrik g;z und g = det(g;z) gemacht. Fiir Tangen-
tialfelder @ hat man

Diva=-L_2 4
L2 (/g

und fiir Funktionen @ auf 6G setzt man

ik 0 ox
Gradp=g —%—i
ou Ou

(Summationskonvention, #', %’ sind lokale Parameter). Dann ist
Div (¢a) = (Grad ¢,a) + ¢ - Div a.

Wegen [ Divadf2 = 0 folgt die Formel der partiellen Integration
4G

J (Grad @,a)dQ22 = — [ ¢ - Divad
G G

mit dem Oberflichenelement 4£2. Firr in G oder G hinreichend glatte Vektor-
felder gilt bekanntlich die folgende niitzliche Formel

(vrotv | ,;6) = —Div[v,v] bzw.
(U, rotv | 5¢) = — Div[ ¥, v].

Einen Beweis kann man durch Nachrechnen ohne grofle Miihe finden (s. auch
[9, S.106, S.107]). Die Riume W*?(6G), —1 £ o £ 1, p>1, fithren wir in
§ 1 ein. Als Spursatz bezeichnen wir die folgende bekannte Aussage: Jedes Ele-
ment ¥ € W!'-VPP(3G) 1t sich zu einem ¥ e W"?(G) oder W"? (&) fort-

setzen mit

Y|16G = y im Sinne des Spuroperators,
NP lUwrrcy bzw. | ¥llwirG S cllwllwt-1/0rc6

¥ verschwindet auflerhalb eines in G bzw. G gelegenen Rand-
streifens an & G. Umgekehrt ist die Restriktion eines Elements
¥ e WH(G) auf 8G aus w22 (5G), und es gilt

| ¥l wi-1/pppc) = cll Pl wLrG -

(5]
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14 Wolf von Wahl

WHHG) = HY(G), WH(G) = HIM(G), WI(G) = i1"7(G), W' ()
= HIP(G) Wloc (&), Wloc (&), BPP(IR ), H*" ? (IR?) haben die iibliche Be-
deutung. Die bereits erwihnten Darstellungen (0.6), (0.7) sind einfach unmittel-
bare Konsequenzen aus dem sogenannten Fundamentalsatz der Vektoranalysis,
in dem jedes hinreichend glatte Feld v in der Form

v=—grad U+rotA mit divA=0

zerlegt wird. C**%(9G), C**%(G), d(ac) C (G) keINU {0} 0<a
< 1, haben die iibliche Bedeutung, wihrend C (G) ckre (G) aus den in G k-
Mal stetig differenzierbaren bzw. k-Mal zum Exponenten o Holder-stetig dif-
ferenzierbaren Funktionen # bestehen mit

su%IDu(x)l <+, |fl £ k£ bzw.
su%IDﬂu(x)I < +ow, |[fl Sk, und

| DPu(x)— DPu(x))

a
xx'eé |.$C x’l
>

< +oo.

S(IR?) sind die in IR? schnell abfallenden (temperierten) Funktionen. Die Funk-
tionen f-!r— div'ydx’, flr div’ wdx” sind gegeben durch
G é

gux——lﬂ (div ) (x) dx’, £ —— (div ) (x) dx.

Entsprechendes gilt fiir -1; rot” wdx” usw. r steht fir [x—x].
G

Kz (0) ist offene Kugel um 0 des IR’ mit Radius R> 0. [.,.] ist das Kreuzpro-
dukt im R’.

Fiir einen Banachraum B ist B* sein Dualraum, L (B, B;) sind die beschrink-
ten linearen Operatoren vom Banachraum B; in den Banachraum B,. Ist etwa
B; > B,, so kann man die intermediaren Riume (B, By)g,,0 < #< 1, p> 1, stu-
dieren (reelle Interprepolationsmethode oder K-Methode, s. § 1). N(T') ist der
Nullraum eines stetigen linearen Operators T. Der Wert eines linearen Funktio-
nals, das auf einem Banachraum oder lokal konvexen Raum erklart ist, an der
Stelle u, wird oft mit <f #> bezeichnet.

Wir benutzen (.,.) sowohl fiir das I* oder I7-17-Skalarprodukt (l + l =1)
als auch fiir das Skalarprodukt im IR oder C°. Die Norm von r (8G) Lp (G)
I?(G) bezeichnen wir auch mit || Ilo 2l ||o poll ||o »- Entsprechend werden die
Normen der Sobolev-Riaume W*?(6G) aus § 1, der Rdume W2 (G) usw. mit

G .
s, B0, usw. bezeichnet.

6]



Abschitzungen fiir das Neumann-Problem und die Helmholtz-Zerlegung von F 15

§ 1. Integraloperatoren auf dem Rand von G

G ist eine beschrinkte offene Menge des IR’. &G sei von der Klasse C7, insbe-
sondere liege G lokal immer auf einer Seite von G und die duflere Normalev
existiere in Jedem Punkt von c')G Sie erd je nach Orlentlerung, in lokalen Pa-
rametern #', u® durch + [3x/8u ox/ou*]/ \[dx/ou', dx/8u*]| gegeben. G be-

sitze eine Darstellung G = U1 G, mit beschrinkten offenen, wegweise zusam-
yv=

menhingenden Mengen G,, d.h. 7 ist die zweite Betti-Zahl von G = R’-G.
Jedes 8G, wird in der tiblichen Weise zu einer kompakten randlosen Rlemann-
schen Manmgfaltlgkelt gemacht, d.h. man setzt g;; = (8x/ 01, ox/on®), 1 £ 4,
k < 2. G, sei natiirlich geschlossen. D(8G) ist der €-Vektorraum aller un-
endlich oft stetig differenzierbaren Funktionen auf 8G, ausgestattet mit der
iiblichen lokalkonvexen Topologie, D’ (6 G) sind die stetigen lmearen Funktio-
nale auf D(8G) (Distributionen auf G). Ein Element f aus L' (9G) wird wie

iiblich mit der Linearform
fu>= [ fud ueD(@G),
Pre

identifiziert. Die Raume L,(3G), W"?(9G), W**(3G) = B, ,(6G),0<s <1,
werden als bekannt vorausgesetzt; s. hierzu etwa [7, 3.6.1]. Anwendung der K-
Methode, s. [7, 1.3.2], liefert

(IF(8G), W (8G))s, = WP (@G),0< 8 <1,

mit dquivalenten Normen, wie wir gleich zeigen.

Wir konnen natiirlich die Dualriume (W*7(8G))* erkliren und sie lo-
kal iiber die Riume B;,jp(IRZ) bzw. H "?(IR%) beschreiben (0 < s< 1). Dazu
dient die

Definition 1.1: Sei g £1,0< s < 1. Sei (U, xj, (U)}, 1 S j S N, ein Atlas
der Mannigfaltigkeit &G, sei {; eine untergeordnete Teilung der 1 auf 6G. Dann
setzen wir

W 10G) = {fIfeD (3G), f mit <f,0>:=<f{ - pox'>,
peSMY, istaus H "IMRD fiir s=1 bzw. aus
B, (R) fir 0<s<l,j=1,..,N}
Als Norm von W., ,(8G) fiihren wir die Grofle

N
q 1/ .
“f” w-s ‘I(aG) ”f” -5q = (jg:l u_f_.;” 'S;q(]RI)) 9 emn.
P N

1 D.h.: 8G, besitze endlich viele Zusammenhangskomponenten, die geschlossene Fli-
chen sind.

[7]
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16 Wolf von Wahl

Es ist leicht zu sehen, dafl mit dieser Norm W~ *4(3G) ein Banachraum wird.
Die Verbindung zwischen den Riumen (W*?(2))* und W*¥(2G) stellt der
folgende Satz her:

Satz 1.1: Es ist fiir p,q> 1,% + -‘1;= 1 mit dquivalenten Normen

W1 0G) = (W (@G)*0=s S 1.

Beweis: Als potentiellen Isomorphismus des €-Vektorraums (W*? (9G))* auf
den C-Vektorraum W7 (9G) wihlen wir die Abbildung L mit

f=LAfe (W 2G)*,
fu>=<fu>,ueD@G).
Man iiberlegt sich sofort, daff C*(@G) dicht ist in allen W (0G), —1

<o<1, r>1(CS(RY ist dicht in By (R%), o€(01), r>1, und in
H*""(RY, r>1,s. [7, S.176]) und L bijektiv und stetig ist.

Satz 1.2: Seien p,q > 1. Dann ist

(W 1(3G), L1(8G)) 54 = W *1(9G),

(I (5G), W™ (8G)) 5, = W P (8G),0< F <1,
mit dquivalenten Normen.

Beweis: Wir ordnen jedem fe w1(3G) die Distribution £ aus Defini-
tion 1.1 zu. Dies liefert eine stetige lineare Abbildung T'j von w4 (8G) nach
W4 (IR? und von L?(8G) nach L1(8G). Es ist

N
fu> =D <fj, Guox>

j
N *
= )<T;f{unox>.
1
Es ist T, eL((W"1@G), L"(8G))aq (H™" (RY, L (R?)g,). Fur
Fe(W1(2G), L1 (3G)) s, folgt
(W "1(2G), L1 (9G)g, < w %1 6G)

mit einer stetigen Einbettung. Nun ist w- e ©0G) = (Wﬁ’p (0G))*, % + —Iq— =1

nach Satz 1.1. Ordnen wir jedem # € I (0G) bzw. ue w"? (@G) die Funk-
tion {juox; zu, so erhalten wir eine stetige lineare Abbildung 7; von I’ (8G)

nach I? (IR? und von W7 (8G) nach wh? (R?). Vermoge
N
#= Z Giu
j-1

(8]
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Abschitzungen fiir das Neumann-Problem und die Helmholtz-Zerlegung von I7 17

liefert dies wie oben
(I’ 2G), W"? (9G))g, = W7 (5G)
mit einer stetigen Einbettung. Also ist
(W 18G), L1(6G)) s, = W 1 (5G)
= (W @G)* = (I (2G), W™ (5G))y,
= (W "1(3G), I (9G)) s,

nach [7, 1.11.2]. Daher gilt uiberall das Gleichheitszeichen mit #quivalenten
Normen. Damit erhalten wir die erste Aussage des Satzes. Aus

(WP @G))* = (I (6G), W (3G))3,
mit dquivalenten Normen und

(I (6G), W' (5G)) g, = W (2G))

folgt auch die zweite Aussage des Satzes.
Im zweiten Abschnitt dieses Paragraphen beschiftigen wir uns mit Randinte-
graloperatoren, nimlich mit

MAD = [ 72774 (£) d2,

K2@) = T3 [ D GHAE) dR £ <2,

av r

wobel % = + gesetzt ist. Bei M handelt es sich um die Randwerte des Ein-

fachschichtpotentials M mit der Belegung 4, bei K um den Randintegralopera-
tor des Neumann-Problems. Es gilt der

Satz 1.3: Es sind MK e L(L? (6G), W"? (0 G)) fir jedes p>1. Erklirt man
M, K zundchst auf A € C”(8G), so lassen sich diese Operatoren durch Abschliefung
zu Operatoren aus L ( wobe (0G), I (9G)) fortsetzen. Diese Fortsetzungen wer-
den ebenfalls mit M, K bezeichnet. Fiir sie gilt

MK e L(WW" @G), WP (3G)), p > 1.

Beweis: Vom bereits eingefithrten Atlas (U}, x;, x;(U;)), 1 £ j £ N, der
Randmannigfaltigkeit G setzen wir voraus, dafl die U; konvex und je-

weils durch endlich viele stetig differenzierbare Kurven berandet sind. Es ist
(A€ I”(G), g = det (gir)

Mi=3 [Lerde=3 | o A )

j=108G =1y ORI

Ve utydu" du?, £ = £l ud), & = £t WD)

(9]
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wenn #', #? lokale Parameter aus U; sind. Offenbar ist es fiir die erste Behaup-
tung des Satzes vollig hinreichend zu beweisen, dafl

f=1 L GAE ' ™)) Y g (') dut d®
Tgge )=ty Y ( )

n WI’P(@) liegt und einer Abschitzung IIflllg = cllAllp@c) genigt. Da es
klar ist, dafl wir es nur mit Randpunkten Zu tun haben schreiben wir statt
gf(uI u) £’ : u ) auch x = x(u', u) x=x(u',u ) Entwicklung vom

x (', uh)—x (', u ) nach Taylor um (#', u?) liefert

r=(lx——xl)2={ Z gu(u u)(u u)(uj—uj')

t_)=

1 92x
+2 Z ( 1(” {aujauk ((Mlauz)

ii,k=1

+ e (', u?) = D)) A= de) (' = u"y (o — ) (u* ~ u¥)
2 1
+ 2 (U

ijkl=1 0

‘912"”].((14‘,:42) + (", ) = (', uD)) (1=1) dt,
d

}_%5367 (', + (", ")~ (', D)) (1 = 1) dt)

0 ou"o
L, . " y1/2
' —u Y =) =B = u)
Im Term zwischen { und } bezeichnen wir die erste Summe mit £, = Z; (#, )
=X, (s,u—u’) und die verbleibenden Summen insgesamt mit T, = X, (u,#"),
w=(u",u"), w =", u"). Also ist
172

TR i

1
Tt
roos2 (g 45y 252

und wir setzen

/2 . , P
1% () — (21 () + Zp (1))

(Bt (0 + S )25 )y

Rl (”} ul) =

Hierbei denken wir uns die Parameterumgebungen U; hinreichend klein ge-
wihlt, so dafl X; stets %, iberwiegt. Insbesondere erhilt man dann

Rie C'(Tx U—{(mu)lu=u"),

IR (s 4)] & ——=

L1/

Ju—u'|

anl anl < c
= =3

(10]



Abschatzungen fiir das Neumann-Problem und die Helmholtz-Zerlegung von 1 19

Ry ist also mit seinen Ableitungen ein schwach smgularer Kern, wihrend
1

[ 21 (wu—u')]

—{oD,

-4
den folgenden Voraussetzungen geniigt: 2/ ist aus C' (T x R r( ';\4/2, s

\i\ft(;u,l/ll(u—u’)) |/1|_1>1(1’4M ), A +0

F , ¢ . | S BN
"(,m—i’(il(”’”—”)hé —,i=1,2. | A

Es ist nun klar dafl — —ﬁ]l (hu—wu ) = {il (mu—u )7e1n singulirer Ir -D "‘

Kern im Smn von [1, p.290] ist. Die Emschrankung von u# auf U ist unwesent-

lich, da wir nur an der W" ?(U;)-Norm von M({;A interessiert smd Es folgt
jetzt wie in [8, S.202-204]2

1
und damit
||M/1||1 < C”’“'U’( 5G)

Da M formal selbstadjungiert ist, folgt mit dem Satz von Fubini-Tonelli sofort
IMAN iy, S AT, A€ C7(@G),
so dafl wir nach AbschlieBung von M in W™ "?(8G) erhalten:

Mel(IF (0G), W"? (3G)),
MeL(W 7 (2G), IF (6G)),

also wegen Satz 1.2 die Behauptung des Satzes fiir M. Zum Beweis des Satzes
tir K betrachten wir neben K seine Adjungierte L,

LAE) = 37 | GEDEE)A ) d, £ <G, —

ov'y
den Randintegraloperator des Dirichlet-Problems. Hierbei ist

a‘,!)(f &) =(v(&), grad ¢ = §|) lT

? Der Beweis bezieht sich nur auf p = 2, a8t sich aber ohne Anderung auf p> 1 iiber-
tragen. In Lemma 2.1 in [8] mufd es hexﬁen SO M(x,x—3)| S clx—yl=" x + 3~
wihrend ,if (2.5) is fulfilled for K = —9¥M“ gestrichen werden kann.

[11]



20 Wolf von Wahl

Wir haben nach Taylor mit den vorhin eingefithrten Bezeichnungen

LHEN=-(v@ -8

—==G Z (5 ! ), 25 ),

82x 0 a0 Ny
=X (u,u’))(u' —u') (=)
b’ ou’

2 1
1 o 1 2 ] 1 2
+2 2 T(E ), 5 ()],
ou ou

ijk=10

6uau’ak((u W)+ (', u?)— (') (1— ) de

= u"y (= ) (= uF)) % .

Fiir % erhalten wir aus den vorhergehenden Rechnungen die Darstellung
r

Lt 27— (3) + 1)
3 ¥ (21+2)3/2 372

wobei 2, Z, die vorhin eingefiihrte Bedeutung haben. Wir setzen diese Darstel-

lung in unsere Formel fiir (% %) (&£ &7) ein und erhalten

2 ’
m{uz_ (25 ), ),

x i iy 7 1
() (' =Y — )} ————
au’au’( )¢ )¢ )} Ty (wu—u)?

av r)(gg) =

+ Ry (u,u).

Der erste Summand geniigt denselben Anforderungen wie vorhin

——;72— , wihrend fiir den Restterm R, (%, #”) sogar gilt:
Li(mu—u)

R,e C (Ux {(u,u')lu=u'}),

IR, (u,u) S ¢
|¢?RZI |6R2|
ou' lu—u'l

Eine entsprechende Darstellung leitet man fir den Kern von L, nimlicl

)(§ &) ab, indem man die Formel

avr

[12]
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o¥ S|
(GPEO =) = v(©. & =) 5+ CDED
r

benutzt und v(&) — v(£) um & nach Taylor beziiglich lokaler Parameter ent-
wickelt. Damit folgt

KA < cllAll p o »
ILANDS < cllAll g, -

Da L die Adjungierte zu K ist, folgt wieder mit dem Satz von Fubini-Tonelli
1K Al pocy < clAI’S,, A€ C*(8G)

und hieraus wie eben fiir M die Behauptung des Satzes fiir K.

Niitzlich sind die folgenden Aussagen iiber Tangentialfelder: 1LG),
p>1ist der C-Vektorraum aller beziiglich des Oberflichenmafles auf 4G fast
iberall auf G erklirten Abbildungen von 8G in € mit (va)=0 und

3

J1a1?dQ< + «. Mit der Norm ( ) [ la,-lpa'.Q)l/P wird I2(8G) ein Ba-
G i=10G

nachraum C%(8G) ist analog definiert. W3’ (8G) ist der Raum der Tangenti-
alfelder @ mit a;¢ W*?(8G), i =1,2,3(0 £ s = 1) und der Norm

3
Halss = (3 NaliSye,
i=1

Topologisieren wir C7(8G) in der tiblichen Weise, so entsteht D,(¢G). Die
stetigen linearen Abbildungen von D,(9G) in € werden mit D7(8 G) bezeichnet.
Damit konnen wir W3 7 (¢G) analog zu Definition 1.1 erkliren. Es gelten die

zu Satz 1.1 und Satz 1.2 analogen Aussagen, die Beweise entsprechen denen der
Sitze 1.1 und 1.2. C2(8G) ist wieder dicht in W3" (6G), -1 S s S 1,p> 1.

Satz 1.4: Der Operator Div (s. §0) ist aus L(WIT’P (0G), IF (8G)) Erklirt man
Div auf C (8G), so laft sich Div durch Abschlieflung zu einem Operator aus
L(LL(0G), W™ (2G)) fortsetzen, der ebenfalls mit Div bezeichnet wird. Fiir
ihn gilt:

Dive L(W. Y22 (aG), W7 (2G)).

Beweis: Die erste Aussage ist klar. Vermoge der Formel der partiellen Integra-
tion hat man

J (Diva) - 0d2=— [ (4 Grad ) d2,
G G

aec C3(0G),
peC”(0G),

[13]



22 Wolf von Wahl

also
IDiv all’S, < cllall o) -
Damit folgt die zweite Behauptung. Wir haben also
Dive L(W? (6G), IF (6G)),
DiveL(IL(2G), W "7 (6G)).
Durch Interpolation folgt die dritte Behauptung.
Zum in Satz 1.3 eingefiihrten Operator K e L(W ™" (6G), W (3G)) be-
merken wir noch, daf auf Grund der regularisierenden Eigenschaften von K

gilt: Jedes Element # aus N(/ £ K), d.h. u + Ku =20 in W (8G), ist aus
C?©G),0<a<l.

§ 2. Das Neumann-Problem im Innenraum

Sei G = IR® beschrinkt und offen wie in § 1. v sei die dufere Normale an 6 G, &
€ (0,1).

Satz 2.1: Sei ge C7(8G)
we CH(GYNCH(G)
—Au=0 in G
(;—"j =g auf G
Dann gilt
TullS < le 1
" M”O’p = “VM“U(G) = C(p)”g"_l/p,p, p > 1.
Beweis: Es ist fir we (Cy = (G))’ jedenfalls
1 1 12+ /
0= (—AM,'—G‘(j;?dIV l//dX)
= (Vu,—Vﬁ_([;irdiv' wdx")

- [l divydx de,
G

v am
(Vu, rot —— [ L rot’ w dx’)
> dn o

= [uy rotﬁ(f;—i—rot' wdx") dQ.

G

[14]
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Wegen = — — grad f div’ wdx’ + 4 rot f —rot” wdx’ folgt

IVu, )| £ Ifg f L div’ wdx’ dQ |

I
+1f u(v,rot%jirot' wdx’)y dQ |,
éG Ts T

II
G I ’
1S cligh?S, i § L divydsills,
G

G 1 4 » éG
< cllghZy,, |l § L divydxli%y,,
G

(Spursatz)
oG | T G
é c”g”_l/p,p“ J-?dlv l//dx ”1»4
G

(CZ) 2
@D = cligl®S, i,

oG . 1 1 P P G
11 é ||M||1_1/p,p||D1V[V,ﬁ£7rot l//dx —_c]”—l/q,q’
¢ irgendein in den Zusammenhangskomponenten von 6G jeweils
konstantes Vektorfeld,

(Satz 1.4)

oG 1 1 , , oG

< ||u||1_1/p,p”[V,4—,;.£7r0t wdx — cllli g
oG 1 1 , , GRr

= CI'MIII_I/p’PIIW_gTrOt wdx' —cll g,

Gr ein in G gelegener Randstreifen an G der Breite R >0, R
hinreichend klein,

/ 4 G
= C”“"l 1/pp" VI rot l//a’x ”O,q

nach Poincaré, wenn man fiir die Komponenten von ¢ die
Integralmittelwerte der entsprechenden Komponenten von

4—17; I lrrot' wdx” in den Zusammenhangskomponenten von Gg
G

nimmt,

(CZ)
(2.2) =< C“M”] 1/pp” l//”

[15]



24 Wolf von Wahl

Nun ist # = ‘flrld.Q in G A— KA= g in éG, also

aG

oG 1 oG
"M"]-]/p,P é cll 3'[;?1 de ”1_1/1,’},

(Satz 1.3) o
é C“ﬂz“—]/p][, .

Wegen A— KA = g folgt

oG oG
"ﬂ' + ho ll_l/p,p é C”g"-l/p,p s

wobei hoeN(/—K)c C*(9G) ist. Wegen i = [ L(A+ ho)d2= [ +1dQ
oG oG

+ ¢ ¢ konstant in G,, ist V4 = V4 Wir konnen also von vornherei # durch #
ersetzen, und erhalten

I+ IS cllghly,, Iwlle,.

§ 3. Das Neumann-Problem im Auflenraum

Sei G =R’-G wie in § 1, ¥ die duflere Normale an oG, a € (0,1). Dann gilt
Satz 3.1: Sei ge C%(0G),

ue CH(G)nC (G

#(x) = O(ch-l) fiir x| =

Vu(x) = 0(|_x117) fiir 1x]->o

Au=0,2—z =g auf 0G.
Dann gilt

é
IValig, = IVullo, < cP)gh-1pp, 2>

Beweis: Bis auf die Abschitzung (2.1) ist der Beweis derselbe wie der von Satz
2.1, man mufl nur G durch G, — K durch + K ersetzen. Die Einschrinkung
p > 3/2 ist darauf zuriickfithren, dafl die Abschitzung (2.1) erhalten werden
mufl. Sei Gg ein in G gelegener Randstreifen der Linge R > 0 an G. Dann hat
man, wenn wir die Herleitung von (2.1) im Fall des Auflengebiets betrachten,

1 g » 0G
||£7d1v l//dx ||1_1/q,q

G
1 4-.- o R
< cllf—r div' wdx’lly g,
G



—

Abschitzungen fiir das Neumann-Problem und die Helmholtz-Zerlegung von P 25

é é
< (VL div wdxll X + I L div wdxlly )
6" 7 6" 7

3 G
< cVfLdiv wdxlng + If2div’ ydxllig)
e G
(€2) )
) e
vy

<c(lylg, + 1 J 1 div ydx'lloy,)
G

mit +— =+
@, 9 R
G - 7 / R
< c(lploy + 12 div wdxllog,),
G
(HL) .
G
< cllylio, -

—%, falls g<3 ist,

Die Annahme g <3 ist dquivalent zu p>—;~, dal+Ll=1ist

Die Einschrinkung P>% kann man nur in speziellen Fillen beseitigen, etwa

wenn die Neumann-Vorgabe von der Form g = (¥, v) mit einem divergenz-
freien Vektorfeld aus I7 (G) ist.

Satz 3.2: Sei ve (Cl(é))Sﬂ (I7 (G))® fiir ein p>1. Sei g = (¥,v) auf 3G, u
eine Lisung des Neumann-Problems wie in Satz 3.1. Sei div v = 0. Dann ist
Vue I’ (G),
IValls, < c(p)lolig, -

Beweis: Zunichst ist (€ (Cg ($))

PYe 47
=[v -V [div wdx dx,
¢ 7

also
(C2) . R
1 1 4+ , G G
I(Vu,—Vﬁ_£7d1v wdx )| = llollg, Tyl -

Die Abschitzung (2.2) lafit sich fur alle p>1 auf den Fall des Aufengebiets
iibertragen, indem man G durch G, Gg durch Gy ersetzt. Dies liefert

1 1 o ’ oG G
|(VM, rotﬁ_cf;—rrot l//dx )I é C"g"_l/p,p "W”O,q'

[17]
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Sei § irgendein Element aus W7 (&), das aufierhalb einer hinreichend groflen
Kugel um den Nullpunkt verschwindet. Es ist

f (B0)ydR2 = [(0,V9)dx, also
G

oG

| [ @ dQ1 < liolls, Igic, .
oG

Sei 7 nun aus W'#7(3&). Dann gibt es eine auch mit i bezeichnete Fort-
setzung zu einem Element aus W "7 (G), das auflerhalb einer hinreichend gro-
Ben Kugel um den Nullpunkt verschwindet und der Abschitzung

iy, < chahiy,,

geniigt mit einer von i unabhingigen Konstante (Spursatz, § 0). Damit folgt

v
| fgwd1 £ cllollg 1715 100
Ele;

also

Ple: é
gl 1/p, = clivllg,, .

Satz 3.2 ist bewiesen.

§ 4. Die Helmholtz-Zerlegung von (L (G))’ und (I (G))’, p > 1

Wir wollen hier (£7 (G))’ bzw. (I (G)) in die Gradientenfelder und seinen di-
vergenzfreien Anteil zerlegen. Die letzte Bezeichnung ist irrefithrend, da der so-
genannte divergenzfreie Anteil in Wahrheit der Abschluff in der Norm von
(7 (G))’ bzw. (I7(G))® von ergiebigkeitsfreien Vektorfeldern ist und be-
kanntlich ein Unterschied zwischen ergiebigkeitsfreien und divergenzfreien
Vektorfeldern besteht. Es gilt der

Satz 4.1: Sei p>1. Dann ist
(L’ (G)) = R(Q)@R(P)

wobei R(Q), R(P) die Wertebereiche zweier Projektoren P,Q in (I7 (G))’ sind.
Insbesondere sind R(Q), R(P) also abgeschlossene Teilriume von (I?(G)) .
Es ist

R(Q) = {Vglge W' (G)}

R(P) = {vlve(C(G)’N(C(G)), (vv) =0 auf 8G,
.
diveo =0 in G}

(2 (&))’.

[18)
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Beweis: Im Beweis lassen wir meist den Exponenfen 3 bei (17 (G))’, (Cc*(&))
usw. fort, da Miflverstindnisse nicht zu befiirchten sind. Sei ¢ ein Vektorfeld
aus C4(G). Dann gilt

1 1 q: , 1 1 , ’
Q= —grad4—r£7d1v @ dx +rot—4—;_£—rrot @dx’.

1+a

Da j’irrot' @dx” aus C (G) ist, O< <1, ist
G

rot-= [ Lrot 9 dx’lsc € Co(8G).
/4 G r
Wegen
1 1 , ’, . 1 1 ’, ’
(41) (V, rotﬁ£7rot (pdx |¢'9G) = —DIV[Kﬁa_L?I'Ot (pdx |3G],‘

[, Divy L [ Lot pdx’lyc] d2=0,
v

oG 4756
oG (VZ) irgendeine Zusammenhangskomponente von 6G,,

hat das Neumann-Problem AH =0 in G, GH _ v rot —— I Lot 0 dx’| 6
ov 47 r

auf &G, jedenfalls eine Losung H, die bis auf Addition einer in G, jeweils kon-
stanten Funktion eindeutig bestimmt ist. / ist aus c?(G)n C'(G). Insbeson-
dere ist grad H eindeutig bestimmt und hingt linear von ¢ ab. Es sei

Qo= —grad%j’ldiv' @ dx’ + grad H,
ﬂGr
Py = rot%flrot'(pdx'—gradH,(pe Co(G).
ﬂGT

Q, P sind lineare Abbildungen von Cj(G) in C%G) mit p = Qe + Po.
Nach Calderén-Zygmund und Satz 2.1 folgt
1QelS, < c(ll@ls, + 12155, )
< c(lpligy + 1 L rot’ @ dx’lly )
G
nach (4.1), Satz 1.4, Spursatz,
S c(le ||g,, nach Calderén-Zygmund.
Ebenso folgt
1Ppls, < clipl, .

Damit gestatten Q, P durch Abschliefung jeweils eine beschrinkte Fortsetzung
auf I (G), die wir auch mit Q,, P, oder einfach Q, P bezeichnen. Nach Kon-
struktion ist Pou = Pyu, Q,u = Q,u, ,p>1,u¢€ L' (G)NIF(G) und

[19]
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(V>P¢I8G)=oy S C:(G),

also nach dem Satz von Gauf}
(Qo,Py) =0, g,ye Co(G)

(42)  (QfPg) =0, feI’(G), g (G), ; + 4= L,

1
q
(43)  f=Qf+ Pf feI’(G).
Wir befassen uns jetzt mit dem Fall p = g = 2. Dann ist

([P*h) = (Pfh) = (PL£Qh + Phy = (£P*Ph), fhe [}(G),

also P* = P*P, und mit der Selbstad]unglerthelt von P*P folgt P= P’

I (G). Ebenso folgt Q = Q? in I2(G). Also ist Pp = P,Pp, Qp = Qqu;,
@ e Cy(G), und damit P= PL Q= Q% in I7(G). (4.2) liefert PQo =
QPp =0, pe Cy(G), also PQ QP = 0. Dies ist die behauptete Zerlegung
von I? (G). Wir beweisen nun die angegebene Charakterisierung von R(Q)
und R(P). Sei fe I’ (G). Sei (¢,) eine Folge aus Cq(G) mit ¢, f p—> .
Dann ist Qf = ;ltl—{n Q@ in I (G). Zu @, definiere man grad H, wie vorher

grad H zu ¢. Dann ist, wenn wir irgendeine der moglichen Funktionen £, aus-
wihlen, jedenfalls Q@, = VA, mit

by = f—{;}d;v'@, dx’ = H,.

Sei ¢, =—— [ h,dx in G,. Dann konvergieren nach Poincaré und Kon-
TN P &

struktion h, —¢, und V(h, —¢,) = VA, fir pg—>w in I’ (G) gegen h bzw. VA;
also ist he W"7(G) und Qf= hm Qop, = hm Vh, =Vh. Sei umgekehrt A
e W"?(G). Dann ist

Vh = QVA + PVA, also
(Vh ) = (QVhA @) + (PVh @), 9 e C5(G).
Sei (f,) eine Folge aus C5(G) mit f,>Vh in IF (G) fiir g—>co. Also ist
(PVh @) = lim (Pfy, @),
=;1ti—>ﬂ:c(}5" Pp) = (VhPp), p e Co(G).
Mit dem Satz von Gaufl folgt (PVh @) =0, also (VA @)= (QVA @),
@ e Cy(G), also VA = QV#h und die angegebene Charakterisierung von R(Q).

Zunichst ist die Inklusion

[20]
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R(P)c{vlve (C*(G)’N(CH(G)), (vv) = 0 auf 4G,
N 2 (G)

divo =0 in G}

klar. Sei nun o aus der letzten Abschliefung, (v,) eine Folge aus {...} mit
Uy 0, >0, In I?(G). Es ist v, = Qu, + Py, =Vh, + Py, Py,e L' (G),
r>1.Sei pe Cy(G), Qp=Vh mit he C'(G). Es ist nach dem Satz von
Gaufl ’

0 = (v,,Vh) = (Vhy,VA) + (Pu,,Vh),
= (Vhy,Vh).

Also ist VA, im Orthogonalkomplement von R(Q;) enthalten. Fiar p = 2 ist die
bereits gewonnene Zerlegung von Lf (G) eine orthogonale. Wegen VA, € R (Q)
ergibt sich VA, =0, v, = Py,, v e R(P).

Im Fall einer unbeschrinkten Grundmenge G < IR’ Lifit sich der Beweis anni-
hernd analog, jedoch mit einigen charakteristischen Abanderungen durchfiih-
ren. Sei G = IR® wie vorher, also beschrinkt. Sei G =R’— G Dann ist

G=U G UGy

nit den beschrinkten Zusammenhangskomponenten G,, 1 £ v < m, m =2.
Betti Zahl von G, und der einen unbeschrinkten Zusammenhangskomponente
G, +1 . Die Rinder 8G, sind von der Klasse C®, ihre jeweils endlich vielen Zu-
sammenhangskomponenten sind geschlossene Flichen, 1 S v = m + 1. ¥ ist
wie in § 1 die duflere Normale an 8G = G beziiglich G. Es gilt

Satz 4.2: Sei p>1. dann ist
(I (G))’ =R(Q)®R(P),

wobei R(Q), R(P) die Wertebereiche zweier Projektoren P, Q in (2 (6))
sind, Insbesondere sind R(Q),R(P) also abgeschlossene Teilriume won
(I (G)). Esist

R(Q)={Vglge W™ (Kx ()N G), R 2 Ry, Vg e (L7 (G))},

R(P) = {vlve(CO(E))N(CH(G))’ N(L(G)), r>1,
N
(%,v) = 0 auf G, divo =0 in G} I (G)

fiir ein hinreichend grofies R°> 0.

Beweis: Wir lassen wieder meist den Exponenten 3 bei (Z7 (&))? usw. fort. Fiir
die Vektorfelder ¢ € C5 (G) gilt eine der bereits fir G verwendeten analoge
Zerlegung, das Neumann-Problem

[21]
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—0in & 2H (9ot [Lrof @ dx’| e
AH=0In C, 55 = (V,rot“ﬂ._l(; ~ rot @ dx’l5¢)

auf &G lafdt sich wie im Beweis von Satz 4.1 16sen, wobei - zunichst - das Ver-
schwinden des Integralmittelwerts tiber &G, 4 { der Neumann-Vorgabe nicht be-
notigt wird. Wir setzen wieder

Qo =—gradﬁf%div’(pdx'+gradh’,
G
Py =rot%flrot'(pdx'—gradH. peCh(G).
LN ‘

Nach Calderén-Zygmund haben wir fiir das Feld v = rot %_]. Lot @ dx’ die
- 5 ¢

r

Abschitzung II'vllgP = cII(pllgp . Die Divergenzfreiheit von v garantiert die An-
wendbarkeit von Satz 3.2 auf VH. Mit Calderén-Zygmund folgt fiir die linearen
Abbildungen Q, P von C;(G) in C°(G) die Abschitzung

1Qells,, 1Pplis, < cl@ls, -
Offenbar sind

Qo Ppe 1N L'(G).

+oZr>1

Wir setzen Q, P durch Abschliefung auf L’ (G) fort. Die Fortsetzungen wer-
den mit Q,, P, bezeichnet, oder einfach mit Q, P. Es ist wieder P, u = P, u,
Qu=Qyu, np>1, ue L'(G)YNI7 (G). Weiter ist nach Konstruktion
(v, Pplye) =0 auf G, p € C5(G). Fir R Z Ry ist

[ Qe Py)ydx= [ h(vr, PWlskze) 42 @, we Co(G),

GNKR(©0) 8KR(0)

wobei vz die duflere Normale auf 9K (0) beziiglich Kz (0) und

h = —T%Jo‘irdiv'(pdx’ +H
ist. Wegen A (x) = 0(|‘7|), Py (x) = O(l—ll—z) fir |x|->w folgt

(Qe, Py)=0,0, ¥ e C5(G).
Damit Lt sich wie im Beweis von Satz 4.1 zeigen, daf Q= Q, P*=P und
I’ (6)=R(Q)@R(P)

ist. Fiir die angegebene Charakterisierung von R(Q) ist ein teilweise neuer
Beweis erforderlich, da das Lemma von Poincaré in G nicht mehr anwend-
bar ist. Zu fe L”(G) wihlen wir ¢,, b, analog zum Beweis des Satzes 4.1.

[22]
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Wir wihlen eine Folge (K,) von Kugeln um 0 mit dem Radius R, >0 derart,
dafl

Ri<R<..,R,41—R, 21, also Ry»>+ fir fi—> o,
G < K; sind.

Sei c(f(‘; auf den Zusammenhangskomponenten von G N K; (0) durch den Inte-
gralmittelwert von 4, iiber die betreffende Zusammenhangskomponente erklirt.

hy— & > h in WY (GNK), p>w,

hp—c(}gz)»hz in W (GNK,), p—>w,
usw. und

Vh=Qf in GNK,,

Vh=Qf in GNK,,

usw.

“Esseih=h in GNK,.In GN K, ist b = b + ¢ mit einer auf den Zusammen-
hangskomponenten von G N K, konstanten Funktion ¢ . Wir setzen & = h— ¢
in GN K,. Fortsetzung dieses Verfahrens liefert ein 4 mit

(44)  he N w2 (GNK),),

Vh = QFf Sei umgekehrt ein A vorgelegt mit (4.4) und VA e I* (G). Wir kénnen
dann analog zum Beweis des Satzes 4.1 zeigen, dafl V4 e R(Q) ist, wenn wir
die Gleichung (PVh @) =0, g€ C5(G) beweisen konnen. Wir wihlen eine
Folge ({,) in G Lipschitzstetiger Funktionen mit

& =1 auf GﬂKﬂ,
& =0 auflerhalb K;,,
1§l =1 iberall,
IIVQ}‘IILw(é) >0, U >.
Zunichst ist (PVA @) = (VA Po)
(Vh Pp) = lim (Vh §, Pp).

Ist ¢, auf den Zusammenhangskomponenten von G N K, , gleich dem jeweiligen
Integralmittelwert von A, so folgt

| (VA G Po) = 1(V(h—c.), u Po)I,
= 1(h—q, div (5, Po)!,
= |(h—‘c;u (VC,,,P(/)))l L
< ||v/;||cfpIVg“,,IILw(é)IIP(Dng

(23]
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nach Poincare, % + é = 1. Hieraus ersieht man, daf§ (VA P¢@) verschwindet. Die

Charakterisierung von R (Q) ist bewiesen. Zur Charakterisierung von R P): Zu-
nichst ist die Inklusion

RP)e  {olve(CN(G))’N(CHG)’ N(L(G)), r>1, (%)
I (&)

=0 auf 6G dive=0 in G}

klar. Sei v aus der letzten Abschliefung, (v,) eine Folge aus {...} mit v, >q,
U, in I (G). Es ist

v, = Quy + Py, =Vh, + Py, , Py, € L'(G), r>1.
&i¢ec§«%,Q¢=thnhec%éxhuy=wﬁﬂfm|thLW%
eben beim Beweis von (Q@, Py) =0, g, w e Cg(G), folgt

0 = (0, Vh) = (Vhy,VE) + (Pu,,Vh),
= (Vh,,Vh).

Der Rest ergibt sich wie im Beweis von Satz 4.1.

§ 5. Die solenoidalen Felder liegen dicht in R (P)

Die solenoidalen Felder in G bzw. G sind die Vektorfelder v aus (C§(G))’
bzw. (C‘(‘)O(é))3 mit div v = 0 in G bzw. G. Der Beweis des im Titel dieses Pa-
ragraphen angekiindigten Resultats erfordert ein weitergehendes Hilfsmittel,
nimlich die Charakterisierung des Wertebereichs des Operators div mit Defini-

tionsbereich (ﬁ’/l’P (G))’ wie sie in [9, L8, S.212] gegeben ist.
Satz 5.1: Die solenoidalen Felder liegen dicht in R(P).

Beweis: Wir befassen uns zunichst mit dem Fall einer beschrinkten Grund-
menge G < IR’. Der Fall der unbeschrinkten Grundmenge G 4Bt sich auf die-
sen zuriickfithren. Sei G, ein in G gelegener offener Randstreifen der Breite
ao>0. Ist ao hinreichend klein, so gibt es zu jedem x € G, genau einen nichst-
gelegenen Punkt £ € 8G. Wir haben

x=E+a(—v), a=dist(x%0G),
= |x—¢&}.

Fiir das analytische Vorgehen sei
5.1 x(au’w’)=E@hud) +al-v(n,uh), i =123
mit 0 £ a £ ay, #', 4 aus einer Parameterumgebung U des Randes,

[24]
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& (', 4% = j-te Komponente des Randpunktes & = f(ul, u?),

v (u',u?) = j-te Komponente der sufleren Normalen in ', ud).

Es ist
oxj  9& av;
—% = —2 + a (——2), also
ou ou ou
a—xk=—3§;+ a(—ﬂk-) und
ou ou ou
ax __ _
Py

Insbesondere ist fiir 0 < a4 £ a4, 49 hinreichend klein, U hinreichend klein und
glatt berandet, die Abbildung (5.1) eine jedenfalls einmal stetig differenzierbare
Bijektion von [0,40] x U auf einen entsprechenden Teil von G,,. Wir studieren
die Umkehrabbildung, nimlich a = a (x), # = u(x). Wegen

a(x) (= v(u(x))) = &(u(x))— x folgt

Oa _ — avou . obon

re @ (v(H@) = a0 -6 + 2
mit der j-ten Einheitsspalte e;. Skalarmultiplikation der letzten Gleichung mit
—v(u(x)) liefert

fa (x) =—a (%y' (x), v(u (x)))

ox; Cj

+ (B2, = v () + v (4 ().

Nach der Kettenregel ist

=) — , also
0%; lglau axj
i 2 8 .
2o%(x) = 3 gu(x) L (x) mit
x; I=1 ou

Gi(x) = (9u'/ox') (x),1 S j S 3,1 S [ <2,

Dabher ist
(%2 (x), — v(u(x)) = 0 und
xj
22 () = — a (222 (x), v(u(x))) + % (4 (x).
J j

Fiir u = 2,3,... fihren wir eine Lipschitzstetige Funktion 7),, definiert auf allen
nichtnegativen reellen Zahlen, ein, mit

[25]
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0,0 é t é tlo/ﬂ,
M. () = { linear, ag/p < t S 2ao/p.
'l,t é Zdo//l

7. () S 1,6 20,77 (2) =1/ (Q2ao/pu—ag/p) = pt/ ag, ao/p
é t é 2{10/#.
Fiir 77,04 erhalten wir (ag/u<a<2ay/p)

onuoa

() = mi(a () g (0 = 2T ().

Erinnern wir uns, daff a (x) fir x € G, der Randabstand von x von 4G ist, so
ist also 77,04 Llpschltzstetlg in G und hat kompakten Triger. Fiir ein Vektor-
feld v aus (C'(G))’ mit (,9) =0 auf G und den Komponenten vy, 2;, v3
folgt

677,, Oa

g (%) 7 (x)
——L—Z WWW>WM»mw+ﬂ(Mumvu»

ﬂo/ﬂ <a<?2 do/ﬂ,
also

(52)  1(Vquoav)| = c(Go) in G

mit einer von G, v abhingigen, jedoch von g« unabhanglgen Konstante c(G o).
Fiir unsere Zwecke ist es ausreichend, P, ¢ € C4(G), in (L* (G)) durch sole-
noidale Felder zu approximieren. Wir haben

div nj,0a - Pp = (V104 Pp)

wegen div Pp =0. Zu (V1,04 Pp) konnen wir nach [9, 1.8, S.212] ein
vy € (WIP(G ao/ﬂ)) finden mit

divoy, = (Vv,0a Pp) in G- Gﬂo/ﬂ,

~G, 7 G—-G
ol , C0'% < cll (Vg oa PG, 40/,

(V7 0a PO , .

Die Abschitzungen in [9, 1.5] zeigen, daf} die letzte Konstante ¢ nicht von
7 abhangt v, wird durch Null auf G fortgesetzt. Dann haben wir:
e (W (G,

div v,, (Vn, oa, Pp),

loS, S cl(Vn,0a PR)IIS,.

[26]
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Wir untersuchen jetzt die hohere Regularitit von P@. Zunichst ist (@ € (0,1))
rot flr rot’ @ dx’ e (C'T*(G))’.
G

Die Neumannvorgabe fiir H im Beweis des Satzes 4.1 ist also aus c'**BG),
also ist He C***(8G) (man vergleiche hierzu (0.5) und die sich anschliefen-
den Bemerkungen) und nach bekannten Resultaten fiir das Dirichletproblem
folgt: He C***(G). Somit ist Pg aus (C'**(G))’. Aus V1, 0a->0 fast iber-
allin G fi.'lr0 [ —> o, (5.2) und dem Satz von der majorisierten Konvergenz folgt:
9,0 in (W"? (G))’ fiir £ 0. Wir haben also

moaPp—v,—> Py in IF(G),u—o,
MuoaPp—u,e (W' (G)),

supp (uoalp—v,)c G— Gﬂo/ﬂ’

div (qu0aPp—u,)=0in G p=2,3,....

Die Friedrichssche Glittung, angewendet auf 7,0aPp — v,, die die Divergenz-
freiheit erhalt, liefeft das §ew1’inschte Resultat fiir G. Der Fall der unbeschrink-
ten Grundmenge G < IR’ wird auf den Fall der beschrinkten wie folgt redu-
ziert: Ohne Einschrinkung kénnen wir uns auf den Fall G = G,, 4, beschrin-
ken, d.h. G besteht nur aus einer unbeschrinkten Zusammenhangskomponente.
Gﬂo sei ein in G gelegener (offener) Randstreifen der Breite ao>0, ao hin-
reichend klein. Die Funktionen 7,04 werden wie vorher konstruiert. Sei
£>0. Wir betrachten Po, ¢ € C3(G). Zu £ wihlen wir ein R,>0 derart, dafl
sowohl | Pollr(( 1>y < €72, als auch 0V7Ip0ﬂ =01in |x| 2 R, ausfillt. Zu
éﬂKzRE(O) konstruieren wir v, in (W/;p(éﬂ KZRE(O)))3 wie vorher. Sei
v, (x) =0 fir |x|>2R,. Dann ist 9, € W/l’p(é), vu(x) =0 fir x = éﬂo/ﬂ'
Muoa - Py ist in G stetig differenzierbar und verschwindet in G,,O /u- Es ist

div (n,0aPp—17v,) =0 in G,

G
|P(p—(77uoap(p_'0;t)"0,p =
GNK; R (0

» £

S 1Pe—(nuo0aPp—uy)l, + 1Pl (151> Ry 5

GNK, 2,0 GNEK,p 0
<IPp—m,0aPpllg, R +llullg, % +&/2,

<EU 2 Ho-
Damit haben wir I” (G) durch Vektorfelder v aus (Wfllc’,'éJ (G ))3 approcimiert

mit
divo=0in G,
v(x) =0 in einem individuellen Randstreifen Gs(v) mit & (v)>0,

[27]
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v (W' (6N Kz (0)))’, R hinreichend grof,

e N
RRZRy
ve (2 (G)).
Im nichsten Schritt handelt es sich also darum, die genannten Vektorfelder v
geeignet zu approximieren. Sei R 2 Ry, Ry hinreichend grofl. Wir betrachten

die Folge (K,) von Kugeln K, = K, (0) mit zugehorigen Lipschitzstetigen
Funktionen {, wie im Beweis des Satzes 3.2. Wir konnen annehmen, daf§

IV ll=(G) S 1/uR
ist. Wir haben wieder

div (¢, 9) = (V4. 0)
und wollen das Problem

(5.3) {di""”u=(‘7§n»v) in uR<|x|<2uR,

w, =0 fir |x|=pgR undfir |x|=2uR

betrachien. Wie wir gleich zei§en, hat das Problem (5.3) eine Losung
w, e (W7 (K> ,z(0)— K, R(0)))’, und mit einer Konstante ¢ die nicht von x
abhingt, gilt

K3y RO)-K,z® K3 4y RO)-K R0
(5.4) " TS cuRIVE, v)llo " #E

w, setzen wir durch 0 auf G fort. Die ¢, v — w, sind divergenzfrei, haben kom-
pakten Triger und approximieren v in I” (G) fiir 4 — . Anwendung der Frie-
drichsschen Glittung auf {, v— w, vollendet den Beweis. Wir miissen uns nun
noch mit dem Problem (5.3) befassen. Entscheidend ist, daf8 die Konstante ¢ in
(5.4) nicht von g abhingt. In gR<|y| <2 uR setzen wir

fu ) =fi(Gg ) = BR(VG(3), 2 (7).
Da v ergiebigkeitsfrei ist, ist

) (V& (), v(9) dy =0.

Ky yR(O)-Ky RO

Sei x = %y, also £, (x) =ﬁ,(ﬂLR ¥), 1<1x|<2.Nach [9,1.5,18,S.212] gibt es

0
ein ue (W"? ({1<|x1<2)))’ mit divyu, = fin 1<|x| <2 und
|
5.5 Nl < <

(28]
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Sei i1, (y) = u, (% ), UR<|yl<2uR. Wegen

Oty _ 614”,‘( 1 ) 1
8 yi ox; uR uR

folgt
divy i, = 22l (0) = (V5 00, v ().

Aus (5.5) ergibt sich
~ R<lyl<2uR - R<|yl<2uR
LA e 1 W il

R R
< (Ve v ISR

mit der von unabhingigen Konstante ¢ aus (5.5). Offenbar ist
i, € ((W/'l”,J (Kyur (0) — Ky (O)))3. Wir setzen w, = i, .
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