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1 EINLEITUNG

1 Einleitung

Dieser Diplomarbeit liegt das ,Poincarésche Zentrumproblem® zu Grunde, das aus
himmelsmechanischen Fragestellungen entstanden ist. Ende des 19. Jahrhunderts be-
schiftigte sich die Wissenschaft damit, wie stabil unser Sonnensystem ist. Man fragte
sich, unter welchen Bedingungen sich die Planeten auf stabilen, also geschlossenen
Bahnen um die Sonne bewegen und nicht in spiralférmigen Bahnen in die Sonne hin-
einstiirzen oder aus unserem Sonnensystem verschwinden.

Da seit Kepler bekannt war, dass sich die Planeten nicht auf exakten Kreisbahnen
bewegen, betrachtet man Stérungen der Kreisgleichungen & = y,y = —z um den kri-
tischen Punkt bzw. Gleichgewichtspunkt (x,y) = (0,0). Das zu untersuchende ebene
System, mit dem sich das zweite Kapitel dieser Arbeit beschéftigt, lautet also

dx . .
) ﬁ—x—y+Q(w) L)
Y= —(x + P(z,y))

dt

x und y werden dabei als Anfangsglieder erster Ordnung bezeichnet, P und @) sind
Polynome, die mit quadratischen Termen beginnen. Der lineare Teil von System (1.1)
hat die Eigenwerte i und -i.

Die Frage ist nun, ob der kritische Punkt sowohl in der Zukunft, als auch in der
Vergangenheit stabil ist. Dazu muss untersucht werden, ob die Losungen von (1.1),
die in der Néhe von (0,0) beginnen, stets! in einer hinreichend kleinen Umgebung von
(0,0) bleiben oder aus dieser Umgebung herauslaufen.

Definition 1.1 Falls eine gelochte Umgebung G \ (0,0) des kritischen Punktes exi-
stiert, in der alle in G'\ (0, 0) liegenden Integralkurven geschlossen sind, so spricht man
von einem Wirbel.

Andernfalls spricht man vom Strudel.?

Bemerkung 1.2 Der Name Strudel erklirt sich daraus, dass im Nicht-Wirbelfall in
G\ (0,0), G hinreichend klein, alle Integralkurven Spiralen sind.?

Auch wenn es einfach scheint, die Wirbelfille durch Bedingungen an die Koeffizien-
ten P und @ vollstindig zu erfassen, stellt dies ein noch immer ungelostes Problem in
der Mathematik dar. 4
Im zweiten Kapitel wird zunéchst gezeigt, wie man eine formale Potenzreihe F(z,y) =

Lauch bei Zeitumkehr

Die folgenden Bilder sind leicht verdindert aus [GF] entnommen.

3vgl. [Fr| S.395

4Nur im einfachsten Fall quadratischer P und Q ist das Problem bereits vollstindig geldst.
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(a) Wirbelfall (b) Strudelfall

s 4 2y* + F3(z,y) + Fi(z,y) + ... zum System (1.1) konstruieren kann so, dass

8_i<y + Q) - 8—F<$ + P) = Zko{2 (SZJ% + y%)

gilt, wobei d2k2—2 als Strudelgréfen bezeichnet werden. Sind alle Strudelgrofien gleich
0, so ist das Zentrum stabil (Wirbelfall). Ist aber eine der Zahlen d2k2—2 ungleich 0, so
liegt der Strudelfall vor. Im zweiten Teil des zweiten Kapitels wird analytisch gezeigt,
dass die erste nicht verschwindende Strudelgrofe eindeutig bestimmt ist.

Im dritten Kapitel geht es um das System mit Anfangsgliedern héherer Ordnung

dx . "
ik Y+ Q(z,y)
(1.2)

dy . .
==~ + Pa,y))

wobei n > 1 und P und ) mit Gliedern von héherer Ordnung als 2n + 1 beginnen.
Dieses wird zunédchst auf Polarkoordinaten umgeschrieben. Nach der Korrektur eines
Satzes von von Wahl und Frommer um einen Faktor wird am Ende der Arbeit der
Frage nachgegangen, inwiefern die 27-periodischen Losungen der zu untersuchenden
Differentialgleichung sogar m-periodisch sind.

Notation Zur Vereinfachung werden im Folgenden die partiellen Ableitungen durch
Indizes dargestellt. So gelten z.B. folgende Bezeichnungen:

_ O0F(x,y)
N ox

OF (z,y)

F,:
dy

und Fy :=
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2 Anfangsglieder erster Ordnung

Das in diesem Kapitel behandelte System (1.1) kann man leicht umschreiben auf fol-
gende Form:

) _ T+ Py

y+Q(z,y)

wobei P(x,y) und Q(x,y) konvergente Potenzreihen in einer offenen Umgebung um
den kritischen Punkt sind, die mit quadratischen Gliedern beginnen: P(z,y) :=

> i Pz, y), Qz,y) = 3772, Qj(z,y), Py und @ seien homogene Polynome vom
Grad j.

(2.1)

2.1 Vergleichsdifferentialgleichung

Um zu priifen, ob die Losungen der Differentialgleichung (2.1) vom Wirbel- oder
Strudeltyp sind, wendet man ein Verfahren an, dass auf den Mathematiker Dehn
zuriickgeht, der Frommers Doktorvater war. Bei diesem Verfahren konstruiert man
eine geeignete Vergleichsdifferentialgleichung ¢y’ = —?—z, mit der formalen Potenzreihe
F =312+ 124+, fi(z,y) + (Restglied(n + 1). Ordnung) mit homogenen Polyno-
men f; vom Grad 7, deren Losungen sicher vom Wirbeltyp sind. 5

Falls die Vergleichsdifferentialgleichung so gebildet werden kann, dass deren Feldrich-
tungen in einer bestimmten Umgebung um (0,0) nie mit den Feldrichtungen der Aus-
gangsdifferentialgleichung (2.1) {ibereinstimmen, so sind nicht beide Differentialglei-
chungen vom Wirbeltyp. Da dies aber von der Vergleichsdifferentialgleichung voraus-
gesetzt wird, ist (2.1) vom Strudeltyp. Wir beschrinken uns auf eine hinreichend kleine
gelochte Umgebung von (0, 0).

Im Folgenden sei P := P(z,y), Q := Q(z,y) und fo = fo(z,y) = 32?2 + 3¢°.

Sei (y + Q)F, # 0. Dann liefert der Vergleich von 3’ und Y

, o~ w+ P F —(@e+P)E+Fy+0Q) 1 dt( F, F, )
YT TTYRQTE (y+Q)F, - (y+Q)F, z+ P er(Q)
2.2

Ist die Differenz (2.2) immer # 0, so besitzen Ausgangs- und Differentialgleichung in
G\ (0,0) also nie die gleichen Feldrichtungen.
Im Fall (y + Q)F, = 0 ist (x + P)F, # 0 und man muss die Integralkurve nach y
parametrisieren, ndmlich

de. 1  y+Q F,

dy v  x+P F,
und erhalt das selbe Kriterium.
Wire im Fall (y + Q)F, = 0 auch (x + P)F, = 0, wiirde in hinreichend kleiner

Svgl. |Fr] S.398
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Umgebung um (0, 0) folgen:
v+ FQ=0und 2°+ F,P=0= 2> +y> = 0= (z,y) = (0,0)

Somit geniigt es, die Determinante zu betrachten. ¢ Im Folgenden wird untersucht,
wann diese identisch verschwindet oder nie verschwindet. Es wird sich zeigen, dass
andere Fille nie eintreten, wenn man iiber f;,7 > 3 geeignet verfiigt.

F, F,
det(x—l—P y—i—Q)
. (F. F, F, F,
—det(x y)+det(P Q)

= det (me ny) + det (223 flr 2?23 fly> + det (2522 fz:p 222 fzy)

J/

=0
S f:r fy S fzx fiy
:;det(; ;/>+;det(P Q)
_ - fx fy fzx fiy
_;det(; ;)+Zdet(P' Qj)

=2
Jj=2
:Zdet (fl:r fly)+z Z det (fzm fly)
1=3 vy 1=3 itj—1=I Py @
122;52>2

(Als Ansatz zur Bestimmung der Koeffizienten vertauscht man nun Reihenbildung
mit Determinante)

= fia fl) (f ﬁ-)

:E det( Y+ E det 4

=3 vy i+j—1=l P Qj
1>2;52>2

I
o

bvgl. [vWO06]
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2.2 Sukzessives Losen der Differentialgleichung
yfl:r: _xfly —R=0

Man betrachtet nun die Summe fiir jeden Grad [ > 3 separat. Die gesamte Summe
kann nédmlich zu 0 gemacht werden, indem jeder Summand

Yfie — xfiy + E (fiaQj — [y Fy)
itji—1=l
0522

beginnend bei 1=3 sukzessive durch geeignete Wahl der f; zu 0 wird.

Um besser rechnen zu konnen, werden noch einige Bezeichnungen vorgenommen ’:

Notation
R =- Z (fiaQj — fiyPy) = Z Top” Y (2.3)
itj—1=I vtp=l
122,522
.fl - Z pl/,uxyyu
v+p=l
flx = Z Vpuumyilyu = Z <V+ 1)p1/+1uxyy#
v+p=l v+pu=Ii—1
yflz = Z <V+ 1)Pu+1ul’uy“+l = Z (V + 1)pu+1,uflxyyu
v4p=Il—-1 v+p=l
fo = D mpud’ v = ) (A Dpopna’y?
v+pu=l v4p=Il—-1
xfly - Z (/vb + 1)]911—1,u—&-1xl/y‘u
v+pu=l

=yfu—xfiy+ Y (fiu®; — fiyPj) = 0 kann man schreiben als
itj—1=L
i>2;5>2

(V + 1>p1/+1,u—1 - (,u + 1)p1/—1,u+1 = TWL,VI/, 2 mit v+ n= [ (24)

Tyvgl. [VW69] S.2
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Gleichung (2.4) kann man wie folgt als Gleichungssystem ausschreiben:

1l-pu1 =rg
2-pyu—o—1l-po =Ty

33—z — (l - 1) *Pu-1 = To—2
(2.5)

Lpio—2p1—20 =1i—11

—Pi-11 =T )

Im Folgenden soll nun dieses Gleichungssystem analog zu [vW69| zunéchst fiir un-
gerade [ und anschlieffend fiir gerade [ untersucht werden.

Hilfssatz 2.1 Sei v + p = [ ungerade. Dann hat (2.4) eine eindeutige Losung
Pots P1i—1, P21—2, - - - Pio-

Beweis ® Um das Gleichungssystem (2.5) lésen zu konnen unterteilt man es in zwei
Gleichungssysteme. Man betrachtet zuerst die Gleichungen mit v gerade, d.h. v+1,v—
1 ungerade:

L-pu-1 =ro (2.6)
3epsza—(I=1)-pu1 =ras

5-psi—s — (1 —3) -pyi—s  =Tw—4 (2.8)

L-pio—2pi—22 =1—11 (2.9)

und anschliefend die Gleichungen mit v ungerade, d.h. v + 1, v — 1 gerade:

2:pyo—1l-pu =711 (2.10)
4opua—(1—2) pu2 =r3-3 (2.11)
(0= Dpi-11 = 3pi-3s =122 (2.12)
—Pi-11 =T (2.13)

Man kann das Gleichungssystem (2.6)-(2.9) mit & Gleichungen und %! Unbekannten

eindeutig l6sen, indem man zunédchst jede Zeile nach p,1,—1 auflést und schliefslich
sukzessive py;—1 in (2.7) einsetzt, py—3 ausrechnet und das Ergebnis in (2.8) einsetzt
usw. Man sieht also, dass alle pys; mit A ungerade und § gerade eindeutig bestimmt
sind.

8siehe [vW69]
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Startet man im Gleichungssystem (2.10)-(2.13) mit ebenfalls je ! Gleichungen und
Unbekannten riickwérts mit Gleichung (2.13) und setzt p;_1; in Gleichung (2.12) ein,
erhdlt man p;_33. Fiihrt man das so fort, erhdlt man sukzessive eindeutig bestimmte
pas mit A gerade und ¢ ungerade. Damit sind fiir ungerade [ nun alle Koeffizienten p
so bestimmt, dass gilt:

yflx_xfly_R =0

Sei nun v + p = [ gerade.
Auch hier unterteilt man (2.5) in zwei Gleichungssysteme, zunéchst wieder mit Glei-
chungen mit v 4+ 1, v — 1 ungerade:

Ipu-1r =ro (2.14)
3pais — (I =1) pu-1  =rus (2.15)
(0= Dpi-11 = 3pi-3s = ri-2 (2.16)
—Pi-11 =T (2.17)
und anschliefsend mit v + 1, v — 1 gerade:
2po—o —lpo  =ru-1 (2.18)
Apa—g— (1 = 2)pa—2 =133 (2.19)
Ipi —2p1—22 =ri-n (2.20)

Das Gleichungssystem (2.14)-(2.17) hat nun £ + 1 Gleichungen fiir die £ Unbekannten
P11, P31—3, ---Pi—11- Um dieses eindeutig zu l0sen, verlangt man, dass die Koeffizienten
von z! und y' gleich werden, indem man (2.17) streicht und (2.14) durch die Zeile
Pu—1+ pi—11 = ror — 1 ersetzt.

So folgt:
pu-1 +0+... +0 +pn = Tor — 710 )
—(l—=Dpu-1  +3ps—s3 +0 +... = Toi_2
0 —(—=3)pa3 +dpsis +0+... =Ta-ay (2.21)
0 +... —3pi—ss + (= )pi—n =T7-22)
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mit der quadratischen é X % -Matrix A =

1 0 N 0 1
—(1—1) 3 0

0 —(1—13) 5 0

0 0 —(1=5 7 0

0 -3 (1-1)

Um die Determinante von A zu ermitteln, entwickelt man sie nach der ersten Zeile.
Man erhélt also: det A =1-B + (—1)%“- C, wobei B eine untere Dreiecksmatrix mit
Diagonalelementen 3,5,...0 — 3,1 — 1 und C eine obere Dreiecksmatrix mit Diagonal-
elementen —(I — 1), —(1 — 3), ... — 5, =3 ist. Es folgt:

detA =1-3-...-(I—1)+ (=12t (=12 '(l—=1)-(1—-3)-...3

=2-TT@k - 1) (2.22)

bl
Il N~
—

£0

Somit hat (2.21) genau eine Losung,.

Das Gleichungssystem (2.18)-(2.20) hat fiir | gerade £ Gleichungen fiir die £ + 1 Un-
bekannten po;, por_o, ... pi0o-

Verwendet man pg; als freien Parameter A\, dann sind po;_s, ...p;o wohlbestimmte lineare
Funktionen von A. O

2.3 Die Bedeutung der Strudelgrollen

Definition 2.2 d% = pu_1— T = —Pi—11 — o werde als Z_Tg—te Strudelgrofe be-

zeichnet.?

Damit sind fiir gerade 1 nun alle Koeffizienten p so bestimmt, dass gilt:

Yfie —fy — R =pu1y — pn’ —roy’ — rpa’
— d%(ml + 9 (2.23)

Insgesamt gilt fiir die formale Potenzreihe F:

Fx Fy _ . 2k 2k
S I

9Frommer hat den Begriff in [Fr| eingefiihrt.
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Bemerkung 2.3 !° Die Frage, ob die Ausgangsdifferentialgleichung nun vom Wirbel-
oder Strudeltyp ist, kann nun ausschlieflich durch die Strudelgréften beantwortet wer-
den. Es gilt ndmlich: falls 3,/ minimal, s.d. di-2 # 0, dann beginnt der Z&hler von

y' —y' mit den Gliedern d%(xl +4'). Es gibt also eine bestimmte Umgebung um (0,0),
s.d. der Zdhler positiv bzw. negativ definit ist. Somit stimmen die Feldrichtungen von
Ausgangs- und Vergleichsdifferentialgleichung nie iiberein und die Ausgangsdifferenti-
algleichung ist vom Strudeltyp.

Ist di-2 > 0, so sind die Integralkurven Spiralen, die sich gegen den Uhrzeigersinn dem

2
Ursprung nahern. Fiir d% < 0 ndhern sie sich im Urzeigersinn dem Ursprung.
Ist d% = 0 kann zunéchst keine Aussage getroffen werden. Frommer zeigt aller-
dings: Die Ausgangsdifferentialgleichung ist genau dann vom Wirbeltyp, wenn d 2 = 0

VI € N ! Hier ist allerdings eine Liicke im Frommerschen Beweis, die man schliefen
kann. 2

Nun soll noch kurz die Frage geklart werden, von welchen Zusatzpolynomen P; und
Q; die Strudelgrofe d% abhingig ist.

Sei p= (py_1,..,p—11)T und sei w = (ro;, r91_2, ..., 7_22) 7. Dann ist p = A~'w. Somit
siecht man mit der Definition von R in Gleichung (2.3), dass dl—Tz von Py, Q9,P5,Qs3, ...,
P,_1,Q;_1. Dies ist gleichbedeutend mit dy = di(Ps, Qa, Ps, Q3, .., Pagy1, Qapi1)-

2.4 Eindeutige Bestimmtheit der ersten nicht verschwindenden
Strudelgrolle

Anschaulich ist ersichtlich, dass die erste nicht verschwindende Strudelgrofe eindeutig

bestimmt ist, da diese die Geometrie bestimmt, wie in Bemerkung 2.3 angedeutet.

Nun soll aber ein analytischer Beweis erbracht werden. Dazu zunéchst ein Lemma zur
Darstellung von p,,, in Abhéingigkeit der freien Parameter \. Sei poy = A1 _;.
2

Lemma 2.4 Fiir v+ pu =k > 4 gilt:

Pop = pyu()\l, )\2, ceey /\LHTMJ _1) = Z 7TVW‘>\]' + HVM (224)

mit Konstanten m,,; und II,,,.

10ygl. [Fr| S401
Hyel. [Fr| S403
12[yW, Persénliche Mitteilung]

10
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Beweis '? Sei [ gerade. (2.18)-(2.20) ldsst sich mit py, = Ar_y schreiben als:

i1
D2gi—2¢9 = Czq1—2q>\%,1 + Z A2gi—2g2m+11—(2m+1)T2m-+11—(2m+1) (2.25)

m=0

Dabei sind Coql—2q und d2m+1l7(2m+1) Konstanten. Mit Tom+11—(2m+1) =
-1

Yo D> P2mtti—@mt)wpPups WObEl gomi1i—(2mt1), Konstanten, ergibt sich:
K=2 v+pu=kK

)
-1 -1

Dagl—2q = Cqu—Qq)\%,l + Z Z Z dogi—2g2m+11—(2m+1)92m+11—@ms1)wulvp  (2.26)

m=0 k=2 v+u=~x

Aus dem System (2.21) und Gleichung (2.23) folgt:

N~

[—2

D2g+11—(2¢+1) = Z €2g+11—(2q+1)2mi—2mT2mi—2m fir ¢ € 0,1, T] (2.27)

m=0

mit Konstanten €2q+ 11— (2¢g+1)2mi—2m-

(2.27) schliefst py;_1 = di2 + ro; fiir ¢ = 0 genauso mit ein, wie p;_11 = —di—2 — ryo fiir
q _ l_TQ 2 2
-1
Mit romi—om = > Y. homi—2mupPou, WObel hopmi_om,,, Konstanten, ergibt sich:
K=2 V+p=kK
511
P2g+11—(2¢+1) = Z Z Z 62q+1l7(2q+1)2ml72mh2ml—2muppyu (228)

m=0 k=2 v+pu=~x

Nach dieser geleisteten Vorarbeit kann das Lemma nun bewiesen werden durch In-
duktion iiber x:
Induktionsanfang: x = 4
Da p,, mit v + p < 4 nicht von \; abhéingig, folgt aus (2.26): paga—2y = Coga—2gM1 +
ng4_2q, q € {0,1,2}, und aus (228) D2g+14—(2¢+1) = 02q+14_(2q+1)7 q c {0, 1} Setzt
man nun H2q4—2q = 02q4—2qan2q+147(2q+1) = 02q+147(2q+1)7ﬂ-2q4—2q1 = Coqa—2q und
Tog+14—(2g+1)1 = 0 erhdlt man die Darstellung (2.24) fiir k = 4.
Induktionsvoraussetzung: Die Behauptung sei bewiesen fiir k <[ — 1.
Induktionsbeweis: Die Behauptung fiir fiir k = [ folgt wieder sofort aus den Darstel-
lungen (2.26) und (2.28). O

Satz 2.5 d; ist eindeutig bestimmt. Ist d; = 0, so ist dy eindeutig bestimmt. Ist auch

Bygl. [vWO06]

11
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dy = 0, so ist d3 eindeutig bestimmt. Usw.

Beweis '* Mit [ gerade, dem vorherigen Lemma und der Darstellung von r als Dop-
pelsumme wie oben folgt:

de =Pu-1—To

-2
2

=Y 0N+ A (2.29)
j=1

wobei d;; und A; konstant und eindeutig bestimmt.
d; ist nach Berechnung bei Frommer [Fr| S.400f. eindeutig bestimmt. Also ist d4; = 0.
Sei nun d; = 0. Ist in dy(l = 6) das Paar (Je1,d62) # (0,0) , so kann man Ay, Ao, A}, A
derart wahlen, s.d. einmal

d2<)\ = ()\1, )\2)) >0

und

da(X = (N, ) < 0.

Nach Bemerkung 2.3 sind die Integralkurven im ersten Fall Spiralen, die sich gegen
den Uhrzeigersinn dem Ursprung ndhern. Im zweiten Fall sind es Spiralen, die sich im
Uhrzeigersinn dem Ursprung ndhern.

Dies ist aber ein Widerspruch. Somit ist (dg1, ds2) = (0,0) und dy eindeutig bestimmt.
Ist dy = 0 so fahrt man auf diese Weise fort. O

(2.29) kann noch weiter verbessert werden. Dies zeigt der Beweis des folgenden Satzes:

Satz 2.6

—4
T
diz =diz(h, . Ais) Z(Slej + A (2.30)

2 2

wobei 0;; und A; konstant und eindeutig bestimmt.

Beweis Nach Gleichung (2.28) gilt fiir v 4+ p = [, | gerade, v, ;1 ungerade:

Pvp = puu(ppavo- +p < [ — ]-)

Der freie Parameter A\i—2 = py; geht also in obiger Gleichung nicht ein. Es gilt somit:
2

Doy = Pup(A1, ...y Aiza ), wobei v, ungerade. Insbesondere ist: py—; = py—1(Aq, ..., Adiza).
2 2
-1
oo =Y. Y. howuPuu, wobei hg,,, Konstanten. Somit ist auch 7o, héchstens von den
K=2 V+pu=kK

Hygl. [vWO6]
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freien Parametern i, A, ..., A\i—s abhingig.

Also gilt: dis = pu—a(Ar, - As) = (s, o A ). In (2.20) ist daher 6,2 = 0 und

2
der Satz ist bewiesen. O

13
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3 Anfangsglieder héherer Ordnung
Im Folgenden sollen Differentialgleichungen der Form

, Awy)  a* 4 Play)
YT By 2+ Q) (3.1

untersucht werden, wobei A(z,y) und B(z,y) nun Anfangsglieder hoherer Ordnung
haben, d.h. n > 1. P(z,y) und Q(z,y) seien wieder konvergente Potenzreihen in ei-
ner offenen Umgebung U um (0,0). Diese beginnen nun mit Gliedern der Ordnung
2n: P(x,y) = >0, Pi(z,y), Qz,y) == 3_72,, Qi(z,y), P; und Q; seien homogene
Polynome vom Grad j.

3.1 Umschreiben der Differentialgleichung in Polarkoordinaten

Um diese Differentialgleichung zu untersuchen, ist der Ansatz einer Vergleichsdifferen-
tialgleichung, deren Losungen algebraische Kurvenscharen sind, nicht zielfithrend.
Deshalb wird (3.1) zunéchst in Polarkoordinaten umgeschrieben.

Bemerkung 3.1 Ganz allgemein kann man (3.1) umschreiben auf die sogenannte 1-
Form w = A(z,y)dz + B(z,y)dy = 0 € QY(U), (A, B) # (0,0),U C R? U offene
Umgebung von (0,0).

. x\ [ rcose\ [ Di(r,e) | _
Sei ( y ) = ( rsin ) = ( Ba(r. ) ) =®0(r,p), d:V = U,
Vi={(r,p):r>0,0< ¢ <27}, ¢ diffetomorph.
Da nach Hilfssatz 11.3.17 aus [KvW] gilt w = (wo ®) o @', ist die Kurve v : [a,b] —

y(t)

( Z;((?) ) Lésung von w o & = 0 ist. Die transformierte Kurve ist also Losung der

Ut — ( z(t) ) genau dann Losung von w = 0, wenn @ 'o~v : [s,k] = V. t —

transformierten Gleichung.

_A(my)

Satz 3.2 a) Die Differentialgleichung ¢y’ = Blay)

ordinaten:

lautet umgeschrieben auf Polarko-

, Ao ®(r,p)sing — B o ®(r, p)cosp

r=r

. 3.2
Ao ®(r,p)cosp + B o ®(r,)sing (3:2)

5yvgl. [Fr] S.411
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3 ANFANGSGLIEDER HOHERER ORDNUNG

b) Mit A = 2*' + P(z,y) und B = y*" ! + Q(z, y) kann man (3.2) schreiben als

o > is0 " Ponti(e) . Z(p,T) (3.3)
Zizo 7 qon1i(¢) N(p,7)’

wobei pan1i(9) = Pan—14i(cos @, sin @) - sin g — Qap—144(cos p,sin ) - cos ¢
und gon1i(¢) = Pan—11i(cos @, sin ) - cos @ + Qap—14:(cos @, sin @) - sin .
Insbesondere ist pa,, = cos® ! psin ¢ — sin®** ! pcos v

und ga, = cos®™ ¢ + sin®" .

Beweis a) Sei w wie in obiger Bemerkung. Mit dx = %dr—i— g—gdgp und x =rcosp,y =
rsin @ gilt:

dx = cos @dr — rsin pdp
dy = sin pdr + r cos @dy

=wo®=Ao0P(r,¢)(cos pdr —rsinpdy) + B o ®(r, v)(sin pdr + r cos pdp) =
r(—Ao®(r,p)sinp+ Bo®(r,p)cosp)dp + Ao®(r,p)cosp+ Bod(r,p)sinp)dr =
0. Daraus ergibt sich Darstellung (3.2).

b) Setzt man A = 2?"7! + P(z,y) und B = y*" ! + Q(z,y) in (3.2) ein, ergibt
sich:

, rleos?™ lpsing 4+ Po®sing — 2 sin® ! pcosp — Q o ®cos g

r2n=1cos?m p + P o ®cosp + 12~ 1sin® o + Q o P sin p
2n—1

r2n—l [cos

psing — sin®* ' pcosp + (P o ®sing — Qo P cos )]
r2n—1 [COSQn © +sin® o + T%%l(P o®cosp+ (o Psin go)]

cos® ! psin @ —sin® ! 9 cos @ + 30y 7 (Pon—14i SN @ — Qan14: COS ©)
cos?™ o+ sin*" @ + 370 7 Pan_144 €05 @ + Qon14 SN Q)

cos?™ L psing — sin®" ! pcos g + Zizl 7' P2n+i(cos @, sin o)
cos?™ o+ sin*" @ + 3o Tian4i(cos @, sin )

_ 2_iz0 o i)

B Zz‘zo T qon1i(¢)

=r

=T

=r

Bemerkung 3.3 po,i(p) und ¢o,1i(¢) kann man folgermafen darstellen:

15



3 ANFANGSGLIEDER HOHERER ORDNUNG

Pan+i(©) = Danti(cos @, sing) = Z Cop COS™ @ sin® o
a+pB=2n+1

Gon+i(P) = Gonyi(cos p,sing) = Z dop COS™ sin” .
a+pB=2n+1

Dabei sind c,p und d,s Konstanten.

3.2 Vergleichsdifferentialgleichung in Polarkoordinaten

Nun wird analog zu Kapitel 1 eine Vergleichsdifferentialgleichung eingefiihrt. In Po-
larkoordinaten lautet diese

o= o, 1) _ 22‘20 Tiﬂfénﬂ'(@) (3.4)

FT(QD, 7“) Zizo(i + 1)rlf2n+z((10>

mit den Losungen F(o,7) = Y .00 fanti(), wobei die fo,4; passend zu bestim-
mende Koeffizientenfunktionen seien.

Bemerkung 3.4 Die Vergleichsdifferentialgleichung ist vom Wirbeltyp, falls die f5,,1;
Vi 2m-periodische Funktionen sind und die F-Reihe fiir kleine r konvergiert.

Wie in Kapitel 2 vergleicht man nun die Feldrichtungen der Ausgangs- und der
Vergleichsdifferentialgleichung, indem man die Differenz von r’ — r/ bildet:

T/—T/’V/ Z((:O7T) + F@(Sovr) — 1 det < Fr(<p,7’) FW(W’T))
N((p,?") FT'(QO?T) N(QO,T)FT(gO,T) —N(QO,T) Z(QO,T’)

Lemma 3.5 Cauchy Produkt von Reihen: ) °  ja, und ) b, seien absolut
konvergente Reihen. Dann gilt:

k=0

Man méchte nun die fy,,; als 2m-periodische Funktionen so bestimmen, dass die
Feldrichtungen von Ausgangs- und Vergleichsdifferentialgleichung fiir hinreichend klei-
ne r iibereinstimmen. Ist das moglich, so ist die Ausgangsdifferentialgleichung vom
Wirbeltyp. Wenn die Feldrichtungen fiir kleine r nie iibereinstimmen, ist sie vom
Strudeltyp. '® Frommer geht dabei allerdings davon aus, dass ,alle fs,.; periodisch =
Wirbeltyp“ gilt. Das miisste man noch beweisen, da iiber die Konvergenz der Reihen

16[Fy], S.412
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3 ANFANGSGLIEDER HOHERER ORDNUNG

in (3.4) zuniichst nichts bekannt ist. 7 N
Analog zum Vorgehen in Kapitel 2 untersucht man zunéchst die Differenz " — 7/ und
setzt diese gleich Null. Es ist N(¢,7) = qon(0)r® + O(r!) und F,(o,7) = fou(p)rt +
O(r?) im Fall der Konvergenz fiir kleine 7, '® wobei f, # 0, wie man in (3.8) sehen
wird. Die Funktionen N(p,7) und F,.(p,r) haben also positiv bzw. negativ definite
Koeffizienten niedrigster Ordnung. Deshalb ist N (¢, 7) - F,.(¢,r) # 0 fiir hinreichend
kleine r und es geniigt, die Determinante gleich 0 zu setzen:

F(907 ) FLP(907T>

(1500 HE)
_Z(907 ) ( T)+N(907 )F (@7 )
¥

= Z T i+l pgn_H'( Z(l + 1 f2n+1 + Z r Q2n+z Z ri+1fén+i<gp)

i>0 i>0 i>0 i>0
=r (Z Tip2n+i<(70) Z(z + 1)r f2n+z ) + Z 7 Gon1i(¢p Z Tifé%i(@))

>0 >0 >0 >0

Lemga3.5 Z [Z (p2n+i—n(90)(’% + 1)f2n+n(50) + q2n+i—n<50)fén+n((10))

i>0 Lk=0

| |
ﬁ@.
+
—
—~
w
(=]
~—

=0

3.3 Existenz einer 2r-periodischen Stammfunktion

Nun untersucht man sukzessive fiir © > 0, ob 27-periodische Losungen fiir folgende
Differentialgleichung existieren, die zundchst noch etwas umgeformt wird:

%

Z (p2n+i—n(90)(’€ + 1)f2n+n(90> + Q2n+i—n(90)fén+n(90)) =0

Z; Pon (@) (0 + 1) fonti(@) + @on(@) fon i (@) +

+ Z (p2n+i—ﬁ(30)(’% + 1) fontx () + an—&-i—n(‘P)fén—i-n(‘P)) =0

Da ¢a, = cos® ¢ + sin*"p > 0 Vo, kann man die Gleichung durch ¢y, teilen.

= fonti() + () fonti(@)+
+ ; (]2n1(§0> (p2n+i—/i(90)(/€ + 1)f2n+n(50) + C]2n+i_,$((p)fén+ﬁ((p)) — ()

siche hierzu Bemerkung 3.10
18ygl. Bemerkung 3.10
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3 ANFANGSGLIEDER HOHERER ORDNUNG

Fiir ¢ = 0 ergibt sich das homogene Problem:

p2n(<10)
fon (@) + fon(p) =0 3.7
©
= fon(p) = a-exp (—/ pz”(w)dw) mit fo,(0) = a,a #0 (3.8)
o Qn(?)
22n(9) st Komposition aus Sinus- und Cosinusfunktionen und deshalb 2r-periodisch.

Q2n(‘ﬂ)
Da paon(p) = cos
3.2), ist p2n(9) ungerade und es gilt:

a2n ()
o Pan () _ " pan(p) _
/0 G2n () dip = /7r Gon () dp =0 (39)

=1 psin @ — sin®* ! p cos p und go, () = cos?® p +sin®" p (vgl. Satz

Somit sind alle f5,(¢) in (3.8) 27-periodisch.

Fiir ¢ > 1 ergibt sich das inhomogene Problem

fanti(©) + (@) fonti(@) + bonti(p) =0, (3.10)

wobei a(yp) 1= %’

bons+i(2) = 21 gy (Ponsimn(@) (5 + 1) fontn(9) + Gantin(9) fonin () -
Zunichst ein allgemeiner Satz zu periodischen Lésungen des inhomogenen Problems:

Satz 3.6 Seien a(p) und b(y) w-periodisch und

L, = {f|f € CH{R,R™), f'(¢) + a(p)f(p) =0, f ist w — periodisch},
L: = {flf € CHR,R™), f'(¢) — a(p)f(p) = 0, f ist w — periodisch},

Dann besitzt das inhomogene Problem zu gegebenen b(p) genau dann eine w-periodische
Losung f, wenn gilt:

/Ow (b(0), (o)) d(o) = 0 Ve € L, (3.11)

Beweis Siehe I1.3 Satz in [vWVL].

Im Folgenden wird ein Spezialfall dieses Satzes mit n = 2 und w = 27 verwendet.
Seien fon4;Vj € [1,...i—1]2m-periodisch, so ist by, () 2m-periodisch. Dies folgt aus der
Definition von by, (). Somit kann man folgende Folgerung zu Satz 3.6 formulieren:

18



3 ANFANGSGLIEDER HOHERER ORDNUNG

Folgerung 3.7 Seien fa,;Vj € [1,...i — 1]2m-periodisch, so hat die inhomogene Dif-
ferentialgleichung (3.10) genau dann eine 27-periodische Losung, wenn gilt:

27
f3(0) - bansi(o)do = 0,
0

wobei f, ! = exp ( N gz:—%dlb).

Frommer schreibt auf S.412 in [Fr| mit der Notation dieser Arbeit folgendes: ,|...|
ist fon4x die erste Funktion, die auf Grund der Differentialgleichung goy, f5,,, ) + (k +
Dpon fonsk + @onbonsr = 0 nicht periodisch wird, so gibt es, da die Losungen der
verkiirzten Differentialgleichung ga, f3,,r + (k + 1)pas fontr = 0 und der Koeflizient
@2n von fy, ., nach Vorraussetzung periodische, definite Funktionen sind, eine ganz
bestimmte Konstante cj, so dass die Losungen der Differentialgleichung o, f5, . +

(k 4+ 1)pon fonik + qanbonsr = cx periodisch sind.*
Dies soll nun genauer untersucht werden.

Satz 3.8 Es gibt eine eindeutig bestimmte formale Potenzreihe F(p, ) = > 7 fo, (o)
i>0

mit stetig differenzierbaren 2w —periodischen Funktionen fa,.;, fon1:(0) = 1 und eine

eindeutig bestimmte Folge co, c3, ... s.d.

o) Flor)) =
det (—N(QO,T) Z(QO,T)) _;CJQQTL ;

wobei ¢z, = cos*"p + sin*p.

Beweis Berechnet man die Determinante, wie oben ausgefiihrt, so setzt man die Zeile
(3.6) = Y iup Cit1qonr™. Fiir ¢ > 0 erhélt man die sukzessive zu 16senden Gleichungen

Pan(@) (@ + 1) fanti(p) + Q2n<90)f§n+i(90)+

11—

+ (an-H'—n(‘:O)(K“ + 1)f2n+n(90) + an-l—i—f-c((P)fén-i-n(Sp)) = Ci+192n,

K

=

Il
o

die jeweils noch durch ¢, geteilt werden konnen, wodurch sich ergibt:

(Z + 1)p2n(90)

() fonti(@)+

fén—&-z(%o) +

+> . (Ponti=n(9) (K + 1) fonin(0) + Gontion(0) fonin(®)) = i (3.12)

Gleichung (3.12) entspricht der Gleichung (3.2) in [vW70| und somit wird fiir den
weiteren Beweis dahin verwiesen. Es wurde in [vW70] lediglich vergessen, im Schritt
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3 ANFANGSGLIEDER HOHERER ORDNUNG

zu Gleichung (3.2), die rechte Seite ebenfalls durch go, = cos*p + sin®" zu teilen,
weshalb auch in Theorem 2 dieser Faktor auf der rechten Seite fehlt.

Bemerkung 3.9 Frommer hat ebenfalls den Faktor iibersehen und der oben zitierte
Text miisste bei ihm demnach heifen: ,|...] so gibt es |...] eine ganz bestimmte Kon-
stante ¢y, so dass die Losungen der Differentialgleichung o, f5,,, + (kK + 1)pan fon+r +
Gonbonir = qonci periodisch sind.”

Bemerkung 3.10 Frommer schreibt auf S.412 in [Fr|, dass den Konstanten c; die
Bedeutung der Strudelgrofen d; wie in Def 2.3 zukdme. Folglich wiirde laut From-
mer ein Wirbel vorliegen, falls alle ¢; = 0 sind (vgl. Bem 2.3). Allerdings ist hierfiir
zundchst notwendig, dass die formale Potenzreihe F(p,r) fiir kleine r konvergiert.
Frommer beweist das nicht. Hier ist also noch eine Liicke, die auch in dieser Arbeit
nicht geschlossen wird. Im folgenden Lemma kann aber eine Aussage iiber die Aus-
gangsdifferentialgleichung getroffen werden, falls ein ¢, # 0 ist. Man bendtigt jedoch
zundchst ebenfalls die Konvergenz der F-Reihe fiir kleine . Doch kann diese Voraus-
setzung moglicherweise leicht eliminiert werden, indem man bei der Entwicklung von
F nur endlich viele Terme beriicksichtigt und ein Restglied einfiihrt. Fiir n = 1 lassen
sich alle Beweisliicken bei Frommer schliefsen.

Lemma 3.11 Die F-Reihe sei fiir kleine r konvergent. Falls ein A existiert, so dass
cx # 0, so ist die Ausgangsdifferentialgleichung vom Strudeltyp.

Beweis 'Y ¢), mit \g > 2 sei die erste Konstante der Folge ¢y, cs, ..., die nicht ver-

schwindet. Mit F(p,r) = 320" 7 fo, 1i(p) erhiilt man:

' ,F, _ Z<90>T)FT(907 7“) + N<9077')F50(907T)
N(p,r)F:(p.7)

1 .
- NF, {%qw% +2

(2
i>Xo

> (Ponsionl@) (5 + 1) fonsnlp) + an+m(s0)f£n+n(90))] TN}

k=0
1
~ NEFE,

= Doph-1 g O(r™)
2n

(cro@ent™ + O(roth))

0 qon(¥)
nach Voraussetzung, ist der Ursprung (r = 0) ein Strudel. 0J

Nach (3.8) mit fo,(0) = 1 ist fo,(¢) = exp <— g pZ"—(wdw) und somit >0. Da ¢y, # 0

9yvgl. S.7 in [yW70]
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3 ANFANGSGLIEDER HOHERER ORDNUNG

3.4 m-Periodizitdt der 27-periodischen Lésungen

Im Folgenden sollen die Losungen der Differentialgleichung f3,..:(¢) + a(¢) fon+i(¢) +
ban+i(¢) = 0 noch auf 7- bzw. 2w-Periodizitit in Abhéngigkeit gerader bzw. ungerader
i untersucht werden (vgl. [Fr| S.413). Vor dem Satz zunéchst eine Bemerkung:

Bemerkung 3.12 a) Aus cos¢p = —cos(p + 7) und sing = —sin(¢ + 7) und der
Darstellung aus Bemerkung 3.3 folgt fiir i gerade:

Pon+i(©) = Danti(p + m) und gonti() = Goanyi( + ) (3.13)

b) Fiir i ungerade gilt:

Pon+i(©) = —Panti(@ + 7) und gonyi (@) = —Gonti(p + m) (3.14)

Satz 3.13 f5,; sei 2r—periodisch fiir alle geraden j < 7. Ist 7 ungerade, so hat die
Differentialgleichung f3,;(¥)+a(¢) fon+i(©)+banti(p) = 0 genau eine 2w —periodische
Losung. Falls ¢ gerade, so ist fo,1; nicht notwendigerweise 2w —periodisch. Besitzt
die Differentialgleichung allerdings eine 2m—periodische Losung ist diese sogar -
periodisch.

Beweis 2° Der Beweis erfolgt durch Induktion iiber i.

a(p) = % ist nach Bemerkung 3.12 m—periodisch und ungerade, wie schon in

(3.9) ausgenutzt. Somit gilt:

/w (o Dpnle) / Ut Dpanl9) g, (3.15)

Gan () Gan ()

us
2

Induktionsanfang: Sei i = 0.
Die Losung fs, der homogenen Differentialgleichung (siehe (3.8)) ist mit (3.15) nicht
nur 27 —periodisch, sondern sogar m—periodisch.

Induktionsvoraussetzung: Sei fs,; fiir gerade j < ¢ m—periodisch, d.h.

fontj (@ +7) = fonri(p) (3.16)

und fiir ungerade j < ¢ 2mr—periodisch, d.h.

fontj(@ +7) = = fonri(p). (3.17)

Induktionsbeweis:
1. Fall: Sei ¢ ungerade.

20ygl. S.7f. in [VWT0]
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3 ANFANGSGLIEDER HOHERER ORDNUNG

Dann gilt: ba,1i(¢ + ) = —bonyi(p). Dies sieht man, wenn man die einzelnen Sum-
manden von by, ;(¢ + m) fiir gerade und ungerade s untersucht, wie im Folgenden
gezeigt:

Durch Einsetzen von (3.14) und (3.16) erhilt man némlich fiir gerade x:

Pon+i—r (@ + 72(“ + 1) fonsn(p + 772+ Gon+i—r(© + ) foninl@ + W)j

7 \\

=—P2n+i—r(¥) = fan+r(¥) =—G2n+i—r () =fhgn (©)

= - (p2n+ifn<90>(’% + 1) fonts () + Q2n+i7ﬂ(90)fén+n<90)) :

Und mit (3.13) und (3.17) erhélt sich fiir ungerade x:

Panti—n (9 + ) (K + 1) fonin(0 + T) + Gnrin(@ + 7) fony (@ +7)

7 \\

-~ -~ -~ -

=panti—r(®) =—fan+r(p) =@2n+i—r(¥) = fonan ()

= - (p2n+i—fi(90>("€ + 1)f2n+n(90) + Q2n+i—n<90)fén+n<90)) .

Sonyile + 1) + ale + 7) fonyi(@ + ) + bongi(p +7) =0
Sonri( +7) 4+ a(@) fansi(@ + 7) — bonti(p) =0 (3.18)
_fén—&-i((p) - a(@)fznﬂ‘(‘P) - bzmi(‘ﬂ) =0, (3~19)

(3.18)~(3.19) ergibt f3, (0 +7)+ f3,,:(¢) +a(®) [fonti(p + 7) + fan+i(p)]. Somit 16st
Jonti(p + ) + fonsi(p) das homogene Problem. Man erhélt

Fonss @+ 7) & Fonss(9) = (Fonss () + Fonss(0)) (em— I a<w>d<¢>>)
Jonti(@ 4+ 27) + fonri(@ + ) = (fonti(m) + fon4i(0)) (exp(— /03" ' @W)d(?/f)))
= o) + Fonss(0)) (exp<— I a<w>d<w>>)

Somit erhalt man fo,, i (04+7)+ fonti(©) = fonri(@+27)+ fonti(p+m) und daraus folgt
fonvi(p + 2m) = fonri(). Nun wird noch gezeigt, dass es fiir ungerade i genau eine
Losung mit fo,+i(0+7)+ fanti(¢) = 0 gibt. Die Differentialgleichung mit Anfangswert
f?n-&—i(_g) lautet

Fonsi(9) = Fonsil~ 3 )eap (— | a<w>dw> e (- [ atwri) s@raz

s Ll
2 2 ¥
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Somit erhilt man:
T

f2n+i(—§) = f2n+z‘(—g)€o

f2n+i(%) = f2n+z‘(—g)€$p <— /_2

|
=R
=
Y
<=
N——
|
—

AUS f2n+z(_%) + f2n+i(%) = O fOlgt

Fanei=5) = (1 + cap (— / aw)dw))l 3l e (— / ;aw)dw) b(@)d7

s
2

w ! . (— / iaw)dw) b(3)d3

%
und die Losung ist durch fo, (¢ + 7) + fonri(p) = 0 eindeutig festgelegt.

2. Fall: Sei i gerade.

Dann gilt: by,1i(¢ + m) = bap1i(p). Dies folgt analog zum ungeraden Fall aus der Be-
trachtung der Summanden von by, (¢ + 7):

Durch Einsetzen von (3.13) und (3.16) erhilt man fiir gerade &:

p2n+i7/€(()0 + WZ(KV + 1) f2n+l€(()0 + 7T)1+g2n+i*l€(()0 + 7T) fénJrn(go + ﬂ-)/

' \\
~~ ~~ -~ -

=panti—r(P) =fan+r(p) =@2n+i—r(p) :fén.t,.ﬁ,(@)

= Ponti—w(©)(F + 1) fonsx () + Qnrin(0) fon s (0)-

Und mit (3.14) und (3.17) erhélt sich fiir ungerade x:

Ponti—n(@ + ) (K + 1) fonin(@ + ) + Gontion(p + W)JfénJm(SD +m)

=—Ponti—r(®) =—fon+tr(p) =—@n+i—r(p) :_fé'n,-"-,l{ ()

= Ponti-w(©) (K + 1) fonsx(0) + Qnrin () fon s (0)-

Fonsi(o+ 1)+ ale + 7) fonsi(p + ) + bapsi(p +7) =0
fénﬂ‘(@ + 7T) + a(@)fznﬂ(@ + 7T) + bzn+i(90) =0 (3-20)
Sonsi(@) + a(@) fonyi(@) + bonti(w) = 0, (3.21)

(3.20)-(3.21) ergibt f, (9 +7) = f3,1:(9) +al@) [f2n+i(p + T) = fanti(p)]. Somit 16st
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fonsi(@ +7) — fansi(p) das homogene Problem. Man erhélt
f2n+i<90 + 7T) - f2n+i<90) = (f2n+i<7r) - f2n+1<0)) (6.1‘]?(— /O@G(iﬁ)d@ﬂ)))
o+
Foresp+25) = Fons 4 7) = Uansa() = anisO) (el [ atwraw))
= o) = FonsO) (en(= [ atw)i(w)))

Somit erhalt man fo, i (0+7)— fonti(p) = fonri(p+27)— fonri(p+7). Falls fo,i(p) =

fonti(p + 2m) folgt fonti(p + ) = fonyi().
Im geraden Fall ist also jede Losung, die 2mr—periodisch ist, notwendigerweise auch

m—periodisch. O

Folgerung 3.14 Bei den fy,,; mit ungeraden Indizes ist keine Wirbelbedingung ent-
halten. Nur bei der Bestimmung der fs,; mit ¢ gerade treten besondere Bedingungen
fiir einen Wirbel auf. 2!

21[Fy] S.413
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