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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Historische und systematische Einordnung des Problems

Hinweis: Die Literaturangaben fiir dieses Kapitel sind - ebenso wie fiir das Anwendungskapitel
(Kapitel 3) - mit GroBbuchstaben im Literaturverzeichnis aufgefithrt und nicht alphabetisch,
sondern in der Reihenfolge sortiert, in der sie im Text verwendet werden. Dadurch wird eine
Abgrenzung zu der Literatur speziell zum Thema der Diplomarbeit (die mit Ziffern numeriert
wird) erreicht.

Gegenstand dieser Arbeit ist das sogenannte L POINCAREsche Zentrumproblem®, das seine
Wurzeln in himmelsmechanischen Fragestellungen hat. Vor mehr als 100 Jahren beschiéftigte
die Wissenschaft die Frage, wie stabil unser Sonnensystem sei. Der damalige Ko6nig Oskar II.
von Schweden und Norwegen setzte im Jahr 1885 sogar einen Preis auf die Losung des soge-
nannten n-Korperproblems aus.! Obwohl der damalige Gewinner des Preises, Henri POINCARE
(1854-1912), das Problem nicht l6sen konnte, wurde ihm 1889 der Preis fiir seine, die kiinftige
Entwicklung der Mechanik stark beeinflussenden Ideen zugesprochen.? Aus heutiger Sicht ge-
sehen waren diese himmelsmechanischen Betrachtungen des ausgehenden 19. Jahrhunderts die
Geburtsstunde der qualitativen Theorie der Differentialgleichungen, zu der neben POINCARE
auch der russische Mathematiker Alexander M. LJAPUNOFF (1857-1918) beitrug. Seit Johan-
nes KEPLERs (1571-1630) ,Astronomia Nova“ aus dem Jahr 1609 war bekannt, dass sich die
Planeten nicht, wie noch zu Zeiten KOPERNIKUS angenommen, auf Kreisen, sondern auf El-
lipsen um die Sonne bewegen. Interessant war nun die Frage, unter welchen Umsténden man
allgemein auf (stabile) geschlossene Bahnen schlieffen kénne.

Bei einer mathematischen Betrachtung dieses Problems erhé&lt man ausgehend von der Kreis-
gleichung die gewohnliche Differentialgleichung 1. Ordnung

!Das n-Koérperproblem besteht in der Beschreibung des Gesamtverlaufs aller Losungen der Bewegungsglei-
chungen fiir n Massenpunkte im dreidimensionalen euklidischen Raum fiir beliebig vorgegebene Anfangswerte,
vgl. [19], §5.

2Die endgiilte Losung des n-Korperproblems gelang erst 1991 dem chinesischen Mathematiker Quidong WANG
(vgl. [A]).
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) _z+p@Y)
y+a(@,y)’
wobei p und ¢ Stérungsterme? sind, die im Umfeld des Ursprungs Abweichungen von konzentri-
schen Kreisen hervorrufen. Dariiber hinaus ist x = y = 0 der einzige Gleichgewichtspunkt in der
N#he des Ursprungs. Aus der qualitativen Theorie der Differentialgleichungen ergibt sich nun als
charakteristisches Verhalten der Losungen dort einerseits die stabile Moglichkeit ausschliefllich
geschlossener Bahnen periodischer Losungen um das Zentrum (0,0) (sogenannter Wirbelfall)*
und andererseits die instabile Variante von spiralig um den Ursprung verlaufendenden Bahnen
(sogenannter Strudelfall)®.

Abbildung 1.1: Wirbel und Strudel

Das POINCAREsche Zentrumproblem, das zum erstenmal 1885 in [B] aufgeworfen wird,® be-
steht nun darin, notwendige und hinreichende Bedingungen dafiir zu finden, dass der Wirbelfall
eintritt, d.h. der Ursprung ein Zentrum ist - oder in himmelsmechanischer Ausdrucksweise: der
Planet weder in die Sonne stiirzt, noch ins weite All abdriftet. So sehr anwendungsnah und
physikalisch dieses Problem anmutet, so wenig trifft es doch tatsichlich die Interessenlage der
Mathematiker der Jahrhundertwende. Die vielfiltigen mathematischen Erfolge hatten das bis-
herige Kompaktum Mathematik aufgebldht und ausgefranst. Die Anzahl der mathematischen
Teilgebiete hatte sich enorm vermehrt, und die hochst unterschiedlichen Entwicklungsziele der
einzelnen Disziplinen traten der Vision von einem stabilen einheitlichen Gedankengeb#ude ent-
gegen. Die Sorge der Mathematiker um einen inneren Zusammenhang der Mathematik, der
Ruf nach der Pflege ihrer inneren Struktur wurde laut. Auch hier spielt nun die Person Henri
POINCARE:S eine bedeutende Rolle. Seine Uberzeugung, die Schwierigkeiten kénnten nur durch

3p, q sind i.a. Potenzreihen in  und y, die mit quadratischen Gliedern beginnen.

4Fiir eine genaue Definition der Begriffe , Wirbelfall“, , Strudelfall“ und ,,Zentrumproblem* vgl. Kapitel 2.1.1.
®Die folgenden Bilder wurden [2], S. 552/553 entnommen.

Den Begriff ,Zentrum* definiert POINCARE bereits 1881 in [C].
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gemeinsames Handeln iiberwunden werden, liefl ihn 1894 in Ziirich den 1. Internationalen Ma-
thematikerkongress einberufen. Die Sitzung endete fiir die knapp hundert Teilnehmer allerdings
in einem zu erwartenden Desaster, da wie bei einem Familienfest tatséichlich jeder von etwas
anderem sprach. Ein fruchtbarer Gedankenaustausch konnte somit nicht stattfinden. Die einzige
Entscheidung, die zustande kam, war die, den néchsten Kongress besser vorzubereiten, was dann
auch geschah. Unter dem Vorsitz von Henri POINCARE fand vom 6. bis 12. August 1900 in Paris
der 2. Internationale Mathematikerkongress statt. Das gewichtigste Ereignis dieser Veranstaltung
war sowohl aus damaliger wie auch aus heutiger Sicht David HILBERTSs (1862-1943) Vortrag
»Mathematische Probleme* vom 8. August, den er in den Bereichen , Geschichte und Bibliogra-
phie“ und ,Didaktik und Methodologie“ hielt. Der damals 38-jdhrige Professor der Universitét
Géttingen sprach vor gut der Hilfte der Kongressteilnehmer von seiner Uberzeugung, dass spe-
zielle Probleme die Mathematik im kommenden Jahrhundert inspirieren und formen wiirden.”
Darauthin verlas HILBERT eine lange Liste dieser Probleme. Mehrere von ihnen konnten durch
Wortmeldungen einzelner Anwesender im Auditorium sofort ad acta gelegt werden. Am Ende
blieben 23 ungeltste Probleme iibrig. Wir wollen unser Augenmerk hier ausschliellich auf das
16. Problem richten und verweisen fiir die anderen Probleme auf entsprechende Literatur (z.B.
[D]). Carmen CHICONE und Tian JINGHUANG zitieren in [E] einen Auszug aus HILBERT'S
Problembeschreibung, den wir hier kurz wiedergeben mochten:

»[---] T wish to bring forward a question which, it seems to me, may be attacked
by the [...] method of continuous variations of coefficients, and whose answer is of
value for the topology of families of curves defined by differential equations. This is
the question as to the mazimum number and position of Poincaré‘s boundary cycles
(cycles limites) for a differential equation of the first order and degree of the form

dy _ Y
de X’

here X andY are rational integral functions of the n'* degree in x and y.“

Dieses Problem - bei dem es sich zudem nur um den zweiten Teil des 16. HILBERTschen Pro-
blems handelt (zum ersten Teil spdter mehr) - stellte sich als eines der schwierigsten unter
HILBERTS urspriinglicher Auswahl heraus; tatsdchlich ist es bis heute noch nicht einmal fiir
quadratische Systeme gelost. Lawrence M. PERKO gibt in [F] aus dem Jahr 1984 eine Zusam-
menfassung der bis dahin bekannten Konstellationen von Grenzzyklen fiir das ebene quadratische
System. Allgemein wird eine geschlossene Trajektorie auf der Phasenebene, gegen die sich fiir
t — oo von innen oder auflen andere nicht-geschlossene Trajektorien spiralférmig bewegen, als
,Grenzzyklus* bezeichnet, vgl. [2], S. 628. Dort findet sich auch das folgende Bild eines Grenz-
zyklus:

"Markanterweise endete seine Einleitung mit der hochfliegenden Bekundung: ,In der Mathematik gibt es kein
Ignorabimus.“ [,ignorabismus® lat. fiir ,wir werden niemals wissen*]
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Abbildung 1.2: Beispiel fiir einen Grenzzyklus

Bekannt sind demnach konkrete Beispiele fiir quadratische Systeme mit den folgenden Konstel-
lationen von Grenzzyklen:

(@ (b)
© ()
(e ®

Abbildung 1.3: Bekannte Konfigurationen von Grenzzyklen quadratischer Systeme

Beispiele fiir die Konfiguration (a) wurden von Max FROMMER (7] und Yeh YEN-CHIEN [G]
gegeben. Fiir (b) und (c) lieferten N. BAUTIN [H] und CHIN [I] Beispiele. Sie zeigten, dass es
quadratische Systeme gibt, die in einer kleinen Umgebung des Ursprungs zwei oder drei Grenz-
zyklen besitzen; jedoch konnten sie nichts iiber die Situation auflerhalb dieser kleinen Umgebung
sagen. Die Abbildungen (d), (e) und (f) beziehen sich jeweils auf Konstellationen mit zwei kri-
tischen Punkten. Die Beispiele fiir (d) fanden Yeh YEN-CHIEN [J], Tung CHIN-CHU [K] und
PERKO [L]. Tung CHIN-CHU [K] lieferte auch ein Beipiel fiir (e). SchlieBlich entdeckte Shi
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SONGLING [M] ein Beispiel mit mindestens vier Grenzzyklen wie in (f). Tatséchlich sind bis
heute nicht mehr Konfigurationen von Grenzzyklen bei ebenen quadratischen Systemen bekannt.
Carmen CHICONE und Tian JINGHUANG weisen hierbei auf die Schwierigkeit hin, dass HIL-
BERTSs 16. Problem unerwarteterweise in das Gebiet der algebraischen Geometrie zu fiihren
scheint, mit dem Mathematiker aus dem Bereich der Differentialgleichungen nicht allzu gut ver-
traut sind. So verdffentlichten PETROVSKII und LANDIS 1958 eine Arbeit [N], in der sie eine
Losung von HILBERTS 16. Problem vorschlugen. Insbesondere zeigten sie (filschlicherweise),
dass ein ebenes quadratisches Problem hochstens drei Grenzzyklen besitzen kann. Ihr Beweis
verwendete in hohem Mafle Resultate aus der algebraischen Geometrie von komplexen projek-
tiven Rdumen. Die Autoren mufiten allerdings bald Irrtiimer in ihrer Beweisfiihrung zugeben
(vgl. [0]), und es gelang ihnen nicht, sdmtliche aus dem Weg zu rédumen. 1967 schliellich gaben
PETROVSKII und LANDIS in [P] zu, dass der Beweis eine nicht zu fiillende Liicke aufweist.
Beispiel (f) von Shi SONGLING konnte 1980 dann die Ungiiltigkeit des Beweises noch einmal
untermauern. Auch in einem 1985 veréffentlichten Beweis von Yuanshun CHIN (vgl. [Q]) fanden
IL“YASHENKO und Shi SONGLING 1988 (vgl. [R], [M]) Fehler.

Das POINCAREsche Zentrumproblem ist aufs engste mit HILBERTSs 16. Problem verwandt.
Einen moglichen Weg, um Grenzzyklen zu erzeugen, beschreibt Dana SCHLOMIUK in [T] und
bezieht sich dabei auf [U] und [V]:

One way to produce limit cycles is by perturbing a system which has a continous
family of closed orbits, in such a way as to create limit cycles in the perturbation
from some of the closed orbits in the original system. Each system with a center has
a continous family of closed orbits and thus each system could create limit cycles in
perturbations.

In [T] wird zudem eine klare Verbindung zwischen der Theorie der polynomialen Vektorfelder
und der Theorie der algebraischen Kurven aufgezeigt, und zwar offenbart diese sich gerade im
POINCARESschen Zentrumproblem. Tatséchlich suggeriert bereits HILBERTs Formulierung des
16. Problems in zwei Teilen derartige Verbindungen. Der erste Teil des Problems wird heute
ndmlich ganz klar in das Gebiet der algebraischen Geometrie eingeordnet. Ausgangspunkt ist
eine Arbeit von Karl Gustav Axel HARNACK aus dem Jahr 1876, die beweist, dass eine Kurve
n-ten Grades in der projektiven Ebene hochstens 3(n —1)(n —2) + 1 Ziige ® hat und dass dieses
Maximum auch erreicht wird. Das Problem manifestiert sich nun in der Frage, wie diese Ziige
zueinander liegen. Bisher konnte lediglich bewiesen werden, dass mindestens einer der elf Ziige ei-
ner Kurve 6. Grades im Inneren eines von einem anderen Zug umschlossenen Gebietes liegt (vgl.
[D], S. 257). In [T] ergibt sich nun, dass algebraische Kurven genauso wie hher-dimensionale
algebraische Mannigfaltigkeiten auf ganz natiirliche Weise in der Theorie der polynomialen Vek-
torfelder auftauchen.

8Unter einem Zug oder auch Kurvenzug versteht man eine aus mehreren aufeinanderfolgenden Einzelkurven
zusammengesetzte Kurve mit Ubergangsbedingungen. So ist zum Beispiel ein Polygonzug ein (Kurven-)Zug, der
aussschliefllich Linien enthélt; die dazugehorige Ubergangsbedingung lautet Stetigkeit.
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1.2 Der kleine Beitrag dieser Arbeit zum POINCAREschen Zen-
trumproblem
Die vorliegende Diplomarbeit gliedert sich in zwei grofie Kapitel: ein Kapitel, das den theoreti-

schen Hintergrund der Arbeit darstellt (2) und ein anwendungsorientiertes Kapitel (Kapitel 3),
das sich auf die vorher behandelte Theorie bezieht.

Allgemein betrachten wir die Differentialgleichung

;2 pley)  Plxy)
YT T T @) T Q) .

wobei p(z,y), q(x,y) Potenzreihen sind, die mit Termen der Ordnung > 2n beginnen.

In Kapitel 2 leiten wir fiir den nicht-degenerierten Fall?, also den Fall, dass in (1.1) n = 1 ist,
ein Verfahren zur Stabilitétspriifung eines Differentialgleichungssystems der Art (1.1) her, das
auf den Uberlegungen von C. L. SIEGEL in seinem Buch , Vorlesungen tiber Himmelsmechanik*
[19], §25 basiert. Im zweiten Teil von Kapitel 2 beweisen wir dann einen Satz, der eine notwendi-
ge und hinreichende Bedingung fiir die Existenz eines Zentrums im Ursprung formuliert. Dieser
Satz stellt zusammen mit dem Stabilitdtskriterium aus Unterkapitel 2.1 das wichtigste Resultat
des zweiten Kapitels dar.

Die Beschiftigung mit Differentialgleichungen der Form (1.1) ist, wie in der Einleitung betont,
nicht nur theoretisch, sondern auch praktisch vor allem durch Problemfélle aus den Naturwis-
senschaften motiviert. Zu deren Illustration liefert Kapitel 3 signifikante Anwendungen bzw.
Problemstellungen aus sechs verschiedenen Teildisziplinen: Elektrodynamik, Okologie, Plasma-
physik, Chemie, Hydrodynamik und Astrophysik. Samtliche Beispiele beschrinken sich dabei
auf hochstens kubische rechte Seiten von (1.1).

Im Ausblick (Kapitel 4) haben wir kurz interessante (unseres Wissens nach) ungeldste Fragen
bzw. Probleme zusammengestellt, die sich im Rahmen des behandelten Themas aktuell ergeben
haben.

Im Anhang befinden sich schliefllich technische sowie historische Addita. Die Realitatsbedin-
gungen stellen klar, wann die Losungen von (1.1) in dem Verfahren von C.L. SIEGEL aus Kapitel
2 reell sind (Anhang A). Daran fiigt sich ein kurzer Abriss von Biographien der Mathematiker
an, deren Werke fiir die vorliegende Arbeit von zentraler Bedeutung sind (Anhang B).

°Der degenerierte Fall, d.h. der Fall, fiir den in (1.1) n > 2 gilt, wird z.B. in [3] behandelt.



Kapitel 2

Der nicht-degenerierte Fall

2.1 Die Stabilitidt der Gleichgewichtslésung

2.1.1 Das Ausgangssystem: Voraussetzungen und Definitionen

Wie in der Einleitung erwiahnt, leistet diese Arbeit einen kleinen Beitrag auf dem Weg zur
Losung des ,,POINCARFEschen Zentrumproblems®. Wir kliren daher zunéchst, was darunter zu
verstehen ist:

Definition 2.1 (POINCAREsches Zentrumproblem) Fiir die Differentialgleichung (1.1)
sind diejenigen Potenzreihen P(x,y), Q(z,y) gesucht, bei denen alle in einer hinreichend kleinen
Umgebung des Ursprungs verlaufenden Losungskurven geschlossen sind (Wirbelfall).*

Es geht also darum, diejenigen Potenzreihen P(z,y), Q(z,y) zu finden, fiir die alle Losungskur-
ven, die in einer hinreichend kleinen e-Umgebung

U(0) :=={z e R" : |z| < e}

des Ursprungs verlaufen, geschlossen sind.? In diesem Fall ist der Ursprung ein sog. stabiler
Gleichgewichtspunkt. Genauer formuliert stellt sich der mathematische Sachverhalt wie folgt
dar:

Es sei m € N— {0} eine natiirliche Zahl. Wir betrachten zunéchst etwas allgemeiner ein System
von m Differentialgleichungen

.i'k = fk(.%') (k = 1, ,m) (2.1)

Definition 2.2 3 Es sei & = f(x),2 € R" ein beliebiges System von m Differentialgleichungen
1. Ordnung. Eristiert ein x° € R™ mit f(2°) = 0, dann bezeichnet man die Losung v = x(t) = 29

1Zur Definition von ,, Wirbelfall* vgl. Definition 2.4.
2Bei den gesuchten Lésungskurven handelt es sich also um sog. JORDANkurven.
Diese Definition ist [18], Kapitel 1 entnommen.
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als Gleichgewichtslosung oder Gleichgewichtspunkt.

Das Sytem (2.1) besitze x = (21, ..., Z,,) = 0 als Gleichgewichtslosung.* Die Funktionen fi(z) (k =
1,...,m) seien von der reellen Variablen ¢ unabhingig und werden in der Umgebung von = = 0 als
konvergente Potenzreihen der Variablen x1, ..., z,, mit reellen Koeffizienten vorausgesetzt. Die
fr(z) (k= 1,...,m) sind daher in einer Umgebung U(0) C C von 0 holomorph und enthalten
kein konstantes Glied, da = = 0 Gleichgewichtspunkt ist, also f(0) = 0 gelten muss.

Mit x(t,0,&) werde die Losung von (2.1) zur Anfangsbedingung (0, ) = & bezeichnet. Zur Un-
tersuchung der Stabilitédt von (2.1) in = 0 benétigen wir eine Abbildung S; in einer geniigend
kleinen Umgebung U des Ursprungs, die jedem & € U ein z(t, 0, &) zuordnet.

Definition 2.3 ° Eine Abbildung S; heifit stabil in 0, wenn zu jeder hinreichend kleinen Um-
gebung U (0) mit € > 0 eine Umgebung Bs(0) mit 6 > 0 existiert derart, dass

Sy =x(t,0,¢), & € Bs(0), (2.2)
in U-(0) bleibt fir alle t € R und fir alle £ € Bs(0).

Dabei handelt es sich um Stabilitdt schlechthin, d.h. der Gleichgewichtspunkt ist sowohl in der
Vergangenheit als auch in der Zukunft stabil. Andere Autoren wie z.B. [VON WAHL)] definieren
Stabilitat nur als zukiinftige Stabilitdt.

Fiir die Untersuchung, wann der Gleichgewichtspunkt z = 0 stabil ist, muss S;(.) in der Umge-
bung U von 0 fiir alle reellen ¢ (also sowohl positive als auch negative) betrachtet werden. Dazu
wird (2.1) im folgenden durch eine geeignete Variablensubstitution

= @r(u) (k=1,...,m) (2.3)

in eine moglichst einfache Form gebracht. Der Nullpunkt muss dabei erhalten bleiben.

Die Losungskurven, die um den kritischen Punkt verlaufen, lassen sich in zwei verschiedene
Typen einteilen: in Wirbel und in Strudel. Diese bisher intuitiv verwendeten Bezeichnungen
definieren wir nun genauer:

Definition 2.4 Sind in der in Definition 2.1 betrachteten Umgebung des Ursprungs (die Null
sei ausgenommen,) alle Losungskurven von (1.1) geschlossen, so spricht man von einem Wirbel
oder Zentrum; es liegt der Wirbelfall in Null vor. Andernfalls erhdlt man einen Strudel;
analog spricht man von Strudelfall.

“Die Beschriankung auf die Gleichgewichtslosung = = 0 stellt dabei keine wesentliche Einschrinkung dar. Ein
Beweis dieser Behauptung findet sich in [23], Kapitel 3 (LJAPUNOV-Stabilitéit).
®Dies ist die Definition von Stabilitit, die SIEGEL z.B. in [19] verwendet.
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Nach Klarung der fiir diese Arbeit zentralen Begriffe kommen wir nun zum Inhalt des 2. Kapi-
tels. Es stellt im ersten Teil im wesentlichen eine Ausarbeitung des Kapitels ,,§25. Das POIN-
CAREsche Zentrumproblem* aus dem Buch ,, Vorlesungen iiber Himmelsmechanik* [19] von Carl
Ludwig SIEGEL dar. Kleine Ungenauigkeiten in SIEGELs Argumentation fithren wir aus.
SIEGEL stellt in diesem Kapitel ein Verfahren zur Stabilitatspriifung der Gleichgewichtslosung
(z,y) = (0,0) des Systems

v =g(z,y) 24)

vor. Die Funktionen f(z,y), g(x,y) werden dabei als konvergente Potenzreihen mit reellen Ko-
effizienten vorausgesetzt.

Den Ausfithrungen in Kapitel 1 stellen wir ein Flussdiagramm voran, das die wesentlichen Schrit-
te auf dem Weg zu den beiden Hauptresultaten des ersten Kapitels, dem Stabilitétskriterium
(Satz 2.18) und dem Zentrumssatz (Satz 2.24), schematisch darstellt und die Orientierung in
den Uberlegungen und Beweisen erleichtern soll. Die genauen Definitionen und Formulierungen
der Sétze finden sich in den jeweiligen Unterkapiteln.

Das Ausgangssystem (Kap. 2.1.1)
o= £100,x;)
& = 2%, x,)
Ist (3,,x,) = (0,
Gleichtgewichtspunkt?

ein stabiler

vorbereitende lineare
Substitution (Kap.2.1.3)

»
>

A 4
Das transformierte DGL-System

(X, y) =hx+...
2 (X, ) = Wy +...

Betrachtung des linearisierten DGL - oy Bedingungen fiir die Existenz einer
Systems (Kap. 2.1.4) Normalform (Sitze 2.6 und 2.13)

A 4

Erreichen einer Normalform

u=pu
v=qv
Realititsbedingungen ol Konvergenzbeweis
(vgl. Anhang B) (vgl. [18], § 15)

y
Stabilititskriterium (Satz 2.18

Stabilitit fiir p + g =0
Instabilitit fiir p + g = 0

/\

Spezialfall f{x,y), g(x.y) Polynome Zentrumssatz (Satz 2.24
Kapitel 2.1.8
In diesem Fall sind zur Uberpriifung des Dieser Satz liefert eine notwendige und
Stabilitétskriteriums nur endlich viele hinreichende Bedingung fiir die Existenz
Bedingungen zu priifen. eines Zentrums.

Abbildung 2.1: Flussdiagramm zu Kapitel 2



KAPITEL 2. DER NICHT-DEGENERIERTE FALL 10

Ausgangspunkt unserer Betrachtungen ist ein System von Differentialgleichungen 1. Ordnung
der Form (2.11), das mittels einer linearen Substitution transformiert wird. Dadurch beginnen
die Potenzreihen f(z,v), g(z,y) mit den Gliedern Az bzw. uy, wobei A, u die Eigenwerte der
linearen Anteile von (f(x,v), g(x,y))! sind.

Im néchsten Schritt wird das System (2.13) in eine moglichst einfach Form (,, Normalform*) ge-
bracht. Eine notwendige Bedingung fiir die Existenz einer Normalform wird schon in Abschnitt
2.1.2 hergeleitet. Auerdem ergibt sich aus der Betrachtung des linearisierten Systems, dass die
Eigenwerte A, p rein imaginér und # 0 sein miissen.

Das erste wesentliche Resultat ist das Stabilitétskriterium (Satz 2.18), zu dessen Beweis die sog.
Realitdtsbedingungen und ein Konvergenzbeweis notwendig sind. Da zur Stabilitétspriifung i.a.
unendlich viele Bedingungen zu priifen sind, ist dieses Ergebnis nur von theoretischer Bedeutung.
Beschriankt man sich hingegen darauf, dass f(x,y), g(z,y) Polynome sind, wird das Problem
theoretisch in endlich vielen Schritten 16sbar (Abschnitt 2.1.8).

Im zweiten Teil von Kapitel 2 wird das zweite zentrale Ergebnis, das wir ,,Zentrumssatz“ genannt
haben, formuliert und bewiesen. Der Zentrumssatz enthélt eine notwendige und hinreichende Be-
dingung fiir die Existenz eines Zentrums.

2.1.2 Eine notwendige Bedingung fiir eine Normalform

Das Stabilitdtskriterium (Satz 2.18), das das wesentliche Ergebnis von Kapitel 2.1 darstellt, geht
von einem Differentialgleichungssystem in einer besonderen Form aus, die wir in dieser Arbeit
als Normalform bezeichnen werden:

wobei die py = pg(uq, ..., up,) fir k = 1,...,m Potenzreihen mit néher zu bestimmenden Eigen-
schaften sind.

Bevor wir den Satz 2.13, der sich mit dem Erzeugen eben dieser Normalform beschéftigt, formu-
lieren konnen, leiten wir eine notwendige Bedingung fiir die Existenz einer solchen Normalform
her, die aus dem System (2.1) entstehen soll.

Die ¢i(u) = ¢k (ui, ..., um) seien wieder Potenzreihen, die ebenfalls kein konstantes Glied ent-
halten. Sonst bliebe 0 als Gleichgewichtspunkt nicht erhalten. Wir rechnen mit formalen Po-
tenzreihen mit komplexen Koeffizienten und nehmen dabei auf die Konvergenz der Operationen
Addition, Multiplikation und Differentiation zunichst keine Riicksicht.® Die Differentiation ldsst
sich im Ring der formalen Potenzreihen fiir (2.3) folgendermafien formalisieren:

5Das Rechnen mit formalen Potenzreihen erweist sich an dieser Stelle als zweckmifig. Definieren wir fiir die
formalen Potenzreihen, die endlich viele Unbestimmte und aulerdem komplexe Koeffizienten haben, Gleichheit,
Summe und Produkt nach den Regeln, die im konvergenten Fall gelten, so bilden die Potenzreihen einen Ring ohne
Nullteiler, den wir hier mit R(z) bezeichnen. Die partiellen Ableitungen nach den Variablen erkléren wir gliedweise.
Dabei ist die Differentiation eines Polynoms rein algebraisch erklirt. Weiter gelten in R(z) die Kettenregel und
die iiblichen Ableitungsregeln fiir Summen und Produkte. Fiir genauere Ausfithrungen vgl. [19], §14.
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d m
E T = .i'k = ;‘Pkul . Qll (2.6)

Wir setzen voraus, dass die Substitution (2.3) umkehrbar ist. Daher hat die Koeffizientenmatrix
der linearen Anteile von ¢g(.) eine von 0 verschiedene Determinante. Dies ist dquivalent dazu,
dass die Funktionaldeterminante |p,,| als Potenzreihe ein nicht verschwindendes konstantes Glied
hat (= nicht-degenerierter Fall). ¢, ist somit invertierbar.

Lemma 2.5 (2.1) geht durch die Substitution (2.3) iber in

W=, flp(u). (2.7)

Beweis:

Z?il (pkul . 7:1,[ = fk(.%') (k = 1, ,m)
g o = f(p(u))
i = oy fop(u)

s

Umgekehrt fiithrt die inverse Substitution (2.7) in (2.1) iiber.

Die Substitution (2.3) soll nun so bestimmt werden, dass (2.7) in Normalform dargestellt werden
kann.

Satz 2.6 (notwendige Bedingung fiir die Existenz einer Normalform) Mittels einer
umkehrbaren Substitution (2.3) sei das Ausgangssystem (2.1) bereits in (2.7) dberfihrt worden.
Weiter sei ein zweites System

iy = hy(w) (k=1,...,m) (2.8)

gegeben, wobei die hy(.) Potenzreihen in uy, ..., u,, ohne konstantes Glied seien.

Eine notwendige Bedingung dafiir, dass eine umkehrbare Substitution (2.3) existiert, die (2.1)
in (2.8) diberfihrt, ist, dass F und H gleiche Elementarteiler’ haben. F und H bezeichnen dabei
die Matrizen, die den linearen Anteilen von f(x) und h(u) entsprechen.

Beweis:

"Zur Definition von ,Elementarteilern“ vgl. [6], S. 186
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Einerseits ist % = ¢ ! fop(u), andererseits soll 74 = h(u) sein. Damit erhalten wir fol-
gendes System von partiellen Differentialgleichungen 1. Ordnung fiir die unbekannten
Reihen ¢y:

flo(w) = @uh(u) (2.9)

Eine notwendige Bedingung fiir die Losbarkeit von (2.9) ergibt sich aus dem Ver-
gleich der linearen Glieder. Sind F, H,C' die Matrizen, die den linearen Teilen von
f(x),h(u),p(u) entsprechen, so folgt:

FC = CH
Cinvertierbar 1 p~ g (2.10)

Gleichung (2.10) bedeutet, dass F' und H &quivalent, ja sogar dhnlich zueinander
sind. Dies ist genau dann der Fall, wenn F' und H gleiche Elementarteiler haben,
vgl. [6], Seite 186. O

2.1.3 Eine vorbereitende lineare Substitution

Bevor wir zu den beiden zentralen Sédtzen des Kapitels 2.1 kommen, beschrinken wir uns auf
den Spezialfall m = 2. In diesem Fall stellt sich das Differentialgleichungssystem (2.1) wie folgt

dar:
()=(hoem)=r(2)+ (). ew

wobei die Matrix F' die linearen Anteile des Differentialgleichungssystems beinhaltet und die
Summanden R; (z1,22) und Ry (21, x2) die Glieder der Ordnung > 2 in z1, z9 reprisentieren. Fiir
dieses System fiithren wir nun eine lineare Substitution durch, die sich als zweckm&fig erweisen
wird.

Die Eigenwerte von F', die wir mit A und g bezeichnen, moégen verschieden sein. Daher ist F
diagonalisierbar, d.h. es gibt eine invertierbare Matrix T aus Eigenvektoren von F', so dass
TFT~! Diagonalgestalt hat:

D:=TFT'= ( 3 2 ) (2.12)

Unser Ziel ist es nun, durch eine lineare Transformation das System (2.11) auf die Form

= f(z,y) = \x + Ri(x,y),

y=9(x,y) = py + Ra(z,y) (2.13)
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zu bringen. Rj(z,y) und Ra(x,y) stehen fiir die Terme von der Ordnung > 2, und f(z,y) und
g(x,y) sind diejenigen Funktionen, die durch die Transformation aus f1(z1,z2) und fo(z1,z2)
hervorgegangen sind.

Als lineare Transformation wéhlen wir

()=r(2)

und formen (2.11) unter der Ausnutzung von T—T = I, I, die 2 x 2-Einheitsmatrix, dquivalent

& . o () .
T1T<m,;> = FT1T<x;>+ R: (TlTEi%) |- T von links
o (o ey [T (5)
(2.14) TT1< >_ TFT1< >+T EQ(T1<%>)
ey B ()
SRR R )
@ = )\x+t11-]:21(T_1<x>)+t12-1:22(T_1<x>)
- Y = uy+t21-R1(T_1<35>)+t22-R2(T_1<:Z>)7 1)
= (i)
ist.

Vergleichen wir jetzt (2.15) mit Gleichung (2.13), so stimmen die beiden Systeme iiberein, wenn
wir Ri(x,y) und Ra(z,y) jeweils mit den letzten beiden Summanden auf der rechten Seite von
(2.15) identifizieren.
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2.1.4 Betrachtung des linearisierten Differentialgleichungssystems

Da es sich bei der Untersuchung der Stabilidit der Gleichgewichtslésung (z1,22)! = (0,0)!
beziiglich der Variablen x1,zs um ein lokales Problem handelt, ist es sinnvoll, zunéchst jeweils
nur den linearen Anteil von f(x,y), g(x,y), den wir weiterhin mit F' bezeichnen, zu beriicksich-
tigen, da uns das Verhalten des linearen Systems Hinweise auf das Verhalten des Gesamtsystems
(2.13) geben kann. Das linearisierte Differentialgleichungssystem, das aus (2.13) hervorgeht, er-
gibt sich zu

r = Az
Yy = uy

= (3)=2(3)

Im folgenden miissen wir in bezug auf die Eigenwerte A, u von F' drei Fille unterscheiden:

(2.16)

(i) A und p haben Realteile, die sémtlich # 0 sind (reeller Fall),
(ii) A und g sind rein imagindr und # 0 (imaginédrer Fall) und
(iii) ein Eigenwert ist 0.

(i) Der reelle Fall

Bemerkung 2.7 Der Vollstindigkeit halber behandeln wir an dieser Stelle kurz den reellen Fall,
d.h. den Full, fiir den A und p reell sind. Im folgenden zeigt sich dann aber, dass die zugehdrigen
Losungen unbeschrinkt wachsen und damit fiir unsere Stabilitdtsbetrachtung nicht relevant sind.

Lemma 2.8 Im reellen Fall A\ = X\ # 0, = i # 0 kénnen wir f(z,y) = f(z,y) und g(z,y) =
g(z,y) voraussetzen.

Beweis:
)\;)\ )\Qj‘—f——
Koeffizienten reell (x)
= f(x,y)
Analog zeigt man g(z,y) = g(z,y). O

Bemerkung zu (x): Nach Voraussetzung waren die Koeffizienten von f1(x1,x2) und fao(x1,z2)
reell. Es stellt sich die Frage, ob diese Figenschaft durch die lineare Substitution erhalten bleibt.
Dies ist der Fall, da wegen Gleichung (2.15) die Koeffizienten von fi(z1,22) und fa(x1,z9) durch
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die lineare Substitution lediglich mit ¢;; (i,j = 1,2) und einem Vielfachen von 7= (aus 7-1)
multipliziert werden. T besitzt aber nur rein reelle Eintrdge. Damit ist der letzte Schritt in obi-
gem Beweis gerechtfertigt. O

Betrachten wir also das lineare System (2.16). Eine vollsténdige Losung von (2.13) ist

z(t) = aeM = aefeWteImNE mit X = Re(\) 4+ iIm(\) € C,a € R,
y(t) = bett = beleWteilmt mit 1y = Re(u) + ilm(p) € C,b € R.

Da die Losungen wegen der reellen Exponenten Re(\) - ¢, Re(u) - t unbeschrinkt wachsen, kom-
men sie als periodische Losungen fiir das linearisierte System (2.16) nicht in Frage. Die Losung
des linearen Systems legt die Vermutung nahe, dass auch das nicht-lineare System (2.13) in einer
hinreichend kleinen Umgebung der Null keine periodischen L&sungen besitzen kann. Genauer
gilt:

Satz 2.9 (Fehlende Periodizitit bei reellen Eigenwerten) Sind die Realteile der FEigen-
werte der Matriz der linearen Anteile von (2.1) simtlich von 0 verschieden, so gibt es fiir hin-
reichend kleines € > 0 im Gebiet U-(0) keine periodischen Lésungen von (2.1). O

Ein Beweis dieses Satzes findet sich in [20], S. 193 oder ausfiihrlicher in [18], S. 10 f.

Bemerkung 2.10 Der Fuall, dass ein Eigenwert einen Imagindrteil # 0 und der andere Figen-
wert einen Imagindrteil = 0 besitzt, kann nicht eintreten, da im zwei-dimensionalen Fall mit X
auch X ein Eigenwert von I sein muss. Das bedeutet, dass entweder X = a+ib und j1 = X = a—1ib
Eigenwerte von F mit a,b # 0 sind oder A\ und p rein reell sind. In beiden Fllen greift jedenfalls
Satz 2.9.

Da in unserem Fall die Voraussetzungen des Satzes 2.9 erfiillt sind, kann es keine periodischen
Losungen geben. Der reelle Fall wird daher im folgenden nicht mehr betrachtet. Interessant fiir
uns ist hingegen der rein imaginére Fall:

(ii) Der rein imaginére Fall A =7 # 0

Zunichst beweisen wir einen Satz, den wir im Laufe der Arbeit an verschiedenen Stellen bendti-
gen werden:

Satz 2.11 Im imagindren Fall A =T kann f(z,y) = g(y,x) vorausgesetzt werden.
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Beweis:

Wir leiten jetzt Bedingungen her, unter denen f(z,y) = g(y, z) gilt:

falls T' wie oben T = < fu ) ist.
tor oo

Wegen (I) kénnen wir 7" also in der Form

T:(% g) mit a, 3 € C (2.17)

schreiben.

Die zu T inverse Matrix 7! ergibt sich damit zu

71 1 ( A _ﬁ>. (2.18)

“F - \-a o
Wir formen jetzt Bedingung (/1) um. Damit muss
— (0 1
-1 ]
(1)
0 1 =
& T = ( 10 ) T
gelten. Diese Bedingung ist fiir die Matrix 7" aus (2.17) erfiillt, da
0 1 a B\ _ [« B _ T
10 a p) \a g )
f
=T

ist.

16
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Wegen TFT~! = D mit einer Diagonalmatrix D besteht 7! aus den Eigenvektoren

von F. Mit der Abkiirzung p := aﬁia 3 ergeben sich die Eigenvektoren z, und z, zu

den Eigenwerten A bzw. u zu

xA:p-<_ﬁa> und xﬂ:p-< :f)

Da die Eigenvektoren zu konjugiert komplexen Eigenwerten ebenfalls zueinander
konjugiert komplex sein miissen, folgt die Behauptung, da x\ = 7, wie in der Rech-
nung gezeigt, dquivalent zu f(z,y) = g(y, =) ist. O

Betrachten wir das zu (2.1) gehorige lineare System (2.16), so erhalten wir folgenden Satz:

Satz 2.12 Das lineare System (2.16) besitzt nur im Fall rein imagindrer Eigenwerte periodische
Lésungen. (|

Beweis:

Annahme: A\, p € C mit Re (A) # 0 oder Re (u) # 0.
O.B.d.A. sei A = A +iA; mit A\ \; € R, p € iR. Dann findet sich die vollstandige
Losung von (2.16) zu

z(t) = a eM = g errteitit

y(t) = be! mitbeR.

mit a € R,

Da lim; o e = oo ist, ist die Losung (x(t),y(t))” nicht beschrénkt, kommt also
als periodische Losung nicht in Frage. A und g miissen daher im linearen System
(2.16) rein imaginar gewihlt werden. 0

(iii) Ein Eigenwert ist 0

In diesem Fall ist auch der zweite Eigenwert 0. Mit diesem Problem beschiftigt sich C.L. SIE-
GEL in [20], Abschnitt 2. Die Beweise sind so umfangreich, dass deren Ausarbeitung den hier
gewdhlten Rahmen sprengen wiirde.

Die Betrachtung des linearen Systems (2.16) gibt uns Hinweise darauf, dass periodische Lésun-
gen des nicht-linearen Systems (2.13) nur fiir den Fall konjugierter rein imaginérer Eigenwerte
existieren kénnen. Wir setzen daher im folgenden voraus, dass die Eigenwerte A und p von F'
konjugiert-komplex, rein imagindr und # 0 sind.
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2.1.5 Die beiden Hauptsitze des Artikels

Nachdem wir das Ausgangssystem (2.4) mittels einer linearen Substitution in die Gestalt (2.13)
iiberfithrt haben, bringen wir das so erhaltene System auf Normalform. Dazu gilt Satz 2.13.
Bis hierher werden Konvergenzfragen ausgeklammert, und es wird ausschlielich mit formalen
Potenzreihen gerechnet. Mittels des Stabilitatskriteriums (Satz 2.18) ldsst sich dann priifen, ob
die Gleichgewichtslosung stabil ist. Stabilitéit liegt vor, wenn die Summe p + ¢ der in der Nor-
malform auftretenden Potenzreihen p, g verschwindet.

Satz 2.13 (Erzeugen einer Normalform) Das System (2.13) kann durch eine geeignete Sub-
stitution der Gestalt

z = p(u,v) =u+ pa(u,v) + p3(u,v) + ...

2
2.19
y = Y(u,v) = v+ Ya(u,v) + 3(u,v) + ... (2.19)
auf die Normalform
u=rh, (2.20)
U= qu
gebracht werden, wenn A = —pu die beiden rein imagindren Eigenwerte # 0 von F sind. Dabei

sind p,q Potenzreihen in dem Produkt w = uv allein und @ (u,v), Yx(u,v) homogene Polynome
in u,v vom Grad k (k = 2,3,...). Wenn die Reihen ¢(u,v) und ¥ (u,v) kein Glied der Form
uw® bzw. whv fiir k > 0 enthalten, ist die Substitution eindeutig bestimmd.

Beweis:

Im folgenden setzen wir die Normalform (2.20) in (2.19) ein und verifizieren dann
mittels eines Koeffizientenvergleichs, dass solche Potenzreihen p(u,v), q¢(u,v) existie-
ren und eindeutig bestimmt sind.

r = pu,v) =u+ @a(u,v) + ps(u,v) + ...

o - -
=1 = @@(U,U)ZWu(u,v)u%—%(%U)U:<Pupu+90vq”

y = Y(u,v) =0+ Pa(u,v) + P3(u,v) + ...
S = ) = ) i) = gt g

Es sind also wegen g(¢,v) = f(v¥, ) (vgl. Satz 2.11) die (2.9) entsprechenden par-
tiellen Differentialgleichungen



KAPITEL 2. DER NICHT-DEGENERIERTE FALL 19

oupt +ouqu = f(p,0) = Ao + fa(e, V) + f3(p,9) + ... (2.21)

durch Potenzreihen ¢,1,p,q der Form (2.19) zu l6sen, wobei f;(p,1) homogene
Polynome in ¢, vom Grad [ sind. Fiir p, q ist der Ansatz

[e o] e}
p= Z agrw”, q= Z borw” (2.23)
r=0 r=0

zu machen. Es werde also ag,11 = bar11 = 0 fiir r = 0,1, 2, ... vorausgesetzt.

Koeffizientenvergleich in (2.21) und (2.22):

Bevor wir einen Koeffizientenvergleich in (2.21) und (2.22) durchfiihren kénnen, sind
einige Vorbetrachtungen notwendig;:

Mit
Pu = 1+§02u+‘103u+---
Py = P2yt P30+ ...
¢u = w2u+w3u+
¢v = 1+¢2v+¢3v+---
hat man

o0 o0
pupt = (14 o) Y ag(uv) u
k=2 r=0
o0 o o0
= aou+ Z agyr (uv)"u + Z Oku Z agr(uv)"u
r=1 k=2 r=0

poqv = (O ) Y bar(uv)"v
k=2 r=0

Yupt = (O k) Y az(wv)u
k=2 r=0

boqu = (14+ D thko) Y bap(uv)’v
k=2 r=0

= bov+ Zl boy (uv)"v + kZQ Uiy ZO bar (uv)"v.
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¢ky bedeutet dabei die partielle Ableitung von ¢y, nach u in der Entwicklung ¢(u,v) =
u—+ p2(u,v) + @s(u,v) +.... Mit @iy, Vgu, Yro (K =2,3,...) verhilt es sich entspre-
chend.

Durch Induktion wird jetzt bewiesen, dass in (2.21) und (2.22) auf beiden Sei-
ten die Glieder vom Grad k jeweils zur Ubereinstimmung gebracht werden kénnen
(k=1,2,..):

e Induktionsanfang: k =1

Setzt man die oben gefundenen Beziehungen in (2.21) und (2.22) ein, so er-
gibt ein Vergleich der linearen Glieder:

ayg = A
bp = —A

e Induktionsschritt: k—1 — k

Induktionsvoraussetzung: In (2.21), (2.22) stimmen auf beiden Seiten die Glie-
der bis zum Grad k — 1 (k > 2) iiberein. Hierdurch sind bereits ¢, ¥, (K <
k), ax, bx (k < k — 1) eindeutig festgelegt.

Terme k-ten Grades in (2.21):

k—1 k-1
0 k=t k=t
agr(uv)' v +  Pry ao (uv) u+ E Oluk— W 2 U+ Pry by v+ E Clobr—w 2 v
~ =2 v =2
=\ = — =

k
= Mp+ Y _{file¥)},  mit =
1=2

Fiir gerades k ist 2r wegen r = % ungerade. Nach Voraussetzung ist in diesem
Fall ag, = b, = 0. Daher geniigt es, den Fall ,,k ungerade“ zu betrachten.

Mit {f;(¢,1)}, seien dabei die Anteile k-ten Grades von fi(y,1) aus (2.21) fiir
I =1, ...,k bezeichnet. Die anderen Anteile liefern keinen Beitrag. Wir betrach-
ten jetzt die {fi(p, %)}, genauer:

Fir I =2,..., k ist
fles) = > i, 0) ((u,v))!
i+j=I

= Z Yij (u + pa(u,v) + p3(u,v) + ..) (v + P (u, v) + P3(u,v) +...)0.
it+j=l

Damit erhalten wir fir die {fj(p,¥)}, (I =2,...,k) die folgende Beziehung:
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J
{fl 90 w }k - ZV@] H Pay, H wc,p
s=1 d=1

al+.. +al—k s c1+..4cj=s

wobei i + j = [ und ¢1 = u, ¥; = v ist und die ¢k (u,v), ¥r(u,v) homogene
Polynome in den Verénderlichen u,v vom Grad k sind.
Summieren wir iiber alle Glieder k-ten Grades in fo(p, ), ..., fr (¢, ), ergibt

sich
J
Z{fl <P”¢ Z Z%] H Pay, H wc,p
=2 s=1 d=1

i+j=l ai+.. +al—k s ci1+...4cj=s

wobei die Bezeichnungsweise von oben weiter giiltig sein moge.
Insgesamt konnen wir diese gefundene Beziehung nun in (2.21) einsetzen und
erhalten damit:

k—1

M@rutt — Pkt — k) + ag—1w 2 u = P, (2.24)
worin
k—1
Py = - [Pruar—w 2 u+ @pb_w 2 v] +
=2
k k—1 7 i
+ Z ’YZ] H gOab H T/ch (225)
=2 s=1 — =1
i+j5=l a1+...+a;=k—s ci1+..+cj=s
ist.

Terme k-ten Grades in (2.22):

Analog zu den Termen k-ten Grades in (2.22) erhélt man hier

k-1
AWyt — Yrpv + Vi) + 1w 2 v = Q, (2.26)
worin
k-1
k-t k-t
Qr= - [brar—w 2 u 4 rbe w2 v] +
=2

ko k-1 i J
+ > D 65 I ve I e (2.27)
=2 s=1 b=1 d=1

i+j=l a1+...+a;=k—s ci+...+cj=s

21



KAPITEL 2. DER NICHT-DEGENERIERTE FALL

ist.

Zusammenfassung:

Mittels des Koeffizientenvergleichs erhilt man also die Beziehungen (2.24) und
(2.26):

k-1

)‘((pkuu — ProU — (Pk) +ap_ 1w 2 u = Pk
k—1
AMYputt = Ypov +hg) Fbpqw 2 v = Qy
Dabei sind Py, Qf die in (2.25) und (2.27) angegebenen homogenen Polynome

in u,v vom Grad k, deren Koeffizienten sich durch die Koeffizienten der schon
bekannten @, 1, (k < k) und ax, b, (K < k — 1) ausdriicken lassen.

Bestimmung der ap_1,bk—1 (k=2,3,...):

Fall 1: k gerade
Nach Voraussetzung ist dann ayp_1 = by_1 = 0.

Fall 2: kK = 2r + 1 ungerade

Da in g, ¥ nach Voraussetzung keine Glieder der Form ww” bzw. w"v ent-
halten sind, folgt, dass in (2.24) die ax_1 (k = 2,3,...) sind demnach eindeutig
bestimmt. Analog ergibt sich aus (2.26), dass auch die by_; eindeutig bestimmt
sind.

Bestimmung der o, v (k= 2,3,...):

Die homogenen Polynome ¢y, 1 lassen sich folgendermafien darstellen:

k=Y Benu'o" (2.28)

Damit werden die Koeffizienten der entsprechenden Glieder auf den linken Sei-
ten von (2.24), (2.26) gleich

Mg —h—1) agn (2.29)
Mg —h+1) Bgn (2.30)

22
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sein. Da die Reihen ¢ und 1 kein Glied der Form uw® bzw. w*v (k > 0) ent-
halten, gilt g # h+ 1 bzw. g # h — 1.

Damit sind die ¢y, ¥ eindeutig bestimmt. O

Insgesamt ist gezeigt, dass die Gleichungen (2.21), (2.22) durch formale Potenzreihen ¢, 1, p,q
erfiillt werden kénnen.

Bemerkung 2.14 Im Full der Konvergenz von f, g sind auch p, 1 konvergent, falls p+q =10
ist.’
Im Satz 2.18 verwenden wir folgende Schreibweise:

Schreibweise 2.15 Fiir eine Potenzreihe h(§,n) = Zyua,,“f”n“ mit komplexen Koeffizienten
ay,, € C mége

E(fﬂ?) = Zau,ugynﬂ
Vi

bedeuten.

Zum Beweis der Instabilitiit in Satz 2.18 bendtigen wir zwei Resultate, die wir der Ubersicht
halber vor den eigentlichen Satz stellen:

Lemma 2.16 (Realititsbedingungen fiir © und ) Die Polynome @(u,v), ¢(u,v) bzw.
p(u,v), ¢(u,v) magen aus p(u,v),P(u,v) bzw. p(u,v), q(u,v) hervorgehen, indem o(u,v), Y (u,v)

bzw. p(u,v), q(u,v) nach den Gliedern der Ordnung 2n—1 bzw. 2n—2 abgebrochen werden. Weiter
sei

(a) Dann gilt:

mit

Jo(u,v)~ ! = _ 1 _ ) ﬂg(u,v) —Pp(u, ) ’
a( ) cﬁu(u,’u)wy(u,’u) —cﬁv(u,’u)l/}u(u,v) ( —y(u,v)  Py(u,v) >

der (invertierten) Jacobimatriz von ®(u,v).

¥Den Beweis dieser Behauptung findet man in [19], §15.
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(b) Weiter erhdlt man als Realititsbedingungen im ,abgebrochenen Fall:

Ry
Ry(

SIEESE
I

SIS
S

)
| (2.32)

)

Beweis:

(a) Wir fithren in (2.13) eine konvergente Substitution (d.h. eine Substitution mit

konvergenten Potenzreihen) mit den ,abgebrochenen Variablentransformatio-

nen“

(u, ) (2.33)

durch und erhalten

%(uav) = ‘%U(uvv) U+ ‘%v(uvv) 0= f(gb(ufu)a 1%(“7”))
¢(u7v) = ¢u(uvv) U+ ¢v(u’v) 0= g(@(uav)v T/J(Uav))
Bulw) Golwo) \ (i) _ ( F(@n), i)
- ( dulu,v) Gulu,0) ) < 0 ) < 95w, ), 0(u,v)) )
=Ja(u,v)

mit  Jy ' (u,v) =

- 1 _ < T,Z;y(u,v) —Pu(u,v) ) .
(ﬁu(U, U)% (U7 U) — Py (U7 ’U)l/)u (U7 U) _wu(u? U) Pu (u’ U)

Die Jacobimatrix Jg(u,v) von @ ist invertierbar, da wegen $(u,v) = u+... und
Y(u,v) = v + ... ihre Determinante Jg(u,v) = 1 + O(|i|?) # 0 mit % = (u,v)?
ist.

Daher wird (2.31) zu
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(b) Aus den Realitdtsbedingungen (vgl. A.7 im Anhang A)
(u,v) = P(v,u), (2.37)
2

die - wie man leicht sieht - auch fiir ¢(u,v) und @(u, v) gelten, weifl man, dass
¥ (u,v) aus @(u,v) hervorgeht, indem man @(u,v) konjugiert und u und v (und
damit auch du und Ov) vertauscht. Daher erhélt man als Realitétsbedingungen

fiir die partiellen Ableitungen von @(u,v) und v (u, v)

(2.38)

i = [Pu(5,7) - g(@(0,0)9(5, @) — Gu(5,7) - F(G(E, W), 1)] = Ra(r,7)
U =p [=¢u(v,1) - g(¢(0, W)Y (V, 1)) + (v, ) - f(@WR)Y (v, w))] = R1(v, )
mit p = =—— ! = p(v,u)

Lemma 2.17 (Lemma von GRONWALL) Gegeben sei ein Intervall der Form I = [0,b)

mit 0 < b < oo und zwei Konstanten § > 0, € > 0. Gentgt dann eine auf I stetige Funktion
y :[0,b) — R der Integralungleichung

0<y(t)<d+e \/Oty(a)dzﬂ Vitel, (2.39)
so folgt hieraus die Abschdtzung
0<y(t)<6et Vitel.
Beweis:

Vgl. z.B. [1], Beweis von Satz 7.6.2, S. 315.
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Satz 2.18 (Stabilitétskriterium) Die Gleichgewichtslésung ist dann und nur dann stabil,

wenn
o
p+qg= Z(QQT + bQT)U)T =0 (240)
r=1
ist, also wenn
(2.41)

1st.

a9y + bor =0 Vr € N*

Instabiblitdt liegt hingegen vor, wenn p+ q # 0 ist.

(i) Beweis der Instabilitét:

(2.41) sei nicht fiir alle r € N* erfiillt. Daher kann man ein ¢ # 0 und ein n > 1
finden, so dass fiir die Potenzreihen p, g aus (2.23)
prg=cw" .. (2.42)
ist. Wegen der Realitétsbedingung (vgl. (A.8) im Anhang A)
p(uv) = q(uv)
ist
P+q=7+q=2Re(qg) €R

und w = uv = ut = |u|? € R. Daher muss c reell sein.

Nach [19], S. 177 kénnen wir nun ¢ durch %t ersetzen. Damit wird der Vorfaktor ¢ zu 2.

Ubergang zu Polynomen @, 0, P, q:

Um die Konvergenzuntersuchung zu umgehen, brechen wir die Reihen ¢, 9 bzw.
p, ¢ wie in Lemma 2.16 nach den Gliedern der Ordnung 2n — 1 bzw. 2n — 2 ab,

wodurch sie in ¢, ¥, p,q iibergehen.?

9Hinweis: Im Falle der Instabilitit stellt die Untersuchung der Konvergenz der Reihen ¢, 1, p, ¢ noch ein offenes

Problem dar.
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Die Realititsbedingungen fiir den Fall abgebrochener Potenzreihen:

(a) Der Vollsténdigkeit halber nennen wir an dieser Stelle noch einmal die Rea-
litdtsbedingungen (2.37) (vgl. Lemma Beweis von 2.16 (b)):

Ist

v(0) = u(0), (2.43)
so folgt

o(t) =u(t)
fir t € [0,7] C Ijnaz-° Dabei ist I4 das maximale Existenzintervall von
(2.34).
Bewelis:

Wegen (2.34) und (2.32) gilt:

Dabei ist

RQ(“? U) = J<I:1(u7 U) : g((ﬁ(u, U)? 1/1(“7 U))

Nach Voraussetzung ist g : U-(0) — R in einer e-Umgebung des Ur-
sprungs holomorph. Da auflerdem Jg 1(u,v) stetig differenzierbar ist,
ergibt sich Ra(u,v) ebenfalls als stetig differenzierbar auf U (0). Folg-
lich ist fiir Ro(u,v) die LIPSCHITZ-Bedingung fiir alle (u,v), (7,7) €
Us(0) und t € [0,T] C Iz, Imax maximales Existenzintervall von
(2.34), mit einer LIPSCHITZ-Konstanten L erfiillt, die von u, v : [0,T] —
C abhéngt.

19Um eine fiir den Beweis notwendige LIPSCHITZ-Bedingung fiir Ro(u(t),v(t)) zu erhalten, miissen wir uns
auf das kompakte Intervall [0, T] beschréinken.
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Sei y(t) := [u(t) — v(t)|, wobei | . | die [;-Norm (Summennorm) ist.
Dann gilt:

IN
\
&
S

mit L* := 2L > 0.

Damit sind die Voraussetzungen des Lemmas von GRONWALL (Lem-
ma 2.17) fiir 6 = 0 und ¢ = L* erfiillt. Es gilt also die Abschétzung;:

0 < |Ro(t,o(t),a(t)) — Ra(t,u(t),v(t))] < 0-e t€[0,T] C Lnas
& Ro(t,5(t),a(t)) — Rolt,u(t),v(t)) = 0, £ €[0,T] C L

Hieraus ergibt sich zwangsweise, dass

u(t) = v(t), t€[0,7) C Imaax-

Die ,abgebrochene Normalform*:

In diesem Zusammenhang benétigen wir die beiden folgenden Aussagen, die wir
anschliefend beweisen:

Behauptung:

(a) Durch den Abbruch der Potenzreihen ¢(u,v), ¥ (u,v) und p, ¢ nach den Gliedern
der Ordnung 2n — 1 bzw. 2n — 2 fiir ein n > 2 erhélt man als neue Normalform, die
wir im folgenden als ,,abgebrochene Normalform“ bezeichnen werden:

w=pu+O(a*™) .. . [ u
o = g + O(Jii|?) mit u = v ) (2.44)
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(b) Auflerdem gilt
p+q=cluw)" 1 =cw ! ™ 20" ! mit ¢ € R. (2.45)

(*) Diese Wahl von c ist moglich, vgl. dazu [19], S. 177.
Beweis:
(a) Setzen wir die abgebrochenen Polynome @(u,v), t(u,v) in das Diffe-
rentialgleichungssystem
&= f(z,y)
J=9(zy)

ein, so erhalten wir

Gult, ) U+ Gp(u,v) © = f(@(u,v), P (u,v))
Gl 0) 1+ () b = gl 0), $(u,0)) (2.46)

Fithren wir analog zum Beweis von Satz 2.13 einen Koeffizientenver-
gleich durch, so erhalten wir (2.44). Setzen wir nédmlich in (2.46) die
Normalform

u:
V=

QS

u

v
ein, so gibt es fiir die Anteile vom Grad > 2n in fi(@(u,v), 9 (u,v))
auf der linken Seite keine entsprechenden Summanden. Daher muss
die Normalform zu (2.44) modifiziert werden.

(b) Dies folgt aus (2.42) und der Definition von p, §. O

Der Ursprung als instabile Gleichgewichtslage

Behauptung:

Sei ¢ # 0. Dann ist der Ursprung instabile Gleichgewichtslage von

(2)=(femm ) 2an

Sei ( Y > = ( Z > die zugehorige Losung von

it = ju+ O([if*")

~ o 2.4
& = gv+ O(Ju[2") (2.48)

29



KAPITEL 2. DER NICHT-DEGENERIERTE FALL 30

mitﬂ::<u>.
v

O.E. sei wieder ¢ = 2. Fiir eine reelle Losung von (2.11) ist wegen der
Realitidtsbedingung (A.9) im Anhang A v = @ und daher w = uv = wu =
|u|? > 0. Dann ist wegen w = |u|? > 0 zumindest

w=2w" + O(w"Jr%)7

denn fiir w = uw ergibt sich:

w = uv + uv
= (pu+O(|a*™) v+ u (qv+ O(|E*™))
= 5+ §) w4+ O(w3)
2 w" + O(w"*2) (2.49)

Man wéhle nun eine positive Zahl r so, dass fiir w < r Konvergenz der
rechten Seite von (2.49) eintritt und (2.49) die Ungleichung

W —w" >0 (2.50)

erfiillt, wobei ¢t > 0 und ¢ im Existenzintervall von (2.48) liegt.

Annahme: Der Nullpunkt von (2.47) ist stabil.

Dann muss, da alle verwendeten Transformationen den Nullpunkt
invariant lassen, fiir alle hinreichend kleinen ug := u(0), vg := u(0)
der Ausdruck

w(t) = u(t)* <r
bleiben, und die Lésung (u(t),v(t))! insbesondere fiir alle ¢ > 0

existieren.

Dies ist jedoch ein Widerspruch: Wegen w > 0 ist auch w™ > 0.
Fir w < rist w > w™ > 0. Damit ist w fiir w < r eine monoton
wachsende Funktion von t.

Behauptung: Fiir t = 0 sei 0 < w(0) =: wg < r. Dann ergibt
(2.50), dass

w—wo>wyt (t>0) (2.51)

ist.
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Beweis:

t

wo > w" |/ o dt

0
t

= wdt

¢
> / w"dt
0 0

& w(t) — wo wy't (2.52)

V

Y

U
(2.51) gilt fiir alle t € RT, also auch fiir ¢t = g € R*. Einsetzen

dieses speziellen ¢-Wertes in (2.52) ergibt:

n T
w—wy =2 Wy =T
Wo
& w = r+ wy >r
~—~
>0

Dies steht im Widerspruch zu w < r.

Insgesamt liegt somit fiir p + ¢ # 0 Instabilitéit vor.
(ii) Beweis der Stabilitét:

Nun sei (2.41) fiir alle » € N* erfiillt, d.h. es gilt p = —¢. Damit tritt der Konver-
genzbeweis aus [19], §15 inkraft. Dort wird mittels Majorantenkriterium bewiesen,
dass fiir konvergente Potenzreihen f, g unter der Zusatzbedingung p + ¢ = 0 die
Funktionen ¢ und % ebenfalls konvergente Potenzreihen sind.

Aus @ = pu, v = qv und p + g = 0 folgt:

W = v+ ou

= puw+quu=(p+qw=0

Also ist w zeitlich konstant.

Wegen p = > ag,w” und ¢ = > bo,w” sind p, ¢ dann ebenfalls zeitlich konstant. Als
Losungen der Differentialgleichung @ = pu und ¥ = gqv erhalten wir jetzt:

u = upe!", v = vpe (2.53)

Aus der Realititsbedingung (A.9) im Anhang A folgt, dass wir fiir reelle Losungen
des Systems (2.11) v = @, also vg = up wéhlen miissen.
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Wegen der Realitdtsbedingung (A.8) im Anhang A und (2.41) ist § = — ¢ € iR, also
auch p € (R. p ist also rein imaginér. Jetzt ist wegen p € iR, also p = |pli,

u(t) = wuge?’
= wpellPlt
= wug(cos |p|t + isin |pl|t)
= wgcos |p|t +iugsin |plt.
—_— Y

=:reR =:5€R

Dies entspricht einem Kreis um den Ursprung mit Radius ug, der in der Zeit |2—’T

einmal durchlaufen wird. Wahlt man r, s wie angegeben, so stellt die Gleichung
fiir u(t) in der (r, s)-Ebene konzentrische Kreise dar, die in der Zeit % gleichférmig
durchlaufen werden.

Dies zeigt Stabilitdt und motiviert den Namen ,, Zentrumproblem®.

2.1.6 Riicktransformation auf die urspriinglichen Koordinaten z, x5

Wir transformieren die Losungen (2.53) zuniichst zuriick auf die Koordinaten x,y.!!

Lemma 2.19 Mittels (2.19) und (2.53) ergeben sich die Koordinaten x und y als konvergente
FOURIERsche Reihen in der Verdinderlichen |p|t.

Beweis:
Es gilt:
u(t) = wugelt = upe'Plt
v(t) = wvoe? = e Pt = voe Pl
und
r= o) = ut o)+ g3 o) + ..
y=v(u,v) = v+ o(u,v)+ 3(u,v) + ...,

"Dje Koordinaten x, y hatten wir nach der linearen Substitution in Abschnitt 2.1.3 aus z1, x2 erhalten.
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wobei die g, ¥ (k = 2,3,...) homogene Polynome in den u, v vom Grad k sind. Fiir
die Gestalt der g, ¢¥r (k = 2,3,...) ergab sich im Koeffizientenvergleich (vgl. (2.28)):

— h _ 9 ilpltg,h —i|p|th _ 9,.h_i(g—h)|p|t
or(u,v) = Z agpudv” = Z aghuoe”p‘ Iyheilplth — Z ozghuovoe’(g Il

g+h=k g+h=k g+h=k
= D G = S B =3 adfeto-
g+h=k g+h=k g+h=k

fiir k > 1, |g — h| # 1 nach Voraussetzung.'? Damit erhalten wir:

D
z(|plt) = wugellP? + Z agrudvbelg-PIplt (2.54)
g+h=2
. m .
y(lplt) = moe P+ Y7 Bufuge s (2.55)
g+h=2

Diese FOURIERreihen fiir z,y in der Veradnderlichen [p|t sind konvergent, da aus
dem Konvergenzbeweis wegen p + g = 0 folgt, dass ¢, ¥ ebenfalls konvergent sind
und z = ¢(u,v), y = ¥ (u,v) ist.

0

Um die Losung nun in den urspriinglichen Koordinaten x1, x2 aus (2.11) zu erhalten, miissen wir
die lineare Substitution (2.14) riickgéingig machen, d.h. die Losungen z1(|p|t), z2(|p|t) ergeben

sich zu
() = (i)
e (4 2) ()
_ v Ba(plt) - By(plt)
al—ap ( —az(|plt) + ay(|plt) >

2.1.7 Das Resultat: ein Verfahren zur Stabilitéitspriifung

In diesem Abschnitt wird das Verfahren in knapper Weise zusammengefasst, ohne im Detail auf
die genauen Voraussetzungen einzugehen.

12ygl. dazu Satz 2.13: dort wird vorausgesetzt, dass in ¢(u,v) und 9 (u,v) kein Glied der Form uw* bzw. w*v
fiir k£ > 0 enthalten sein darf.
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Um iiber die Stabilitdt der Gleichgewichtslosung des Systems

&= f(zx,y) =Ar+ ..
y=g(,y)=py+..

das durch eine lineare Substitution aus

)

&1 = fi(z1,22)
&y = fo(x1,22)

hervorgegangen ist, in dem Fall zu entscheiden, dass A = —p rein imaginér und # 0 ist, haben
wir also folgendes Verfahren gefunden:

1. Berechne die Koeffizienten ag,, b, (r =1,2,...) der Potenzreihen p, ¢ rekursiv.

2. Uberpriife, ob ¢, = ag, + by, = 0 ist fiir alle r = 1,2, ....

Wir haben somit bisher gezeigt, dass es eindeutig bestimmte Potenzreihen p, ¥, p, ¢ gibt, so dass
wir mit geeigneter Festlegung der Zeiteinheit die rechte Seite unseres Systems schreiben kénnen
als

flay) = izt Y aga’y"
g+h>1

—iy+ Y Benaty" mit By, = arg. (2.56)
g+h>1

9(w,y)

Im Koeffizientenvergleich werden die ag, by durch die Koeffizienten der schon bekannten ¢,
Yr(k < k) und ay, be(k < k — 1) ausgedriickt.

Speziell ergibt sich aus dem Koeffizientenvergleich im Beweis zu Satz 2.13 mit der abkiirzenden
Schreibweise o, = {agn|g + h = k} fiir ap_1 = ag,:

e k=3
as und by sind Linearkombinationen von aq, 81, ag, 82 und ag = A, bg = —A.
Also: az, by € Clay, B, g, Bo]
e k=15 13
a4 ist Linearkombination von «q, 31, a9, 02, a3,03, 04,04 und ag = A\, by = —A,ay €

Clai, b1, a2, Ba2], b2 € Cloy, 1, az, F2].
Also: ay, by € Clo, B1, a2, Bo, a3, B3, g, 4]

e Mittels vollsténdiger Induktion erhalten wir demnach:
ag—1 = agr,by_1 = bar € Clay, b1, ..., a2, Bor]

Somit ergibt sich fiir die ¢,:

cr = agr + by € (C[Oél, ﬁla <oy Qo ﬂQr] = C[agha ﬂgh]g—i—hgk—l:Zr (257)

13E]rinnerung: fiir gerades k gilt per definitionem ax—1,br—1 =0
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2.1.8 Spezialfall: f(z,y) und g(x,y) Polynome

Speziell werde nun noch angenommen, dass f und g aus (2.56) Polynome eines festen Grades [
sind. Damit werden alle ¢, Polynome der endlich vielen agp, Bgn (9 + h < 1). Zu erwarten ist
offensichtlich, dass eine nun endliche Anzahl an Koeffizienten zu einer endlichen Anzahl an zu
verifizierenden Bedingungen ¢y = 0, &k = 1,...,m(l) < oo fithrt. Tatséchlich ermé6glicht uns
die Voraussetzung eines endlichen Grades eine iterative Anwendung des HILBERTschen (Ideal-)
Basissatzes.

Satz 2.20 (HILBERTscher Basissatz, 1. Variante) Ist R ein NOETHERscher Ring, so
auch der Polynomring R[X].

Beweis:
vgl. [12], S. 66, Satz 6.6 O

Durch Induktion ergibt sich aus dem HILBERTschen Basissatz, dass fiir jeden NOETHERschen
Ring R auch R[Xq,...,X,] NOETHERsch ist. Dabei gilt folgende Definition:

Definition 2.21 (NOETHERscher Ring) 4
R heifst NOETHERSscher Ring, wenn jedes Ideal von R endlich erzeugt ist.

In unserem Kontext ist R[X1,..., X,] = Clogn, Bgnlg+n<i- (C ist ein Korper, dadurch Haupt-
idealring und somit NOETHERsch.)

HILBERT formulierte seinen Satz unter anderem fiir den NOETHERschen Polynomring
K[Xy,..., X;], K ein Korper, in einer scheinbar allgemeineren Fassung (siehe z.B. [22], §115):

Satz 2.22 (HILBERTSscher Basissatz, 2. Variante) In jeder Untermenge C eines Rings R
mit Einselement (nicht nur in jedem Ideal) gibt es endlich viele Elemente cy,...,cp so, dass
jedes Element ¢ von C sich in der Gestalt

Y€1 + 0+ YmCm, Ym €R
schreiben ldsst.
Dieser Satz ist aber eine unmittelbare Folge des HILBERTschen Basissatzes, 1.Variante. Denn
wenn I das von C erzeugte Ideal ist, so hat zunéchst I eine Basis:
I=(ay,...,as).

Jedes Element a, (r = 1,...,s) héngt (als Element des von C' erzeugten Ideals) von endlich
vielen Groflen von C' ab:

“Diese Definition ist ebenfalls [12], S. 65 entnommen.
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m
Qr = E YrkClk-
k=1

Also héngen alle Elemente von I von den endlich vielen ¢j linear ab; das gilt nun insbesondere
fiir die Elemente von C.

Demnach sind nun alle ¢, endlich erzeugt, d.h. es gibt ein m = m(l), so dass sich alle ¢, in der
Form

m
e = Z%k% (r=1,2,...) mit v € Clogn, Bgnlg+n<i
=1

schreiben lassen.

Um zu untersuchen, ob die ¢, sdmtlich verschwinden, was fiir die Stabilitit notwendig und
hinreichend ist, haben wir also nur die endlich vielen Gleichungen ¢, = 0 fiir kK = 1,...,m
nachzupriifen. Allerdings ergibt sich aus dem Beweis des HILBERTschen Basissatzes noch keine
obere Schranke fiir m als Funktion von [. Lediglich der quadratische Fall [ = 2, auch bekannt als
DULACSsches Problem, konnte dahingehend komplett gelést werden, dass nicht nur m(2) = 7
bestimmt wurde, sondern man auch endlich viele Bedingungen fiir die Existenz eines Zentrums
in den Koeflizienten von p und ¢ explizit angeben kann. Dazu beigetragen haben neben vie-
len anderen Mathematikern DULAC (1908), KAPTEYN (1911, 1912), FROMMER (1934) und
BAUTIN (1952).

2.2 Die Existenz eines Zentrums im Ursprung

Betrachtet werde das zweidimensionale System von Differentialgleichungen (2.11) aus Abschnitt
2.1.3, das - wie dort ausgefiihrt - bereits durch eine lineare Substitution auf die Form (2.13)
gebracht wurde. Zusétzlich sei im Hinblick auf die Anwendung von Satz 2.13 A= —u, A, u#0
rein imaginér. Konkret beschéftigen wir uns nun also mit dem folgenden System:

T = f(l“,y) = )\x—l—Rl(m,y)

§ = g(z,y) = —A\y + Ra(z,y), (2.58)

mit (z,y) = (0,0) als Gleichgewichtslosung, f(x,y), g(x,y) konvergente Potenzreihen mit kom-
plexen Koeffizienten in einer Umgebung von (z,y) = (0,0), Ri(x,y) und Ra(z,y) Terme von
der Ordnung > 2.

Definition 2.23 (Konstante der Bewegung) Eine Funktion F : U — C, U = U.(0)—{0} C
C offen, heifit Konstante der Bewegung auf U von (2.58), falls F(x(t),y(t)) = const. fir alle
Zeiten t und Lisungskurven (x(t),y(t))t von (2.58) gilt.

Damit kénnen wir jetzt den zweiten zentralen Satz dieses Kapitels formulieren:
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Satz 2.24 (Zentrumssatz) '° Das analytische System (2.58) hat genau dann ein Zentrum im
Ursprung, wenn das System in einer Umgebung des Ursprungs eine Konstante der Bewegung
F(z,y) besitzt, die den Term zy enthdlt, holomorph und keine Konstante ist.

Beweis: !¢

Das System (2.58) besitze ein Zentrum im Ursprung, d.h. der Wirbelfall trete ein.
GeméB Satz 2.18 ist dann Bedingung (2.41) erfiillt. Damit tritt der Konvergenzbeweis
aus [19], §15 in Kraft, und fiir w(t) = u(t) - v(t) folgt

w(t) =0. (2.59)
w(t) ist also zeitlich konstant auf den Losungen von

U = pu,

U= qu

und kommt als Kandidat fiir die gesuchte Konstante der Bewegung in Frage.
Wir betrachten nun noch einmal die Substitution (2.19) aus Satz 2.13:

x = p(u,v) = u+ @a(u,v) + @3(u,v) + ...
y = (u,v) = v+ Pa(u,v) + ¥3(u,v) + ...

Die ¢k, ¢ (k= 2,...) sind dabei homogene Polynome vom Grad k in den Variablen

u, v. Wir schreiben
(3)= (3 =oten

Unter Ausnutzung des Wirbelfalls sind ¢ und ¢ konvergente (komplexe) Potenz-
reihen und damit beliebig oft (komplex) differenzierbar. Die Substitution ¢ ist also
holomorph. Thre JACOBImatrix ergibt sich zu

J(uv):<@u wu>:<1+§02u+§03u+--- Yoy + V34 + ... )
o1 P ¢v P20 + P30+ ... 1+ oy + 930 + ... ’

Da ¢(u,v) und 9(u,v) kein konstantes Glied enthalten, bleibt der Ursprung als
Gleichgewichtspunkt von (2.4) erhalten. Wir erhalten somit

5Dieser Name wurde von uns gewihlt und stellt somit keine allgemein gebriiuchliche Bezeichnung dar.
%Der folgende Beweis greift stark auf Satz 2.18 zuriick. Die Bezeichnungsweisen werden hier iibernommen,
ohne noch einmal definiert zu werden.
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J¢(0,0):<(1) ?)

Da demnach die Funktionaldeterminate im Ursprung nicht verschwindet, ist nach
dem lokalen Biholomorphiekriterium (vgl. [16], S. 223) die inverse Substitution
¢~ holomorph in einer Umgebung des Ursprungs. Wir erhalten:

u i@ u(@,y) ) < x )
= = == + ..
( v > ¢ ( Y > ( v(@,y) Y
Wiéhlen wir nun w(t) aus (2.59) als Konstante der Bewegung, so ergibt sich durch
Riicktransformation von u, v auf z, y:

Fla(),y() = w(t) = w(ut),v(t)) = wlu(z(t), y(b)), vl (), y(t))
= (@), y() - v((t), Y1) = o(t) y(t) + ...

Wir haben also eine Konstante der Bewegung F'(x,y) gefunden, die den Term zy
enthélt, holomorph und keine Konstante ist.

Fiir den Fall, dass man bereits iiber eine derartige Konstante der Bewegung F'(x,y)
verfiigt, die den Term zy enthilt, verweisen wir auf [20], Seite 197. Dort wird ge-
zeigt, dass dann Bedingung (2.41) erfiillt ist, was nach Satz 2.18 bedeutet, dass der
Wirbelfall eintritt, d.h. das System (2.4) ein Zentrum im Ursprung hat.

O
Es bleibt noch die Frage zu klaren, wie wir nun aus den bisherigen Ergebnissen eine reelle
Konstante der Bewegung erhalten. Dies wollen wir nun zeigen:

Es ist
(3)-(2)
y(t) o (t)
geméB (2.14), wobei T eine komplexe 2 x 2-Matrix ist,
T — < tin iz > (2;7)<t1_1 751_2)
t21 t22 tll t12 .
Dabei ist (z1(t), z2(t))! die reelle Lésung.

Allgemein gilt fiir reelle x1, xa:

F(x,y) = Z Faixh = Z ReF,,zfxh + 1 Z ImF,,x{zl
v+p>2 v+p>2 v+p>2
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mit & = t1121 + t1222,y = to121 + taoxo. Also sind > Reﬁ’wx‘fxg, > ImFlel’xg reelle Konstan-
ten der Bewegung.

Nun gilt:

Ty = tntzwf + (t11tag + tioter) 122 + t12t2290§

(2.17) _ _
=7 |t 22?4 (tiite + tiokin) T2y + |tao|a

Da T nach Voraussetzung invertierbar ist, ist det T = t11t12 — t12t11 # 0, und mit 17 :=
a1 + tag, t12 := by + ibg, aq, az, b1, bo € R folgt:

det T = (a1 + iaz)(bl — ibg) — (by + ib2)(a1 — iag)
a1by — ia1bs + tasby + agby — a1by + tasby — ia1bs — asby
= —2i(a1b2 - agbl) ?é 0

Aus det T # 0 folgt auch t11,t19 # 0, also [t11|2 > 0, [t22|? > 0. Damit ist klar, dass die Reihe der
Realteile ), 4>2 Reﬁwx’l’ zly die gesuchte reelle Konstante der Bewegung ist. Die reelle quadra-
tische Form [t11]223 + (t11f12 + tiot11)T122 + |tez|?23 ist also positiv definit, woraus wiederum
die Geschlossenheit der Integralkurven sofort zu ersehen ist.

Hinweis:

Dana SCHLOMIUK et al. gaben in ihrer Arbeit ,Integrability of plane quadratic vector fields*
bereits eine schwichere Version von Satz (2.24) an; sie verwendeten anstelle der komplexen eine
reelle Konstante der Bewegung (vgl. [17], p. 5-7).



Kapitel 3

Anwendungen ebener quadratischer
und kubischer autonomer Systeme

Das Studium des in dieser Arbeit betrachteten Differentialgleichungssystems (2.4) hat eine lange
Tradition in der mathematischen und physikalischen Forschung. Wir wollen speziell fiir den Fall,
dass die rechte Seite des Systems aus hochstens kubischen Polynomen besteht, einige signifikante
Beispiele aus den Naturwissenschaften geben.

Bemerkung 3.1 (a) In den folgenden Beispielen ist der Gleichgewichtspunkt der jeweiligen
Differentialgleichung nicht immer der Ursprung. Man kann allerdings mittels einer geeigneten
Transformation erreichen, dass (0,0) zum Gleichgewichtspunkt wird.*

(b) Nicht alle Beispiele fiihren auf das Zentrumproblem. Es ist jeweils angemerkt, ob dies der
Fall ist oder nicht.

3.1 Okologie

3.1.1 Das Riauber-Beute-Modell

Stellvertretend fiir alle anderen Anwendungen dieses Kapitels zeigen wir in diesem Abschnitt
anhand des Réuber-Beute-Modells, wie bei einem gegebenen ebenen autonomen System Stabi-
litdtsbetrachtungen konkret durchgefiihrt werden kénnen.

Betrachtet wird das folgende Problem: Eine Spezies (der Réuber) frisst eine andere Spezies (die
Beute), wobei das Opfer von einer anderen Nahrungsquelle lebt. Die Population der Beute und
diejenige des Réubers zur Zeit ¢ wird mit z(¢) und y(t) bezeichnet. Zusétzlich werden folgende
Annahmen gemacht:

'Vgl. hierzu [23], Kapitel 3 (LJAPUNOV-Stabilitét).

40
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1. Bei Abwesenheit des Réubers wiichst die Populationsrate der Beute proportional zur ge-
genwértigen Population; fiir y = 0 gilt somit dz/dt = az mit a > 0.

2. In Abwesenheit der Beute stirbt der Rauber aus; fiir z = 0 gilt somit dy/dt = —cy mit
c>0.

3. Die Anzahl der Begegnungen zwischen Raubtier und Beutetier ist proportional zum Pro-
dukt ihrer Populationen. Jedes dieser Zusammentreffen bedingt eine Wachstumszunahme
des Raubers, wihrend das Wachstum der Beute eingeschréinkt wird. Die Wachstumsrate
des Réaubers nimmt daher mit dem Term der Form vy zu, wohingegen die Wachstumsrate
der Beute mit dem Term —axy abnimmt, wobei v und « positive Konstanten sind.

Diese Voraussetzungen fithren demnach auf die Gleichungen

T =ax — azry = x(a — ay)

. mit a, ¢, o, v €RT. 3.1
Y= —cy+yry =y(—c+yx) 7 (3.1

Diese Gleichungen sind als LOTKA-VOLTERRA-Gleichungen bekannt. Sie wurden in einer
Reihe von Veroffentlichungen durch LOTKA im Jahr 1925 und VOLTERRA im Jahr 1926
entwickelt.

Satz 3.2 (Zentrum bei den LOTKA-VOLTERRA-Gleichungen) Gegeben seien die
LOTKA-VOLTERRA-Gleichungen (3.1). Dann ist der Gleichgewichtspunkt (c/y,a/a) ein
Zentrum von (3.1).

Beweis:

Die Gleichgewichtspunkte? von (3.1) sind die Losungen der Gleichung

T 0
(3)-(2)
Man sieht leicht, dass (0,0) und (¢/7, a/a) Losungen von (3.2), also Gleichgewichts-

punkte sind. Wir untersuchen nun - analog zu Kapitel 2 - die Loésungen des zugehori-
gen linearen Systems in der Néhe dieser kritischen Punkte.

Der Gleichgewichtspunkt (0, 0):

Hier ist das zugehorige lineare System gegeben durch

(Zj):(g—oc)(z) (33)

2Zur Definition von Gleichgewichtspunkt vgl. Definition 2.2.
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Als Eigenwerte von (3.3) erhalten wir A = a und g = —c mit den zugehérigen
Eigenvektoren

Damit ergibt sich die allgemeine Losung von (3.3) zu

(58>:Cl<(1)>6at+c2<(1)>e‘“ mit ¢, ¢ € R.

Da fiir ¢; # 0 die Losung fiir ¢ — oo unbeschrankt ist, kann (0,0) kein Zentrum sein.
Es handelt sich bei (0,0) um einen sog. Sattelpunkt. 3

Definition 3.3 Hat die 2 x 2-Matriz A der linearen Anteile von
' (t) = Ax(t) + (1),

wobei b(t) den nicht-linearen Anteil der Differentialgleichung reprisentiert, zwei re-

elle Figenwerte A und p mit A < 0 < p, so ist der Gleichgewichtspunkt ein Sattel-
punkt.

.

e
/7

v

Abbildung 3.1: Beispiel fiir einen Sattelpunkt

3Eine iibersichtliche Klassifikation der Gleichgewichtspunkte von linearen ebenen autonomen Systemen findet
sich in [1], Kapitel 5.3.
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Der Gleichgewichtspunkt (¢/v,a/a):

Zunéchst miissen wir, da der Gleichgewichtspunkt nicht im Ursprung liegt, das Sys-
tem (3.1) mittels u := x — (¢/7) und v := y — (a/a) geeignet transformieren. Damit
geht (3.1) iiber in

U= —%v—auv (3.4)

OO ﬁ .
v = o U+ yuv

Als zu (3.4) gehoriges lineares System erhalten wir

( i ) - ( L Th ) ( 5 ) . (3.5)

Die Eigenwerte von (3.5) berechnen sich zu A\ = iy/ac und p = —iy/ac. Wir haben
also zwei zueinander konjugiert komplexe, rein imaginédre Eigenwerte. Dieses System

ldsst sich auf die Form
(D-(F &)

bringen. Aus Satz 2.12 folgt dann, dass der kritische Punkt (0,0), der durch die
beschriebenen Transformationen aus (c¢/7v, a/a) hervorgegangen ist, ein Zentrum von
(3.6) und damit auch von (3.5) ist.

Diese Aussage wollen wir nun durch eine konkrete Rechnung verifizieren. Dazu stellen
wir das System (3.5) in einer anderen, jedoch dquivalenten Form dar:

e
< &

e

dv  (va/a)u

du ~ (ac/y)v’
Diese Differentialgleichung lésst sich leicht durch Trennung der Variablen 16sen. Man
erhélt als Losungen
EUQ + %02 = k? mit k € Ry.
el ¥
Die Trajektorien des linearen Systems (3.5) sind also Ellipsen um (0,0) und der kri-
tische Punkt ein Zentrum.

Betrachten wir nun das urspriingliche nicht-lineare System (3.1). Es ldsst sich um-
schreiben in

dy _ y(=c+17)
dr  x(a — ay) (37)

43
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und durch Trennung der Variablen 16sen. Als Losungen erhélt man

alny—ay+clnr—~vz=K mit K € R.

Wie man in Abbildung 3.2 exemplarisch sieht,? bilden diese Losungen fiir festes K
geschlossene Kurven um den kritischen Punkt (¢/7v,a/a). Somit ist der kritische
Punkt fiir das allgemeine nichtlineare System (3.1) ebenfalls ein Zentrum.

Die folgende Abbildung zeigt die Losungen um den Gleichgewichtspunkt (¢/v,a/«).
Dabei haben wir &« = a = v = ¢ = 1 gewihlt. Der Gleichgewichtspunkt wird durch

diese Wahl zu (1,1).

L e R B B
S [} e N S
S e N
Ll ¥ = [ f e N NN
b LAY
Y
HHIE))))
P =t TS
Ll gl b NN R
D O B S e
B
T e — : .
B L \\/jji T TE 7]
B T
N B e
e L
BONONNN A Sl e
N | A e

Abbildung 3.2: Plot der Léisungen von (3.7) um den Gleichgewichtspunkt (¢/~,a/a). Die Para-
meter sind alle auf 1 gesetzt.

3.1.2 Das Aussehen der Losungskurven beim Rauber-Beute-Modell in der
Nihe des Gleichgewichtspunktes

Die periodischen Variationen von Ré&uber- und Beutepopulationen kénnen genauer berechnet
werden, wenn die Abweichungen vom Gleichgewichtspunkt (¢/7,a/a) klein sind und wir deswe-
gen das lineare System verwenden kénnen. Die Losungen des linearen Systems (3.5) sind von
der Form

u(t) = £kcos (vac t + ¢o) (3.8)

v(t) = +2,/Sksin (Vac t + ¢o) ’ '
wobei die Konstanten k und ¢g aus den Anfangsbedingungen bestimmt werden. Somit ergeben
sich fiir das urspriingliche lineare System (3.3) die Losungen

Wir verzichten an dieser Stelle auf eine explizite Rechnung und verweisen auf [2], S. 608.
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x(t) = £+ £kcos (vac t + ¢g)
y(t) = g + g\/gkzsin(\/ac t+ o)
Diese Gleichungen gelten fiir die elliptischen Trajektorien, die in der Néhe des kritischen Punktes

(¢/v,a/a) liegen. Mit Hilfe von (3.9) lassen sich einige Schlussfolgerungen iiber die periodischen
Variationen der Rduber-Beutepopulationen auf solchen Trajektorien ziehen:

(3.9)

1. Die GroBle der Réuber- und Beutepopulationen variiert sinusférmig mit der Periode 27 /+/ac.
Dieses Schwingungsperiode ist unabhéngig von den Anfangsbedingungen.

2. Die periodischen Verldufe beider Populationen sind um /2 phasenverschoben: die Beute-
population eilt der Rauberpopulation voraus.

3. Die Amplituden der Schwingungen sind kc/v fiir die Beute und g\/gk fiir den Réauber
und héngen daher sowohl von den Anfangsbedingungen als auch von den Parametern des
Problems ab.

4. Die Durchschnittspopulationen des Réubers und der Beute fiir eine ganze Periode sind je-
weils durch ¢/y und a/a gegeben. Sie entsprechen daher den Gleichgewichtspopulationen.®

Periodische Variationen der Réuber- und Beutepopulationen, wie sie sich aufgrund der Gleichung
(3.1) ergeben, sind tatsiichlich in der Natur beobachtet worden.® Die Beschreibungen basieren
auf Aufzeichnungen der Hudson Bay Company in Kanada. Das vermehrte Vorkommen von Luch-
sen und Schneehasen konnte anhand der in den Jahren 1845-1935 abgegebenen Pelze bestimmt
werden und wies ein deutlich periodisches Verhalten mit einer Periode von 9-10 Jahren auf. Den
Maxima der jeweiligen Populationen folgten relativ schnell Populationsabnahmen, wobei die Ma-
xima der Luchs- und Schneehasenpopulationen phasenverschoben auftraten. Den Maxima der
Schneehasenpopulationen folgten ungefihr nach einem Jahr die Maxima der Luchspopulationen.

3.1.3 Verbesserungen am Riauber-Beute-Modell

Mochte man die zu kritisierende Tatsache eliminieren, dass die Beutepopulation in Abwesenheit
des Raubers unbegrenzt wichst, so kann man zum Beispiel Gleichung (3.1) derart verédndern,

®Die Durchschnittswerte der Beute- und Réuberpopulationen sind folgendermaBen definiert:

1 A+T
_ 1 A+T

wobei T' die Periode der Schwingung und A eine nicht-negative Konstante ist.
®Diese Ausfithrungen sind aus [2], S. 608 f. entnommen. BOYCE und DiPRIMA zitieren dabei ODUM (nach:
E.P. Odum. Fundamentals of Ecology, 3. Auflage, Philadelphia: Saunders, 1971, S. 191 f.).

I
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dass sie sich fiir y = 0 auf eine logistische Gleichung fiir die Population x reduziert. Das System

stellt sich nun wie folgt dar:

i = ar—ary— oz’ =z(a— ay — ox),
= —cy+yzy =y(—c+yz)
Diese Anderung hat interessanterweise zur Folge, dass sich der Gleichgewichtspunkt (c/v, a/«)

nach (¢/v, a/a — oc/ay) verschiebt und ein asymptotisch stabiler Punkt wird. Er ist je nach
den Parameterwerten in den Differentialgleichungen entweder ein Knoten oder ein Strudel.
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Abbildung 3.3: Fiir den Knoten wurde o = 1.0, fiir den Strudel o = 0.5 gewdbhlt.

Definition 3.4 Hat die 2 x 2-Matriz A der linearen Anteile von z'(t) = Ax(t) + b(t), wobei
b(t) den nicht-linearen Anteil der Differentialgleichung reprdsentiert, zwei reelle, verschiedene
Eigenwerte mit demselben Vorzeichen, so ist der Gleichgewichtspunkt ein Knotenpunkt.

Die folgende Abbildung zeigt einen solchen Knoten:

Pl 7o ws
Pt

Abbildung 3.4: Beispiel fiir einen Knoten
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3.2 Plasmaphysik

J. Reece ROTH betrachtet in [W] und [X] eine Verallgemeinerung der LOTKA-VOLTERRA-
Gleichungen:

= Cop+ Crx+ Coy + Cszy + C4$2 + C’5y2

. 3.10
J = Ao+ Az + Agy + Aszy + Aga® + Agy? (3.10)

Diese Gleichungen lassen sich aus einem plasma-physikalischen Kontext ableiten, indem man
von den Kontinuitétsgleichungen fiir die drei beteiligten Komponenten (Ionen, Eletronen und
neutrale Teilchen) eines teilweise ionisierten Gases ausgeht und annimmt, dass deren réumliche
Verteilung in einer kleinen Umgebung homogen ist. Der physikalische Hintergrund sind dabei
niedrig-frequente periodische Fluktuationen in der Lebensdauer von geladenen und ungelade-
nen Plasmapartikeln. Eine der drei Gleichungen kann dann durch die Annahme der Homoge-
nitét zudem eliminiert werden. Dies fithrt (unter Vernachldssigung von 3-Kérper-Problemen) zu
zwei Gleichungen &hnlich zu (3.10). Dabei représentiert entweder die Variable z die Dichte von
neutralen Teilchen und y die Dichte der Elektronen oder andersherum. ROTH konnte in [Y]
experimentell nachweisen, dass die periodischen Losungen von (3.10) mit einer Eigenmode der
Plasma-Oszillation identifiziert werden konnen. Die Frequenz, Wellenform und die Amplitude
der Ostzillation in der Elektronendichte ist dabei charakteristischerweise allein durch die Koeffi-
zienten C;, A;, 1 =0,...,5 festgelegt.

Das konkrete Aussehen der Trajektorien hingt von der Wahl der Koeffizienten C;, A;, i =0,...,5
ab, so dass sich keine allgemeine Aussage fiir das Auftreten eines Zentrums treffen ldsst. Fiir
den Spezialfall, dass Cy = C3 = Ag = A1 = 0 ist, stellt COPPEL in [5] allgemeine Bedingungen
fiir ein Zentrum im Ursprung auf. Die Differentialgleichung (3.10) ldsst sich in diesem Fall
folgendermaflen darstellen:

, x+ax? + (2b+ a)zy + cy?

y+ bz + (2¢ + B)ry + dy?
Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir ein Zentrum im Ursprung ergeben sich
dann zu

I) a+c = b+d=0,
1) ala+c) = B(b+d) und ac® — (3b+ a)a®B + (3¢ + B)aB? —dB® =0,
IIT) a+50b+d) = B+5(a+c)=2a*+d*) +ac+bd=0.

3.3 Elektrodynamik

Betrachtet man den Stromfluss in einem elektrischen Schwingkreis (Triodengenerator), wobei C
fiir die Kapazitéit des Kondensators, L fiir die Induktivitéat der Spule und R fiir einen OHMschen
Widerstand (genauer eine Tunneldiode) steht, der wie im folgenden Bild angeordnet ist,
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d T
L

Abbildung 3.5: Schaltbild zum VAN-DER-POL-Schwingkreis

so lasst sich zunéchst das Differentialgleichungssystem

dIy,

L - — = Us—-F(I
o c — F(Ir),
dUq

cC-— = -I
dt Ly

ableiten. Dabei ist F'(Ir) die Charakteristik von R, I, der Strom durch die Spule, Ir der Strom
durch den OHMschen Wiederstand und Ug die Spannung, die am Kondensator abféllt. Mit den
Substitutionen

~ 1 ¢
ti=—=t, x:=1, y:=cecUc, e=1/—

NGD L

und der kubischen Charakteristik einer Tunneldiode F'(z) = %3 — x erhélt man schliefllich die
VAN-DER-POL-Gleichung

i +e(x? —)i4+z=0,

die wir auch als System

T = vy,
' —z—e(z® — 1) y,

schreiben konnen.

Die VAN-DER-POL-Gleichung spielte in der Entwicklung der Theorie der nicht-linearen Oszil-
latoren und der qualitativen Untersuchung von Differentialgleichungen eine wichtige Rolle. Das
System besitzt um den Ursprung einen eindeutigen Grenzzyklus, dessen Gestalt von € abhéngt.
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3.4 Chemie

C. ESCHER untersucht in [Z] Modelle offener, isothermaler und homogener chemischer Reakti-
onssysteme mit zwei Zwischenstadien. So fithren zum Beipiel die Reaktionsgleichungen

A+2X M3x
x+vk2p
2x ks oy

ox 5 9y
C+y M x4y
xkp
x%p

auf die Differentialgleichungen (mit den Konzentrationen x, 3 und den Austauschraten k;’, k.)

z = (k1[4] - 2k:3)m2 — kowy + 2k:éy2 — ks + k4[Cly + KL [ D],
2hksa® — koxy — 2kéy2.

Im wesentlichen entspricht dies dem Beispiel von TUNG aus [K] fiir die Konstellation (e) dreier
Grenzzyklen aus der Einleitung.

3.5 Hydrodynamik

In der Hydrodynamik interessiert man sich u.a. fiir die Bewegungsformen von Fluiden. Aus der
globalen Bilanzgleichung fiir die Masse eines Fluids im Inneren eines festen Volumens erhélt
man eine lokale Gleichung fiir die Massenerhaltung, die sogenannte Kontinuitétsgleichung

dp

dt
wobei p die Massendichte und v den Geschwindigkeitsvektor der Fliissigkeit beschreibt. Be-
trachtet man nun ein inkompressibles Fluid, d.h. eines, bei dem die Massendichte im Verlauf
der Bewegung in jedem Volumenelement konstant bleibt (dp/dt = 0), erhélt man aus (3.11) die
einfache Form (Inkompressibilitdtsbedingung):

+p-divv =0, (3.11)

divv=0 (3.12)

Im Fall einer ebenen Stromung lisst sich (3.12) als

Ov,  Ovy
—_— —_— = .1
o + Y 0 (3.13)

"k1[A] bezeichnet die Austauschrate von A, k4[C], ks[D] analog.
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schreiben. Die BLASIUSsche Gleichung®

n" 4+’ =0 (3.14)

erhélt man aus (3.13), wenn man speziell das Geschwindigkeitsprofil im Inneren einer Grenz-
schicht untersucht, die sich entlang einer flachen Platte in einer gleichférmigen Strémung der
Geschwindigkeit U parallel zu der Platte ausbildet.

Abbildung 3.6: Entstehung einer Grenzschicht

Die Grenzschicht entsteht entlang einer flachen, halbunendlichen Platte, deren Kante in 0 senk-
recht zur Abbildungsebene verlduft, und die sich in einer gleichférmigen Strémung der Ge-
schwindigkeit U befindet. Die Geschwindigkeitsgradienten, die sich an der Wand aufgrund der
verschwindenden Geschwindigkeit auf der Oberflache bilden, diffundieren senkrecht zur Platte
und werden gleichzeitig von der Stromung mitgerissen. Man beachte, dass in Abbildung 3.6 die
Skala in y-Richtung stark vergroflert ist.

Gleichung (3.14) kann nun durch eine Variablentransformation

/ 2
m n
u=-—, U= t=Inl|y|
n nm
in das System
t = u(l4+u+v), (3.15)
= v(24u—v) (3.16)

tiberfithrt werden. Die Eigenwerte des linearen Anteils von (3.15) berechnen sich zu 1 und 2. Sie
sind damit beide reell und positiv. Somit liegt im Gleichgewichtspunkt ein Knoten vor.

8Zum Zweck der Ubersichtlichkeit beschrinken wir uns hier auf die Angabe, dass n = n(z, y, v, vy, U) ist.
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3.6 Astrophysik

Die EMDEN-FOWLER-Gleichung aus der Astrophysik (vgl. z.B. [AA])
) + &M =0

geht durch die Variablentransformation

& e
€T = 7’ Yy = VAR

t=lnlg|

iiber in das System

z = —z(l+z+vy)
y = yA+1+nzx+y).
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(3.18)

Die Eigenwerte A, p des linearen Anteils von (3.17) berechnen sich zu A = —1 und p = —1 —c.

Damit ist A nicht rein imaginér, und es kann somit kein Zentrum vorliegen.



Kapitel 4

Ausblick

Im Zuge dieser Arbeit traten einige (alte und neue) Probleme zutage, die bisher noch nicht
(vollstindig) gelost sind und an denen es sich lohnen kénnte zu arbeiten:

Als neue Herausforderung kann die Ubertragung der Aussage des Zentrumssatzes (Satz
2.24) auf den degenerierten Fall angesehen werden. Wie erfolgreich ein derartiges Unter-
fangen sein kann, ist allerdings nicht abzusehen.

Es weist bereits SIEGEL in [19] darauf hin, dass im Falle der Instabilitét, also fiir p+q # 0,
die Untersuchung der Konvergenz der Reihen ¢, v, p, ¢ noch ein offenes Problem darstellt.

Wir bemerkten bereits in Kapitel 2, dass SIEGEL seine Ausfiithrungen in [20] sehr knapp
halt. In diesem Zusammenhang machte zudem SCHMATZ in [18] auf die von SIEGEL
betonten Schwierigkeiten aufmerksam, sobald mehrere Paare von rein imaginéren Eigen-
werten auftreten.

Am Ende von Unterkapitel 2.1 hatten wir schon erwéihnt, dass im zweidimensionalen Fall
fiir Polynome zur Stabilitdtsuntersuchung letztendlich nur sieben Bedingungen (m(l =
2) = 7) zu priifen sind. Fiir [ > 2 ist die Bestimmung einer solchen Schranke fiir m(l) ein
interessantes Problem.

Und natiirlich die Lésung von POINCARES Zentrumproblem und HILBERTSs 16. Problem

..., wobei das Zentrumproblem ohne Bescheidenheit einen gewissen Vorsprung vor HILBERT's
16. Problem genieft: zumindest der quadratische Fall ist fiir ersteres vollsténdig gelost. So zitiert
zum Beipiel COPPEL 1966 in [5] hinreichende und notwendige Bedingungen an die Koeffizienten
eines quadratischen Systems. COLLINS gibt 2001 in [4] fiir das spezielle kubische System

d
d—f = —y+z(az+ By + Az? + Bxy + Cy?)
d
d—:g = m+y(am+ﬂy+Am2+Bmy+Cy2),

52
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mit a, 5, A, B,C € R, die Bedingungen

A+C = 0,
Aoa? + BaB +CB% =

an. VON WAHL liefert 2003 in [24] die Bedingungen fiir ein spezielles System beliebigen Grads.
Fiir HILBERTS 16. Problem kann PERKO in [13] immerhin eine Lésung! fiir quadratische Sys-
teme angeben, deren Trajektorien im Phasenraum fiir ¢ > 0 begrenzt sind.

Da der “Vorsprung® des Zentrumproblems allerdings marginal scheint, bleibt es weiterhin span-
nend, welches Problem zuerst gel6st werden wird.

! Allerdings mitunter nicht in Form algebraischer, sondern analytischer Bedingungen an die Koeffizienten.



Anhang A

Die Realititsbedingungen

A.1 Erliauterungen zum Anhang A

Im Teil A des Anhangs findet sich im wesentlichen ein Teil eines Handouts, das wir zu einem
Vortrag zum POIN CAREschen Zentrumproblem in einem Hauptseminar an der Universitét Bay-
reuth! geschrieben haben. Es werden die sog. Realititsbedingungen gemiss [19], §14 hergeleitet,
die in Kapitel 2 benotigt werden. Im Vergleich zum Seminar wurde die Bezeichnungsweise an
die in dieser Diplomarbeit verwendete angepasst.

A.2 Vorbemerkung

Am Ende dieses Abschnitts iiber die Realtitéitsbedingungen steht eine Beziehung der Form
Losung = Losunyg,

woraus folgt, dass die Losung reell ist. Auf dem Weg dorthin ergeben sich sukzessive drei Be-

dingungen, die dafiir notwendig sind.

A.3 Die Ausgangssituation

Wie in Kapitel 2 betrachten wir das System

&1 = fi(z1,22)
Ty = fo(w1,m2) (A1)

das auch hier die in Kapitel 2 genannten Voraussetzungen erfiillen moge. Die lineare Substitution

(3)=(2)

"Hauptseminar zum POINCAREschen Zentrumproblem, Wintersemester 2002/03 bei Prof. Wolf VON WAHL
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fithrt uns (A.1) genau wie in Kapitel 2.1.3 {iber in
' w (e (5))
<§>:D<§>+T Y (A.2)

D) V.
f2 ( Yy Grad>2

A.4 Der rein imaginéire Fall

GemiB Satz 2.12 beschriinken wir uns nun auf den rein imaginéren Fall g = . In Satz 2.13 wird
gezeigt, dass es dann eine eindeutig bestimmte Substitution der Gestalt z = p(u,v), y = ¥ (u,v)
gibt, so dass (A.2) auf die Normalform

U = pu, U= qu

gebracht werden kann, wobei p, g Potenzreihen in dem Produkt w - v sind. Dies sei hier voraus-
gesetzt.

Man erhéilt dann:

i
Y

PuPU + PyqU
Yy pu + Yy qu

(5)=( )

Also mit (A.2):

- (1 @(Z’Z)
( zz >Pu+ ( z: )qv:D< ﬁu:v; > +T f: ETl E ggzzz% 3; )Gmd>2
- (1 SD(Z’Z)
@(iz )pu+<zz >qv—D<£Eu:v; > =T f: ETlgggzzzg 3; Grados
Pu Y put (P Yquop( P : <T_1 ( zgzzg >>
() ()me () = rl a2 )
()

(A.3)



ANHANG A. DIE REALITATSBEDINGUNGEN 56

£ (7 w(z,z)
@) -G
. £ (7 @(Z’Z)
ol - (Gt e

P(u,v)

effizientenvergleich in Satz 2.13 eindeutig bestimmt ist.

Gleichung (A.3) besitzt also die Losung 71 < lu,v) > , p(u,v), q(u,v), die nach dem Ko-

A.5 Die Eigenwerte und Eigenvektoren

Die Spalten von 7! bestehen aus den Eigenvektoren xy, x u zu den Eigenwerten A, p der Matrix
F. Wir schreiben also T7! = (z,|z,,).

Beriicksichtigt man, dass u = X, In = Iy, I die zweireihige Einheitsmatrix, und F' = F, dann
erhélt man

(ulp = F)xz, = 0 (A.5)
Aus (A.5) und (A.6) folgt:
Ty = TAO,
Ty = :L‘_,LLQ,UA

wobei o) und g, skalare Faktoren sind.

Indem man nun x,/g, fiir zx und z,./ox fiir z,, schreibt, kann man nach [19], S. 85 erreichen,
dass o) = 0, = 1 wird, also x, = T}.

Damit kann man schreiben:

TT-1 = (aa|z,) (@70

= (zalzx) " (@xlan)

_ (‘1) é)::J
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A.6 Konjugiert komplexe Koeffizienten

Wir gehen nun in Gleichung (A.3) zu konjugiert komplexen Koeffizienten iiber, wobei die Un-
bestimmten u, v fest bleiben mogen:

(G )= (%

Damit wird die rechte Seite von (A.3) zu:

)

U,V _ _
A
u, ) y P~ P, 4~ g

A (En ) ) (elen (D))
) ) el ()
(ot (E)])

Al ()

Ersetzt man also in (A.3)

2 [ - —
durch J|l = ), dh = bzw. =,
< i > ( ” > =1 V=9
D durch P,
q durch q,

so bleibt (A.3) giiltig. Allerdings erhalten wir noch keine eindeutige Losung, weil die Bedingung,
dass o(u,v) — u, ¥ (u,v) — v mit quadratischen Gliedern beginnen (vgl. die Voraussetzungen zu
Satz 2.13), nicht erfiillt ist. Wir formulieren diese Bedingung jetzt noch einmal in der Schreib-
weise des zweidimensionalen Problems:

(B) Die Reihen (u,v) —u und B(u,v) — v mégen mit quadratischen Gliedern beginnen.
Nun gilt explizit:

(u,v) —u = (v—|—%+%+...)—u
(u,v) —v = (u+Pa+pPs+...)—v

€l <l

Um Bedingung (B) zu erfiillen, miissen demnach v und v in (A.3) vertauscht werden. Damit

R , ?(v,u) > < P(v,u) > _ - :
ergibt sich offenbar, dass die J | ~ =1 = , v, ), v,u) ebenfalls eine
. (o B ) A0 PO

Losung von (A.3) darstellen.
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A.7 Die Realitdtsbedingungen

Wegen der im Koeffizientenvergleich von [19], §25 bzw. §14 bewiesenen Eindeutigkeit der Sub-
stitution folgen nun die drei Bedingungen, die fiir eine reelle Losung von (A.3) notwendig sind:

1. Bedingung

Es ist
e (e ) = T(E ) von inks
=) = o)
- (Vo) ()
= (5).
also
Sl = e a7
2. Bedingung
Es gilt
plu,v) = g(v,u). (A8)

Speziell fir p(u,v) = p(uv) und ¢q(v,u) = ¢(uv) hat man dann:

p(uv) = q(uv)

3. Bedingung

Waihlt man nun noch
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so ist im Falle der Konvergenz p(u,v) = q(u, ), also p und ¢ komplex konjugiert und

i) = T (Ees)

=l =l
SRS

<6
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Anhang B

Kurzbiographien

In diesem Abschnitt stellen wir die Kurzbiographien dreier bedeutender Mathematiker vor, de-
1

ren Arbeiten fiir unser Thema mafigeblich waren.

2

Abbildung B.1: Henri Poincaré (links), David Hilbert (Mitte) und Carl Ludwig Siegel (rechts)

ol

'Die Bilder stammen aus dem Internet:
Links: http://www.univ-nancy2.fr/ACERHP/ chp/hpcoinvh.html
Mitte: http:// www2.evansville.edu/ck6/ bstud/hilbert.html
Rechts: http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/ history /Mathematicians/Siegel.html
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B.1 Henri Poincaré (1854-1912)2

Jules Henri POINCARE wurde am 29. April 1854 in Nancy geboren und starb am 17. Juli 1912
in Paris. Er stammte aus einer einflussreichen Familie: sein Cousin Raymond war Président und
Premierminister von Frankreich und sein Vater war Professor fiir Medizin an der Universitét
von Nancy.

POINCARE wird gemeinhin als der fiihrende Mathematiker seiner Zeit angesehen. Er entdeck-
te Grundlegendes auf mehreren Gebieten der Mathematik, insbesondere auf den Gebieten der
komplexen Funktionentheorie, der partiellen Differentialgleichungen und der Himmelsmechanik.

Er studierte Bergbau, Mathematik und Physik in Paris. Mit dem Jahr 1881 {ibernahm er eine
Lehrtatigkeit an der dortigen Universitéit. Dort hatte er die Lehrstiihle fiir experimentelle Mecha-
nik, mathematische Physik und Wahrscheinlichkeitstheorie, Himmelsmechanik und Astronomie
inne.

In seiner Dissertation aus dem Jahr 1879 stellt POINCARE einen Weg zur Untersuchung der
Eigenschaften von Differentialgleichungen dar. Er bestimmte nicht nur die Integrale solcher
Gleichungen, sondern er war auch der Erste, der die allgemeinen geometrischen Eigenschaften
solcher Funktionen untersuchte. Er erkannte, dass diese Methode niitzlich fiir die Losung von
Problemen wie dem der Stabilitdt des Sonnensystems ist. Wahrend seiner Beschéftigung mit
Differentialgleichungen benutzte POINCARE LOBACHEVSKYs nicht-euklidische Geometrie.
Spéter wendete POINCARE die Methoden, die er in seiner Doktorarbeit vorgestellt hatte, auf
die Himmelsmechanik an. Seine Arbeiten zur Untersuchung der Stabilitdt des Sonnensystems
ermoglichten die Untersuchungen von chaotisch-deterministischen Systemen. Die Methoden, die
er dabei verwendete, gaben den Anstof} fiir die Entwicklung der Topologie.

Auf dem Gebiet der Differentialgleichungen war er ein Pionier in der Anwendung asymptotischer
Reihen, einem der méchtigsten Mittel der gegenwirtig angewandten Mathematik. Er verwende-
te unter anderem asymptotische Reihenentwicklungen, um Losungen an irregulédren, singuléren
Punkten zu bestimmen.

POINCARE skizzierte eine vorbereitende Version der speziellen Relativitdtstheorie und erkann-
te, dass die Lichtgeschwindigkeit die grofit mogliche Geschwindigkeit ist und dass die Masse eines
Teilchens von seiner Geschwindigkeit abhéngt. Er formulierte das Relativitatsprinzip und leitete
die LORENTZ-Transformationen her. Sein wichtigstes Theorem, dass jedes isolierte mechanische
System nach einer endlichen Zeit (POINCARE Recurrence Time) zu seinem Ausgangszustand
zuriickkehrt, ist der Ausgangspunkt vieler philosophischer und naturwissenschaftlicher Entropie-
analysen. Auflerdem verstand er, wie radikal sich die Quantentheorie von der klassischen Physik
unterscheidet. POINCARE interessierte sich sehr fiir die Philosophie der Naturwissenschaften
und die Grundlagen der Mathematik. Er setzte sich fiir die traditionellen Darstellungsweisen

2Quellen: [2] und [AB]
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und gegen den Formalismus ein. In diesem Zusammenhang kritisierte er CANTORs Mengen-
lehre. Wahrend seines Lebens schrieb er verschiedene Artikel zur philosophischen Interpretation
mathematischer Logik.

B.2 David Hilbert (1862-1943)°

David HILBERT (23.01.1862 - 14.02.1943) wurde in Koénigsberg geboren. Sein Vater und sein
Grofivater waren Richter. Im Jahre 1885 promovierte er mit einer Dissertation {iber Invarian-
tentheorie. Nachdem er 1892 zunichst Professor in Konigsberg wurde, erhielt er 1895 einen
Lehrstuhl in Gottingen, wo er bis zu seiner Emeritierung im Jahre 1930 blieb. HILBERTs ma-
thematische Interessen waren weit gestreut, von der Invariantentheorie iiber die algebraische
Zahlentheorie, Grundlagen der Geometrie, Analysis bis hin zur Relativitétstheorie. Seine her-
ausragenden ldngeren Arbeiten enthalten den 370 Seiten starken Zahlbericht (1895-97), in dem
er einen groflen Teil der algebraischen Zahlentheorie iiberarbeitete, und seinen axiomatischen Zu-
gang zur euklidischen Geometrie (1899). Auf dem Internationalen Mathematikerkongre§ 1900 in
Paris stellte HILBERT seine berithmte Liste von 23 Problemen vor, denen sich seiner Meinung
nach die Mathematiker verstédrkt zuwenden sollten. Einige dieser Probleme sind noch immer
ungelost.

Nach seinen Arbeiten zur Geometrie war sein grofter Wunsch, die Widerspruchsfreiheit der
elementaren Zahlentheorie zu beweisen und dadurch die Mathematik aus der Grundlagenkrise zu
fithren, die auch Philosophen wie Bertrand RUSSELL stark interessierte. Einige Mathematiker
lehnten seine Methode zur Behebung dieser Grundlagenkrise ab, und im Jahre 1931 zerschlug
Kurt GODEL alle Hoffnungen auf einen Erfolg, indem er zeigte, daf in einer widerspruchsfreien
Formalisierung der natiirlichen Zahlen ein Satz A existiert, so dass weder A noch Nicht-A in
dieser Formalisierung bewiesen werden kénnen. Um 1903 fiihrte HILBERT bei der Untersuchung
eines Problems von Integralgleichungen den unendlichdimensionalen euklidischen Raum ein, der
heute nach ihm benannt wird.

B.3 Carl Ludwig Siegel (1896-1981)4

Carl Ludwig SIEGEL wurde am 31. Dezember 1896 in Berlin geboren. Er studierte dort und in
Gottingen Mathematik, Physik und Astronomie und wurde schon mit 25 Jahren als ordentlicher
Professor an die Universitét Frankfurt berufen. 1938 folgte er einem Ruf an die Georgia Augusta
in Gottingen. 1940 nutzte er eine Dienstreise nach Norwegen, um von dort mit dem letzten
Schiff vor der deutschen Besetzung des Landes in die USA zu emigrieren, wo er zusammen
mit Albert EINSTEIN am Institute for Advanced Study in Princeton lehrte. Als einer der
ganz wenigen Mathematiker kehrte SIEGEL nach dem Zweiten Weltkrieg nach Deutschland
zuriick und lehrte von 1951 bis zu seiner Emeritierung 1959 an seiner alten Wirkungsstétte in

3Quelle: [AC)
4Quelle: [AD]
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Gottingen. Hier starb Carl Ludwig SIEGEL am 4. April 1981.

Das wissenschaftliche Werk Carl Ludwig SIEGELs ist ungewohnlich umfangreich und
tiefschiirfend. Es umfasst drei klassische Gebiete der Mathematik. Im Mittelpunkt steht die
analytische Zahlentheorie, in der er die grofle Tradition des 19. Jahrhunderts fortsetzte und
seine in Fachkreisen berithmte Theorie der quadratischen Formen schuf. Bei diesen Forschungen
entdeckte er als sein zweites Arbeitsfeld wichtige Funktionen in mehreren komplexen Variablen
- die heute nach ihm benannten ,,STEGELschen Modulfunktionen®. Schliefilich beschiéftigte sich
SIEGEL intensiv mit der Himmelsmechanik, die ihm insbesondere durch seine Untersuchungen
zum Dreikérperproblem und zu Stabilitétsfragen wichtige Fortschritte verdankt. Seine Leistun-
gen fanden Anerkennung durch die Verleihung zahlreicher Auszeichnungen, unter anderen den
israelischen Wolf-Preis und die Aufnahme in den Orden Pour le mérite fiir Wissenschaften und
Kiinste. Neben seiner wissenschaftlichen Bedeutung ist besonders hervorzuheben, dass SIEGEL
einerseits, ohne direkt persténlich bedroht zu sein, sich dem nationalsozialistischen Regime
durch Emigration entzog und andererseits nach dem Zweiten Weltkrieg nach Deutschland
zuriickkehrte.
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