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KAPITEL 1
Einleitung

Wie es der Titel bereits verlauten lässt wollen wir uns in den folgenden sechs
Kapiteln eingehend mit gewöhnlichen Differentialgleichungen und formalen Reihen
beschäftigen. Hierbei werden die Reihen nach einer allgemeinen Einführung auf
zwei wichtige Sonderfälle beschränkt.
Viele Naturgesetze können nur in Form von Differentialgleichungen dargestellt
werden, also durch Gleichungen, die unabhängige Variablen, Funktionen und Ablei-
tungen von Funktionen y(x) einer unabhängigen Variablen x beinhalten. Deshalb
ist die Theorie der Differentialgleichungen von großer Bedeutung für Naturwissen-
schaft und Technik, insbesondere für die Physik. [15] Auch wir werden uns in
Kapitel Zwei diesem Bereich der Mathematik zuwenden und, nachdem wir einen
historischen Überblick erlangt haben, den gewöhnlichen Differentialgleichungen
zuwenden.
Bevor die Differentialgleichungen in der vorliegenden Arbeit allerdings Verwen-
dung finden können, müssen wir in Kapitel Drei in einen Bereich der Mathematik
einsteigen, der seit fast 2500 Jahren erforscht wird und bei Zenon von Elea seinen
Anfang nahm - die unendlichen Reihen. [17] H.-J. Schell schreibt dazu sehr
treffend: „Die Theorie der unendlichen Reihen ist ein wesentlicher Bestandteil der
Analysis, welche sich mit der Konvergenzuntersuchung von Reihen, der Ermitt-
lung ihrer Summen und den Rechenoperationen befasst. Viele Untersuchungen
werden durch die Heranziehung unendlicher Reihen wesentlich vereinfacht oder
überhaupt erst ermöglicht.“ 1 [10] Im zweiten Teil des Kapitels werden wir als

1 Schell, H.-J.: Unendliche Reihen, S. 7



1 Einleitung

eine ihrer Sonderformen die Potenzreihen untersuchen, deren Geschichte im 17.
Jahrhundert durch die Arbeit von Mercator, Vincentio und Newton begann und
durch die Ergebnisse großer Mathematiker wie Euler, Bernoulli und Cauchy zu
dem vervollständigt wurde, was wir heute über Potenzreihen wissen. [17]
Das Kapitel Anwendungen beginnt mit einem einfachen Beispiel, der Multiplikation
von Einfachpotenzreihen. Für deren Produkt werden wir das Konvergenzverhalten
bestimmen und uns dann im zweiten umfangreicheren Beispiel ganz den formalen
Potenzreihen widmen. Nach der Definition ihres Rings werden wir die Substitution
von W (x) in die formale Potenzreihe f(x,W ) durchführen, um in dem darauf
folgenden Kapitel den Fixpunkt W von W = f(x,W ) in eine formale Potenzreihe
entwickeln und schließlich ihre Konvergenz untersuchen zu können.
Dies geschieht mithilfe der differenzierten Gleichung (1 − ∂f

∂W
(x,W )) · Wx =

∂f
∂x

(x,W ). Diese Methode bietet den Vorteil, den Existenzsatz von Cauchy für
den Konvergenzbeweis der W -Reihe einsetzen zu können. Insofern ist diese Varian-
te der Majorantenmethode neu und von der von Carl Ludwig Siegel [4] verwendeten
verschieden. Der Existenzsatz von Cauchy, insbesondere dessen Beweis nach Siegel,
ist auch Grundlage des folgenden Kapitels und wird deshalb in seiner vollen Länge
zitiert.
Der Fixpunkt W von W = f(x,W ) ist eine Majorante der formalen Potenzreihe
Ŵ , die ihrerseits durch f(x, Ŵ ) majorisiert wird: Ŵ ≺ f(x, Ŵ (x)) (*)
Im Buch „Vorlesungen über Himmelsmechanik“ von C. L. Siegel wird die Frage der
Konvergenz der Reihenentwicklungen der Himmelsmechanik häufig auf „Unglei-
chungen“ des Typs (*) reduziert und die Konvergenz von Ŵ bzw.W direkt mit der
Majorantenmethode angegangen. Die entsprechenden Beispiele sind im sechsten
Kapitel angegeben. Allerdings werden wir von den zahlreichen Beispielen, die
Siegel in seinem Werk aufführt, nur jenes zur Theorie von Ljapunov herausgreifen
und mit unserer Methode bearbeiten.
Als zweiten wichtigen Vertreter der unendlichen Reihen werden wir im letzten
Kapitel die formalen Fourierreihen als Lösung gewöhnlicher Differentialgleichun-
gen betrachten. Hierbei werden wir am Beispiel der Abelschen und der linearen
Differentialgleichung neben dem Konvergenzbeweis zeigen, dass die Lösungen
2π-periodisch und komplexwertig sind. Zur Gewinnung der Fourierkoeffizienten
durch Rekursion lösen wir die Differentialgleichungen im Bereich der Reihen der
Form ∑∞

n=1 cn e
inx bzw. ∑∞n=0 cn e

inx.
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KAPITEL 2
Gewöhnliche Differentialgleichungen

In den vergangenen drei Jahrhunderten haben sich einige der bedeutendsten Ma-
thematiker der Welt mit dem Studium der Differentialgleichungen beschäftigt. Und
trotzdem ist dieses Thema auch heute noch „ein dynamisches Feld der Forschung
mit vielen interessanten und offenen Fragen“. 1 [2]
Diese Entwicklung wollen wir nun etwas genauer betrachten und schließlich einen
kleinen Einstieg in die Theorie der gewöhnlichen Differentialgleichungen geben.

2.1 Die Geschichte der Differentialgleichungen

Die Theorie der gewöhnlichen Differentialgleichungen ist eines der grundlegenden
Werkzeuge der mathematischen Wissenschaften, denn die Anforderung vieler
wichtiger Problemstellungen aus der Technik und den Naturwissenschaften ist die
Bestimmung von Funktionen, in denen eine oder mehrere Ableitungen der unbe-
kannten Funktionen auftreten. Bekannte Beispiele sind vor allem das Newtonsche
Gesetz oder der zeitliche Zerfall einer radioaktiven Substanz.
Die ersten Mathematiker, die sich mit der Differential- und Integralrechnung
befassten, waren I. Newton und G.W. Leibniz im siebzehnten Jahrhundert. Ob-
wohl Newton verhältnismäßig wenig in diesem Gebiet forschte, stellten seine
Entwicklung der Differentialrechnung und die von ihm aufgedeckten grundlegende
Prinzipien der Mechanik eine Basis für die Anwendung von Differentialgleichungen

1 Boyce, W.E. / DiPrima R.C.: Gewöhnliche Differentialgleichungen, S. 1



2.2 Einführung in die Gewöhnlichen Differentialgleichungen

im 18. Jahrhundert dar. Für die von ihm klassifizierten Differentialgleichungen ers-
ter Ordnung dy

dx
= f(x, y) entwickelte er eine Lösungsmethode unter Verwendung

von unendlichen Reihen, jedoch unter der Bedingung, f(x, y) sei als Polynom von
x und y darstellbar.
Etwas später, aber unabhängig von Newton, fand auch Leibniz fundamentale
Ergebnisse der Differentialrechnung und veröffentlichte diese in guter mathemati-
scher Darstellungsweise. Die heutige Darstellungsweise für die Ableitung dy / dx
beispielsweise geht auf ihn zurück. Außerdem entwickelte Leibniz die Methode der
Separation der Variablen und ein Verfahren zum Lösen von linearen Differential-
gleichungen erster Ordnung.
Durch Korrespondenz mit anderen Mathematikern, insbesondere mit den Gebrü-
dern Bernoulli, konnten viele Problemstellungen auf dem Gebiet der Differential-
gleichungen gelöst werden. Vor allem in der Entwicklung von Lösungsmethoden
von Differentialgleichungen und im Erweitern der Anwendungsmöglichkeiten lie-
ferten Jakob und Johann Bernoulli viele Ergebnisse.
Einige Jahre später beschäftigte sich einer der profiliertesten Mathematiker aller
Zeiten, L. Euler, ebenfalls mit diesem Thema, formulierte Problemstellungen
der Mechanik in mathematischer Sprache und entwickelte Methoden, wie die
Verwendung von Potenzreihen oder numerischer Verfahren, um diese zu lösen.
In den letzten Jahren schließlich konnten durch den Einsatz leistungsstarker
Computer unerwartete Phänomene entdeckt und wichtige Erkenntnisse gewonnen
werden. Doch trotz dieses gewaltigen Fortschritts bleiben bis heute viele wichtige
Problemstellungen ungelöst. [2]

2.2 Einführung in die Gewöhnlichen Differentialgleichungen

Gewöhnliche Differentialgleichungen sind Funktionen, die nur von einer einzigen
unabhängigen Variablen abhängen, also nur gewöhnliche Ableitungen in der Diffe-
rentialgleichung aufweisen. [2]
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2.2 Einführung in die Gewöhnlichen Differentialgleichungen

Definition 1: Sei D ⊂ Rn+2, n ∈ N fest und F : D → R. Dann heißt die
Beziehung

F (x, y(x), y′(x), ...., y(n)(x)) = 0 , (2.1)

die neben der unabhängigen Variablen x und der gesuchten Funktion y(x) Ablei-
tungen von y(x) bis zur Ordnung n beinhaltet, gewöhnliche Differentialgleichung
der Ordnung n. Ist y(x) eine auf einem Intervall I n-mal differenzierbare Funktion,
(x, y(x), y′(x), ..., y(n)(x)) ⊂ D für alle x ∈ I und wird (2.1) durch y(x) erfüllt, so
heißt y(x) Lösung von (2.1) in I.

Nach dem Buch „Höhere Mathematik für Ingenieure“ von Burg, Haf und Wille
besteht die Aufgabe der Theorie der gewöhnlichen Differentialgleichungen in der
Bestimmung sämtlicher Lösungen y(x) von (2.1) und der Untersuchung ihrer
Eigenschaften. Jedoch gibt es keine geschlossene Lösungstheorie für Differential-
gleichungen, nur eine große Zahl an Methoden und Techniken für gewisse Klassen
von Differentialgleichungen.

Der nun folgende Satz liefert Klarheit über Existenz und Eindeutigkeit einer
Lösung einer Differentialgleichung und außerdem eine Abschätzung für die Größe
des Lösungsintervalls:

Satz von Picard-Lindelöf : Die Funktion f : R2 → R sei in

D := {(x, y) | |x− x0| ≤ a, |y − y0| ≤ b; a,b ∈ R fest}

stetig und in diesem Rechteck stetig partiell differenzierbar nach y. Gilt außerdem

M := max
(x,y)∈D

|f(x, y)| und h := min
(
a,

b

M

)
,

so gibt es in Uh(x0) := {x | |x− x0| < h}, der Umgebung des Punktes x0, genau
eine Lösung für das Anfangswertproblem

y′ = f(x, y) , y(x0) = y0 . (2.2)
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2.2 Einführung in die Gewöhnlichen Differentialgleichungen

Beweis: I. Existenznachweis
Wir formulieren das Anfangswertproblem (2.2) als „Integralgleichung“

y(x) = y0 +
x∫

x0

f(t, y(t)) dt , (2.3)

denn auf Uh(x0) sind beide Probleme äquivalent: Ist y(x) Lösung von
(2.2), so ergibt sich unter Beachtung des zweiten Hauptsatzes der
Differential- und Integralrechnung

y(x)− y0 = y(x)− y(0) =
x∫

x0

y′(t) dt =
x∫

x0

f(t, y(t)) dt .

Sei nun umgekehrt (2.3) gegeben. Durch Differentiation mit Hilfe des
Hauptsatzes folgt dann

y′(x) = 0 + d

dx

x∫
x0

f(t, y(t)) dt = f(x, y(x))

und

y(x0) = y0 +
x0∫
x0

f(t, y(t)) dt = y0 .

Gehen wir also zum Beweis des Satzes von der Integralgleichung (2.3)
aus. Mittels sukzessiver Approximation konstruieren wir eine Lösung,
indem wir von der Anfangsnäherung y0(x) := y0 für x ∈ Uh(x0), der
konstanten Funktion durch (x0, y0), ausgehen.
Damit können wir unter Beachtung der Integralgleichung eine weitere
Näherung bestimmen:

y1(x) := y0 +
x∫

x0

f(t, y0) dt , x ∈ Uh(x0) .

Erneutes Anwenden dieser Methode ergibt

y2(x) := y0 +
x∫

x0

f(t, y1(t)) dt , x ∈ Uh(x0) ,

7



2.2 Einführung in die Gewöhnlichen Differentialgleichungen

bzw. nach n-maliger Wiederholung

yn(x) := y0 +
x∫

x0

f(t, yn−1(t)) dt , n ∈ N , x ∈ Uh(x0) .

Hieraus erhält man eine Folge von Näherungslösungen: {yn(x)}.

(a) Durch vollständige Induktion werden wir nun zunächst die
Zweckmäßigkeit des obigen Konstruktionsverfahrens zeigen. Hierbei
ist wichtig, dass die Folge {yn(x)} nicht über den Definitionsbereich
der Funktion f hinausführen darf, denn sonst wären die Ausdrücke∫ x
x0
f(t, yn(t)) dt nicht erklärt.

Induktionsanfang (n = 0): Aus y0(x) = y0 folgt |y0(x)− y0| = 0 ≤ b

für x ∈ Uh(x0).
Induktionsvoraussetzung: Für festes n ∈ N gelte |yn(x)− y0| ≤ b auf
Uh(x0).
Induktionsschritt: Aufgrund der Induktionsvoraussetzung gilt für x ∈
Uh(x0), dass

|yn+1(x)− y0| =
∣∣∣∣∣∣y0 +

x∫
x0

f(t, yn(t)) dt− y0

∣∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣∣
x∫

x0

|f(t, yn(t))| dt
∣∣∣∣∣∣ .

Daraus folgt aus der Definition von h und wegen der Beschränktheit
von f durch M im Rechteck D

|yn+1(x)− y0| ≤M

∣∣∣∣∣∣
x∫

x0

dt

∣∣∣∣∣∣ = M |x− x0| < M h < M
b

M
= b

für x ∈ Uh(x0). Also ist die Folge {yn(x)} wohldefiniert.

(b) Als nächstes haben wir zu zeigen, dass die Folge {yn(x)} auf
Uh(x0) gegen eine Lösung von (2.3) bzw. (2.2) konvergiert. Dazu kann
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2.2 Einführung in die Gewöhnlichen Differentialgleichungen

yn(x) folgendermaßen dargestellt werden:

yn(x) = y0 + (y1(x)− y0) + (y2(x)− y1(x)) + ...

...+ (yn(x)− yn−1(x)) = y0 +
n∑
j=1

(yj(x)− yj−1(x))

Die Summe auf der rechten Seite lässt sich besonders günstig abschät-
zen, denn es gilt für x ∈ Uh(x0)

|yj(x)− yj−1(x)| =
∣∣∣∣∣∣y0 +

x∫
x0

f(t, yj−1(t)) dt− y0 −
x∫

x0

f(t, yj−2(t)) dt
∣∣∣∣∣∣

=
∣∣∣∣∣∣
x∫

x0

[f(t, yj−1(t))− f(t, yj−2(t))] dt
∣∣∣∣∣∣

≤

∣∣∣∣∣∣
x∫

x0

|f(t, yj−1(t))− f(t, yj−2(t))| dt
∣∣∣∣∣∣ . (2.4)

Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung in zwei Veränderli-
chen existiert für den Integranden des letzten Integrals eine Konstante
L > 0 mit

|f(t, yj−1(t))− f(t, yj−2(t))| ≤ L |yj−1(t)− yj−2(t)| (2.5)

wobei L = max
(x,y)∈D

∣∣∣∣∣∂f(x, y)
∂y

∣∣∣∣∣ .
Aus (2.4) erhalten wir also für x ∈ Uh(x0)

|yj(x)− yj−1(x)| ≤ L

∣∣∣∣∣∣
x∫

x0

|yj−1(t)− yj−2(t)| dt
∣∣∣∣∣∣ .
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2.2 Einführung in die Gewöhnlichen Differentialgleichungen

Nach Definition von M gilt andererseits für x ∈ Uh(x0)

|y1(x)− y0(x)| = |y0 +
x∫

x0

f(t, y0)dt− y0| =
∣∣∣∣∣∣
x∫

x0

f(t, y0)dt
∣∣∣∣∣∣

≤

∣∣∣∣∣∣
x∫

x0

|f(t, y0)| dt
∣∣∣∣∣∣ ≤M

∣∣∣∣∣∣
x∫

x0

dt

∣∣∣∣∣∣ ≤M |x− x0| ,

für y2(x)− y1(x)

|y2(x)− y1(x)| ≤ L ·M

∣∣∣∣∣∣
x∫

x0

|t− x0| dt

∣∣∣∣∣∣ = LM
|x− x0|2

2 < LM
h2

2

und so fort. Wir können die Abschätzung für |yj − yj−1| also iterieren.
Mittels vollständiger Induktion kann man schließlich für alle j ∈ N
und alle x ∈ Uh(x0) zeigen, dass

|yj(x)− yj−1(x)| < M Lj−1 h
j

j! .

Damit ergibt sich für die Reihe ∑∞j=1(yj(x)− yj−1(x)) auf Uh(x0) die
konvergente Majorante

M

L

∞∑
j=1

(Lh)j
j! .

D. h., die Folge {yn(x)} konvergiert gleichmäßig1 auf Uh(x0) gegen

y(x) := y0 +
∞∑
j=1

(yj(x)− yj−1(x)) .

Da die Stetigkeit aller Funktionen yn auf Uh(x0) gegeben ist, wissen
wir, dass y als Grenzwert der gleichmäßig konvergenten Folge {yn(x)}
auch dort stetig ist. Aus der gleichmäßigen Konvergenz der Folge
{yn(x)} gegen y(x) ergibt sich aus (2.5), also mit

|f(t, yj(t))− f(t, yj−1(t))| ≤ L |yj(t)− yj−1(t)| ,

1 siehe Kapitel 3.3, Seite 20
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2.2 Einführung in die Gewöhnlichen Differentialgleichungen

die gleichmäßige Konvergenz der Folge {f(t, yn(t))} gegen f(t, y(t)).
Daraus folgt, dass in der Beziehung

y(x) = lim
n→∞

yn(x) = y0 + lim
n→∞

x∫
x0

f(t, yn−1(t)) dt

Grenzübergang n→∞ und Integration vertauscht werden können:

y(x) = y0 +
x∫

x0

lim
n→∞

f(t, yn−1(t)) dt = y0 +
x∫

x0

f(t, y(t)) dt

Und hiermit ist nun gezeigt, dass die Näherungslösungen yn(x) gleich-
mäßig gegen eine Lösung des Anfangswertproblems (2.2) konvergieren.

II. Eindeutigkeitsnachweis
Seien y(x) und ỹ(x) zwei beliebige Lösungen des Anfangswertproblems
(2.2) bzw. der Integralgleichung (2.3). Dann gilt wieder für x ∈ Uh(x0):

|y(x)− ỹ(x)| =
∣∣∣∣∣∣
x∫

x0

[f(t, y(t))− f(t, ỹ(t))] dt
∣∣∣∣∣∣

≤

∣∣∣∣∣∣
x∫

x0

|f(t, y(t))− f(t, ỹ(t))| dt
∣∣∣∣∣∣ ≤ L

∣∣∣∣∣∣
x∫

x0

|y(t)− ỹ(t)| dt
∣∣∣∣∣∣

Für beliebiges h0 < h setzen wir nun A := max|x−x0|≤h0 |y(x)− ỹ(x)|,
sodass

|y(x)− ỹ(x)| ≤ LA |x− x0| für x ∈ Uh0(x0) .

Durch erneutes Anwenden folgt damit für die obige Ungleichung

|y(x)− ỹ(x)| ≤ L·LA

∣∣∣∣∣∣
x∫

x0

|t− x0| dt

∣∣∣∣∣∣ = AL2 |x− x0|2

2 , x ∈ Uh0(x0)

usw.
Also gewinnt man für beliebiges n ∈ N durch vollständige Induktion
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2.2 Einführung in die Gewöhnlichen Differentialgleichungen

die Abschätzung

|y(x)− ỹ(x)| ≤ ALn
|x− x0|n

n! < A
(Lh)n
n! .

Offensichtlich ist die linke Seite dieser Ungleichung unabhängig von n.
Auf der rechten Seite findet sich das n-te Glied einer Exponentialreihe,
welches für n→∞ gegen Null strebt1. D. h., wir erhalten ỹ(x) = y(x)
auf Uh0(x0) bzw. auf Uh(x0) wegen h0 < h beliebig.
Und damit ist schließlich die Eindeutigkeit der Lösung bewiesen.
q.e.d.

Bemerkung: Die Ungleichung |f(x, y)− f(x, y′)| ≤ L |y − y′| wird Lipschitz-
bedingung genannt und folgt aus der Voraussetzung, dass f auf D stetige partielle
Ableitungen bezüglich y besitzt. [3]

Da die Differentialgleichungen ein sehr weitläufiges Feld aufspannen, wollen wir
uns hier auf Differentialgleichungen erster Ordnung beschränken, die in expliziter
Form als dy

dx
= f(x, y) und in impliziter Form als F (x, y, y′) = 0 dargestellt werden.

Diese enthalten nur erste und keine höheren Ableitungen. Die Funktion y = y(x)
ist Lösung dieser Gleichung in einem Intervall J , wenn y(x) in J differenzierbar
ist und F (x, y(x), y′(x)) ≡ 0 für alle x ∈ J . [15]

Enthalten Systeme von Differentialgleichungen nicht explizit die unabhängige
Variable t, so werden diese als autonom bezeichnet. Andererseits stellen eines oder
mehrere Elemente der Koeffizientenmatrix von nichtautonomen Systemen eine
Funktion von t dar.
Bei Anwendungen handelt es sich häufig um autonome Systeme. Deren Konfigu-
ration, einschließlich physikalischer Parameter und externer Kräfte oder Effekte,
sind physikalisch gesehen Systeme, die von der Zeit unabhängig sind. Das System
reagiert also bezüglich gegebener Anfangsbedingungen unabhängig von der Zeit,
zu der die Bedingungen gestellt werden.

1 Für die Konvergenz einer unendlichen Reihe ist dies eine notwendige Bedingung.
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2.2 Einführung in die Gewöhnlichen Differentialgleichungen

Wie ein nichtautonomes in ein autonomes System umgewandelt werden kann,
wird am Ende von Kapitel 5.2 behandelt.

Im letzten Kapitel werden wir Differentialgleichungen mit periodischen Lösungen
untersuchen. Diese Lösungen spielen oftmals bei physikalischen Problemstellungen
eine wichtige Rolle, da sie sich wiederholende Phänomene beschreiben. [2]

Definition 2: Eine Funktion f : R→ C wird 2π-periodisch genannt, wenn für
alle x ∈ R

f(x+ 2π) = f(x)

ist, d. h. f ist periodisch mit der Periode 2π. [7]

Bevor nun aber die gewöhnlichen Differentialgleichungen in diesem Dokument an-
gewendet werden können, muss erst ein anderer wichtiger Bereich der Mathematik
genauer untersucht werden: die unendlichen Reihen.

13



KAPITEL 3
Mehrfachreihen und Mehrfachprodukte

Dieses Kapitel hat das Ziel, in das Gebiet der Reihen und Potenzreihen einzufüh-
ren, da diese die Grundlage für den Rest der Arbeit bilden.
Entnommen sind die nötigen Definitionen und Sätze fast ausschließlich aus den
Fachbüchern „Analysis 1“ und „Analysis 2“ von W. Walter. Diese Werke stellen
aufgrund der ausführlichen historischen Berücksichtigung, der durchgehend guten
Lesbarkeit und des häufigen Anwendungsbezugs eine der gängigsten Fachbuchrei-
hen in diesem Gebiet dar. [17]

3.1 Eigenschaften unendlicher Reihen

Als ersten wichtigen Punkt wollen wir die Umordnung von Reihen betrachten.
Es heißt, eine Umordnung der Reihe ∑∞n=0 an ergebe die Reihe ∑∞n=0 bn, falls
die Folge (bn) durch Umordnung von (an) entstanden ist. D. h., eine Bijektion
Φ : N→ N mit bn = aΦ(n) existiert.

Umordnungssatz: Eine absolut konvergente Reihe darf umgeordnet werden.
Ist also∑∞n=0 an absolut konvergent und (bn) aus (an) durch Umordnung entstanden,
so gilt die Gleichung

∞∑
n=0

an =
∞∑
n=0

bn

und die zweite Reihe ist ebenfalls absolut konvergent.



3.1 Eigenschaften unendlicher Reihen

Beweis: Bezeichnet man die Teilsummen von ∑ an mit sn und die
der ∑ bn mit tn, so existiert zu einem ε > 0 ein Index N derart, dass
für beliebiges p gilt:

|aN+1|+ ...+ |aN+p| < ε

Es ist also ∑n>N |an| < ε.
Nun sei bn = aΦ(n). Man wähle ein M > N so groß, dass unter den
Zahlen Φ(0), Φ(1), ..., Φ(M) alle Zahlen von 0, 1, 2, ..., N vorkommen.
Dann betrachte man die Differenz (sn − tn): Für n > M heben sich
alle Glieder ai mit i ≤ N weg, weil diese in beiden Teilsummen sn und
tn enthalten sind; d. h. (sn − tn) ist Summe von der Form ∑

n>N ±ai,
wobei + für Glieder aus sn gilt, – für solche aus tn. Folglich ist

|sn − tn| ≤
∑
n>N

|ai| < ε für n > M .

Damit erhält man das Ergebnis, dass (sn − tn) eine Nullfolge und
lim sn = lim tn bzw. ∑ an = ∑

bn ist.
Walter schließt den Beweis mit der Anmerkung, dass sich diese Schluss-
weise nun auch auf die Reihe ∑ |an| anwenden lässt. Dadurch kann
man die absolute Konvergenz der umgeordneten Reihe erkennen. q.e.d.

Wollen wir die Bijektion nicht mehr nur auf N beschränken, sondern die natürlichen
Zahlen auf eine abzählbare Indexmenge M abbilden, definieren wir

∑
α∈E

aα :=
∞∑
n=0

aφ(n) mit φ : N→M bijektiv .

Und darauf gründet sich der folgende Satz:

Großer Umordnungssatz: Ist M eine abzählbare Menge, ∑α∈M aα absolut
konvergent und I1, I2, I3, ... eine beliebige Zerlegung von M in paarweise disjunkte
Teilmengen Ii, so gilt für die Reihe

∑
α∈M

aα =
∞∑
i=1

∑
α∈Ii

aα .
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3.1 Eigenschaften unendlicher Reihen

Die Absolutkonvergenz ist hierfür entscheidende Voraussetzung. Folgende Formu-
lierungen sind dann äquivalent:
(a) Es existiert eine Bijektion Φ : N→M mit ∑∞0 ∣∣∣aΦ(n)

∣∣∣ <∞ .
(b) Für jede endliche Indexmenge E ⊂ M existiert eine Konstante K, sodass∑

α∈E |aα| ≤ K <∞ .
(c) Bei beliebiger Realisierung der Summen gilt ∑∞i=1

∑
α∈Ii |aα| <∞ .

Beweis: (a) stellt die Definition der Absolutkonvergenz dar
(a)⇒ (b) denn es gilt ∑α∈I |aα| ≤

∑
α∈M |aα| für I ⊂M

(b)⇒ (a) klar
(a)⇒ (c) Anwendung des Satzes auf die Reihe mit den
Gliedern |aα|
(c)⇒ (b) K = ∑∞

i=1
∑
α∈Ii |aα| ≥

∑p
i=1

∑
α∈Ii |aα|

≥ ∑p
i=1

∑
α∈Ei |aα| ≡

∑
α∈E |aα|

womit die Äquivalenz bewiesen ist. q.e.d.

Diese Umordnung von Reihen wird jetzt angewendet im

Doppelreihensatz: Reihen mit der Indexmenge M = N × N nennt man
Doppelreihen. Für diese gilt:

∞∑
i,j=0

aij =
∞∑
i=0

 ∞∑
j=0

aij

 =
∞∑
j=0

( ∞∑
i=0

aij

)

=
∞∑
k=0

 ∑
i+j=k

aij

 ≡ ∞∑
k=0

k∑
i=0

ai,k−i

Doppelreihen erhält man durch die Multiplikation von Reihen. Denn multipliziert
man erst jeden Summand der ersten Summe mit jedem Summand der zweiten
Summe und addiert alle diese Produkte, so erhält man das Produkt zweier endlicher
Summen.

(a0 + ...+ am)(b0 + ...+ bn) =
m∑
i=0

ai

 n∑
j=0

bj

 =
m∑
i=0

n∑
j=0

aibj

Die Übertragung auf unendliche Doppelreihen nennt man „Satz von Cauchy“:
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3.2 Mehrfachreihen und -produkte

Satz 1: Seien ∑ an und ∑ bn unendliche Reihen. Sind diese absolut konvergent,
kann ihr Produkt durch gliedweise Multiplikation berechnet werden( ∞∑

n=0
an

)( ∞∑
n=0

bn

)
=

∞∑
i,j=0

aibj .

Auch die entstehende Doppelreihe ist absolut konvergent.

Beweis: Die Reihe ∑ |ai| sei definiert als A und ∑ |bi| als B. Dann
zeigt ∑i

(∑
j |aibj|

)
= ∑

i |ai|B = AB < ∞ die absolute Konvergenz
der Doppelreihe. Ist a := ∑

an und b := ∑
bn, ergibt sich aus dem

Doppelreihensatz

∑
i,j

aibj =
∑
i

∑
j

aibj

 =
∑
i

(aib) = ab . q.e.d.

Für die Umordnung der Doppelreihe ∑ aibj in eine einfache Reihe nach Diagonal-
anordnung gilt( ∞∑

n=0
an

)( ∞∑
n=0

bn

)
=
∞∑
n=0

(
n∑
i=0

aibn−i

)
=
∞∑
n=0

dn

mit dn = ∑n
i=0 aibn−i = a0bn + a1bn−1 + ...+ anb0 .

Diese spezielle Summation, welche vor allem bei der Multiplikation von Potenzrei-
hen verwendet wird, nennt man „Cauchy-Produkt“. [17]

3.2 Mehrfachreihen und -produkte

Die hier aufgeführten Eigenschaften gelten allerdings nicht nur für Doppelreihen;
sie können auch auf Mehrfachreihen übertragen werden.

Dazu werden wir nun N absolut konvergente Reihen miteinander multiplizieren
und für deren Produkt eine Formel herleiten.
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3.2 Mehrfachreihen und -produkte

Hilfssatz: Seien die unendlichen Reihen ∑∞n=0 a
(1)
n , ...,

∑∞
n=0 a

(N)
n absolut kon-

vergent. Dann gilt folgende Gleichung

∞∑
n=0

a(1)
n · ... ·

∞∑
n=0

a(N)
n =

∞∑
n=0

∑
p1+...+pN=n

a(1)
p1 a

(2)
p2 · ... · a

(N)
pN

;

das Mehrfachprodukt der Reihen kann also durch eine Verallgemeinerung des
Cauchy-Produkts berechnet werden.
Außerdem ist die Reihe

∞∑
n=0

∣∣∣a(1)
n

∣∣∣ · ... · ∞∑
n=0

∣∣∣a(N)
n

∣∣∣ =
∞∑
n=0

∑
p1+...+pN=n

∣∣∣a(1)
p1 a

(2)
p2 · ... · a

(N)
pN

∣∣∣
konvergent, d. h. die entstehende Mehrfachreihe ist absolut konvergent.

Beweis: Den vorigen Satz können wir durch vollständige Induktion
beweisen.
Induktionsanfang: Für N = 2 gilt der Satz von Cauchy (siehe oben).
Induktionsschritt: Sei die Behauptung nun für N − 1 ≥ 2 bewiesen
und es gelte

A(N−1)
n =

∑
p1+...+pN−1=n

a(1)
p1 a

(2)
p2 · ... · a

(N−1)
pN−1

.

Dann ist
∞∑
n=0

A(N−1)
n

∞∑
n=0

a(N)
n =

∞∑
n=0

n∑
p=0

A
(N−1)
n−p a(N)

p =

=
∞∑
n=0

n∑
pN=0

∑
p1+...+pN−1=n−pN

ap1 · ... · apN−1apN

=
∞∑
n=0

∑
p1+...+pN=n

ap1 · ... · apN .

Die Behauptung folgt aus der Induktionsvoraussetzung. q.e.d.

[13]
Man kann also definieren:
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3.3 Einfach- und Mehrfachpotenzreihen

Mehrfache unendliche Reihen, also Reihen in mehreren Veränderlichen, werden
mit einem der drei Symbole

∑
p ∈ Nn0

ap =
∑
p≥ 0

ap =
∞∑
|p|=0

ap =
∞∑
k=0

∑
|p|=k

ap

 mit |p| = p1 + p2 + ...+ pn

bezeichnet, sie erstrecken sich über alle Multiindizes p = (p1, ..., pn) ∈ Nn
0 . Die

vierte Summe stellt hierbei eine spezielle Art der Summierung dar, für n = 2
beispielsweise die Summation nach Diagonalen - wie bereits kennengelernt.
Und genau wie dort muss auch für n > 2 die Absolutkonvergenz vorausgesetzt
werden um die Unabhängigkeit der Reihensumme von der Art der Summierung
sicherzustellen: [16]

βk =
∑
|p|=k
|ap| ,

∑
βk <∞ .

Die Glieder der bisher behandelten Reihen konnten allein durch Zahlen darge-
stellt werden. Im Folgenden stehen nun aber die Potenzreihen im Mittelpunkt,
die als einer der wichtigsten Vertreter unendlicher Reihen gelten. Deren Glieder
sind Funktionen unabhängiger Variablen und werden im Folgenden ausführlich
behandelt. [10]

3.3 Einfach- und Mehrfachpotenzreihen

Reihen der Form ∑∞
n=0 an x

n bzw. ∑∞n=0 an (x− x0)n mit x0 als Entwicklungs-
punkt nennt man Potenzreihen, die Zahlen an ihre Koeffizienten. Diese Reihen
verfügen über eine sehr einfache Konvergenztheorie, da ihr Konvergenzverhalten
im Wesentlichen durch eine einzige nichtnegative Zahl r definiert wird, welche
Konvergenzradius der Reihe genannt wird und auch unendlich sein kann.

Satz 2: Jede Potenzreihe ∑∞n=0 an x
n hat einen Konvergenzradius r mit 0 ≤

r ≤ ∞, für welchen gilt:

• Ist |x| < r, so ist die Reihe absolut konvergent,
• ist |x| > r, dann ist sie divergent.
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3.3 Einfach- und Mehrfachpotenzreihen

Stellt s eine positive Zahl < r dar, konvergiert die Reihe im Bereich |x| ≤ s < r

sogar gleichmäßig. Da der Konvergenzradius nur von |an| abhängig ist, kann er
nach der Formel von Cauchy-Hadamard

r = 1
L

mit L := lim supn→∞ n

√
|an|

berechnet werden.

Bevor wir diesen Satz beweisen können, muss allerdings erst der wichtige Begriff
der gleichmäßigen Konvergenz erörtert werden:

Man nennt eine Reihe ∑∞0 fk(x) gleichmäßig konvergent auf D, wenn die Folge
der Teilsummen sn(x) = f0(x) + ...+ fn(x) gleichmäßig auf D konvergiert. Für
die Reihensumme F (x) = ∑∞

k=0 fk(x) existiert dann zu jedem ε > 0 ein Index
N = N(ε), sodass für n ≥ N und x ∈ D stets gilt:
|F (x)− sn(x)| = |rn(x)| < ε

D. h., die Reste rn(x) = ∑∞
k=n+1 fk(x) streben gleichmäßig gegen Null.

Eine unmittelbare Folge dieser Definition ist nach Walter das

Cauchy-Kriterium für Reihen: Die Reihe ∑ fk(x) konvergiert genau dann
auf D gleichmäßig, wenn zu jedem ε > 0 ein Index N existiert, sodass für n >
m ≥ N und x ∈ D Folgendes gilt:

|sn − sm| = |fm+1(x) + ...+ fn(x)| < ε

und

DasWeierstraßsche Majorantenkriterium für gleichmäßige Konvergenz:
Für eine Reihe ∑ ak sei |fk(x)| ≤ ak mit x ∈ D und k ∈ N. Ist nun ∑ ak konver-
gent, so ist die Reihe ∑ fk(x) auf D absolut und gleichmäßig konvergent.
Die Reihe ∑ ak wird dann als konvergente Majorante für die zu untersuchende
Reihe bezeichnet.
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3.3 Einfach- und Mehrfachpotenzreihen

Beweis: Bezeichnet rn den n-ten Rest der Reihe ∑ fk und ρn den
n-ten Rest von ∑ ak haben wir

|rn(x)| =
∣∣∣∣∣∣
∞∑

k=n+1
fk(x)

∣∣∣∣∣∣ ≤
∞∑

k=n+1
|fk(x)| ≤

∞∑
n+1

ak = ρn

und die Reihenreste konvergieren wegen ρn → 0 gleichmäßig gegen
Null. q.e.d.

Nun aber zurück zu Satz 2:

Beweis: Unter Verwendung der Regel lim sup λ bn = λ · lim sup bn

mit λ > 0 und des Wurzelkriteriums1 erhalten wir:∑
an x

n ist absolut konvergent, falls

lim sup n

√
|an xn| = |x| lim sup n

√
|an| = |x|L

kleiner ist als 1, bzw. divergent im Falle größer 1.
Damit ist die Cauchy-Hadamardsche Formel bereits bewiesen und
ebenso die Aussagen über absolute Konvergenz und Divergenz. Mithilfe
der Abschätzung |an xn| ≤ |an| sn und des Majorantenkriteriums ergibt
sich noch die gleichmäßige Konvergenz für |x| ≤ s < r, denn – wie
gerade gezeigt – ist ∑ |an| sn <∞ . q.e.d.

[17]

Laut dem zweiten Band „Analysis“ von Wolfgang Walter [16] lassen sich Mehrfach-
potenzreihen bzw. Potenzreihen in mehreren Veränderlichen ohne Berücksichtigung
der Summationsreihenfolge folgendermaßen darstellen:

∞∑
|p|=0

ap x
p mit x = (x1, ..., xn) , xp = xp1

1 x
p2
2 · ... · xpnn (3.1)

Auf die Reihenfolge der Summation kommt es nicht an, da bei Konvergenz in
irgendeiner Reihenfolge für ein x0 mit x0i 6= 0 sofort die absolute Konvergenz

1 Die Reihe
∑
an ist absolut konvergent falls für 0 < q < 1 gilt: n

√
|an| ≤ q < 1 für fast alle n;

Divergenz liegt vor, wenn für unendlich viele n n
√
|an| ≥ 1 ist. [17]
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3.3 Einfach- und Mehrfachpotenzreihen

in dieser Reihenfolge für alle x mit |xi| < |x0i| und damit in jeder Reihenfolge folgt.

Für n = 2 und x, y ∈ R erhält man beispielsweise Reihen der Form ∑
aij x

i yj,
wobei über alle i, j ∈ N summiert wird.

Satz 3: Für αk := max {|ap| : |p| = k}, k ∈ N, sei ∑∞k=0 αk t
k eine eindimen-

sionale Potenzreihe mit dem Konvergenzradius r > 0. Die mehrdimensionale
Potenzreihe (3.1) konvergiert dann für alle x ∈ Rn mit der Maximumnorm
|x|∞ = max {|x1| , ..., |xn|} < r, für alle x ∈ Rn mit |x|∞ ≤ t sogar gleichmäßig
falls t < r. Im Würfel |x|∞ < r ist die durch die Potenzreihe dargestellte Funktion
also stetig.

Beweis: Für j = 1, ..., n gibt es (k+1)n Multiindizes p = (p1, ..., pn) ∈
Nn

0 mit 0 ≤ pj ≤ k. Also existieren höchstens ebenso viele für |p| = k.
Aus |x|∞ ≤ t und |p| = k folgt |xp| ≤ tk und damit

∑
|p|=k
|ap xp| ≤ αk(k + 1)n tk =: γk tk mit |x|∞ ≤ t .

Die Potenzreihe ∑ γk t
k besitzt ebenfalls den Konvergenzradius r.

Wegen ∑
γk t

k < ∞ liegt also für |x|∞ ≤ t < r gleichmäßige und
absolute Konvergenz vor. Mithilfe des Weierstraßschen Majorantenkri-
teriums folgt schließlich die Behauptung. q.e.d.

[16]
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KAPITEL 4
Anwendungen für Mehrfachreihen und -potenzreihen

Nach dieser eingehenden Behandlung von Mehrfachreihen und -potenzreihen wer-
den wir nun deren Anwendung auf implizit gegebene Funktionen1 betrachten.

4.1 Produkte von Einfachpotenzreihen

Als erste Anwendung untersuchen wir die Multiplikation von Einfachpotenzreihen.
Dazu seien

f(x) =
∞∑
n=0

anx
n und g(x) = ∑∞

n=0 bnx
n

Potenzreihen mit den positiven Konvergenzradien ra und rb. Da für beide Reihen
absolute Konvergenz vorliegt, dürfen diese gliedweise multipliziert werden. Deren
Cauchy-Produkt ergibt für |x| < min {ra, rb} die Potenzreihe

f(x) g(x) =
∞∑
n=0

pnx
n ,

mit pn = ∑n
i=0 aibn−i = a0bn + a1bn−1 + ... + anb0 . Der Konvergenzradius der

neuen Potenzreihe ∑∞n=0 pnx
n ist r > min {ra, rb}. [17]

1 Implizite Funktionen sind von der Form f(x,y) = 0, d. h. x und y und ebenso die Differentiale
dx und dy sind gleichberechtigt. Die explizite Darstellung wäre etwa y = g(x), falls fy nicht
verschwindet. [16]



4.2 Betrachtung von W = f(x,W) durch formale Potenzreihen

Bildet man das Produkt von mehr als zwei Einfachpotenzreihen, erhält man die
Mehrfachpotenzreihe

aνx
ν =

∑
|ν|≥0

aν1ν2...νnx
ν1
1 · ... · xνnn =

∑
ν1+...+νn≥0

aν1ν2...νnx
ν1
1 · ... · xνnn

mit x = (x1, ..., xn) und der Summationskonvention.

Der Einfachheit halber sei aν 6= 0 und gestatte die Zerlegung
aν = aν1ν2...νn = aν1 · ... · aνn mit

ri = 1
lim supνi→∞ νi

√
|aνi |

> 0 .

Dann gilt für |xi| < r = min1≤i≤n ri :

aνx
ν =

∞∑
ν1=0

aν1x
ν1
1 · ... ·

∞∑
νn=0

aνnx
νn
n

ist kga (kompakt gleichmäßig absolut) konvergent. [13]

Eine Potenzreihe ∑ aνx
ν heißt kompakt gleichmäßig absolut konvergent in einer

Menge X, wenn ∑ |aνxν | in jeder kompakten Teilmenge von X gleichmäßig kon-
vergent ist. [9]
Zur Definition der gleichmäßigen Konvergenz siehe voriges Kapitel.

4.2 Betrachtung von W = f(x,W) durch formale
Potenzreihen

Formale Potenzreihen zählen zu den klassischen Begriffen der Mathematik, denn
„es gibt eine große Anzahl von Gebieten, in denen sie als Hilfsmittel gebraucht
werden“, beschreibt Hans Becker in seinem Buch „Formale Potenzreihen und
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4.2 Betrachtung von W = f(x,W) durch formale Potenzreihen

formale Sprachen“. 1 [1]
Und auch wir werden uns in diesem Kapitel genauer mit ihnen beschäftigen.

Zuallererst müssen wir jedoch den Ring der formalen Potenzreihen R[[x1, ..., xn]]
definieren.

4.2.1 Der Ring der formalen Potenzreihen

Definition 3: Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement und

∑
|i|≥0

aix
i =

∑
|i|≥0

ai1,...,inx
i1
1 · ... · xinn

eine formale Mehrfachpotenzreihe mit ai ∈ R oder C und x ∈ Rn oder Cn für
x = (x1, ..., xn), über deren Konvergenzverhalten nichts vorausgesetzt wird.
Wir erklären sie als die Folge

(∑
|λ|≤l aλx

λ
)
l
.

Für p = ∑
|i|≥0 ai x

i und q = ∑
|i|≥0 bi x

i gelte:

• Die Gleichheit sei definiert durch p = q ⇔ ai = bi ∀i

• Die Addition p+ q sei intuitiv gegeben durch (ai + bi)xi

• Für die Multiplikation von p und q sei

p · q :=
∑
µ

 ∑
j, j≤µ

aµ−j bj

xµ,
λ · p :=

∑
|i|≥0

λ · ai xi

für ein λ ∈ R

1 Becker, Hans: Formale Potenzreihen und formale Sprachen, S. 1
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4.2 Betrachtung von W = f(x,W) durch formale Potenzreihen

• Für die partielle Differentiation von p nach xj sei

∂

∂xj
p :=

∑
|i|≥0
ij≥1

ai ij x
i1
1 · ... · x

ij−1
j−1 · x

ij−1
j · xij+1

j+1 · ... · xinn

• Und für 1 ≤ j ≤ q gelte

ζj(x) = ζj(x1, ..., xn) =
∑
|i|≥1

c
(j)
i xi

Dann setzen wir mit den Multiindizes µ = (µ1, ..., µq)

p ◦ ζ(x) =
∑
µ

aµ ζ
µ1
1 (x) · ... · ζµqq (x)

und fassen p ◦ ζ(x) als die nach xi geordnete formale Potenzreihe auf.
Dies wird später in diesem Kapitel noch genauer behandelt.

Da keine Aussagen über das Konvergenzverhalten von ζj(x) getroffen wurden,
darf dort erst ab |i| ≥ 1 summiert werden. [8]

Die Menge R[[x]] aller formalen Potenzreihen mit dem Nullpunkt als Entwicklungs-
punkt ist mit der Cauchyschen Multiplikation also eine kommutative R-Algebra
mit Einselement.
Für eine tiefere Beschreibung der Ringstruktur sei auf §4 des Buches „Funktionen-
theorie 1“ von R. Remmert verwiesen. [9]

Doch warum haben diese Reihen das Adjektiv „formal“ als Kennzeichnung? Grund
hierfür ist, dass sie nicht zu konvergieren brauchen, wir aber trotzdem mit ihnen
rechnen können. [1]

Man nennt eine formale Potenzreihe f dann konvergent, wenn f(x) = ∑∞
ν=0 aνx

ν

in einem Polyzylinder um 0 konvergiert. Dazu betrachten wir folgende

Definition 4: Sei r = (r1, ..., rn) ∈ Rn mit rk > 0, x0 ∈ Cn. Dann definiert

Pr(x0) :=
{
x ∈ Cn :

∣∣∣xk − x(0)
k

∣∣∣ < rk, 1 ≤ k ≤ n
}
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4.2 Betrachtung von W = f(x,W) durch formale Potenzreihen

einen Polyzylinder um x0 mit r als (Poly-) Radius. [5]

Im Falle der Konvergenz kommt es nach dem großen Umordnungssatz auf die
Summationsreihenfolge nicht an, da im Polyzylinder absolute Konvergenz vorliegt,
siehe Satz 2.
Dies rechtfertigt auch die Definition der formalen Potenzreihe.

4.2.2 Die Substitution von Potenzreihen

Im Folgenden wird die Substitution der Potenzreihe W̃ in die Potenzreihe f(x, W̃ )
vollzogen, dafür betrachten wir jedoch zunächst einmal ganz allgemein das Einset-
zen von Potenzreihen.

Seien f(x) = ∑∞
0 anx

n und g(y) = ∑∞
0 bky

k Reihen mit den Konvergenzradien
r > 0 und R > 0 und es gelte |a0| < R. Die Funktion F (x) = ∑∞

0 |an|xn ist in
(−r, r) stetig, deshalb existiert ein ρ > 0 mit

F (ρ) =
∞∑
0
|an| ρn < R .

Die Funktion h(x) = g(f(x)) ist damit für mindestens |x| ≤ ρ definiert

h(x) =
∞∑
k=0

bk

( ∞∑
n=0

anx
n

)k
.

h(x) kann man nun als einfache Potenzreihe schreiben, denn nach dem Multipli-
kationssatz für Reihen gilt für |x| < r

(f(x))k =
( ∞∑

0
anx

n

)k
=
∞∑
n=0

cknx
n

mit c0
0 = 1, c0

n = 0 für n > 0, c1
n = an, c

2
n = ∑

i+j=n aiaj, usw.
Entsprechend gilt für F (x)

(F (x))k =
∞∑
n=0

γkn x
n mit |x| < r .
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4.2 Betrachtung von W = f(x,W) durch formale Potenzreihen

Die γkn können aus den |ai| genauso berechnet werden wie die ckn aus den ai, deshalb
ist für k, n ≥ 0

∣∣∣ckn∣∣∣ ≤ γkn .

Um h(x) formal umordnen zu können müssen wir prüfen ob der Doppelreihensatz
anwendbar ist.

∑
k

|bk|
∑
n

∣∣∣ckn xn∣∣∣ ≤∑
k

|bk|
∑
n

γkn ρ
n =

∑
|bk|F (ρ)k <∞

Da F (ρ) < R ergibt sich also die absolute Konvergenz für h(x) und wir haben

h(x) =
∞∑
k=0

bk

( ∞∑
n=0

ckn x
n

)
=
∞∑
n=0

( ∞∑
k=0

bk c
k
n

)
xn =:

∞∑
n=0

dn x
n .

Satz 4: Sei g(y) = ∑∞
0 bk y

k eine Reihe mit dem Konvergenzradius R > 0 und
f(x) = ∑

an x
n. Existiert für f(x) ein positives ρ mit

∞∑
n=0
|an| ρn < R ,

so besitzt die Funktion h = g ◦ f eine Potenzreihenentwicklung die mindestens für
|x| ≤ ρ gültig ist:

h(x) = g(f(x)) =
∞∑
n=0

dn x
n [17]

4.2.3 Anwendung auf die Reihe W

Bei der Substitution formaler Potenzreihen wird das Konvergenzverhalten vorerst
außer Acht gelassen. Dieses wird erst Thema des nächsten Kapitels sein.
Wie wir gerade gesehen haben ist für die einzusetzende Reihe f(x) jedoch voraus-
gesetzt, dass das nullte Glied betragsmäßig kleiner ist als der Konvergenzradius
der Reihe g(x). Deshalb können nur Reihen verwendet werden, deren nulltes Glied
gleich Null ist - wenn über die Konvergenz von g nichts bekannt ist.
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4.2 Betrachtung von W = f(x,W) durch formale Potenzreihen

Am Ende dieses Abschnitts und vor allem im nächsten Kapitel wird vermehrt das
Symbol „≺“ auftauchen. Dieses kennzeichnet die Majorantenmethode und kann
auch als „<M“ dargestellt werden.
Am Beispiel zweier formal gebildeter Potenzreihen

f =
∑
l

al1...lmx
l1
1 · ... · xlmm , g =

∑
l

bl1...lmx
l1
1 · ... · xlmm

bedeutet f ≺ g, dass g für

|al1...lm| ≤ bl1...lm , l ∈ (N0)m

Majorante zu f ist, sodass also insbesondere die Koeffizienten von g sämtlich reell
und nichtnegativ sind. [8]

Im Folgenden beschränken wir uns auf eine Variable.

Dazu sei W̃ (x) = ∑∞
l=1 γ̃l x

l die Potenzreihe, die in

f(x, W̃ ) =
∑
i,j=0,
i+j≥1

fij x
i W̃ j (4.1)

eingesetzt werden soll.

Wir berechnen zunächst

(
W̃ (x)

)j
=
( ∞∑
l=1

γ̃l x
l

)j
=
∞∑
l=j

 ∑
p1,...,pj≥1,
p1+...+pj=l

γ̃p1 · ... · γ̃pj

xl ;

wobei die Summe in der Klammer der rechten Seite endlich ist wegen pn ≥ 1.
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4.2 Betrachtung von W = f(x,W) durch formale Potenzreihen

Setzt man jetzt
(
W̃ (x)

)j
in (4.1) ein, ist

f(x, W̃ (x)) =
∑
i,j=0,
i+j≥1

fij x
i
∞∑
l=j

 ∑
p1,...,pj≥1,
p1+...+pj=l

γ̃p1 · ... · γ̃pj

xl

=
∞∑

i=0,j=1
fij x

i
∞∑
l=j

 ∑
p1,...,pj≥1,
p1+...+pj=l

γ̃p1 · ... · γ̃pj

xl +
∞∑
i=1

fi0 x
i .

Der rechte Summand ergibt sich hierbei durch j = 0.

Nun wird nach den Potenzen von x sortiert:

f(x, W̃ (x)) =
∞∑

i=0,l=1

 l∑
j=1

fij
∑

p1,...,pj≥1,
p1+...+pj=l

γ̃p1 · ... · γ̃pj


︸ ︷︷ ︸

endliche Summe, da 1≤j≤l

xi+l +
∞∑
i=1

fi0 x
i

[13]

Zur Verdeutlichung der Forderung γ̃0 = 0 bei der Substitution in (4.1) betrachten
wir kurz den Fall l = 1 mit γ̃0 nicht notwendig gleich Null:
Genau ein pn hat dann den Wert 1, alle anderen pn sind Null. Da immer genau
ein pn = 1 ist, ergibt sich für den Koeffizienten von x

∞∑
j=1

f0j

j∑
n=1

γ̃pn=1γ̃
j−1
0 .

Daraus folgt nun aber, dass es sich bei dem Koeffizienten von x um eine unendliche
Reihe handelt, deren Konvergenzverhalten nicht bekannt ist.
Andernfalls, also für γ̃0 = 0, erhält man für j = l = 1 den Term f01γ̃1 und es
ergibt sich ∑ p1,...,pj≥1,

p1+...+pj=l
γ̃p1 · ... · γ̃pj = 0 für j > l, da es sich dann um eine leere

Summe handelt. [8]

30



4.2 Betrachtung von W = f(x,W) durch formale Potenzreihen

Wir bezeichnen nun obige Reihe folgendermaßen:

f(x, W̃ (x)) =
∞∑
k=1

Pk(γ̃p, 1 ≤ p ≤ k)xk + P0

Für k ≥ 1 ist Pk damit definiert als

Pk (γ̃1, ..., γ̃k) =
∑

i,l,i+l=k
i≥0,l≥1

l∑
j=1

fij
∑

p1,...,pj≥1,
p1+...+pj=l

γ̃p1 · ... · γ̃pj + fk0 (4.2)

mit P0 = f00 = 0 .

Es muss jetzt nur noch gezeigt werden, dass das Polynom Pk für f01 = 0 lediglich
von den γ̃1, ..., γ̃k−1 abhängt:

Pk(γ̃1, ..., γ̃k−1) := Pk(γ̃1, ..., γ̃k−1, γ̃k) für f01 = 0.

Zur rekursiven Bestimmung von W werden wir W = f(x,W ) mit f wie in (4.1)
verwenden, doch dazu müssen wir eine zusätzliche Voraussetzung an f stellen.

Satz 5: Sei (4.1) eine formale Potenzreihe. Ist f01 = 0, so existiert genau eine
formale Potenzreihe W = W (x) = ∑∞

l=1 γl x
l, die W = f(x,W ) löst.

Außerdem gelte

Satz 6: Gegeben sei eine formale Potenzreihe W̃ = W̃ (x) = ∑∞
l=1 γ̃l x

l mit

W̃ (x) ≺ f(x, W̃ (x)) .

Sind zusätzlich fij ≥ 0, f01 = 0, so ist W̃ ≺ W , also γl ≥ |γ̃l|.

Es folgt der Beweis der vorigen beiden Sätze.

Beweis: Für f01 = 0 werden wir jetzt zeigen, dass Pk in (4.2) für
k ≥ 2 nur von den γ̃1, ..., γ̃k−1 abhängt.
Ist ein pj = k, so folgt sofort j = 1, l = k, i = 0 und damit – leere
Summen sind gleich Null zu setzen –
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4.2 Betrachtung von W = f(x,W) durch formale Potenzreihen

Pk = f01 γ̃k + fk0 = fk0, wobei für die Rekursion vorausgesetzt wird,
dass γ̃1 bekannt ist.
Wegen f01 = 0 gilt insbesondere für k = 1: γ̃1 = P1 = f10 .
Damit folgt Satz 5, nämlich γ̃k = Pk(γ̃1, ..., γ̃k−1) .

Da Pk in Satz 6 wegen (4.2) nur Koeffizienten ≥ 0 hat, können wir
unsere Behauptung nun durch vollständige Induktion beweisen.
Induktionsanfang: |γ̃1| ≤ P1 = γ1

Induktionsschritt: Für ein k ≥ 2 sei |γ̃1| ≤ γ1, ..., |γ̃k−1| ≤ γk−1 als
gegeben vorausgesetzt. Dann folgt mit fij ≥ 0 aus (4.2)

γk = Pk(γ1, ..., γk−1) = Pk(|γ̃1| , ..., |γ̃k−1|)
≥ |Pk(γ̃1, ..., γ̃k−1)| = |γ̃k| .

q.e.d. [13]
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KAPITEL 5
Die Konvergenz der formalen Reihe

In diesem Abschnitt wollen wir das Konvergenzverhalten der formalen Potenzreihe
W aus dem vorigen Kapitel untersuchen. Wie wir gleich sehen werden, ist es dabei
möglich und von Vorteil, W zu differenzieren.

5.1 Eine kurze Vorbemerkung

In seinem Buch „Theorie und Anwendung der unendlichen Reihen“ schreibt Kon-
rad Knopp eine Potenzreihe sei im Inneren ihres Konvergenzkreises nicht nur
stetig, sondern auch gliedweise und beliebig oft differenzierbar. [6]
Genau diese Eigenschaft werden wir uns für die Untersuchung der Konvergenz
zunutze machen. Dazu betrachten wir folgenden

Satz 7: Hat die Potenzreihe ∑ an(z − z0)n den Konvergenzradius R, so gilt dies
auch für die durch gliedweise Differentiation entstandene Reihe ∑n an(z − z0)n−1.

Beweis: Die differenzierte Reihe hat den Konvergenzradius

R′ = sup
{
t ≥ 0 : die Folge n |an| tn−1 ist beschränkt

}
.

Mit n |an| tn−1 ist die Folge |an| tn erst recht beschränkt, deshalb gilt
R′ ≤ R.
Für R ≤ R′ müssen wir lediglich noch zeigen, dass für jedes r < R

folgt, dass r ≤ R′ ist. Dazu wählt man zu r ein s mit r < s < R,



5.2 Konvergenz der Potenzreihe W

sodass die Folge |an| sn beschränkt ist.
Dann haben wir:

n |an| rn−1 = (r−1 |an| sn)n qn mit q := r s−1

Wegen 0 < q < 1 ist n qn eine Nullfolge und damit auch n |an| rn−1 .
Also erhalten wir r ≤ R′ und es folgt R′ = R . q.e.d.

[9]

5.2 Konvergenz der Potenzreihe W

Wie bereits angesprochen können wir die Konvergenz der ReiheW , die mit Termen
erster Ordnung beginnt, ohne Einschränkung genauso an der differenzierten Reihe
untersuchen. Für diese gilt

dW

dx
(x) = ∂f

∂x
(x,W ) + ∂f

∂W
(x,W ) dW

dx
(x) ,

denn nach Siegel können wir die Kettenregel für W = f(x,W ) anwenden: [11]

dW

dx
(x) = df

dx
(x,W ) = ∂f

∂x
(x,W )dx

dx
+ ∂f

∂W
(x,W )dW

dx
(x)

= ∂f

∂x
(x,W ) + ∂f

∂W
(x,W )dW

dx
(x)

Ist nun ∂f
∂W

(x,W ) 6= 1 im Ring der formalen Potenzreihen, also speziell ∂f
∂W

(0, 0) =
f01 6= 1, so folgt

dW

dx
(x)− ∂f

∂W
(x,W ) dW

dx
(x) = ∂f

∂x
(x,W )

dW

dx
(x)

(
1− ∂f

∂W
(x,W )

)
= ∂f

∂x
(x,W )

dW

dx
(x) =

∂f
∂x

(x,W )
1− ∂f

∂W
(x,W )

mit W (0) = 0 ,

ebenfalls im Ring der formalen Potenzreihen wie gleich gezeigt wird.
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5.2 Konvergenz der Potenzreihe W

Wird die Konvergenz also für f01 6= 1 bewiesen, gilt sie erst recht für f01 = 0 nach
Satz 5 und 6.

Berechnet man die ersten Summanden von f(x,W )

f(x,W ) =
∑
i,j=0,
i+j≥1

fijx
iW j

= f01x
0W 1 + f02x

0W 2 + ...+ f10x
1W 0 + f20x

2W 0 + ...

+ f11x
1W 1 + f22x

2W 2 + ... ,

ordnet diese nach x und W

f(x,W ) = f10 x+ f01 W + f20 x
2 + f11 xW + f02 W

2 + ... (5.1)

und bildet daraus die partielle Ableitung von f(x,W ) nach W

∂f

∂W
(x,W ) = f01 + f11 x+ 2 f02 W + ... ,

so erhält man für f01 6= 1

1
1− ∂f

∂W
(x,W )

= 1
1− (f01 + f11 x+ 2 f02 W + ...)

= 1
(1− f01) · 1

1−f01
(1− f01 − f11 x− 2 f02 W − ...)

= 1
(1− f01)

· 1
1−f01−f11 x−2 f02 W−...

1−f01

und nach der Abspaltung der Terme mit x

1
1− ∂f

∂W
(x,W )

= 1
1− f01

· 1
1−f01
1−f01

− f11 x+2 f02 W+...
1−f01

= 1
1− f01

· 1
1− 1

1−f01
(f11 x+ 2 f02 W + ...) .
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5.2 Konvergenz der Potenzreihe W

Jetzt erkennt man, dass der rechte Faktor dieses Produkts einer geometrischen
Reihe entspricht:

1
1− ∂f

∂W
(x,W )

= 1
1− f01

∞∑
n=0

(
1

1− f01
(f11 x+ 2 f02 W + ...)

)n
(5.2)

Nach Satz 5 konvergiert sie, wenn (4.1) konvergiert und |(f11 x+ 2 f02 W + ...)| <
|1− f01| ist.

Die Rechnungen in (5.1) und (5.2) haben wir also für f01 6= 1 ausgeführt.
Ist nun f(x, W̃ ) in |x| < r,

∣∣∣W̃ ∣∣∣ < r konvergent und beschränkt, dann gilt für ein
δ mit 0 < δ < r∣∣∣∣∣ 1

1− ∂f/∂W̃

∣∣∣∣∣ ≤ 1
2 |1− f01|

, |x| < δ,
∣∣∣W̃ ∣∣∣ < δ .

Und schließlich existiert nach dem Existenzsatz von Cauchy (siehe unten) ein
M(δ) > 0, sodass gilt

∣∣∣∣∣
∂f
∂x

1− ∂f/∂W̃

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∂f∂x

∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣ 1
1− ∂f/∂W̃

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣∂f∂x

∣∣∣∣∣ · 1
2 |1− f01|

≤M(δ) . [13]

Für die Verwendung des Existenzsatzes von Cauchy muss jedoch eine kleine
Änderung vorgenommen werden.
Da ∂f

∂x
(x,W ) ein nicht-autonomes System darstellt, der folgende Satz jedoch die

Variable t nicht enthält, muss

ẋk = fk(t, x) , k = 1, ...,m

ergänzt werden:

dx0

dx
= ẋ0 = 1 = f0 und ẋk = fk(x0, x) , 0 ≤ k ≤ m .

Die rechten Seiten dieser m+1 Differentialgleichungen sind nun von t unabhängig.
Für fk(x) gilt dann: Ist |fk(x)| ≤M , so ist M ≥ 1. [8]
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5.3 Der Existenzsatz von Cauchy

5.3 Der Existenzsatz von Cauchy

Für k = 1, ...,m sei

ẋk = fk (5.3)

ein System von Differentialgleichungen erster Ordnung, dessen m gegebene Funk-
tionen fk = fk(x) nur von x1, ..., xm und nicht von t abhängen. Genügen die fk in
einer reellen Umgebung von x = ξ einer Lipschitz-Bedingung, wissen wir, dass
das System (5.3) zu den gegebenen Anfangswerten x(τ) = ξ genau eine Lösung
x(t) besitzt.
Der folgende Satz nun ist eine etwas ausführlichere Version des Satzes Der Existenz-
satz von Cauchy bei Siegel [11], an den wir sogar noch stärkere Voraussetzungen
an die fk stellen können, sodass die Lösung analytisch ist.

Satz 8: In einer komplexen Umgebung von x = ξ seien die fk regulär analytische
Funktionen1 der Variablen x1, ..., xm, etwa im Polyzylinder |xk − ξk| < r, mit
k = 1, ...,m. Man kann jede in |xk − ξk| < r, k = 1, ...,m reguläre Funktion,
welche in diesem Polyzylinder konvergiert, dort in eine Potenzreihe um (ξ1, ..., ξm)
entwickeln. Ist außerdem |fk(x)| ≤M , so ist die durch die Anfangsbedingungen
xk(τ) = ξk, k = 1, ...,m festgelegte Lösung xk(t) von (5.3) in der komplexen
Umgebung

|t− τ | < r

(m+ 1)M

von τ eine regulär-analytische Funktion von t, für die gilt

|xk − ξk| < r, k = 1, ...,m .

1 Man nennt eine Funktion im Punkt x0 analytisch bzw. regulär, wenn sie sich in der Umgebung
von x0 durch eine Potenzreihe

∑
an(x− x0)n darstellen lässt. [6]
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5.3 Der Existenzsatz von Cauchy

Beweis: Wir ersetzen xk, fk, t durch die Größen ξk + rxk, M fk, τ +
M−1 r t; denn so bleibt das System (5.3) für ξk, r, M, τ mit den Werten
0, 1, 1, 0 ungeändert. Also erhalten wir:

xk = ξk + r x̃k , d. h. x̃k = 1
r

(xk − ξk) ;

fk = M f̃k , d. h. f̃k = M−1fk ;
t = τ +M−1 r t̃ , d. h. t̃ = M r−1(t− τ) .

Damit ist dxk
dt

= fk(xi) gleichbedeutend mit M−1r dx̃k
dt

= M−1fk (xi +
rx̃i), bzw. dx̃k

dt
= f̃k(x̃i), k = 1, ...,m,

∣∣∣f̃k∣∣∣ ≤ 1 für |x̃k| < 1.
Da für die komplexen Ableitungen d

dt
= M−1 r d

dt̃
ist, müssen wir den

Satz lediglich für diese speziellen Werte beweisen.
Um (5.3) jetzt mit den Anfangsbedingungen xk(0) = 0 lösen zu können,
machen wir den Potenzreihenansatz

xk = xk(t) =
∞∑
n=0

αk,nt
n, k = 1, ...,m ,

mit unbestimmten Koeffizienten αk,n und komplexem t. Nach dem
Einsetzen in die Differentialgleichungen können die Koeffizienten ver-
glichen werden um so die αk,n zu erhalten.
fk seien Funktionen der Form

fk =
∑

l∈(N0)n
ak,l1...lmx

l1
1 · ... · xlmm (k = 1, ...,m) ,

mit dem Symbol l unter dem Summenzeichen als Andeutung für die
Summation über alle Systeme nichtnegativer ganzer l1, ..., lm.

Zur Abkürzung und besseren Übersichtlichkeit benutzen wir nun fol-
gende Bezeichnung:
Sei

ϕ =
∞∑
k=0

ck t
k

eine formal gebildete Potenzreihe, deren Konvergenzverhalten nicht
bekannt zu sein braucht.
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5.3 Der Existenzsatz von Cauchy

Für diese sei

ϕn =
n∑
k=0

ck t
k, (ϕ)n = cn (n = 0, 1, 2, ...) ,

sodass (ϕ)n = (ϕn)n, (ϕψ)n = (ϕnψn)n und (ϕ ± ψ)n = (ϕn ± ψn)n,
wobei auch ψ eine formale Potenzreihe in t darstelle.

D. h., für ẋk = fk erhalten wir bei Koeffizientenvergleich unter Anwen-
dung der Rechenregeln für (ϕ)n

(n+ 1) αk,n+1 =
∑
l

ak,l1...lm(xl11 · ... · xlmm )n n = 0, 1, 2, ...

=
∑
l

ak,l1...lm(xl11n · ... · xlmmn)n (5.4)

mit xl11n · ... · xlmmn = 1 für l1 = ... = lm = 0.

Durch vollständige Induktion über n werden wir jetzt zeigen, dass die
αk,n Polynome der ar,l1...lm (r = 1, ...,m) mit nichtnegativen rationalen
Koeffizienten sind.
Für n = 0 und damit ξ = 0, τ = 0, gilt αk,0 = 0, also αk,1 = αk,0...0 .
Die Behauptung gelte nun für alle αk,l, 1 ≤ l ≤ n. Wir wollen sie für
αk,n+1 beweisen.

αk,n+1 = 1
n+ 1 ak,0...0 +

+
∑

(0,...,0)6=(l1,...,lm)∈(N0)m,
l1+...+lm≤n

1
n+ 1 ak,l1...lm(xl11 · ... · xlmm )n .

Dieses Ergebnis können wir nur erhalten, weil αk,0 = 0 ist. Einsetzen
von Reihen mit αk,0 6= 0 führt zu unlösbaren Rekursionsproblemen.
(xl11 · ... · xlmm )n in der letzten Summe stellt ein Polynom in den αk,l, l =
1, ..., n dar, mit nichtnegativen ganzzahligen Koeffizienten. Einsetzen
der Induktionsvoraussetzung liefert schließlich die Behauptung.
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5.3 Der Existenzsatz von Cauchy

Für den Konvergenzbeweis werden wir nach der Majorantenmethode
vorgehen. Dazu seien

f =
∑
l

al1...lmx
l1
1 · ... · xlmm und g = ∑

l bl1...lmx
l1
1 · ... · xlmm

zwei formal gebildete Potenzreihen, die nicht zu konvergieren brauchen.
g heißt Majorante von f (f ≺ g), wenn ausnahmslos

|al1...lm| ≤ bl1...lm

ist, sodass also alle Koeffizienten von g reell und nichtnegativ sind.
Sei fk ≺ gk (k = 1, ...,m), dann müssen wir neben ẋk = fk (k =
1, ...,m) auch das Majorantensystem

ẏk = gk(y) (k = 1, ...,m) (5.5)

betrachten. Mit den Anfangswerten yk(0) = 0 kann dieses System
ebenfalls formal durch einen Potenzreihenansatz

yk = yk(t) =
∞∑
n=1

βk,n t
n

gelöst werden. Auch hier sieht man sofort βk,0 = 0. Nun stellen wir die
Behauptung auf, dass dann auch yk(t) Majorante von xk(t) sein muss,
also

|αk,ν | ≤ βk,ν k = 1, ...,m; ν = 1, 2, ... . (5.6)

Die Koeffizienten bk,l1...lm von gk sind nichtnegativ, weshalb sich aus
den entsprechenden Rekursionsformeln (5.4) ergibt:

(n+ 1) βk,n+1 =
∑
l

bk,l1...lm(yl11n · ... · ylmmn)n (n = 0, 1, ...) ;

die βk,ν sind also sämtlich relle nichtnegative Zahlen.
(5.6) kann jetzt mithilfe der vollständigen Induktion bewiesen werden.
Induktionsanfang: Da αk,0 = βk,0 = 0 ist, ist die Behauptung wahr für
ν = 0.
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5.3 Der Existenzsatz von Cauchy

Induktionsschritt: Sie sei nun bewiesen für die Indizes ν ≤ n, sodass
xkn ≺ ykn ist. Für ν = n+ 1 mit

(n+ 1) |αk,n+1| ≤
∑
l

|ak,l1...lm|
∣∣∣(xl11n · ... · xlmmn)n

∣∣∣
≤
∑
l

bk,l1...lm(yl11n · ... · ylmmn)n = (n+ 1)βk,n+1

folgt schließlich (5.6) und xk ≺ yk ist gezeigt.

Damit reicht es also, eine solche Majorante gk von fk zu finden, dass das
neue System (5.5) integriert werden kann. Außerdem können dann die
im Satz behaupteten Abschätzungen für seine Lösung bewiesen werden.
Aus der Voraussetzung |fk| ≤ 1 im Polyzylinder |z1| < 1, ..., |zm| < 1
folgt mit R ∈ (0,1) aus dem Cauchyschen Integralsatz

ak,l1...lm = 1
(2πi)m −

∫
|ζ1|=R

...
∫

|ζm|=R

fk(ζ1, ..., ζm)dζ1...dζm

ζ l1+1
1 · ... · ζ lm+1

m

die Ungleichung

|ak,l1...lm| ≤
1

Rl1+...+lm
;

bzw. mit R→ 1 sogar |ak,l1...lm | ≤ 1 wie im Falle einer Variablen. Die
spezielle, von k unabhängige Potenzreihe

g(x) = gk(x) =
∑
l

xl11 · ... · xlmm =
m∏
p=1

(1− xp)−1

ergibt deshalb eine Majorante von fk(x). Die Lösung des Systems

ẏk = g(y) , yk(0) = 0

g(y) =
m∏
p=1

(1− yp)−1 , (k = 1, ...,m)

erhalten wir, indem für yk die Lösung der gewöhnlichen Differential-
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5.3 Der Existenzsatz von Cauchy

gleichung eingesetzt wird:

ẏ = (1− y)−m , y(0) = 0

Und für die direkte Integration ergibt sich

1− (1− y)m+1 = (m+ 1)t ,
y = 1− (1− (m+ 1)t)

1
m+1 .

Für die Potenzreihenentwicklung der Funktion 1− y gilt dann mit
( 1
m+1
n

)
=

n∏
l=1

1
m+1 − l + 1

l

und falls Re(1− (m+ 1)t) > 0 :

(1− (m+ 1)t)
1

m+1 =
∞∑
n=0

( 1
m+1
n

)
(−1)n ((m+ 1)t)n .

Die zugehörige Potenzreihe konvergiert für |t| < (m+ 1)−1. In diesem
Kreis haben wir also

|y| ≤ 1− (1− (m+ 1) |t|)
1

m+1 < 1

und damit erst recht |xk(t)| < 1. Für die xk(t) erfüllen die rekursiv er-
haltenen formalen Potenzreihen das System ẋk = fk (k = 1, ...,m) for-
mal. Da diese Potenzreihen außerdem für |t| < (m+ 1)−1 konvergieren,
sind die Lösungen des gegebenen Systems von Differentialgleichungen
genau die durch diese Potenzreihen dort dargestellten Funktionen. [8]
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KAPITEL 6
Die Majorantenmethode von Carl Ludwig Siegel

Carl Ludwig Siegel war einer der bedeutendsten Mathematiker des 20. Jahr-
hunderts und wurde für seine entscheidenden Beiträge zur Zahlentheorie, zur
Funktionentheorie mehrerer komplexer Veränderlicher und zur Himmelsmechanik
bekannt. Im Bereich der Himmelsmechanik beschäftigte er sich zunächst mit
dem Dreikörperproblem und dem Dreierstoß, untersuchte hierbei insbesondere
periodische Lösungen und wie sich Differentialgleichungen in der Nähe von Gleich-
gewichtslösungen verhalten. Zu diesem und zum Problem der Stabilität der Lösung
von Differentialgleichungen konnte Siegel u. a. mit Methoden aus der komplexen
Funktionentheorie wichtige Resultate liefern. [4]

6.1 Beispiele nach C. L. Siegel

In dieser Sektion werden wir die Siegelsche Beweismethode zur Konvergenz von
Potenzreihen betrachten: die Majorantenmethode.
In seinem Buch „Vorlesungen über Himmelsmechanik“ zeigt C. L. Siegel meh-
rere Beispiele dazu auf, die in den beiden Kapiteln Periodische Lösungen und
Das Stabilitätsproblem zu finden sind. Diese werden hier allerdings – bis auf ei-
nes – nicht genauer untersucht, es wird lediglich angegeben wo diese zu finden sind.

Im Bereich der periodischen Lösungen führt Siegel nach einer Einführung auf
Seite 90 – 92 in „Der Konvergenzbeweis“ die Beispiele „Das Hillsche Problem“ auf
Seite 110 und „Der Birkhoffsche Fixpunktsatz“ auf Seite 153 f. an. [11]



6.2 Die Siegelsche Majorantenmethode

In dem 15 Jahre später erschienenen Band von Siegel und Jürgen K. Moser „Lec-
tures on Celestial Mechanics“, der auf englisch erschien und eine Erweiterung der
Himmelsmechanik darstellt, findet man im Kapitel Periodic Solutions neben den
bereits genannten ein weiteres Beispiel der Majorantenmethode: „Area-Preserving
Analytic Transformations“ (“Inhaltstreue analytische Transformationen“) auf Seite
167 – 169. Die obigen Anwendungen finden sich im englischen Band unter „The
Convergence Proof“ auf Seite 111 – 113, „Hill’s Problem“ auf Seite 131 und unter
„The Birkhoff Fixed-Point Theorem“ auf Seite 179. [12]

6.2 Die Siegelsche Majorantenmethode

„Der Satz von Ljapunov“ („The Theorem of Liapunov“) ist das einzige Beispiel zu
dieser Methode, das Siegel im Kapitel Das Stabilitätsproblem (Stability) anführt,
sowohl in der deutschen als auch in der englischen Version. Im Buch „Vorlesungen
über Himmelsmechanik“ findet es sich auf Seite 181, in „Lectures on Celestial
Mechanics“ auf Seite 205, und beschreibt die Theorie von Ljapunov. Den Abschnitt
mit dem Beweis der Konvergenz werden wir jetzt etwas genauer betrachten. [11]

Satz 9: Gegeben ist die formale Potenzreihe

ψ(x) =
∞∑
n=1

an x
n = a1 x+ a2 x

2 + a3 x
3 + ...

mit ψ(0) = 0 und c3, c4 > 01, die folgende Gleichung erfüllt :

xψx = (1 + ψx)
c3(x+ ψ)2

1− c4(x+ ψ) (6.1)

Dann ist a1 = 0 und die Reihe für ψ konvergiert kga in einem Intervall |x| < δ.

1 siehe Seite 167 desselben Buches
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6.2 Die Siegelsche Majorantenmethode

Beweis: Als erstes wollen wir a1 = 0 zeigen. Dazu bilden wir die
Ableitung

ψx =
∞∑
n=1

n an x
n−1 =

∞∑
n=0

(n+ 1) an+1 x
n = a1 + 2 a2 x+ 3 a3 x

2 + ...

und setzen diese und die Reihe ψ in (6.1) ein

a1x+ 2a2x
2 + 3a3x

3 + ... =

= (1 + a1 + 2a2x+ 3a3x
2 + ...) · c3[(a1 + 1)x+ a2x

2 + ...]2
1− c4[(a1 + 1)x+ a2x2 + ...] .

Durch Umformen

(a1x+ 2a2x
2 + 3a3x

3 + ...) · (1− c4[(a1 + 1)x+ a2x
2 + ...]) =

= (1 + a1 + 2a2x+ 3a3x
2 + ...) · c3[(a1 + 1)2x2 + 2(a1 + 1)a2x

3 + ...]

und Sortieren nach den Potenzen von x folgt schließlich

a1x+ [2a2 − c4a1(a1 + 1)]x2 + [3a3 − 3c4a1a2 − 2c4a2]x3 + ...

= c3(a1 + 1)3x2 + 4c3(a1 + 1)2a2x
3 + ... .

Vergleicht man jetzt die Koeffizienten auf beiden Seiten der Gleichung,
erhält man a1 = 0 und mit

2a2x
2 + (3a3 − 2c4a2)x3 + ... = c3x

2 + 4c3a2x
3 + ...

außerdem a2 = c3
2 , welches wir später für einen Induktionsbeweis be-

nötigen.
(6.1) beginnt also mit quadratischen Gliedern.

Nun können wir mit der Untersuchung des Konvergenzverhaltens
beginnen.
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6.2 Die Siegelsche Majorantenmethode

Dazu müssen wir jedoch erst einige Umformungen durchführen:

ψx · x = c3(x+ ψ)2

1− c4(x+ ψ) + ψx ·
c3(x+ ψ)2

1− c4(x+ ψ) ,

ψx

(
x− c3(x+ ψ)2

1− c4(x+ ψ)

)
= c3(x+ ψ)2

1− c4(x+ ψ) ,

ψx

(
x− c3(x2 + 2xψ + ψ2)

1− c4(x+ ψ)

)
= c3(x2 + 2xψ + ψ2)

1− c4(x+ ψ) .

Teilen wir jetzt beide Seiten durch x und führen die Bezeichnung q ein

ψx

(
1−

c3x+ 2c3ψ + c3
x
ψ2

1− c4(x+ ψ)

)
=
c3x+ 2c3ψ + c3

x
ψ2

1− c4(x+ ψ) =: q ,

erhalten wir bei Berücksichtigung der Definition der geometrischen
Reihe folgende Gleichung:

ψx = q

1− q =
∞∑
n=0

qn+1 =
∞∑
n=0

(
c3x+ 2c3ψ + c3

x
ψ2

1− c4(x+ ψ)

)n+1

(6.2)

Hier erfolgt ein kleiner Einschub um zu zeigen, dass ψx nur nicht-
negative Koeffizienten besitzt. Dafür verwenden wir die im vorigen
Kapitel bereits dargestellte Beweismethode des Satzes 8 und definieren
für eine formale Potenzreihe ϕ = ∑∞

k=0 ck t
k

{ϕ}n = ϕn =
n∑
k=0

ck t
k ,

cn = (ϕ)n = (ϕn)n ,

wobei wir in den folgenden Rechnungen zur besseren Übersichtlichkeit
einige Male {ϕ}n statt ϕn benutzen. Dann ist

{ϕ+ Ψ}n = {ϕ}n + {Ψ}n ,

(ϕΨ)n = (ϕnΨn)n , (ϕ± Ψ)n = (ϕ)n ± (Ψ)n

wenn auch Ψ eine formale Potenzreihe darstellt.
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6.2 Die Siegelsche Majorantenmethode

Durch vollständige Induktion wollen wir nun beweisen, dass mit a =
(a2, ..., an−1)

an = Pn(a2, ..., an−1) =
∑

|λ|≤N(n)
cλ a

λ für n ≥ 3

Polynome der a2, ..., an−1 mit nichtnegativen rationalen Koeffizienten
sind; cλ sind hierbei Polynome in den Koeffizienten der rechten Po-
tenzreihe (6.2) in x, ψ, ψ2

x
mit Koeffizienten größer oder gleich Null.

Durch Koeffizientenvergleich erhält man dann folgende Gleichung:

(m+ 1) am+1 =
m∑
n=0

cn+1
3

 x+ 2ψ + ψ2

x

1− c4(x+ ψ)

n+1

m

Induktionsanfang: Für m = 1 ist die Behauptung wahr, da 2a2 = c3

und c3 > 0 ist.

Induktionsschritt: Die Behauptung sei für alle al, 2 ≤ l ≤ m bewiesen.
Zu zeigen ist jetzt, dass auch am+1 die Bedingung erfüllt.

(m+ 1) am+1 =

=
m∑
n=0

[c3(x+ 2ψ + ψ2

x
)
]n+1

·
[

1
1− c4(x+ ψ)

]n+1

m

=
m∑
n=0

[c3(x+ 2ψ + ψ2

x
)
]n+1

·
[
m∑
k=0

ck4(x+ ψ)k
]n+1


m

Mit den oben definierten Umformungen folgt daraus

m∑
n=0


[
c3(x+ 2ψ + ψ2

x
)
]n+1


m


m

·


[
m∑
k=0

ck4(x+ ψ)k
]n+1


m


m

=
m∑
n=0

[{c3(x+ 2ψ + ψ2

x
)
}
m

]n+1

·

{ m∑
k=0

ck4(x+ ψ)k
}
m

n+1

m
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6.2 Die Siegelsche Majorantenmethode

=
m∑
n=0

[{c3(x+ 2ψ + ψ2

x
)
}
m

]n+1

·
[
m∑
k=0

{
ck4(x+ ψ)k

}
m

]n+1

m

=
m∑
n=0

[{c3(x+ 2ψ + ψ2

x
)
}
m

]n+1

·
[
1 +

m∑
k=1

{
ck4(x+ ψ)k

}
m

]n+1

m

.

Wir erhalten also für die Koeffizienten von ψ Polynome in den al, l ≤ m

und für die Koeffizienten von ψ2

x
sogar Polynome in den al, l < m mit

nichtnegativen Koeffizienten

(m+ 1) am+1 = Pm(a2, ..., am) =
∑

λ1+...+λm≤N(n)
pma

λ1
2 · ... · aλmm

mit pm ≥ 0 und m ≥ 3. q.e.d.

Zurück zum Konvergenzbeweis. Mit der Substitution Ψ̃ := 1
x
ψ erhalten

wir für (6.2)

ψx =
∞∑
n=0

(
c3x+ 2c3xΨ̃ + c3xΨ̃

2

1− c4x(1 + Ψ̃)

)n+1

=
∞∑
n=0

(c3x)n+1
(

1 + 2Ψ̃ + Ψ̃ 2

1− c4x(1 + Ψ̃)

)n+1

=
∞∑
n=0

(c3x)n+1
(

(1 + Ψ̃)2

1− c4x(1 + Ψ̃)

)n+1

und mit ψ = x Ψ̃ gilt:

ψx = x Ψ̃x + Ψ̃ =
∞∑
n=0

(c3x)n+1
(

(1 + Ψ̃)2

1− c4x(1 + Ψ̃)

)n+1

Wie bereits bewiesen, besitzt ψx nur nichtnegative Koeffizienten, also
auch x Ψ̃x und Ψ̃ und deshalb folgt

Ψ̃ ≺
∞∑
n=0

(c3x)n+1
(

(1 + Ψ̃)2

1− c4x(1 + Ψ̃)

)n+1

=: f(x, Ψ̃) .
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6.2 Die Siegelsche Majorantenmethode

Für die Funktion f(x, Ψ̃) kann man auch schreiben:

f(x, Ψ̃) =
∞∑
n=0

(
c3x(1 + Ψ̃)2 1

1− c4x(1 + Ψ̃)

)n+1

=
∞∑
n=0

(
c3x(1 + Ψ̃)2

∞∑
k=0

ck4x
k(1 + Ψ̃)k

)n+1

=
∞∑
n=0

( ∞∑
k=0

c3c
k
4x

k+1(1 + Ψ̃)k+2
)n+1

=
∞∑
n=0

(c3x+ 2c3xΨ̃ + c3xΨ̃
2 + c3c4x

2 + 3c3c4x
2Ψ̃ + ...)n+1

Ist f aber eine formale Potenzreihe wie im vorigen Kapitel definiert

f(x, Ψ̃) =
∑
i,j=0,
i+j≥1

fijx
iΨ̃ j = f10x+f01Ψ̃ +f20x

2 +f11xΨ̃ +f02Ψ̃
2 + ... ,

erkennen wir, da jeder einzelne Term von x abhängt und deshalb kein
Term mit Ψ̃ allein existiert, dass f01 = 0 sein muss.

Im Polyzylinder |x| < 1
4 (c4+c3) ,

∣∣∣Ψ̃ ∣∣∣ < 1 ist die Reihe also für f mit
f01 = 0 kga konvergent.
Ψ = f(x, Ψ) hat daher nach Satz 5 und Kapitel 5.2 genau eine Lösung
Ψ = Ψ(x), welche in einem Intervall |x| < δ kga konvergent ist und in
x = 0 verschwindet. Sie ist eine Majorante für Ψ̃ , daher ist xΨ eine
Majorante von ψ. q.e.d. [13]
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KAPITEL 7
Die Methode der formalen Fourier-Reihen am Beispiel einer
Abelschen und einer linearen Differentialgleichung

Im Gegensatz zu den vorigen Kapiteln, in denen eingehend die formalen Potenz-
reihen behandelt wurden, wollen wir nun die formalen Fourierreihen betrachten.
Diese trigonometrischen Reihen wurden nach dem französischen Mathematiker J.
B. Fourier benannt, der sie zur Lösung von Randwertaufgaben der mathematischen
Physik benutzte. Die folgenden Integrale für die Darstellung der Fourierkoeffizien-
ten traten allerdings schon bei Leonhard Euler auf, der sich im 18. Jahrhundert
mit dem Problem der Darstellung einer stetigen Funktion als Grenzwert einer
trigonometrischen Reihe beschäftigte. [7]

7.1 Fourierreihen

Eine reelle trigonometrische Reihe oder Fourier-Reihe wird dargestellt in der Form
1
2 a0 +∑∞

n=1(an cos(nt) + bn sin(nt)), eine komplexe in der Form

∞∑
n=−∞

cn e
int := lim

p→∞

p∑
n=−p

cn e
int .

Stellt man die reelle Fourier-Reihe als komplexe dar, so sind die Koeffizienten
durch die Gleichungen c0 = 1

2 a0, cn = 1
2 (an − ibn), c−n = 1

2 (an + ibn) mit
n = 1, 2, 3, ... gekoppelt. Damit gilt

an cos(nt) + bn sin(nt) = cn e
int + c−n e

−int (n = 1, 2, 3, ...)



7.1 Fourierreihen

und wir sehen, dass die p-ten Teilsummen der beiden Reihen identisch sind:

sp(t) = 1
2 a0 +

p∑
n=1

(an cos(nt) + bn sin(nt)) =
p∑

n=−p
cn e

int

Die in R definierten 2π-periodischen Funktionen f , die in R k-mal stetig differen-
zierbar bzw. über [−π, π] Riemann-integrierbar sind, bilden die Klasse Ck

π bzw.
Lπ. Für eine Funktion f ∈ Lπ heißen dann

an = 1
π

π∫
−π

f(t) cos(nt) dt (n ≥ 0) ,

bn = 1
π

π∫
−π

f(t) sin(nt) dt (n ≥ 1) ,

cn = 1
2 π

π∫
−π

f(t) e−int dt (n ∈ Z)

Euler-Fouriersche Formeln, die an, bn bzw. cn Fourierkoeffizienten von f . Im kom-
plexen Fall sind diese Koeffizienten aus C.
Die mit diesen Koeffizienten gebildete trigonometrische Reihe wird die von f

erzeugte (formale) Fourierreihe genannt.
Allerdings ist dabei zunächst nichts über die Konvergenz der Reihe bekannt, wie
auch über den Zusammenhang zwischen f und der von f erzeugten Fourierreihe.∑∞
n=−∞ cn e

int = c sagt lediglich aus, dass die Fourierreihe an der Stelle t gegen c
konvergiert. [16]

Für die Untersuchung der Konvergenz einer Fourierreihe reicht es, das Intervall
I = [−π, π] zu betrachten. Aufgrund der Periodizität ihrer Glieder konvergiert
die in x0 ∈ I konvergente Fourierreihe ebenfalls an allen Stellen x0 + 2πk für
k = ±1,±2, ... . Stellt nun die Fourierreihe einer Funktion f(x) diese Funktion in
I dar, so ist sie auch die periodische Fortsetzung von f(x) für alle x.

Definition 5: Soll eine Funktion f : [−π, π]→ C in einem Intervall I der Länge
2π in eine Fourierreihe entwickelt werden, so wird diese außerhalb von I durch
periodische Fortsetzung definiert und es gilt f(−π) = f(π).
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7.2 Die Abelsche Differentialgleichung

Eine hinreichende Bedingung für die Konvergenz der Fourierreihe einer Funktion
f(x) stellt folgender Satz dar: [10]

Satz 10: Sei f : R→ R eine 2π-periodische Funktion, dann gilt:
1. Für [−π, π] = ∪Nν=1[xν−1, xν ] sei f in ]xν−1, xν [ stetig und monoton. Existieren
nun f(−π + 0), f(π − 0) und für ν, 1 ≤ ν ≤ N − 1 außerdem f(xν − 0) und
f(xν + 0), so folgt die Konvergenz der Fourierreihe von f(x) mit der Summe

sn(x) = 1
2 (f(x− 0) + f(x+ 0))

in allen x.
2. Sei f stetig, das Intervall [−π, π] die Vereinigung einer endlichen Anzahl von
Teilintervallen wie in (1) und f differenzierbar in ]xν−1, xν [. Ist weiterhin f ′ in
]xν−1, xν [ stetig und die Existenz von f(−π+ 0), f(π− 0) und f(xν− 0), f(xν + 0)
für ν, 1 ≤ ν ≤ N−1 gegeben, so konvergiert die Summe sn in [−π, π] gleichmäßig
gegen f . [14]

7.2 Die Abelsche Differentialgleichung

Wir wenden uns nun einer speziellen gewöhnlichen Differentialgleichung zu, der
abelschen Differentialgleichung. Man unterscheidet hierbei die folgenden zwei
Fälle:
Die gewöhnliche Differentialgleichung erster Ordnung

y′(x) = f0(x) + f1(x) y(x) + f2(x) y2(x) + f3(x) y3(x)

mit Funktionen f0, f1, f2, f3 heißt abelsche Differentialgleichung erster Art.
Abelsche Differentialgleichungen zweiter Art werden mit weiteren Funktionen
g0, g1 gebildet, so dass

(g0(x) + g1(x) y(x)) y′(x) =
3∑

k=0
fk(x) yk(x) .
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Die abelsche Differentialgleichung ist im Allgemeinen nicht geschlossen integrier-
bar, nur zu einzelnen Spezialfällen konnte Abel Lösungen finden. [18]

Im Folgenden werden wir eine abelsche Differentialgleichung erster Art betrachten.
Für diese sei f0(x) := a0(x), f1(x) ≡ 0 ≡ f2(x) und f3(x) = 1, sodass wir
y′ = a0(x) + y3, x ∈ [0, 2π] erhalten.
a0 : R→ C sei eine 2π-periodische Funktion mit

a0(x) =
∞∑
l=1

a0
l e

ilx und a0
l = 1

2π
∫ 2π

0 a0(x) e−ilx dx .

Setzen wir für y

y(x) =
∞∑
l=1

ãl e
ilx , (7.1)

so ergibt sich für die Differentialgleichung
( ∞∑
l=1

ãl e
ilx

)′
=
∞∑
l=1

i l ãl e
ilx =

∞∑
l=1

a0
l e

ilx +
( ∞∑
l=1

ãl e
ilx

)3

.

Den zweiten Summanden können wir bei geeigneten Konvergenzeigenschaften
mithilfe des Satzes von Cauchy berechnen

( ∞∑
l=1

ãl e
ilx

)3

=

 ∞∑
l=2

∑
κ1+κ2= l
κ1,κ2≥1

ãκ1 ãκ2 e
ilx

 ·
( ∞∑
l=1

ãl e
ilx

)

=
∞∑
l=3

∑
κ1+κ2+κ3= l
κ1,κ2,κ3≥1

ãκ1 ãκ2 ãκ3 e
ilx ,

sodass sich die Koeffizientengleichung

i l ãl = a0
l +

∑
κ1+κ2+κ3= l
κ1,κ2,κ3≥1

ãκ1 ãκ2 ãκ3 , l ≥ 3 (7.2)

ergibt. Für l = 1, 2 sei

ã1 = −i a0
1 , ã2 = − i2 a

0
2
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7.2 Die Abelsche Differentialgleichung

gegeben. Die ãl sind durch (7.2) eindeutig bestimmt und so erhalten wir als Lösung
von y′ = a0 + y3 die formale Fourierreihe (7.1).

Bemerkung: y(x) stellt eine abgeschnittene komplexe Fourierreihe dar. Nur der
positive Teil der Fourierreihe ∑∞l=−∞ ãl eilx liefert die obige Rekursionsgleichung
für die Koeffizienten.

Für die Bestimmung der Konvergenz benötigen wir zunächst zwei Hilfssätze:

Hilfssatz 1: Es gilt

N∑
l=1
|l ãl| ≤

N∑
l=1

∣∣∣a0
l

∣∣∣+ (
N−2∑
l=1
|ãl|

)3

.

Beweis: Der Satz kann durch Verwendung von (7.2) bewiesen wer-
den. Und da wir außerdem wissen, dass

N∑
l=3

∑
κ1+κ2+κ3= l
κ1,κ2,κ3≥1

|ãκ1 ãκ2 ãκ3| ≤
∑

1≤κ1≤N−2,
1≤κ2≤N−2,
1≤κ3≤N−2

|ãκ1 ãκ2 ãκ3|

ist, folgt

N∑
l=1
|l ãl| =

2∑
l=1
|l ãl|+

N∑
l=3
|l ãl|︸ ︷︷ ︸
|i l ãl|

= |1 ã1︸︷︷︸
−i a0

1

|+ |2 ã2︸︷︷︸
− i

2 a
0
2

|+
N∑
l=3

∣∣∣∣∣∣∣∣a
0
l +

∑
κ1+κ2+κ3= l
κ1,κ2,κ3≥1

ãκ1 ãκ2 ãκ3

∣∣∣∣∣∣∣∣
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7.2 Die Abelsche Differentialgleichung

≤
∣∣∣a0

1

∣∣∣+ ∣∣∣a0
2

∣∣∣+ N∑
l=3

∣∣∣a0
l

∣∣∣+ N∑
l=3

∑
κ1+κ2+κ3= l
κ1,κ2,κ3≥1

|ãκ1 ãκ2 ãκ3 |

=
N∑
l=1

∣∣∣a0
l

∣∣∣+ N∑
l=3

∑
κ1+κ2+κ3= l
κ1,κ2,κ3≥1

|ãκ1 ãκ2 ãκ3|

≤
N∑
l=1

∣∣∣a0
l

∣∣∣+ ∑
1≤κ1≤N−2,
1≤κ2≤N−2,
1≤κ3≤N−2

|ãκ1 ãκ2 ãκ3|

=
N∑
l=1

∣∣∣a0
l

∣∣∣+ (
N−2∑
l=1
|ãl|

)3

.

q.e.d.

Es liegt also nahe, die Differentialgleichung y′ = a0 + y3 in der Klasse (7.1) mit∑∞
l=1 |l ãl| < +∞ zu lösen.

Hilfssatz 2: Sei c(1), c(2), ... eine Folge nichtnegativer Zahlen und es gebe ein
ε ∈ ]0,∞[ und ein ρ ∈ [0, 1] mit

∣∣∣a0
l

∣∣∣ ≤ ρ l c(l) εl und
∑

κ1+κ2+κ3= l
κ1,κ2,κ3≥1

c(κ1)c(κ2)c(κ3) ≤ (1− ρ) l c(l) .

Dann folgt die Beziehung

|l ãl| ≤ l c(l) εl

für die ãl aus Hilfssatz 1.

Beweis: Diesen Satz werden wir durch Induktion über l verifizieren.
Induktionsanfang: Für l = 1, 2 ist wegen ρ ∈ [0, 1]

|ã1| =
∣∣∣a0

1

∣∣∣ ≤ ρ c(1) ε ≤ c(1) ε,

|ã2| =
1
2
∣∣∣a0

2

∣∣∣ ≤ 1
2 · ρ 2 c(2) ε2 = ρ c(2) ε2 ≤ c(2) ε2 .
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7.2 Die Abelsche Differentialgleichung

Aus der Induktionsvoraussetzung und (7.2) ergibt sich für l ≥ 3

|l ãl| = |i l ãl| =

∣∣∣∣∣∣∣∣a
0
l +

∑
κ1+κ2+κ3= l
κ1,κ2,κ3≥1

ãκ1 ãκ2 ãκ3

∣∣∣∣∣∣∣∣
≤
∣∣∣a0
l

∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣∣∣

∑
κ1+κ2+κ3= l
κ1,κ2,κ3≥1

ãκ1 ãκ2 ãκ3

∣∣∣∣∣∣∣∣
≤ ρ l c(l) εl +

∑
κ1+κ2+κ3= l
κ1,κ2,κ3≥1

|ãκ1| |ãκ2| |ãκ3|

≤ ρ l c(l) εl +
∑

κ1+κ2+κ3= l
κ1,κ2,κ3≥1

cκ1 cκ2 cκ3 ε
l

≤ ρ l c(l) εl + (1− ρ) l c(l) εl

= ρ l c(l) εl + l c(l) εl − ρ l c(l) εl = l c(l) εl .

q.e.d.

Satz 11: Für eine Folge c(1), c(2), ... wie in Hilfssatz 2 sei ∑∞l=1 l c(l) εl <∞.
Dann besitzt die Differentialgleichung y′ = a0(x) + y3 eine 2π-periodische stetig
differenzierbare Lösung.

Beweis: Nach dem vorigen Hilfssatz gilt |l ãl| ≤ l c(l) εl. Daraus
können wir schließen, dass die Reihe (7.1), also y(x) = ∑∞

l=1 ãl e
ilx,

mitsamt der Reihe der gliedweise gebildeten Ableitungen absolut und
vor allem gleichmäßig in [0, 2π] konvergiert. q.e.d.

Die Richtigkeit des Satzes 11 lässt sich zeigen, indem hilfsweise eine komple-
xe gewöhnliche Differentialgleichung mit singulären Koeffizienten gelöst wird:
y′ = 2A+ 2 y3

z
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7.2 Die Abelsche Differentialgleichung

Diese weist eine Singularität1 der Koeffizienten in z = 0 auf, weshalb wir zur
Lösung einen verallgemeinerten Potenzreihenansatz wählen. [3]

Hilfssatz 3: Für eine in |z| < δ̂ konvergente Potenzreihe

A(z) =
∞∑
n=0

ˆ̂an zn , z ∈ C

sei ˆ̂an ≥ 0, also insbesondere reell. Ist außerdem A in |z| < δ̂ beschränkt,
ˆ̂
A = sup|z|<δ̂ |A(z)| und ε̂ =

√
η̂

(2 ˆ̂
A+2 η̂)3/2

mit η̂ > 0, so hat

y′ = 2A+ 2 y
3

z
, y(0) = 0 (7.3)

genau eine holomorphe Lösung

y(z) =
∞∑
n=1

ân z
n

in |z| < min(ε̂, δ̂). Die Koeffizienten sind nichtnegativ und insbesondere reell. Es
gilt insbesondere

n ân = 2 ˆ̂an−1 + 2
∑

κ1+κ2+κ3=n
κ1,κ2,κ3∈N0

âκ1 âκ2 âκ3 für n ≥ 1 , (7.4)

n ân = 2 ˆ̂an−1 + 2
∑

κ1+κ2+κ3=n
κ1,κ2,κ3∈N

âκ1 âκ2 âκ3 für n ≥ 3 (7.5)

mit den Anfangswerten â1 = 2 ˆ̂a0 und â2 = ˆ̂a1.

1 Funktionen f : D → C, die in jedem Punkt von D komplex differenzierbar sind, heißen
holomorph. Ist f mit Ausnahme eines Punktes c holomorph in D, so bezeichnet man den
Punkt c als isolierte Singularität von f . [9]
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7.2 Die Abelsche Differentialgleichung

Beweis: Die Rekursionsformeln (7.4, 7.5) lassen sich aus
z y′ = 2 z A+ 2 y3 berechnen:

z ·
( ∞∑
n=1

ân z
n

)′
=
∞∑
n=1

n ân z
n = 2

∞∑
n=0

ˆ̂an zn+1 + 2
( ∞∑
n=1

ân z
n

)3

= 2
∞∑
n=1

ˆ̂an−1 z
n + 2

∞∑
n=3

(
∑

κ1+κ2+κ3=n
κ1,κ2,κ3∈N

âκ1 âκ2 âκ3) zn . (7.6)

Um die Frage der Konvergenz zu beantworten, führen wir C =
{w |w holomorph in |z| < ˆ̂ε = min(ε̂, δ̂), w(0) = 0,

∣∣∣dw
dz

∣∣∣ ≤ 2 ( ˆ̂
A+ η̂)}

ein.

Außerdem sei

(Jw)(z) : =
z∫

0

2A(ζ) dζ + 2
z∫

0

w3(ζ)
ζ

dζ , w ∈ C . (7.7)

 

Abbildung 7.1: Graphische Darstellung von ζ

Wegen w(z)
z

= 1
z

∫ z
0 w

′(ζ) dζ ,
∣∣∣w(z)
z

∣∣∣ ≤ sup|ζ|<ˆ̂ε |w′(ζ)| gilt nun die
Ungleichung
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7.2 Die Abelsche Differentialgleichung

|(Jw)′(z)| ≤ 2 sup
|z|<δ̂
|A(z)|+ 2 |w(z)|2 sup

|z|<ˆ̂ε
|w′(z)|

≤ 2 sup
|z|<δ̂
|A(z)|+ 2 (|z| sup

|z|<ˆ̂ε
|w′(z)|)2 sup

|z|<ˆ̂ε
|w′(z)|

︸ ︷︷ ︸
(sup|z|<ˆ̂ε|w′(z)|)3|z|2

≤ 2 ˆ̂
A+ 2 (2 ˆ̂

A+ 2 η̂)3 ˆ̂ε 2 ≤ 2 ( ˆ̂
A+ η̂) .

da |z| < ˆ̂ε und |w′(z)| ≤ 2 ( ˆ̂
A+ η̂).

D. h. also, J bildet C in sich ab.

Sei jetzt w1 = 0 und wm+1 = Jwm für m ≥ 2, sodass

|wm+2(z)− wm+1(z)| = |Jwm+1(z)− Jwm(z)|

=
∣∣∣∣∣∣
z∫

0

2A(ζ) dζ + 2
z∫

0

w3
m+1(ζ)
ζ

dζ −

 z∫
0

2A(ζ) dζ + 2
z∫

0

w3
m(ζ)
ζ

dζ

∣∣∣∣∣∣
=
∣∣∣∣∣∣2

z∫
0

w3
m+1(ζ)− w3

m(ζ)
ζ

dζ

∣∣∣∣∣∣ .
Zerlegen wir den Zähler in seine zwei Faktoren und verwenden die
Eigenschaft |a · b| ≤ 1

2 |a|
2 + 1

2 |b|
2, die sich aus (|a| − |b|)2 ≥ 0 ergibt,

so ist ∣∣∣∣∣∣2
z∫

0

w3
m+1(ζ)− w3

m(ζ)
ζ

dζ

∣∣∣∣∣∣
=
∣∣∣∣∣∣2

z∫
0

(wm+1(ζ)− wm(ζ)) 1
ζ

(w2
m+1(ζ) + wm+1(ζ)wm(ζ) + w2

m(ζ)) dζ
∣∣∣∣∣∣

≤ 3 |z| sup
|ζ|≤|z|

|wm+1(ζ)− wm(ζ)| 1
|ζ|

(
|wm+1(ζ)|2 + |wm(ζ)|2

)
≤ 3 sup

|z|<ˆ̂ε
|wm+1(z)− wm(z)|

((
|z| 2 ( ˆ̂

A+ η̂)
)2

+
(
|z| 2 ( ˆ̂

A+ η̂)
)2
)

︸ ︷︷ ︸
2·4 |z|2( ˆ̂

A+η̂)2

,
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womit wir

|wm+2(z)− wm+1(z)| ≤ 24 |z|2 ( ˆ̂
A+ η̂)2 · sup

|z|<ˆ̂ε
|wm+1(z)− wm(z)|

und durch Einsetzen dieser Schranke in das Integral für z = ζ

|wm+3(z)− wm+2(z)| ≤

≤ 24 ( ˆ̂
A+ η̂)2 |z|2 · 24 ( ˆ̂

A+ η̂)2 |z|2

4 · sup
|z|<ˆ̂ε
|wm+1(z)− wm(z)|

erhalten.
Insgesamt folgt nun

|wm+2(z)− wm+1(z)| ≤
(24 ( ˆ̂

A+ η̂)2 |z|2)m
m! · sup

|z|<ˆ̂ε

∣∣∣∣∣∣∣w2(z)− w1(z)︸ ︷︷ ︸
=0

∣∣∣∣∣∣∣
wie bei Picard-Lindelöf.

Allgemeiner erhalten wir für k, l ≥ 2 mit k > l aufgrund der Dreiecks-
ungleichung

|wk(z)− wl(z)| ≤
k−1∑
m=l
|wm+1(z)− wm(z)|

≤
k−1∑
m=l

(24( ˆ̂
A+ η̂)2 |z|2)m−1

(m− 1)! · sup
|z|<ˆ̂ε
|w2(z)| .

Die Folge (wm) konvergiert in |z| < ˆ̂ε gleichmäßig gegen eine holomor-
phe Lösung w von (7.4); diese ist durch die Rekursionsbeziehungen
(7.4, 7.5) eindeutig bestimmt. Aus den Rekursionen folgt auch: w ist
in |z| < ˆ̂ε reell für reelle Argumente, für alle n gilt ân ≥ 0. q.e.d.

Bemerkung: Auch für

y′ = A+ ym

z
, y(0) = 0 , m ≥ 2
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mit nichtnegativen Koeffizienten ân der Potenzreihe um 0, die der Rekursion

n ân = ˆ̂an−1 +
∑

κ1+...+κm=n
κ1,...,κm∈N0

âκ1 · ... · âκm , n ≥ 1 (7.8)

genügen, liefert diese Methode die holomorphe Lösung in |z| < ˆ̂ε.
y′ = A+ ym

zl
, y(0) = 0 für 1 ≤ l < m lässt sich ebenfalls auf diese Weise behandeln.

Doch kehren wir zurück zum Problem der 2π-periodischen komplexen Lösungen
von y′ = a0(x) + y3, welche von einer reellen Variablen x abhängen.
Hierzu gilt

Satz 12: Die Potenzreihe ∑∞l=1 a
0
l z

l habe den Konvergenzradius r > 1. Dann
ist A(z) = ∑∞

l=1 |a0
l | zl für δ̂ mit r > δ̂ > 1 beschränkt. Ist ˆ̂

A(δ̂) = sup|z|<δ̂ |A(z)|
und

ε̂ =
√
η̂

(2 ˆ̂
A(δ̂) + 2 η̂)3/2

> 1 (7.9)

für ein δ̂ > 1 und ein η̂ > 0, so gibt es eine Folge c(1), c(2), ... wie in Hilfssatz 2
für ε = 1, ρ = 1

2 . Außerdem existiert für y′ = a0(x) + y3 eine 2π-periodische stetig
differenzierbare Lösung.

Beweis: Sei ˆ̂al−1 = |a0
l | und c(l) = âl mit âl aus Hilfssatz 3.

Es ist ˆ̂ε = min(ε̂, δ̂) > 1 und ∑∞l=1 l c(l) < +∞ , außerdem

1
2 l âl = 1

2 l c(l) ≥
∣∣∣a0
l

∣∣∣ = ˆ̂al−1 ,

1
2 l c(l) ≥

∑
κ1+κ2+κ3= l
κ1,κ2,κ3≥1

c(κ1) c(κ2) c(κ3) .

Mit Hilfssatz 2 ergibt sich schließlich die Behauptung. q.e.d.
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Bemerkung: (7.9) stellt eine Kleinheitsbedingung an a0 dar, denn für ˆ̂
A(δ̂)

gilt:

ˆ̂
A(δ̂) = sup

|z|<δ̂
|A(z)| = sup

|z|<δ̂

∣∣∣∣∣
∞∑
l=1
|a0
l |zl

∣∣∣∣∣ = sup
|z|<δ̂

∣∣∣∣∣∣
∞∑
l=1
| 1
2π

2π∫
0

a0(x) e−ilx dx|zl
∣∣∣∣∣∣

Betrachten wir nun die Ungleichung

η̂1/2 =
√
η̂ > (2 ˆ̂

A(δ̂) + 2 η̂)3/2 ≥ (2 ˆ̂
A(δ̂))3/2 + (2 η̂)3/2 ,

so ist diese nur erfüllt für η̂ < 1
23/2 und kleine ˆ̂

A, also kleine a0.

7.3 Die lineare Differentialgleichung

Als zweites Beispiel werden wir die gewöhnlichen linearen Differentialgleichungen
erster Ordnung untersuchen. Hierbei handelt es sich um Gleichungen der Form

y′ + p(x) y = g(x) ,

wobei p(x) und g(x) im Intervall s ≤ x ≤ t stetige Funktionen sind. [2]
Ist g(x) = 0 für alle x, so heißt die Gleichung homogen; wenn g(x) nicht identisch
Null ist, heißt sie inhomogen.

Wir wollen nun die inhomogene gewöhnliche Differentialgleichung

y′ + b y = f (7.10)

mit 2π-periodischen komplexwertigen Funktionen b und f betrachten und diese
durch formale Fourier-Reihen lösen. Die Lösungen dieser Differentialgleichung sind
ebenfalls 2π-periodisch und komplexwertig und können durch folgenden Ansatz
gefunden werden:

y =
∞∑
l=0

al e
ilx mit al = 1

2π

2π∫
0

y e−ilx dx (7.11)
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Wir setzen b = ∑∞
l=0 bl e

ilx mit b0 ∈ R, B = ∑∞
l=0 |bl| < +∞ und f = ∑∞

l=0 fl e
ilx

mit ∑∞l=0 |fl| < +∞.

Satz 13: Die Gleichung (7.10) hat für b0 6= 0 genau eine Lösung der Form
(7.11). Für b0, f0 = 0 hat (7.10) eine bis auf eine Konstante, also a0, eindeutig
bestimmte Lösung der Gestalt (7.11). Weiterhin gilt für y, dass ∑∞l=0 |l al| < +∞
ist; ∑∞

l=0 al e
ilx ist also stetig differenzierbar und 2π-periodisch.

Beweis: Für die Differentialgleichung erhält man
( ∞∑
l=0

al e
ilx

)′
+
∞∑
l=0

bl e
ilx ·

∞∑
l=0

al e
ilx =

∞∑
l=0

fl e
ilx ,

bzw.

∞∑
l=0

i l al e
ilx +

∞∑
l=0

l∑
k=0

bl−k ak e
ilx =

∞∑
l=0

fl e
ilx

und daraus die Rekursionsformel für die Koeffizienten

i l al +
l∑

k=0
bl−k ak = fl , l ≥ 0 .

Betrachten wir nun im ersten Schritt die Rekursion für l = 0. Wir
erhalten b0 a0 = f0.
Daraus können wir a0 bestimmen, wenn b0 6= 0 ist, d. h. a0 = f0

b0
. Sonst

wird a0 = 1 gesetzt.
Der zweite Schritt zeigt für l = 1, dass i a1 + b1 a0 + b0 a1 = f1. Diese
Gleichung ist auflösbar wegen b0 ∈ R.
Im letzten Schritt sei l beliebig, also i l al + b0 al + ∑l−1

k=0 bl−k ak =
fl. Auch diese Gleichung kann wegen b0 ∈ R aufgelöst werden, da
a0, ..., al−1 als schon bekannt vorausgesetzt werden können.

Für den Konvergenzbeweis benötigen wir wieder einmal den Satz von
Cauchy, denn damit erhalten wir für

∞∑
l=0

i l al e
ilx =

∞∑
l=0

fl e
ilx −

∞∑
l=0

l∑
k=0

bl−k ak e
ilx
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die Abschätzung

L∑
l=0
|lal| ≤

L∑
l=0
|fl|+

L∑
l=0

l∑
k=0
|bl−kak|

=
L∑
l=0
|fl|+

L∑
l=0
|bl| ·

L∑
l=0
|al|

=
L∑
l=0
|fl|+B ·

L∑
l=0
|al| ,

womit der letzte Satz dieser Arbeit bewiesen wäre.
q.e.d. [14]
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