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KAPITEL 1

Einleitung

Wie es der Titel bereits verlauten lasst wollen wir uns in den folgenden sechs
Kapiteln eingehend mit gewohnlichen Differentialgleichungen und formalen Reihen
beschéftigen. Hierbei werden die Reihen nach einer allgemeinen Einfiihrung auf
zwei wichtige Sonderfalle beschrankt.

Viele Naturgesetze konnen nur in Form von Differentialgleichungen dargestellt
werden, also durch Gleichungen, die unabhéngige Variablen, Funktionen und Ablei-
tungen von Funktionen y(z) einer unabhéngigen Variablen x beinhalten. Deshalb
ist die Theorie der Differentialgleichungen von groler Bedeutung fiir Naturwissen-
schaft und Technik, insbesondere fir die Physik. [15] Auch wir werden uns in
Kapitel Zwei diesem Bereich der Mathematik zuwenden und, nachdem wir einen
historischen Uberblick erlangt haben, den gewohnlichen Differentialgleichungen
zuwenden.

Bevor die Differentialgleichungen in der vorliegenden Arbeit allerdings Verwen-
dung finden kénnen, miissen wir in Kapitel Drei in einen Bereich der Mathematik
einsteigen, der seit fast 2500 Jahren erforscht wird und bei Zenon von Elea seinen
Anfang nahm - die unendlichen Reihen. [17] H.-J. Schell schreibt dazu sehr
treffend: ,Die Theorie der unendlichen Reihen ist ein wesentlicher Bestandteil der
Analysis, welche sich mit der Konvergenzuntersuchung von Reihen, der Ermitt-
lung ihrer Summen und den Rechenoperationen befasst. Viele Untersuchungen
werden durch die Heranziehung unendlicher Reihen wesentlich vereinfacht oder

iiberhaupt erst ermoglicht. ! [10] Im zweiten Teil des Kapitels werden wir als

1 Schell, H.-J.: Unendliche Reihen, S. 7



1 Einleitung

eine ihrer Sonderformen die Potenzreihen untersuchen, deren Geschichte im 17.
Jahrhundert durch die Arbeit von Mercator, Vincentio und Newton begann und
durch die Ergebnisse grofler Mathematiker wie Euler, Bernoulli und Cauchy zu
dem vervollstandigt wurde, was wir heute tiber Potenzreihen wissen. [17]

Das Kapitel Anwendungen beginnt mit einem einfachen Beispiel, der Multiplikation
von Einfachpotenzreihen. Fiir deren Produkt werden wir das Konvergenzverhalten
bestimmen und uns dann im zweiten umfangreicheren Beispiel ganz den formalen
Potenzreihen widmen. Nach der Definition ihres Rings werden wir die Substitution
von W(x) in die formale Potenzreihe f(z,W') durchfithren, um in dem darauf
folgenden Kapitel den Fixpunkt W von W = f(x,W) in eine formale Potenzreihe
entwickeln und schlieflich ihre Konvergenz untersuchen zu kénnen.

Dies geschieht mithilfe der differenzierten Gleichung (1 — %(x,W)) W, =
g—i(x,W). Diese Methode bietet den Vorteil, den Existenzsatz von Cauchy fur
den Konvergenzbeweis der W-Reihe einsetzen zu konnen. Insofern ist diese Varian-
te der Majorantenmethode neu und von der von Carl Ludwig Siegel [41] verwendeten
verschieden. Der Existenzsatz von Cauchy, insbesondere dessen Beweis nach Siegel,
ist auch Grundlage des folgenden Kapitels und wird deshalb in seiner vollen Lénge
zitiert.

Der Fixpunkt W von W = f(z, W) ist eine Majorante der formalen Potenzreihe
W, die ihrerseits durch f(x, W) majorisiert wird: W < f(z, W (z)) (*)

Im Buch ,Vorlesungen tiber Himmelsmechanik®“ von C. L. Siegel wird die Frage der
Konvergenz der Reihenentwicklungen der Himmelsmechanik haufig auf ,, Unglei-
chungen® des Typs (*) reduziert und die Konvergenz von W bzw. W direkt mit der
Majorantenmethode angegangen. Die entsprechenden Beispiele sind im sechsten
Kapitel angegeben. Allerdings werden wir von den zahlreichen Beispielen, die
Siegel in seinem Werk auffiihrt, nur jenes zur Theorie von Ljapunov herausgreifen
und mit unserer Methode bearbeiten.

Als zweiten wichtigen Vertreter der unendlichen Reihen werden wir im letzten
Kapitel die formalen Fourierreihen als Losung gewohnlicher Differentialgleichun-
gen betrachten. Hierbei werden wir am Beispiel der Abelschen und der linearen
Differentialgleichung neben dem Konvergenzbeweis zeigen, dass die Losungen
2m-periodisch und komplexwertig sind. Zur Gewinnung der Fourierkoeffizienten
durch Rekursion l6sen wir die Differentialgleichungen im Bereich der Reihen der

Form >, ¢, €™ bzw. > >° ¢, ™.



KAPITEL 2

Gewohnliche Differentialgleichungen

In den vergangenen drei Jahrhunderten haben sich einige der bedeutendsten Ma-
thematiker der Welt mit dem Studium der Differentialgleichungen beschéftigt. Und
trotzdem ist dieses Thema auch heute noch ,,ein dynamisches Feld der Forschung
mit vielen interessanten und offenen Fragen®. ! 2]
Diese Entwicklung wollen wir nun etwas genauer betrachten und schliefllich einen

kleinen Einstieg in die Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen geben.

2.1 Die Geschichte der Differentialgleichungen

Die Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen ist eines der grundlegenden
Werkzeuge der mathematischen Wissenschaften, denn die Anforderung vieler
wichtiger Problemstellungen aus der Technik und den Naturwissenschaften ist die
Bestimmung von Funktionen, in denen eine oder mehrere Ableitungen der unbe-
kannten Funktionen auftreten. Bekannte Beispiele sind vor allem das Newtonsche
Gesetz oder der zeitliche Zerfall einer radioaktiven Substanz.

Die ersten Mathematiker, die sich mit der Differential- und Integralrechnung
befassten, waren I. Newton und G. W. Leibniz im siebzehnten Jahrhundert. Ob-
wohl Newton verhaltnisméaflig wenig in diesem Gebiet forschte, stellten seine
Entwicklung der Differentialrechnung und die von ihm aufgedeckten grundlegende

Prinzipien der Mechanik eine Basis fir die Anwendung von Differentialgleichungen

1 Boyce, W.E. / DiPrima R. C.: Gewohnliche Differentialgleichungen, S. 1



2.2 Einfiihrung in die Gewéhnlichen Differentialgleichungen

im 18. Jahrhundert dar. Fiir die von ihm klassifizierten Differentialgleichungen ers-
ter Ordnung Z—Z = f(z,y) entwickelte er eine Losungsmethode unter Verwendung
von unendlichen Reihen, jedoch unter der Bedingung, f(z,y) sei als Polynom von
x und y darstellbar.

Etwas spéter, aber unabhéngig von Newton, fand auch Leibniz fundamentale
Ergebnisse der Differentialrechnung und veroffentlichte diese in guter mathemati-
scher Darstellungsweise. Die heutige Darstellungsweise fiir die Ableitung dy / dz
beispielsweise geht auf ihn zuriick. Aulerdem entwickelte Leibniz die Methode der
Separation der Variablen und ein Verfahren zum Losen von linearen Differential-
gleichungen erster Ordnung.

Durch Korrespondenz mit anderen Mathematikern, insbesondere mit den Gebrii-
dern Bernoulli, konnten viele Problemstellungen auf dem Gebiet der Differential-
gleichungen gelost werden. Vor allem in der Entwicklung von Losungsmethoden
von Differentialgleichungen und im Erweitern der Anwendungsmoglichkeiten lie-
ferten Jakob und Johann Bernoulli viele Ergebnisse.

Einige Jahre spater beschéftigte sich einer der profiliertesten Mathematiker aller
Zeiten, L. Euler, ebenfalls mit diesem Thema, formulierte Problemstellungen
der Mechanik in mathematischer Sprache und entwickelte Methoden, wie die
Verwendung von Potenzreihen oder numerischer Verfahren, um diese zu losen.
In den letzten Jahren schlieflich konnten durch den Einsatz leistungsstarker
Computer unerwartete Phénomene entdeckt und wichtige Erkenntnisse gewonnen
werden. Doch trotz dieses gewaltigen Fortschritts bleiben bis heute viele wichtige

Problemstellungen ungelost. [2]

2.2 Einfiihrung in die Gewohnlichen Differentialgleichungen

Gewohnliche Differentialgleichungen sind Funktionen, die nur von einer einzigen
unabhéngigen Variablen abhéngen, also nur gewohnliche Ableitungen in der Diffe-

rentialgleichung aufweisen. 2]



2.2 Einfiihrung in die Gewéhnlichen Differentialgleichungen

Definition 1: Sei D C R"*?, n € N fest und F' : D — R. Dann heifit die
Beziehung

F(z,y(z),y'(2), ...y (@) = 0, (2.1)

die neben der unabhéngigen Variablen x und der gesuchten Funktion y(z) Ablei-
tungen von y(z) bis zur Ordnung n beinhaltet, gewohnliche Differentialgleichung
der Ordnung n. Ist y(z) eine auf einem Intervall I n-mal differenzierbare Funktion,
(z,y(x),y (x),...,y"™ (z)) C D fiir alle € I und wird (2.1) durch y(z) erfiillt, so
heifit y(z) Losung von (2.1) in 1.

Nach dem Buch ,Hohere Mathematik fiir Ingenieure” von Burg, Haf und Wille
besteht die Aufgabe der Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen in der
Bestimmung sédmtlicher Losungen y(z) von (2.1) und der Untersuchung ihrer
Eigenschaften. Jedoch gibt es keine geschlossene Losungstheorie fiir Differential-
gleichungen, nur eine grofie Zahl an Methoden und Techniken fiir gewisse Klassen

von Differentialgleichungen.

Der nun folgende Satz liefert Klarheit tiber Existenz und Eindeutigkeit einer
Losung einer Differentialgleichung und auflerdem eine Abschétzung fir die Grofie

des Losungsintervalls:

Satz von Picard-Lindelof:  Die Funktion f : R? — R sei in
D :={(z,y) | |z — zo| < a, |y —yo| < b; a,b €R fest}

stetig und in diesem Rechteck stetig partiell differenzierbar nach y. Gilt aufSerdem

M := max |f(z,y)| wund h:=min (a,&) ,

(z,y)eD

so gibt es in Up(zo) :=={x | |x — x| < h}, der Umgebung des Punktes xo, genau

eine Losung fiir das Anfangswertproblem

Y = flx,y), ylze) =10 (2.2)



2.2 Einfiihrung in die Gewéhnlichen Differentialgleichungen

Beweis: [. Existenznachweis

Wir formulieren das Anfangswertproblem (2.2) als ,Integralgleichung*
y@) = w0+ [ f(ty(t)at, (2.3)
Z0

denn auf Uy (z) sind beide Probleme dquivalent: Ist y(z) Losung von
(2.2), so ergibt sich unter Beachtung des zweiten Hauptsatzes der

Differential- und Integralrechnung
y(@) —yo = y(z /y t)dt = /fty

Sei nun umgekehrt (2.3) gegeben. Durch Differentiation mit Hilfe des
Hauptsatzes folgt dann

Y —0+4f/fty = f(,y(@))
und
y(ao) = yo + [ F(ty(t)) dt = o

Gehen wir also zum Beweis des Satzes von der Integralgleichung (2.3)
aus. Mittels sukzessiver Approximation konstruieren wir eine Losung,
indem wir von der Anfangsnaherung yo(z) := yo fir = € Uy(xo), der
konstanten Funktion durch (zo, ), ausgehen.

Damit konnen wir unter Beachtung der Integralgleichung eine weitere

Néherung bestimmen:

y1(z) == yo + /f(t,yo) dt , =€ Up(xp) .

Erneutes Anwenden dieser Methode ergibt

T

va(a) = w0+ [ FEp®)dt, @€ Unlar)

zo



2.2 Einfiihrung in die Gewéhnlichen Differentialgleichungen

bzw. nach n-maliger Wiederholung
bal@) = yo+ [ F(t.yar(®)dt, nEN, @€ Upla).
Zo
Hieraus erhilt man eine Folge von Naherungslosungen: {y,(x)}.

(a)  Durch vollstandige Induktion werden wir nun zunéchst die
Zweckmafigkeit des obigen Konstruktionsverfahrens zeigen. Hierbei
ist wichtig, dass die Folge {y,(z)} nicht iber den Definitionsbereich
der Funktion f hinausfithren darf, denn sonst waren die Ausdriicke
Joo f(t,yn(t)) dt nicht erklért.

Induktionsanfang (n = 0): Aus yo(z) = yo folgt |yo(z) —yo| =0 < b
fur x € Up(zo).

Induktionsvoraussetzung: Fiir festes n € N gelte |y,(x) — yo| < b auf
Un(zo).

Induktionsschritt: Aufgrund der Induktionsvoraussetzung gilt fir x €
Un(xg), dass

Yns1(x) — yo| = <

Yo+ | f(t,yn(t)) dt —yo

Z

JAEHONET

Daraus folgt aus der Definition von A und wegen der Beschrinktheit
von f durch M im Rechteck D

x

[t

Zo

b
=Mz —xo| <Mh<M— =50

[Ynt1(x) —yol < M i

fir € Up(zo). Also ist die Folge {y,(x)} wohldefiniert.

(b)  Als néchstes haben wir zu zeigen, dass die Folge {y,(xz)} auf

Un(zo) gegen eine Losung von (2.3) bzw. (2.2) konvergiert. Dazu kann



2.2 Einfiihrung in die Gewéhnlichen Differentialgleichungen

yn(z) folgendermafien dargestellt werden:

Yn(2) = Yo + (1(2) — yo) + (y2(2) — () + ...

b (@) — Yo (2)) = o + §1<yj<x> (@)

Die Summe auf der rechten Seite lasst sich besonders giinstig abschéat-

zen, denn es gilt fir x € Uy (o)

lyj(x) —yj1(x)| =

vot [ £ty dt—yo— [ F(tysa(t) de

T

[ yima) = F (8 yia(0)) dt

zo

< (2.4)

/’f(tayjq(t)) — f(t,y;—a(t))| dt| .

Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung in zwei Verénderli-
chen existiert fiir den Integranden des letzten Integrals eine Konstante
L > 0 mit

[F(ty52 () = Fty-2()] < L {y;-1(t) = y;-2(1))] (2.5)

wobei L = max
(z,y)eD

of (x,y)
oy '

Aus (2.4) erhalten wir also fiir = € Uy ()

lyj(2) = yj-1(2)| < L

[ lwia(®) = yia(0)] at



2.2 Einfiihrung in die Gewéhnlichen Differentialgleichungen

Nach Definition von M gilt andererseits fiir € Up(xo)

(@) = wol@)] = lyo + [ £t v0)dt — yol =

/xf(?% Yo)dt

<| [ 17wl at) < A | [at| < M fo— o]
Zo z0
fiir yo(2) — yi1(z)
T |ZE—$0|2 h2
o) — g (2)| < L-M /yt—xo\dt — LM LM
zo

und so fort. Wir konnen die Abschatzung fiir |y; — y;_1| also iterieren.
Mittels vollsténdiger Induktion kann man schliefSlich fir alle j € N

und alle = € Up(xg) zeigen, dass

N
lyj (@) = yja(@)] < M L™ R
Damit ergibt sich fiir die Reihe Y52, (y; (%) — y;-1(7)) auf Uy(wo) die

konvergente Majorante

= (Lh)!
-

sz::lj

D.h., die Folge {y,(z)} konvergiert gleichméBig! auf Uy, (zo) gegen
y(@) = yo + D _(y;(z) — yj-1(2)) -
=1

Da die Stetigkeit aller Funktionen y,, auf Uy (z¢) gegeben ist, wissen
wir, dass y als Grenzwert der gleichméBig konvergenten Folge {y,(z)}
auch dort stetig ist. Aus der gleichméafiigen Konvergenz der Folge
{yn(x)} gegen y(z) ergibt sich aus (2.5), also mit

|f(ty;(t) — f(ty— ()] < Ly (t) —y-a(D)]

1

siehe Kapitel 3.3, Seite 20

10



2.2 Einfiihrung in die Gewéhnlichen Differentialgleichungen

die gleichméBige Konvergenz der Folge { f(t,y.(t))} gegen f(t,y(t)).

Daraus folgt, dass in der Beziehung

y(x) = lim y, () —yo+nhoo/ftyn 1

n—oo

Grenziibergang n — oo und Integration vertauscht werden kénnen:
y(x) =yo + /,}Lnolo f(t yna(t)) dt = yo + /f(t,y(t))dt
ly) X0

Und hiermit ist nun gezeigt, dass die Naherungslosungen y,,(z) gleich-

méafBig gegen eine Losung des Anfangswertproblems (2.2) konvergieren.

I1. Eindeutigkeitsnachweis
Seien y(x) und () zwei beliebige Losungen des Anfangswertproblems

(2.2) bzw. der Integralgleichung (2.3). Dann gilt wieder fir € Uy(zo):

T

[ y@) = ) ae

Zo

/Uty Fit.5(0)] at

ly(x) = §(x)] =

<r /|y j(t)] dt

Fiir beliebiges hg < h setzen wir nun A := max,_z|<n, [Y(x) — 4(2)],

sodass
ly(x) —g(z)| K LA |z — x| fir x € Upy(20) -

Durch erneutes Anwenden folgt damit fiir die obige Ungleichung

/|t—x0|dt

o

2
y(x) — §(0)| < L-LA — a2 0Ly )

USwW.

Also gewinnt man fiir beliebiges n € N durch vollsténdige Induktion

11



2.2 Einfiihrung in die Gewéhnlichen Differentialgleichungen

die Abschéatzung

e |? Lh)"
o —aml" _ (LR

n! n!

ly(z) —y(z)] < AL"

Offensichtlich ist die linke Seite dieser Ungleichung unabhéngig von n.
Auf der rechten Seite findet sich das n-te Glied einer Exponentialreihe,
welches fiir n — oo gegen Null strebt!. D.h., wir erhalten §(z) = y(x)
auf Uy, (x) bzw. auf Up(xy) wegen hg < h beliebig.

Und damit ist schlielich die Eindeutigkeit der Losung bewiesen.
q.e.d.

Bemerkung: Die Ungleichung |f(z,y) — f(x,y')| < L |y — ¢/| wird Lipschitz-
bedingung genannt und folgt aus der Voraussetzung, dass f auf D stetige partielle

Q

Ableitungen beziiglich y besitzt. (3]

Da die Differentialgleichungen ein sehr weitlaufiges Feld aufspannen, wollen wir
uns hier auf Differentialgleichungen erster Ordnung beschranken, die in expliziter
Form als % = f(x,y) und in impliziter Form als F'(x,y,y’) = 0 dargestellt werden.
Diese enthalten nur erste und keine hoheren Ableitungen. Die Funktion y = y(z)
ist Losung dieser Gleichung in einem Intervall J, wenn y(z) in J differenzierbar
ist und F(x,y(z),y (x)) =0 fir alle z € J. [15]

Enthalten Systeme von Differentialgleichungen nicht explizit die unabhangige
Variable t, so werden diese als autonom bezeichnet. Andererseits stellen eines oder
mehrere Elemente der Koeffizientenmatrix von nichtautonomen Systemen eine
Funktion von ¢ dar.

Bei Anwendungen handelt es sich haufig um autonome Systeme. Deren Konfigu-
ration, einschliellich physikalischer Parameter und externer Krafte oder Effekte,
sind physikalisch gesehen Systeme, die von der Zeit unabhangig sind. Das System
reagiert also beztiglich gegebener Anfangsbedingungen unabhéngig von der Zeit,

zu der die Bedingungen gestellt werden.

1 Fir die Konvergenz einer unendlichen Reihe ist dies eine notwendige Bedingung.

12



2.2 Einfiihrung in die Gewéhnlichen Differentialgleichungen

Wie ein nichtautonomes in ein autonomes System umgewandelt werden kann,
wird am Ende von Kapitel 5.2 behandelt.

Im letzten Kapitel werden wir Differentialgleichungen mit periodischen Loésungen
untersuchen. Diese Losungen spielen oftmals bei physikalischen Problemstellungen

eine wichtige Rolle, da sie sich wiederholende Phénomene beschreiben. 2]

Definition 2: Eine Funktion f : R — C wird 2mr-periodisch genannt, wenn fiir
alle z € R

[+ 2m) = f(a)

ist, d. h. f ist periodisch mit der Periode 27. [7]

Bevor nun aber die gewohnlichen Differentialgleichungen in diesem Dokument an-
gewendet werden konnen, muss erst ein anderer wichtiger Bereich der Mathematik

genauer untersucht werden: die unendlichen Reihen.

13



KAPITEL 3

Mehrfachreihen und Mehrfachprodukte

Dieses Kapitel hat das Ziel, in das Gebiet der Reihen und Potenzreihen einzufiih-
ren, da diese die Grundlage fiir den Rest der Arbeit bilden.

Entnommen sind die nétigen Definitionen und Satze fast ausschliefllich aus den
Fachbiichern ,,Analysis 1 und ,,Analysis 2“ von W. Walter. Diese Werke stellen
aufgrund der ausfiihrlichen historischen Beriicksichtigung, der durchgehend guten
Lesbarkeit und des héufigen Anwendungsbezugs eine der géngigsten Fachbuchrei-

hen in diesem Gebiet dar. [17]

3.1 Eigenschaften unendlicher Reihen

Als ersten wichtigen Punkt wollen wir die Umordnung von Reihen betrachten.
Es heifit, eine Umordnung der Reihe }°7° @, ergebe die Reihe >77° b, falls
die Folge (b,,) durch Umordnung von (a,) entstanden ist. D.h., eine Bijektion

¢ : N — N mit b, = ag(,) existiert.

Umordnungssatz:  Fine absolut konvergente Reihe darf umgeordnet werden.
Ist also 222 ay, absolut konvergent und (b,) aus (ay,) durch Umordnung entstanden,

so gilt die Gleichung
> =2 b
n=0 n=0

und die zweite Reihe ist ebenfalls absolut konvergent.



3.1 FEigenschaften unendlicher Reihen

Beweis: Bezeichnet man die Teilsummen von Y a,, mit s,, und die
der Y b, mit t,, so existiert zu einem £ > 0 ein Index N derart, dass

fiir beliebiges p gilt:
|ans1| + o+ lanp| < e

Es ist also Y,on |an| < €.

Nun sei b, = ag(n). Man wahle ein M > N so grof}, dass unter den
Zahlen ©(0),2(1),...,2(M) alle Zahlen von 0, 1, 2, ..., N vorkommen.
Dann betrachte man die Differenz (s,, — t,): Fiir n > M heben sich
alle Glieder a; mit i < N weg, weil diese in beiden Teilsummen s,, und
t, enthalten sind; d. h. (s, — t,) ist Summe von der Form .y ta;,

wobei + fiir Glieder aus s,, gilt, — fiir solche aus t,,. Folglich ist

Sn —to] < D lag) <e firn> M.
n>N
Damit erhalt man das Ergebnis, dass (s, — t,) eine Nullfolge und
lim s, = limt, bzw. > a, = >_b, ist.
Walter schlieft den Beweis mit der Anmerkung, dass sich diese Schluss-
weise nun auch auf die Reihe " |a,| anwenden lasst. Dadurch kann

man die absolute Konvergenz der umgeordneten Reihe erkennen. q.e.d.

Wollen wir die Bijektion nicht mehr nur auf N beschrénken, sondern die natiirlichen

Zahlen auf eine abzéhlbare Indexmenge M abbilden, definieren wir

Z Qg = Z ag(ny mit ¢ : N — M bijektiv .
acl n=0

Und darauf griindet sich der folgende Satz:

Grofler Umordnungssatz: Ist M eine abzdihlbare Menge, > cyr @ absolut
konvergent und I, I, I5, ... eine beliebige Zerlegung von M in paarweise disjunkte

Teilmengen I;, so gilt fir die Reihe

S =3 Y a.

aeM i=1 a€l;
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3.1 FEigenschaften unendlicher Reihen

Die Absolutkonvergenz ist hierfiir entscheidende Voraussetzung. Folgende Formu-
lierungen sind dann dquivalent:

(a) Es existiert eine Bijektion @ : N — M mit Y ¢° ‘a¢(n)’ <00 .

(b) Fir jede endliche Indexmenge E C M existiert eine Konstante K, sodass
Yack o] < K < oo .

(¢c) Bei beliebiger Realisierung der Summen gilt Y71 Y oeq, |aal < 00 .

Beweis: (a) stellt die Definition der Absolutkonvergenz dar
(a) = (b) denn es gilt > s |l < Xaenmlaa] fir I € M

(b) = (a) klar

(a) = (¢) Anwendung des Satzes auf die Reihe mit den
Gliedern |a,|

(€)= 0) K=YXZ YXae
> 2 acE; o] = Yucr
womit die Aquivalenz bewiesen ist. q.e.d.

a’a’ Z ZfZl ZCZELL‘

Ao

|

Diese Umordnung von Reihen wird jetzt angewendet im

Doppelreihensatz:  Reihen mit der Indexmenge M = N x N nennt man

Doppelrethen. Fir diese gilt:

i,j=0 i=0

i Qij = i (i %’) = i (i az‘j)

Doppelreihen erhéalt man durch die Multiplikation von Reihen. Denn multipliziert
man erst jeden Summand der ersten Summe mit jedem Summand der zweiten
Summe und addiert alle diese Produkte, so erhélt man das Produkt zweier endlicher

Summen.

=0 =0 j=0

(ao + ...+ am)(bo + ...+ bn) = iai (znz b]) = iiaibj

Die Ubertragung auf unendliche Doppelreihen nennt man ,Satz von Cauchy*:

16



3.2 Mehrfachreihen und -produkte

Satz 1:  Seien > a, und Y. b, unendliche Reithen. Sind diese absolut konvergent,

kann thr Produkt durch gliedweise Multiplikation berechnet werden
(Z an> (Z bn> =S iy
n=0 n=0 ,7=0

Auch die entstehende Doppelreihe ist absolut konvergent.

Beweis:  Die Reihe Y |a;| sei definiert als A und Y |b;] als B. Dann
zeigt >, (Zj \aibj|) =Y |a;|B = AB < oo die absolute Konvergenz
der Doppelreihe. Ist a := Y a, und b := b, ergibt sich aus dem
Doppelreihensatz

Zaibj = Z (Z aibj) = Z (a;b) = ab . q.e.d.

7 %

Fir die Umordnung der Doppelreihe }° a;0; in eine einfache Reihe nach Diagonal-

anordnung gilt

(5] (550) = 5 (3o ) = S

n=0 \i=

mit dn = Z:‘L:o aibn_i = Cl()bn + albn_l + ...+ Cl,nb[) .
Diese spezielle Summation, welche vor allem bei der Multiplikation von Potenzrei-

hen verwendet wird, nennt man ,,Cauchy-Produkt*. [17]

3.2 Mehrfachreihen und -produkte

Die hier aufgefiithrten Eigenschaften gelten allerdings nicht nur fiir Doppelreihen;

sie konnen auch auf Mehrfachreihen iibertragen werden.

Dazu werden wir nun /N absolut konvergente Reihen miteinander multiplizieren

und fir deren Produkt eine Formel herleiten.

17



3.2 Mehrfachreihen und -produkte

Hilfssatz: Seien die unendlichen Reihen °° jall), ... 3% alN) absolut kon-
vergent. Dann gilt folgende Gleichung

DVLENED SPLES RN DU R

n=0 n=0 pi1+..+pN=n
das Mehrfachprodukt der Reihen kann also durch eine Verallgemeinerung des
Cauchy-Produkts berechnet werden.
Auferdem ist die Reihe

5[] . \ = T [aPa®- ..ol
n=0

n=0 pi1+..4+pn=n

konvergent, d. h. die entstehende Mehrfachreihe ist absolut konvergent.

Beweis:  Den vorigen Satz kénnen wir durch vollstandige Induktion
beweisen.

Induktionsanfang: Fir N = 2 gilt der Satz von Cauchy (siehe oben).
Induktionsschritt: Sei die Behauptung nun fiir N — 1 > 2 bewiesen

und es gelte

N—-1 1) (2 N—1
D VI I
pi+..+pN—_1=n
Dann ist
S AP S a3 3 A -

n=0 n=0 p=0

n=0
(o] n
Z Z Z Apy * - " Apy_1 Opy

pn=0 p1+..+pN_1=N—DN

:Z STy ay,.

n=0 pi1+...4+pNn=n

Die Behauptung folgt aus der Induktionsvoraussetzung. q.e.d.

Man kann also definieren:

18



3.3 Einfach- und Mehrfachpotenzreihen

Mehrfache unendliche Reihen, also Reihen in mehreren Verédnderlichen, werden

mit einem der drei Symbole

Y= a= Z%ZZ(Z ap) mit |p| =pi+p2+ ... +pn

p € Ny p=>0 |p|=0 k=0 \|p|=k

bezeichnet, sie erstrecken sich iiber alle Multiindizes p = (p1, ..., p,) € Nj. Die
vierte Summe stellt hierbei eine spezielle Art der Summierung dar, fir n = 2
beispielsweise die Summation nach Diagonalen - wie bereits kennengelernt.

Und genau wie dort muss auch fir n > 2 die Absolutkonvergenz vorausgesetzt

werden um die Unabhéngigkeit der Reihensumme von der Art der Summierung

sicherzustellen: [16]
ﬁk:Z‘ap‘aZﬁk<oo-
lp|=k

Die Glieder der bisher behandelten Reihen konnten allein durch Zahlen darge-
stellt werden. Im Folgenden stehen nun aber die Potenzreihen im Mittelpunkt,
die als einer der wichtigsten Vertreter unendlicher Reihen gelten. Deren Glieder
sind Funktionen unabhangiger Variablen und werden im Folgenden ausfiihrlich
behandelt. [10]

3.3 Einfach- und Mehrfachpotenzreihen

Reihen der Form Y>0° ja, 2™ bzw. Y00 a, (¥ — x9)™ mit o als Entwicklungs-
punkt nennt man Potenzreihen, die Zahlen a,, ihre Koeffizienten. Diese Reihen
verfiigen iiber eine sehr einfache Konvergenztheorie, da ihr Konvergenzverhalten
im Wesentlichen durch eine einzige nichtnegative Zahl r definiert wird, welche

Konvergenzradius der Reihe genannt wird und auch unendlich sein kann.

Satz 2: Jede Potenzreihe Y 2,7 ja, x" hat einen Konvergenzradius r mit 0 <

r < oo, fir welchen gilt:

o Ist|x| <r, soist die Reihe absolut konvergent,

e ist|z| >r, dann ist sie divergent.
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3.3 Einfach- und Mehrfachpotenzreihen

Stellt s eine positive Zahl < r dar, konvergiert die Reihe im Bereich |x| < s <r
sogar gleichmdf$ig. Da der Konvergenzradius nur von |a,| abhdngig ist, kann er

nach der Formel von Cauchy-Hadamard

1 . . n
r = Z mit L = hm Supn—>oo M

berechnet werden.

Bevor wir diesen Satz beweisen kénnen, muss allerdings erst der wichtige Begriff

der gleichmafBligen Konvergenz erortert werden:

Man nennt eine Reihe Y3¢° fi(z) gleichméaBig konvergent auf D, wenn die Folge
der Teilsummen s, (z) = fo(z) + ... + fu(x) gleichméBig auf D konvergiert. Fur
die Reihensumme F(z) = >332, fx(z) existiert dann zu jedem ¢ > 0 ein Index
N = N(e), sodass fir n > N und x € D stets gilt:

[F () = su(2)] = |rn(2)] < e

D.h., die Reste r,(z) = 332,41 fr(x) streben gleichméBig gegen Null.

Eine unmittelbare Folge dieser Definition ist nach Walter das

Cauchy-Kriterium fiir Reihen: Die Reihe Y fi(x) konvergiert genau dann
auf D gleichmdfsig, wenn zu jedem € > 0 ein Index N existiert, sodass fir n >
m > N und x € D Folgendes gilt:

[0 — Sm| = [fome1(x) + . + fu(z)] < e

und

Das Weierstrafische Majorantenkriterium fiir gleichméflige Konvergenz:
Fiir eine Reihe Y ay sei |fr(z)| < ap mit v € D und k € N. Ist nun Y ay konver-
gent, so ist die Reihe Y fr(z) auf D absolut und gleichmdf$ig konvergent.

Die Reihe } a; wird dann als konvergente Majorante fiir die zu untersuchende
Reihe bezeichnet.
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3.3 Einfach- und Mehrfachpotenzreihen

Beweis: Bezeichnet r, den n-ten Rest der Reihe Y fi und p, den

n-ten Rest von Y a5 haben wir

@ = 3 A@) < S 1@< 0=
k=n+1 k=n+1 n+1

und die Reihenreste konvergieren wegen p, — 0 gleichmafig gegen
Null. q.e.d.

Nun aber zurtick zu Satz 2:

Beweis: Unter Verwendung der Regel limsup Ab, = A-limsup b,
mit A > 0 und des Wurzelkriteriums! erhalten wir:

> a, x™ ist absolut konvergent, falls

lim sup WZ || lim sup M: x| L

kleiner ist als 1, bzw. divergent im Falle grofler 1.

Damit ist die Cauchy-Hadamardsche Formel bereits bewiesen und
ebenso die Aussagen iiber absolute Konvergenz und Divergenz. Mithilfe
der Abschéitzung |a, 2" < |a,| s™ und des Majorantenkriteriums ergibt
sich noch die gleichméfige Konvergenz fiir |z| < s < r, denn — wie

gerade gezeigt — ist > |a,| s" < oo . q.e.d.
[17]

Laut dem zweiten Band ,,Analysis“ von Wolfgang Walter [16] lassen sich Mehrfach-
potenzreihen bzw. Potenzreihen in mehreren Veranderlichen ohne Berticksichtigung

der Summationsreihenfolge folgendermafien darstellen:

o
> apa? mit x = (z1,...,3,), ¥ =af 2l a2l (3.1)
|p|=0

Auf die Reihenfolge der Summation kommt es nicht an, da bei Konvergenz in

irgendeiner Reihenfolge fiir ein zy mit z¢; # 0 sofort die absolute Konvergenz

1 Die Reihe ) a,, ist absolut konvergent falls fiir 0 < ¢ < 1 gilt: {/|an| < ¢ < 1 fiir fast alle n;
Divergenz liegt vor, wenn fiir unendlich viele n {/|a,| > 1ist.  [17]
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3.3 Einfach- und Mehrfachpotenzreihen

in dieser Reihenfolge fiir alle x mit |z;| < |z¢;| und damit in jeder Reihenfolge folgt.

Fir n = 2 und z,y € R erhélt man beispielsweise Reihen der Form Y- a;; 2' 3/,

wobei iiber alle 7, 7 € N summiert wird.

Satz 3:  Fiir ay := max {|a,| : |p| =k}, k € N, sei 302, o t* eine eindimen-
stonale Potenzreihe mit dem Konvergenzradius r > 0. Die mehrdimensionale
Potenzreihe (3.1) konvergiert dann fir alle x € R™ mit der Maximumnorm
|z| = max {|z1|, ..., |z,|} <7, fiir alle x € R™ mit |z| <t sogar gleichmdfsig
falls t < r. Im Wirfel |x| < r ist die durch die Potenzreihe dargestellte Funktion

also stetig.

Beweis: Firj =1,...,n gibt es (k+1)" Multiindizes p = (p1, ..., pn) €
N§ mit 0 < p; < k. Also existieren hochstens ebenso viele fiir |p| = k.
Aus |z]| <t und [p| = k folgt |2?| < t* und damit

S lap 2P| < ap(k +1)" tF =y t* mit 2] <t
p|=Fk

Die Potenzreihe Y v, t* besitzt ebenfalls den Konvergenzradius .
Wegen > v, tF < oo liegt also fir |z| < t < r gleichméBige und
absolute Konvergenz vor. Mithilfe des Weierstrafischen Majorantenkri-

teriums folgt schliellich die Behauptung. q.e.d.

[16]
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KAPITEL 4

Anwendungen fir Mehrfachreihen und -potenzreihen

Nach dieser eingehenden Behandlung von Mehrfachreihen und -potenzreihen wer-

den wir nun deren Anwendung auf implizit gegebene Funktionen® betrachten.

4.1 Produkte von Einfachpotenzreihen

Als erste Anwendung untersuchen wir die Multiplikation von Einfachpotenzreihen.

Dazu seien
f@) =3 " und g(z) = 50, bua
n=0

Potenzreihen mit den positiven Konvergenzradien r, und r,. Da fiir beide Reihen
absolute Konvergenz vorliegt, diirfen diese gliedweise multipliziert werden. Deren

Cauchy-Produkt ergibt fiir |z| < min {r,, 7} die Potenzreihe

f(2) glz) = ff put™ |

mit p, = > aibp—i = aoby, + aib,—1 + ... + ayby . Der Konvergenzradius der

o0

neuen Potenzreihe > >°

ppx™ ist r > min {r,, ry}. [17]

1 TImplizite Funktionen sind von der Form f(z,y) = 0, d. h. z und y und ebenso die Differentiale
dz und dy sind gleichberechtigt. Die explizite Darstellung wére etwa y = g(z), falls f, nicht
verschwindet.  [16]



4.2 Betrachtung von W = f(x,W) durch formale Potenzreihen

Bildet man das Produkt von mehr als zwei Einfachpotenzreihen, erhélt man die

Mehrfachpotenzreihe
v 1% 1% v 1%
a,xr”’ = Z T I Z (PRI LI e
[v|>0 vi+...4vn>0

mit x = (x1, ..., 2,,) und der Summationskonvention.

Der Einfachheit halber sei a, # 0 und gestatte die Zerlegung

Ay = Qpypy..y, = Gy * oo Qy, I

T

1
= >0.
limsup,, ., /|a,

Dann gilt fiir |2;| < r = minj<j<, 7 :

o0 o0
a,x’ =Y apat Y a,atn

v1=0 vn=0

—
o
e

ist kga (kompakt gleichméflig absolut) konvergent.

Eine Potenzreihe Y a,x" heifit kompakt gleichméaflig absolut konvergent in einer
Menge X, wenn Y |a,z”| in jeder kompakten Teilmenge von X gleichméfig kon-
vergent ist. [9]

Zur Definition der gleichméafligen Konvergenz siehe voriges Kapitel.

4.2 Betrachtung von W = f(x,W) durch formale

Potenzreihen

Formale Potenzreihen zéhlen zu den klassischen Begriffen der Mathematik, denn
»es gibt eine grofle Anzahl von Gebieten, in denen sie als Hilfsmittel gebraucht

werden®, beschreibt Hans Becker in seinem Buch , Formale Potenzreihen und
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4.2 Betrachtung von W = f(x,W) durch formale Potenzreihen

formale Sprachen®. 1]

Und auch wir werden uns in diesem Kapitel genauer mit ihnen beschéftigen.

Zuallererst miissen wir jedoch den Ring der formalen Potenzreihen R[[z1, ..., x,]]

definieren.

4.2.1 Der Ring der formalen Potenzreihen

Definition 3: Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement und

i_ i1 i
Z a;r = Z iy, i L e " L)

[i1>0 [i1>0

eine formale Mehrfachpotenzreihe mit a; € R oder C und z € R™ oder C" fiir
x = (x1,...,2,), uber deren Konvergenzverhalten nichts vorausgesetzt wird.

Wir erklaren sie als die Folge (ngz CL,\$>‘>I .

Fir p =350 ai 2 und ¢ = 2lizo0 bi 2t gelte:
o Die Gleichheit sei definiert durch p=¢q < a;, =0b; Vi
« Die Addition p + ¢ sei intuitiv gegeben durch (a; + b;) x*

o Fiir die Multiplikation von p und ¢ sei

Bo\J,J<u

P'QZ—Z<Z au—jbj> z”,

Api= Z)vaixi

i[>0

flirein A € R

1 Becker, Hans: Formale Potenzreihen und formale Sprachen, S. 1
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4.2 Betrachtung von W = f(x,W) durch formale Potenzreihen

 Fiir die partielle Differentiation von p nach x; sei

) L I s PRI
&U Z a;1j ;1:1 I T Xy
J |]>0

J>1

o Und fir 1 < j < q gelte

G(z) = (g, ..., Zc xt

li[>1
Dann setzen wir mit den Multiindizes p = (y1, ..., ttg)
Zau - Gy()
und fassen p o {(x) als die nach z* geordnete formale Potenzreihe auf.

Dies wird spéter in diesem Kapitel noch genauer behandelt.

Da keine Aussagen iiber das Konvergenzverhalten von (;(z) getroffen wurden,

darf dort erst ab |i| > 1 summiert werden. 8]

Die Menge R|[[z]] aller formalen Potenzreihen mit dem Nullpunkt als Entwicklungs-
punkt ist mit der Cauchyschen Multiplikation also eine kommutative R-Algebra
mit Einselement.

Fiir eine tiefere Beschreibung der Ringstruktur sei auf §4 des Buches ,,Funktionen-

theorie 1 von R. Remmert verwiesen. [9]
Doch warum haben diese Reihen das Adjektiv ,.formal* als Kennzeichnung? Grund
hierfiir ist, dass sie nicht zu konvergieren brauchen, wir aber trotzdem mit ihnen

rechnen kénnen. [1]

Man nennt eine formale Potenzreihe f dann konvergent, wenn f(x) = >0% a,z”

in einem Polyzylinder um 0 konvergiert. Dazu betrachten wir folgende

Definition 4:  Sei r = (11, ...,7,) € R" mit 7, > 0, g € C". Dann definiert

P.(xg) == {x eC": ‘xk —x,&o)‘ <rg, 1 <k< n}
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4.2 Betrachtung von W = f(x,W) durch formale Potenzreihen

einen Polyzylinder um x¢ mit r als (Poly-) Radius. [5]

Im Falle der Konvergenz kommt es nach dem groflen Umordnungssatz auf die
Summationsreihenfolge nicht an, da im Polyzylinder absolute Konvergenz vorliegt,
siehe Satz 2.

Dies rechtfertigt auch die Definition der formalen Potenzreihe.

4.2.2 Die Substitution von Potenzreihen

Im Folgenden wird die Substitution der Potenzreihe W in die Potenzreihe f (x, W)
vollzogen, dafiir betrachten wir jedoch zunéchst einmal ganz allgemein das Einset-

zen von Potenzreihen.

Seien f(z) = 5% a,z" und g(y) = 25° bry® Reihen mit den Konvergenzradien
r >0 und R > 0 und es gelte |ag| < R. Die Funktion F(z) = Y>¢° |a,| z" ist in
(—r, ) stetig, deshalb existiert ein p > 0 mit

o0

F(p) =) lanp" < R.
0

Die Funktion h(z) = g(f(z)) ist damit fir mindestens || < p definiert

o o k
h(z) = Z b (ZO anx"> .

h(z) kann man nun als einfache Potenzreihe schreiben, denn nach dem Multipli-

kationssatz fiir Reihen gilt fiir |z| < r

(f(2))" = (i ) _ i

mit ¢ =1, ¢ =0firn >0, ¢, =a, =3
Entsprechend gilt fir F(z)

i+i=n a;aj, USW.

(F(x)f =3"~Fa2"™ mit |z <r.
n=0
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4.2 Betrachtung von W = f(x,W) durch formale Potenzreihen

Die 7* kénnen aus den |a;| genauso berechnet werden wie die ¢* aus den a;, deshalb
ist fir k,n >0

k k
\cn] S Tn -

Um h(z) formal umordnen zu kénnen miissen wir priifen ob der Doppelreihensatz

anwendbar ist.
SOtk Do |eham| < SIbkl Dok em = D bkl F () < o0
k n k n

Da F(p) < R ergibt sich also die absolute Konvergenz fiir h(z) und wir haben

h(z) = ibk (i cﬁm”) = i (ib;ﬂﬁ) " =: idnm" :
k=0 =0 n=0

n=0 \k=0

Satz 4:  Sei g(y) = S5° by y* eine Reihe mit dem Konvergenzradius R > 0 und
f(z) =X a, 2. Existiert fir f(x) ein positives p mit

> an p" < R,
n=0
so besitzt die Funktion h = g o f eine Potenzreihenentwicklung die mindestens fiir

|z| < p giltig ist:

he) = g(f(z)) = f: 41" 17)

4.2.3 Anwendung auf die Reihe W

Bei der Substitution formaler Potenzreihen wird das Konvergenzverhalten vorerst
aufler Acht gelassen. Dieses wird erst Thema des néchsten Kapitels sein.

Wie wir gerade gesehen haben ist fiir die einzusetzende Reihe f(x) jedoch voraus-
gesetzt, dass das nullte Glied betragsméafig kleiner ist als der Konvergenzradius
der Reihe g(x). Deshalb konnen nur Reihen verwendet werden, deren nulltes Glied

gleich Null ist - wenn tiber die Konvergenz von ¢ nichts bekannt ist.
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4.2 Betrachtung von W = f(x,W) durch formale Potenzreihen

Am Ende dieses Abschnitts und vor allem im néchsten Kapitel wird vermehrt das
Symbol ,,<“ auftauchen. Dieses kennzeichnet die Majorantenmethode und kann
auch als ,,<;;/“ dargestellt werden.

Am Beispiel zweier formal gebildeter Potenzreihen
f= Zallmlmxlf ca a:l;;; , g= szl...zmxlf ca a:l;,’;
] 1
bedeutet f < g, dass g fiir
.| < bty.t L€ (No)™

Majorante zu f ist, sodass also insbesondere die Koeffizienten von ¢ sémtlich reell

und nichtnegativ sind. [3]

Im Folgenden beschrinken wir uns auf eine Variable.
Dazu sei W(z) = 3332, 4, «! die Potenzreihe, die in

i

eingesetzt werden soll.

Wir berechnen zunéchst

o0

./ i
(w<x>>’=(2’%f’> =0l D SIE SR P
=1 l:j pl,...,pjzl,l

P+ tpi=

wobei die Summe in der Klammer der rechten Seite endlich ist wegen p,, > 1.
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4.2 Betrachtung von W = f(x,W) durch formale Potenzreihen

Setzt man jetzt (W(x))j in (4.1) ein, ist

[eS)
fla,W(z)= > fijz'>] S Ay Fp; 7!
i,5=0, l=j P1s--5pj 21,
i+j>1 p1t+...4p;=l

00 00 00
. 5 5 ! .
= 2 Ju® | X A |2 D S0
1=0,j=1 =5 \ p1,--pj21, =1
p1+...+pj=l

Der rechte Summand ergibt sich hierbei durch j = 0.

Nun wird nach den Potenzen von x sortiert:

00 l 00
fla,W@) = > |3 fi 2 Aoy |24+ fuod!
1=0,l=1 |\ j=1 P1yspj 21, i=1
p1+...+pj=l

endliche Summe, da 1<;5<I

Zur Verdeutlichung der Forderung 7y = 0 bei der Substitution in (4.1) betrachten
wir kurz den Fall [ = 1 mit 4y nicht notwendig gleich Null:
Genau ein p, hat dann den Wert 1, alle anderen p,, sind Null. Da immer genau

ein p, = 1 ist, ergibt sich fiir den Koeffizienten von z
0o J -
Z ij Z Vpnzﬂg) .
j=1 =1

Daraus folgt nun aber, dass es sich bei dem Koeffizienten von z um eine unendliche
Reihe handelt, deren Konvergenzverhalten nicht bekannt ist.

Andernfalls, also fiir 49 = 0, erhélt man fiir j = [ = 1 den Term fy;5; und es

ergibt sich 3 pi..pj>1, Jp, - o0 Y, = 0 flir j > [, da es sich dann um eine leere
p1+...+p;=l
Summe handelt. 8]
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4.2 Betrachtung von W = f(x,W) durch formale Potenzreihen

Wir bezeichnen nun obige Reihe folgendermafen:

Fa (@) =Y PGl <p < K)a*+ By
k=1

Fuar k£ > 1 ist P, damit definiert als

!
Pe(F, W) = D D fii Do Ao + fro (4.2)

i.,l,i-t—l:k j=1 pl,...,ijL
20,021 p1+...+pj:l

mit By = foo=0 .

Es muss jetzt nur noch gezeigt werden, dass das Polynom Py fiir fy; = 0 lediglich

von den 7, ..., Jx—1 abhangt:

Pe(A, s Ak—1) = Pe(Fn, ooy -1, 9%) - fur for = 0.

Zur rekursiven Bestimmung von W werden wir W = f(z, W) mit f wie in (4.1)

verwenden, doch dazu miissen wir eine zusétzliche Voraussetzung an f stellen.

Satz 5:  Sei (4.1) eine formale Potenzreihe. Ist fo; = 0, so ezistiert genau eine

formale Potenzreihe W =W (z) =2, mat, die W= f(z,W) ldst.

Auflerdem gelte

Satz 6:  Gegeben sei eine formale Potenzreihe W = W(:c) =302, Y at mit
W (zx) < flz, W(zx)) .

Sind zusdtzlich fi; >0, for =0, so ist W< W, alsoy > |91

Es folgt der Beweis der vorigen beiden Séatze.

Beweis: Fir fy; = 0 werden wir jetzt zeigen, dass Py, in (4.2) fiir
k > 2 nur von den 7, ..., Y1 abhangt.
Ist ein p; = k, so folgt sofort j = 1,l = k,7 = 0 und damit — leere

Summen sind gleich Null zu setzen —
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4.2 Betrachtung von W = f(x,W) durch formale Potenzreihen

Py = fo1 Y + fro = fro, wobei fiir die Rekursion vorausgesetzt wird,
dass 41 bekannt ist.

Wegen fo1 = 0 gilt insbesondere fiir k =1: 5, = P, = fio .

Damit folgt Satz 5, namlich 35 = Pr(F1, ..., Ye—1) -

Da P, in Satz 6 wegen (4.2) nur Koeffizienten > 0 hat, konnen wir
unsere Behauptung nun durch vollstandige Induktion beweisen.
Induktionsanfang: |3;| < P =7

Induktionsschritt: Fiir ein & > 2 sei |91| < 71, .., [Fe-1| < Y1 als
gegeben vorausgesetzt. Dann folgt mit f;; > 0 aus (4.2)

Y = Py, ve-1) = Pe(Anl s oo [F-1l)
> |Pk(§/17"'7§/k—1)| - |’S/k| .

q.e.d.
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KAPITEL 5

Die Konvergenz der formalen Reihe

In diesem Abschnitt wollen wir das Konvergenzverhalten der formalen Potenzreihe
W aus dem vorigen Kapitel untersuchen. Wie wir gleich sehen werden, ist es dabei

moglich und von Vorteil, W zu differenzieren.

5.1 Eine kurze Vorbemerkung

In seinem Buch , Theorie und Anwendung der unendlichen Reihen“ schreibt Kon-
rad Knopp eine Potenzreihe sei im Inneren ihres Konvergenzkreises nicht nur
stetig, sondern auch gliedweise und beliebig oft differenzierbar. [6]
Genau diese Eigenschaft werden wir uns fiir die Untersuchung der Konvergenz

zunutze machen. Dazu betrachten wir folgenden

Satz 7:  Hat die Potenzreihe Y a,(z — 29)" den Konvergenzradius R, so gilt dies

auch fiir die durch gliedweise Differentiation entstandene Reihe Y- n a,(z — 29)"!.

Beweis: Die differenzierte Reihe hat den Konvergenzradius
R' = sup {t > 0 : die Folge n |a,|t"™" ist beschréinkt} :

Mit nla,|t"! ist die Folge |a,|t™ erst recht beschrinkt, deshalb gilt
R <R.
Fir R < R’ miissen wir lediglich noch zeigen, dass fiir jedes r < R

folgt, dass r < R’ ist. Dazu wéhlt man zu r ein s mit r < s < R,



5.2 Konvergenz der Potenzreihe W

sodass die Folge |a,|s™ beschrankt ist.
Dann haben wir:

n—1 __

nla,|r = (r’1|an|s")nq”

mit ¢ :=r s !

Wegen 0 < ¢ < 1ist ng" eine Nullfolge und damit auch n |a,|7r" .
Also erhalten wir » < R’ und es folgt R' = R . q.e.d.

[9]
5.2 Konvergenz der Potenzreihe W

Wie bereits angesprochen kénnen wir die Konvergenz der Reihe W, die mit Termen
erster Ordnung beginnt, ohne Einschrankung genauso an der differenzierten Reihe
untersuchen. Fir diese gilt

of aw

(%, W) + W(I?W) %(SL’) )

aw , . of
= g

denn nach Siegel kénnen wir die Kettenregel fir W = f(x, W) anwenden:  [11]

dw, . df _Of e, OF AW

o) gx("”’W) %x“"’w)dx aw W) (@)
f f aw
:%(LW)#LW(%W)E@)

Ist nun aa—v{,(a:, W) # 1 im Ring der formalen Potenzreihen, also speziell 597{,(0, 0) =
for # 1, so folgt

dw, . of dw , - of

(@) = g (@ W) — () = 2 (2, W)
AW of af

W (1= gt = Sew
dw 9 (2, W ,

E(x) = % mit W(0) =0,

ebenfalls im Ring der formalen Potenzreihen wie gleich gezeigt wird.
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5.2 Konvergenz der Potenzreihe W

Wird die Konvergenz also fiir fo; # 1 bewiesen, gilt sie erst recht fiir fy; = 0 nach
Satz 5 und 6.

Berechnet man die ersten Summanden von f(x, W)

fla, W)= 3" fiz'W’
i,j=0,
i+j>1

= f01:1:0W1 + fOQQJOWQ + ...+ flo.fClWO + fQOI'ZWO + ...
+ W+ for®W? + ..,

ordnet diese nach z und W

fx, W) = fiox + for W+ fao 22 4 fi1 aW + foo W2+ .. (5.1)

und bildet daraus die partielle Ableitung von f(z, W) nach W

of

W(%W) = fo+tfur+2flV+..,

so erhélt man fiir fo; # 1

1 1
1— 5L (2, W) T 1- (for + [z +2 foa W+ ...)
1
B (1— for) - ﬁ(l —fo—fur—=2feW-..)
B 1 . 1
= (1—f01> 17f017f11f;021f02W7...
und nach der Abspaltung der Terme mit x
1 1 1
1— BB—VJ;(L W) 11— fo tjﬁgi _ fu a:+127f;021W+...
1 1

Tl fu 1 (fnrt2feW )
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5.2 Konvergenz der Potenzreihe W

Jetzt erkennt man, dass der rechte Faktor dieses Produkts einer geometrischen

Reihe entspricht:

1 1 0 1 n
W T S e ) 6

n=0

Nach Satz 5 konvergiert sie, wenn (4.1) konvergiert und |(fi1 2z + 2 foa W + ...)| <
‘1 — f01| ist.

Die Rechnungen in (5.1) und (5.2) haben wir also fiir fo; # 1 ausgefiihrt.
Ist nun f(z, W) in |z| <r,
dmit0<o<r

W‘ < r konvergent und beschrankt, dann gilt fiir ein

1 1
| < ,
|1—0f/8W‘ ~ 2[1 — foi

x| <6,

W‘<5.

Und schlieBlich existiert nach dem Existenzsatz von Cauchy (siche unten) ein
M (0) > 0, sodass gilt

of

ox

gf; L <me).

21— fou] =

1—f /oW |

of
| ox

ol
1—9f oW

Fiir die Verwendung des Existenzsatzes von Cauchy muss jedoch eine kleine
Anderung vorgenommen werden.
Da %(m, W) ein nicht-autonomes System darstellt, der folgende Satz jedoch die

Variable ¢ nicht enthélt, muss
Ztk = fk(t,$> s k= 1, R~

erganzt werden:

ddxozfto:]_:fo und i‘]f:f]f(l'(),x)y OSkSm
X

Die rechten Seiten dieser m + 1 Differentialgleichungen sind nun von ¢ unabhéangig.
Fir fy(z) gilt dann: Ist | fi(z)| < M, soist M > 1. 8]
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5.3 Der Existenzsatz von Cauchy

5.3 Der Existenzsatz von Cauchy

Fir £=1,...,m sei

T = fi (5.3)

ein System von Differentialgleichungen erster Ordnung, dessen m gegebene Funk-
tionen fp = fx(z) nur von xy, ..., z,, und nicht von ¢ abhéngen. Geniigen die f; in
einer reellen Umgebung von z = ¢ einer Lipschitz-Bedingung, wissen wir, dass
das System (5.3) zu den gegebenen Anfangswerten x(7) = £ genau eine Losung
x(t) besitzt.

Der folgende Satz nun ist eine etwas ausfiihrlichere Version des Satzes Der Existenz-
satz von Cauchy bei Siegel [11], an den wir sogar noch stérkere Voraussetzungen

an die fj stellen konnen, sodass die Losung analytisch ist.

Satz 8:  In einer komplezen Umgebung von x = & seien die f requldr analytische
Funktionen®! der Variablen xy,..., Ty, etwa im Polyzylinder |z, — &| < r, mit
k= 1,...m. Man kann jede in |xp —&| < r, k = 1,...,m reguldre Funktion,
welche in diesem Polyzylinder konvergiert, dort in eine Potenzreihe um (&1, ...,&m)
entwickeln. Ist auferdem |fx(z)| < M, so ist die durch die Anfangsbedingungen
(1) = &, k = 1,...,m festgelegte Losung xi(t) von (5.3) in der komplexen
Umgebung

r

=7 < —1
=Tl < o

von T eine requldr-analytische Funktion von t, fir die gilt

oy — &l <7, k=1,..,m.

1 Man nennt eine Funktion im Punkt zy analytisch bzw. reguldr, wenn sie sich in der Umgebung
von xg durch eine Potenzreihe Y a,(z — x¢)™ darstellen lasst.  [6]

37



5.3 Der Existenzsatz von Cauchy

Beweis: Wir ersetzen xy, fi, t durch die Groflen & + raxy, M fr, 7+
M~ rt; denn so bleibt das System (5.3) fiir &, r, M, 7 mit den Werten

0,1, 1,0 ungeéndert. Also erhalten wir:

B 1
=&+ 13, dh I= (l'k—&c)

t=7+M'rt, dh t=Mrtt-71).

Damit ist djt’“ = fi(x;) gleichbedeutend mit M~'r d“ =M71fp (x;+
ri;), bzw. 9k = = fi(@), k=1,...m ’ <1 fur |:1ck| <1

Da fir die komplexen Ableitungen % =M'r d% ist, missen wir den

Satz lediglich fiir diese speziellen Werte beweisen.
Um (5.3) jetzt mit den Anfangsbedingungen z4(0) = 0 16sen zu kénnen,

machen wir den Potenzreihenansatz

xp = xx(t) = Z apat", k=1,..,m,

mit unbestimmten Koeffizienten oy, und komplexem ¢. Nach dem
Einsetzen in die Differentialgleichungen konnen die Koeffizienten ver-
glichen werden um so die oy, zu erhalten.

fr seien Funktionen der Form

Z Akl .. lma:l .’L’in (kzlaam) )
le No

mit dem Symbol [ unter dem Summenzeichen als Andeutung fiir die

Summation {iber alle Systeme nichtnegativer ganzer [y, ..., [,,.

Zur Abkiirzung und besseren Ubersichtlichkeit benutzen wir nun fol-

gende Bezeichnung:
Sei

o0
p=1 ct’
k=0

eine formal gebildete Potenzreihe, deren Konvergenzverhalten nicht

bekannt zu sein braucht.
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5.3 Der Existenzsatz von Cauchy

Fir diese sei
Op = ch o (Ph=cn (n=0,1,2,..),
k=0

sodass (¢)n = (Pn)n, (V) = (Pnthn)n und (¢ £9)n = (00 £ Yn)n,
wobei auch ¢ eine formale Potenzreihe in ¢ darstelle.

D.h.,, fiir 5 = f erhalten wir bei Koeffizientenvergleich unter Anwen-

dung der Rechenregeln fiir (¢),

(n -+ 1) A nt+1 = Zak,ll...lm(xlll et iL‘i;?)n n = O, 1, 2,
l

DI (A (5.4)
I

mit 2P, .2l =1 fir L =..=1,=0.

Durch vollstédndige Induktion iiber n werden wir jetzt zeigen, dass die
oy, Polynome der a,, 4, (r =1,...,m) mit nichtnegativen rationalen
Koeffizienten sind.

Fir n = 0 und damit § = 0,7 =0, gilt a0 = 0, also ag1 = .0 -
Die Behauptung gelte nun fiir alle ay,;, 1 < 1 < n. Wir wollen sie fiir

O n+1 beweisen.

1
Qi1 = —— Q0.0 T

n—+1

1
l !
+ > 1 Aty 0 (T] e T )
O s0) (11 ) EMQY™, TV T
I1+...+lm<n

Dieses Ergebnis konnen wir nur erhalten, weil oy = 0 ist. Einsetzen
von Reihen mit oy o # 0 fithrt zu unlésbaren Rekursionsproblemen.

(2% ... 2bm), in der letzten Summe stellt ein Polynom in den ay,, 1 =
1,...,n dar, mit nichtnegativen ganzzahligen Koeffizienten. Einsetzen

der Induktionsvoraussetzung liefert schliefllich die Behauptung.
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5.3 Der Existenzsatz von Cauchy

Fiir den Konvergenzbeweis werden wir nach der Majorantenmethode

vorgehen. Dazu seien
_ l l _ I l
f= Zazl...zmxf cecexymoound g =3yby g,y
1

zwei formal gebildete Potenzreihen, die nicht zu konvergieren brauchen.

g heiBt Majorante von f (f < ¢), wenn ausnahmslos
|al1---lm| S bll---lm

ist, sodass also alle Koeffizienten von ¢ reell und nichtnegativ sind.
Sei fr < gr (K = 1,...,m), dann miissen wir neben 7, = fr (k =

1,...,m) auch das Majorantensystem

ok = gr(y) (k=1,..,m) (5:5)

betrachten. Mit den Anfangswerten y;(0) = 0 kann dieses System

ebenfalls formal durch einen Potenzreihenansatz
n=1

gelost werden. Auch hier sieht man sofort 8,0 = 0. Nun stellen wir die
Behauptung auf, dass dann auch y(t) Majorante von x(t) sein muss,

also

k=1,.m,v=12,... (5.6)

Die Koeffizienten by, ;,. von g sind nichtnegativ, weshalb sich aus

den entsprechenden Rekursionsformeln (5.4) ergibt:
(n+1) B = Zbk ot Gyl (n=0,1,.)

die B, sind also samtlich relle nichtnegative Zahlen.

(5.6) kann jetzt mithilfe der vollstdndigen Induktion bewiesen werden.
Induktionsanfang: Da ay 9 = Bk = 0 ist, ist die Behauptung wahr fiir
v=0.
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5.3 Der Existenzsatz von Cauchy

Induktionsschritt: Sie sei nun bewiesen fiir die Indizes v < n, sodass

Tkn < Ygn ist. Fir v = n + 1 mit

(n+ D) farnin] <3 lars | (2, - - 2l )l
l

< Z bk ty ..o (?Jlfn T yi;"n)n = (n+1)Brn+1
1

folgt schliefllich (5.6) und xy < yy ist gezeigt.

Damit reicht es also, eine solche Majorante g5 von fj zu finden, dass das
neue System (5.5) integriert werden kann. Auflerdem kénnen dann die
im Satz behaupteten Abschéatzungen fiir seine Losung bewiesen werden.
Aus der Voraussetzung |fx| < 1 im Polyzylinder |z < 1,...,|zm| <1
folgt mit R € (0,1) aus dem Cauchyschen Integralsatz

Ak 1yl = ! — Ji(Ciyovey G )dCroodCn
e (2m)m htl | phm
( ) ICi|=R  |Cm|=R 1 oo Cm
die Ungleichung
1
‘Clk,ll...lm| < m ;

bzw. mit R — 1 sogar |ay,. 1,,| < 1 wie im Falle einer Variablen. Die

spezielle, von k£ unabhéngige Potenzreihe

m

9(z) = gi(z) = El:rrlf e =Tl (=)™

p=1

ergibt deshalb eine Majorante von fi(z). Die Losung des Systems

erhalten wir, indem fiir 4, die Losung der gewohnlichen Differential-
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5.3 Der Existenzsatz von Cauchy

gleichung eingesetzt wird:
g=1-y)™, y0)=0
Und fiir die direkte Integration ergibt sich

L= (1—ym™=(m+1),
yzl—(l—(m+1)t)m.

Fiir die Potenzreihenentwicklung der Funktion 1 — y gilt dann mit

<m+1> HnTrl_H_l

und falls Re(1 — (m + 1)t) > 0 :

(L= G+ 1077 = 3 (m) " ((m -+ 1)

Die zugehérige Potenzreihe konvergiert fiir |¢| < (m + 1), In diesem

Kreis haben wir also
Yl <1— (1= (m+1) )7 <1

und damit erst recht |xp(t)| < 1. Fiir die x4 (¢) erfiillen die rekursiv er-
haltenen formalen Potenzreihen das System @y, = fi (k = 1,...,m) for-
mal. Da diese Potenzreihen auflerdem fiir [t| < (m+1)~! konvergieren,
sind die Losungen des gegebenen Systems von Differentialgleichungen

genau die durch diese Potenzreihen dort dargestellten Funktionen. [3]
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KAPITEL 6

Die Majorantenmethode von Carl Ludwig Siegel

Carl Ludwig Siegel war einer der bedeutendsten Mathematiker des 20. Jahr-
hunderts und wurde fiir seine entscheidenden Beitrage zur Zahlentheorie, zur
Funktionentheorie mehrerer komplexer Veranderlicher und zur Himmelsmechanik
bekannt. Im Bereich der Himmelsmechanik beschéftigte er sich zunachst mit
dem Dreikorperproblem und dem Dreierstof3, untersuchte hierbei insbesondere
periodische Losungen und wie sich Differentialgleichungen in der Néhe von Gleich-
gewichtslosungen verhalten. Zu diesem und zum Problem der Stabilitét der Losung
von Differentialgleichungen konnte Siegel u. a. mit Methoden aus der komplexen

Funktionentheorie wichtige Resultate liefern. [4]

6.1 Beispiele nach C. L. Siegel

In dieser Sektion werden wir die Siegelsche Beweismethode zur Konvergenz von
Potenzreihen betrachten: die Majorantenmethode.

In seinem Buch ,Vorlesungen iiber Himmelsmechanik® zeigt C. L. Siegel meh-
rere Beispiele dazu auf, die in den beiden Kapiteln Periodische Lésungen und
Das Stabilititsproblem zu finden sind. Diese werden hier allerdings — bis auf ei-

nes — nicht genauer untersucht, es wird lediglich angegeben wo diese zu finden sind.

Im Bereich der periodischen Losungen fiithrt Siegel nach einer Einfiihrung auf
Seite 90 — 92 in ,,Der Konvergenzbeweis* die Beispiele ,,Das Hillsche Problem* auf
Seite 110 und ,,Der Birkhoffsche Fixpunktsatz® auf Seite 153 f. an. [11]



6.2 Die Siegelsche Majorantenmethode

In dem 15 Jahre spater erschienenen Band von Siegel und Jiirgen K. Moser ,,Lec-
tures on Celestial Mechanics®, der auf englisch erschien und eine Erweiterung der
Himmelsmechanik darstellt, findet man im Kapitel Periodic Solutions neben den
bereits genannten ein weiteres Beispiel der Majorantenmethode: ,, Area-Preserving
Analytic Transformations“ (“Inhaltstreue analytische Transformationen®) auf Seite
167 — 169. Die obigen Anwendungen finden sich im englischen Band unter ,, The
Convergence Proof* auf Seite 111 — 113, ,Hill’s Problem* auf Seite 131 und unter
»The Birkhoff Fixed-Point Theorem® auf Seite 179. [12]

6.2 Die Siegelsche Majorantenmethode

,Der Satz von Ljapunov* (,,The Theorem of Liapunov") ist das einzige Beispiel zu
dieser Methode, das Siegel im Kapitel Das Stabilitiatsproblem (Stability) anfihrt,
sowohl in der deutschen als auch in der englischen Version. Im Buch ,Vorlesungen
iiber Himmelsmechanik” findet es sich auf Seite 181, in , Lectures on Celestial
Mechanics“ auf Seite 205, und beschreibt die Theorie von Ljapunov. Den Abschnitt

mit dem Beweis der Konvergenz werden wir jetzt etwas genauer betrachten. [11]
Satz 9:  Gegeben ist die formale Potenzreihe

V() =Y aa" =a1z+az 2’ +aza’ + ...

n=1
mit 1(0) = 0 und c3,cq > 0, die folgende Gleichung erfiillt :

c3(x + )

1 —cy(z +1) (6-1)

Dann ist a; = 0 und die Reihe fiir ¢ konvergiert kga in einem Intervall |z| < 4.

1 siehe Seite 167 desselben Buches
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6.2 Die Siegelsche Majorantenmethode

Beweis: Als erstes wollen wir a; = 0 zeigen. Dazu bilden wir die
Ableitung

Ye=Y na, "' => (n+1) a1 2" =a+2ax+3a3 27+ ...
n=1 n=0

und setzen diese und die Reihe ¢ in (6.1) ein

a1 + 2a02% + 3azx® + ... =

. cs[(ay + 1)z + agw® + .2
1 —cyl(ar + Dz + age? + ...]

= (14 ay + 2a92 + 3asz® + ...)
Durch Umformen

(a12 4 2a92% + 3azz® + ...) - (1 — c4[(a1 + D + ag2® + ..]) =
= (14 a; + 2asx + 3asx® + ...) - cs[(ay + 1)%2% 4+ 2(ay + 1)aga® + ...

und Sortieren nach den Potenzen von z folgt schlieflich

ax + [2a9 — cya1(ar + 1)]2? + [3as — 3csa1a9 — 2c4a5)7° + ...

= c3(ay + 1)%2% + des(ar + 1)%aga® + ... .

Vergleicht man jetzt die Koeffizienten auf beiden Seiten der Gleichung,

erhélt man a; = 0 und mit
20907 + (3as — 2c4a9)2” + ... = c3x® + desaga® + ..

aulerdem ay = %, welches wir spater fiir einen Induktionsbeweis be-
notigen.

(6.1) beginnt also mit quadratischen Gliedern.

Nun koénnen wir mit der Untersuchung des Konvergenzverhaltens

beginnen.
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6.2 Die Siegelsche Majorantenmethode

Dazu miissen wir jedoch erst einige Umformungen durchfiihren:

c3(x + ) cs( + )
ST Ty T T a0
’ (:,;— cs(x + )’ ): cs(x + )’
! 1 —cy(z + 1) 1—cy(z+1)’
s (x _a(a? +2:m/1+1p2)> _ c3(x? + 2x1) + ?)
! 1 —cy(z + 1) 1—cy(z+7v)

Teilen wir jetzt beide Seiten durch x und fithren die Bezeichnung ¢ ein

¥ (1 R s ?w2> _ost o+ 2e% + S0
¢ 1 —cy(z + ) N 1 —cy(x + ) =4

erhalten wir bei Beriicksichtigung der Definition der geometrischen

Reihe folgende Gleichung:

[ee} 00 Cs n+1
q N e + 2c31) + Sq)?
x = — = pr— .2

Hier erfolgt ein kleiner Einschub um zu zeigen, dass 1, nur nicht-
negative Koeffizienten besitzt. Dafiir verwenden wir die im vorigen
Kapitel bereits dargestellte Beweismethode des Satzes 8 und definieren

fiir eine formale Potenzreihe p = 332, ¢, t*

{gp}n = Pn = Zi:cktk )
cn = (@)n = (n)n ,

wobei wir in den folgenden Rechnungen zur besseren Ubersichtlichkeit

einige Male {¢}, statt ¢, benutzen. Dann ist

{o+v}, ={e}, +{¥}, .
()0 = (Pn¥n)n, (T V¥)n=(p)n T (¥)n

wenn auch ¥ eine formale Potenzreihe darstellt.
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6.2 Die Siegelsche Majorantenmethode

Durch vollstandige Induktion wollen wir nun beweisen, dass mit a =

(CLQ, ceey an_l)

a, = P,(ag,....;a,_1) = Z cya’ fir n >3
[A|SN(n)

Polynome der as, ..., a,,_1 mit nichtnegativen rationalen Koeffizienten
sind; ¢, sind hierbei Polynome in den Koeffizienten der rechten Po-

tenzreihe (6.2) in x, 1, %2 mit Koeffizienten gréfier oder gleich Null.

Durch Koeffizientenvergleich erhilt man dann folgende Gleichung:

n+1
i T+ 20+ 2
m+1) ap = gttt | ———=
( ) +1 T;) 3 (1—64(ZL‘+¢)

m

Induktionsanfang: Fiir m = 1 ist die Behauptung wahr, da 2as = c3

und c3 > 0 ist.

Induktionsschritt: Die Behauptung sei fiir alle a;,2 < 1 < m bewiesen.

Zu zeigen ist jetzt, dass auch a,,,; die Bedingung erfiillt.

_ (l x+2w+¢2>rl lw]n+l)m

i
:iQ x+zw+¢2>rl licf;(xw)k]w)m

Mit den oben definierten Umformungen folgt daraus

(b)) (o] ),

=S {2 ) T {{icmw}m]

i

n=0 k=0
m
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6.2 Die Siegelsche Majorantenmethode

ol

(o2} [ 1eon.]")

n=0 k=0

m

(Hc;;(x + 2+ f)}ml " ll + i {ch(x+ w)k}m] nﬂ)

k=1

ol

Il
=)

n
m

Wir erhalten also fiir die Koeffizienten von ) Polynome in den a;, I < m
und fiir die Koeffizienten von %2 sogar Polynome in den a;, [ < m mit

nichtnegativen Koeffizienten

(m—+1) apme1 = Pulag,...;an) = Z Pyt - ... - @
A+ Am <N (n)

mit p,, > 0 und m > 3. q.e.d.

Zuriick zum Konvergenzbeweis. Mit der Substitution ¥ := % 1 erhalten
wir fir (6.2)

i (cga: + 20320 + cyxW? > (s

o 1—cz(149)
= o\ il
— fé(c?)x)n+1 ( L 2w ) '
oyurd 1 —cz(l+V¥)
0o 7\2 ntl
= (czx)"*! ( hdd = )
= 1 —cz(14+V)

und mit ¢ = 2 ¥ gilt:

B ~ - 00 - (1 +¢)2 >n+1

Wie bereits bewiesen, besitzt 1, nur nichtnegative Koeffizienten, also
auch z ¥, und ¥ und deshalb folgt

VI N ¢ /) LR N
@<nz::0(ch) <l—c4x(1+lf/)> =: f(z,¥) .
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6.2 Die Siegelsche Majorantenmethode

Fiir die Funktion f(x, !l:/) kann man auch schreiben:

n+1
=0 1—c4x(1+¢)>

00 n+1
Z( (1+¥) Zc (14 %) )
_ Z (Z cyckaht 1+@k+2>n+1

n=0 \k=0
oo

= Z(c3m + 263xkl:/ + 03xlf/2 + e + 30304372@ + ...)"+1
n=0

flz,¥) = Z <63x(1 + )2

Ist f aber eine formale Potenzreihe wie im vorigen Kapitel definiert

[z, gp Z fzgﬂf@ = fro7+ for¥ + faor® + friaW¥ + fo¥? +

1,7=0,
i+j>1

erkennen wir, da jeder einzelne Term von z abhéngt und deshalb kein

Term mit ¥ allein existiert, dass fp; = 0 sein muss.

Im Polyzylinder |z| < < 1 ist die Reihe also fiir f mit

m
for = 0 kga konvergent.

U = f(z,¥) hat daher nach Satz 5 und Kapitel 5.2 genau eine Lésung
U = ¥(x), welche in einem Intervall || < ¢ kga konvergent ist und in
& = 0 verschwindet. Sie ist eine Majorante fiir ¥, daher ist 2 ¥ eine

Majorante von 1. q.e.d. [13]
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KAPITEL 7

Die Methode der formalen Fourier-Reihen am Beispiel einer

Abelschen und einer linearen Differentialgleichung

Im Gegensatz zu den vorigen Kapiteln, in denen eingehend die formalen Potenz-
reihen behandelt wurden, wollen wir nun die formalen Fourierreihen betrachten.
Diese trigonometrischen Reihen wurden nach dem franzoésischen Mathematiker J.
B. Fourier benannt, der sie zur Losung von Randwertaufgaben der mathematischen
Physik benutzte. Die folgenden Integrale fiir die Darstellung der Fourierkoeffizien-
ten traten allerdings schon bei Leonhard Euler auf, der sich im 18. Jahrhundert
mit dem Problem der Darstellung einer stetigen Funktion als Grenzwert einer

trigonometrischen Reihe beschaftigte. [7]

7.1 Fourierreihen

Eine reelle trigonometrische Reihe oder Fourier-Reihe wird dargestellt in der Form

Tag+ Y02 (a, cos(nt) + by sin(nt)), eine komplexe in der Form

[e'e} p
int : int
¢, €™ = lim c,e™ .

n=—00 n=-—p

Stellt man die reelle Fourier-Reihe als komplexe dar, so sind die Koeffizienten

durch die Gleichungen ¢q = %a()? Crp = %(an —iby), ¢ = %(an + tb,) mit

n=1,2,3,... gekoppelt. Damit gilt

an cos(nt) + b, sin(nt) = ¢, e™ +c_,e”™ (n=1,2,3,...)



7.1 Fourierreihen

und wir sehen, dass die p-ten Teilsummen der beiden Reihen identisch sind:

1 p p '
sp(t) = 5 @ + Y (an cos(nt) + by sin(nt)) = > ¢, e™

n=1 n=-—p

Die in R definierten 27-periodischen Funktionen f, die in R k-mal stetig differen-
zierbar bzw. iiber [—7, 7] Riemann-integrierbar sind, bilden die Klasse C* bzw.
L,. Fir eine Funktion f € L, heilen dann

™

a, = 71r / f(t) cos(nt)dt (n>0),
by — 71T ] £(t) sin(nt) dt (n>1),
Cp = 217T_/7r f(t)e ™ dt (n€Z)

™

Euler-Fouriersche Formeln, die a,,, b, bzw. ¢, Fourierkoeffizienten von f. Im kom-
plexen Fall sind diese Koeffizienten aus C.

Die mit diesen Koeffizienten gebildete trigonometrische Reihe wird die von f
erzeugte (formale) Fourierreihe genannt.

Allerdings ist dabei zunéchst nichts iiber die Konvergenz der Reihe bekannt, wie
auch iiber den Zusammenhang zwischen f und der von f erzeugten Fourierreihe.
S0 cn €™ = c sagt lediglich aus, dass die Fourierreihe an der Stelle ¢ gegen c

konvergiert. [16]

Fiir die Untersuchung der Konvergenz einer Fourierreihe reicht es, das Intervall
I = [—m, 7] zu betrachten. Aufgrund der Periodizitét ihrer Glieder konvergiert
die in xy € I konvergente Fourierreihe ebenfalls an allen Stellen zy 4 27k fiir
k = +£1,42,.... Stellt nun die Fourierreihe einer Funktion f(z) diese Funktion in

I dar, so ist sie auch die periodische Fortsetzung von f(x) fiir alle z.

Definition 5:  Soll eine Funktion f : [—m, 7] — C in einem Intervall I der Lénge
27 in eine Fourierreihe entwickelt werden, so wird diese auflerhalb von I durch

periodische Fortsetzung definiert und es gilt f(—n) = f(n).
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7.2 Die Abelsche Differentialgleichung

Eine hinreichende Bedingung fiir die Konvergenz der Fourierreihe einer Funktion
f(z) stellt folgender Satz dar: [10]

Satz 10:  Sei f : R — R eine 2mw-periodische Funktion, dann gilt:
1. Fir [-m, 7] = UY_ | [x,1,2,] sei f in]x, 1, z,[ stetig und monoton. Existieren
nun f(—m +0), f(mr —0) und fir v,1 <v < N —1 auferdem f(x, —0) und

f(x, +0), so folgt die Konvergenz der Fourierreihe von f(x) mit der Summe

(f(z = 0) + f(z +0))

N —

sn(T) =

in allen x.

2. Sei [ stetig, das Intervall [—m,w| die Vereinigung einer endlichen Anzahl von
Teilintervallen wie in (1) und f differenzierbar in |x,_q,x,[. Ist weiterhin f" in
|xy_1, x| stetig und die Existenz von f(—m+0), f(m—0) und f(z, —0), f(z,+0)
fir v, 1 <v < N—1 gegeben, so konvergiert die Summe s, in [—m, 7] gleichmafig
gegen f. [14]

7.2 Die Abelsche Differentialgleichung

Wir wenden uns nun einer speziellen gewohnlichen Differentialgleichung zu, der
abelschen Differentialgleichung. Man unterscheidet hierbei die folgenden zwei
Falle:

Die gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung

y(2) = folz) + fi(2)y(@) + fol2) y*(z) + f3(2) v’ (2)

mit Funktionen fy, fi, fo, f3 heifit abelsche Differentialgleichung erster Art.
Abelsche Differentialgleichungen zweiter Art werden mit weiteren Funktionen

9o, 91 gebildet, so dass

(90(x) + g1(x) y(x)) ¥ (z) = l; fu(@)y*(2) .
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7.2 Die Abelsche Differentialgleichung

Die abelsche Differentialgleichung ist im Allgemeinen nicht geschlossen integrier-

bar, nur zu einzelnen Spezialfillen konnte Abel Losungen finden. [18]

Im Folgenden werden wir eine abelsche Differentialgleichung erster Art betrachten.
Fiir diese sei fo(z) := ag(x), fi(z) = 0 = fo(z) und f3(z) = 1, sodass wir
Y = ap(x) + y°, x € [0,2n7] erhalten.

ag : R — C sei eine 2m-periodische Funktion mit
(o]
. ) »
ag(z) =Y a)e™ und af = 5= [7"ap(z) e dx .
=1

Setzen wir fiir y
y(x) = ae™, (7.1)
=1

so ergibt sich fir die Differentialgleichung

) ' / ) ) L) ) 0o . 3

(z i em> S ila e =Y al et (Z i em> |
=1 =1 1=1 =1

Den zweiten Summanden kénnen wir bei geeigneten Konvergenzeigenschaften

mithilfe des Satzes von Cauchy berechnen

) 3 ) %)
~ iz ~ o~ ilx ~  lx
E ap e = E E Qg Qg € . E ape
=1 =2 r1tro=1 =1
K1,kp>1

o
_ E : 2 : ~ o~ o~ ilx
- aﬂl aKQ ang € Y
=3 K1+rotr3z=1
K1,kQ,k3>1

sodass sich die Koeffizientengleichung

A 0 ~ o~ o~

ily=a+ iy Qg Qg , 1 >3 (7.2)
K1+ro+rg=1
K1,k9,k3>1

ergibt. Fir [ = 1,2 sei

1
- S0~ 0
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7.2 Die Abelsche Differentialgleichung

gegeben. Die @; sind durch (7.2) eindeutig bestimmt und so erhalten wir als Losung

von y' = ag + y* die formale Fourierreihe (7.1).

Bemerkung: y(x) stellt eine abgeschnittene komplexe Fourierreihe dar. Nur der

positive Teil der Fourierreihe 37° __ a; ¢! liefert die obige Rekursionsgleichung

fir die Koeffizienten.

Fiir die Bestimmung der Konvergenz benotigen wir zunéchst zwei Hilfssatze:

Hilfssatz 1: FEs gilt

3

N N N-2
Slta <> |af| + (Z W)
=1 =1 =1

Beweis:  Der Satz kann durch Verwendung von (7.2) bewiesen wer-

den. Und da wir auflerdem wissen, dass

N
Z Z |C~L'€1 d@ &53‘ S Z |C~L,€1 &52 dng

=3 K1+rotr3z=1 1<k <N-2,
K1,k9,k3>1 1<ko <N -2,
1<kg<N-2

ist, folgt

N 2 N
STlta] =" lal + > [la|
=1 =1 =3~

O lilay|
N
11 & ~ 0 5
=11 a [+]2 @ [+D |a)+ D Gy Gy Gy
Y 0 Y [=3 K1+ro+r3=1
—tag —%ag K1,kQ,k3>1
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7.2 Die Abelsche Differentialgleichung

N N
0 0 0 ~ ~ ~
< ’a1’ + ’a2’ +> ‘al ‘ +> > |Gy Qg G
=3 [=3 r1trotr3=1
K1,kQ,k3>1

N
_ 0 s s s
= ap| + |Gy Gy Qs |
=1 =3 r1trotrz=1

K1,kQ,k32>1

N
= R DI S

~

=1 1<k <N-2,
1<ko<N-2,
1<k3<N-2
N N—2 3
_ 0 ~
=Y ‘al ‘ + (D lal | -
=1 =1

q.e.d.

Es liegt also nahe, die Differentialgleichung ¢’ = ag + y* in der Klasse (7.1) mit

S llay| < +oo zu 16sen.

Hilfssatz 2:  Seic¢(1),¢(2), ... eine Folge nichtnegativer Zahlen und es gebe ein
e € 10, 00[ und ein p € [0, 1] mit

‘a?) <ple()el und Y clkr)e(ra)e(ks) < (1= p)le(l) .

K1+kro+r3=1
K1,kQ,k3>1

Dann folgt die Beziehung
lLay| < lc(l) €
fur die @; aus Hilfssatz 1.

Beweis: Diesen Satz werden wir durch Induktion tber [ verifizieren.

Induktionsanfang: Fiir [ = 1,2 ist wegen p € [0, 1]

@] = af] < pe()e < e()e,
1 1
aa] = 5 |a3| < 5 - p2e(2) e = pe(2) € < o(2)”
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7.2 Die Abelsche Differentialgleichung

Aus der Induktionsvoraussetzung und (7.2) ergibt sich fiir { > 3

~ S~ 0 ~ o~ o~
la|=lila =g+ D Qpey oy Qg
K1+ro+rz=1
K1,k9,k3>1

0 ~ o~ o~
S ‘al ‘ + E : Qry kg kg
K1+rot+rg=1
K1,k9,k3>1

< Plc(l> e+ Z ’dlﬂ| |(~l,$2| |C~L,{3|

K1+ro+rz=1
K1,k9,k3>1

<ple)e'+ D i CuyCry €

K1+ko+r3=1
K1,kQ,k32>1

<plcl)e' + (1 —p)lc(l)

=pleDe +1lcl)e —ple(l)et =1c(l) e .

q.e.d.

Satz 11:  Fiir eine Folge c¢(1),¢(2), ... wie in Hilfssatz 2 sei 72, 1c(l) € < oo.
Dann besitzt die Differentialgleichung y' = ao(z) + y* eine 2m-periodische stetig

differenzierbare Lésunyg.

Beweis: Nach dem vorigen Hilfssatz gilt |l a| < lc¢(l)€&!. Daraus
kénnen wir schlieBen, dass die Reihe (7.1), also y(z) = 352, @ €',
mitsamt der Reihe der gliedweise gebildeten Ableitungen absolut und

vor allem gleichméBig in [0, 27| konvergiert. q.e.d.

Die Richtigkeit des Satzes 11 lasst sich zeigen, indem hilfsweise eine komple-
xe gewoOhnliche Differentialgleichung mit singulédren Koeffizienten gelost wird:
Y =2A+2%
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7.2 Die Abelsche Differentialgleichung

Diese weist eine Singularitit! der Koeffizienten in z = 0 auf, weshalb wir zur

Losung einen verallgemeinerten Potenzreihenansatz wahlen. [3]

Hilfssatz 3:  Fir eine in |z| < o konvergente Potenzreihe
A(z) = Zénzn, 2e€C

sei G, > 0, also insbesondere reell. Ist auferdem A in |z| < 0 beschrinkt,

2 o . A V7 . A
A =supp, ;|A(2)] und €= @Az mit 1) >0, so hat
%

genau eine holomorphe Losung
y(z) =3 an 2"
n=1

in |z| < min(&,0). Die Koeffizienten sind nichtnegativ und insbesondere reell. Es

gilt insbesondere

N, =20p-14+2 D g Ggas flirn>1, (7.4)
K,1+K2+N3:’n
K1,k2,#3€NQ

Nay =20n1+2 > Ay gy Gy fir n>3 (7.5)

K,1+N2+N3: n
K1,k,k3EN

mit den Anfangswerten a, = 2ag und Gs = a5 .

1 Funktionen f : D — C, die in jedem Punkt von D komplex differenzierbar sind, heiflen
holomorph. Ist f mit Ausnahme eines Punktes ¢ holomorph in D, so bezeichnet man den
Punkt c als isolierte Singularitdat von f.  [9]
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7.2 Die Abelsche Differentialgleichung

Beweis: Die Rekursionsformeln (7.4, 7.5) lassen sich aus

2y =22z A+ 2y> berechnen:

0o / ) 0 0o 3
z - (Z dnz"> = annz” = 2Z€an"+1 +2 (Z &n2”>
n=1 n=0 n=1

00

22& 2" +2Z D7 gy iy Q) 2" (7.6)
n=1 n=3 ki1t+rat+rz=n
K1,k9,k3EN

Um die Frage der Konvergenz zu beantworten, fithren wir C =

{w | w holomorph in |z| < & = min(¢,4), w(0) = 2 (/ﬁl +1)}
ein.
Auflerdem sei
(jw)(z):=j2A(C)dC+2/zwg(Od§ weC. (7.7)
0 0 ¢ |
g
7 Xz

=Y

Abbildung 7.1: Graphische Darstellung von ¢

Wegen “& = L fFu/(¢)d(
Ungleichung

< sup .z [w'(Q)] gilt nun die



7.2 Die Abelsche Differentialgleichung

(Tw)'(2)] < 2 sup [A(2)] + 2 |w(=)|* sup [uw'(2)]

|z|<6 |z]<é
< 2 sup |A(2)] + 2 (2] sup [w'(2)])? sup [w'(2)]
|z|<0 |z]<€ |z|<é€

2
(sup < slw' ()3

202A+20)*22<2(A+1) .

s>

<2

da |z] < & und |w'(2)| < 2(A+17).
D.h. also, J bildet C in sich ab.

Sei jetzt w; = 0 und w1 = Jw,, fir m > 2, sodass

| 12(2) = W11 (2)] = ijm+1( ) = Jwn(2)]

:/QA dg+2/ m“ D g - (/2,4 dg+2/w )|

_ 2/wm+1 w;, (¢) dc| .

Zerlegen wir den Zahler in seine zwei Faktoren und verwenden die
Eigenschaft |a- b <1 lal* + : 6], die sich aus (|a| — [b])? > 0 ergibt,

So ist

Fwd (0 — wd ()
2/ 2 dc

= 2 [ W20 = (€))7 (01(0) + s (Oun(O) + w(0)) dC
1 2 2
<3¢l s a(0) = 0O 17 (0mir OF + ()

<3 SUp [t (2) — win(2)] <<|z\ 2(A +ﬁ)>2 +(le12(4 +ﬁ))2> :

|z|<€

2.4 2% (A41)?
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7.2 Die Abelsche Differentialgleichung

womit wir

[wWinpa(2) = wins1 (2)] < 24 [2* (A+0)° - sup [w11(2) — wpn(2)]
|z|<e

und durch Einsetzen dieser Schranke in das Integral fiir z = ¢

|wm13(2) = Wn12(2)] <

A 24 (A + 7)? |2
<2n(Anp? e 2D i i (2) - wa2)

|z|<é

erhalten.

Insgesamt folgt nun

(24 (A+ ) [=")"
m:

- sup |wy(z) — wi(2)
|z|<é H:fo—’

|wm+2(z) - wm+1(z)| <

wie bei Picard-Lindelof.

Allgemeiner erhalten wir fiir k,7 > 2 mit k > [ aufgrund der Dreiecks-

ungleichung
k—1
lwi(2) —wi(2)] < D i1 (2) — wim(2)]
m=l
KL (24(A + )2 |2 )m!
< . .
< mX::l (- 1)] |81|1<p wa(2))

Die Folge (w,,) konvergiert in |z| < ¢ gleichméBig gegen eine holomor-
phe Losung w von (7.4); diese ist durch die Rekursionsbeziehungen
(7.4, 7.5) eindeutig bestimmt. Aus den Rekursionen folgt auch: w ist
in |z| < £ reell fiir reelle Argumente, fiir alle n gilt @, > 0. q.e.d.

Bemerkung: Auch fir

y=A+=—, y(0)=0, m=>2
2
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7.2 Die Abelsche Differentialgleichung

mit nichtnegativen Koeffizienten a,, der Potenzreihe um 0, die der Rekursion

na, = a, 1 + > gy by, , n>1 (7.8)

gentigen, liefert diese Methode die holomorphe Losung in |z| < g
y' = A+Y7 y(0) =0 fiir 1 <1 < m lisst sich ebenfalls auf diese Weise behandeln.

2

Doch kehren wir zuriick zum Problem der 27-periodischen komplexen Losungen
von y' = ag(x) + y*, welche von einer reellen Variablen x abhéngen.

Hierzu gilt

Satz 12:  Die Potenzreihe Y72, a) 2' habe den Konvergenzradius r > 1. Dann
ist A(z) = 3352, |al] 2 fir & mit r > 6 > 1 beschrinkt. Ist A(§) = supy, 5 | A(2)]
und

Vi
@A) + 22

£ =

> 1 (7.9)

fiir ein 6 > 1 und ein §) > 0, so gibt es eine Folge ¢(1),¢(2), ... wie in Hilfssatz 2
fire=1p= % Auflerdem existiert fiir y' = ao(z) + y* eine 2w-periodische stetig

differenzierbare Losung.

Beweis: Sei ;| = |[a?| und ¢(1) = a; mit a; aus Hilfssatz 3.
Es ist £ = min(&,8) > 1 und 3%, l¢(l) < 400 , auBerdem

Slay=Sle(l) > |af| =y,

|
o~~~
[
/~
o~~~
S~—
IV o

c(k1) c(ke) c(k3) .
K1+ko+r3=1
K1,k,k3>1

Mit Hilfssatz 2 ergibt sich schlieflich die Behauptung. q.e.d.
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7.3 Die lineare Differentialgleichung

Bemerkung: (7.9) stellt eine Kleinheitsbedingung an ay dar, denn fiir A(9)

gilt:
~ 00 S| 2
A(8) = sup |A(z)| = sup S aflet | = sup | > |—/a0(x) e da 2!
|2|<d |2|<d | 1=1 ol<é |i=1 2T 0

Betrachten wir nun die Ungleichung
777 =\ > (2A0) +20)%? = (2A@)Y? + (20)*?

so ist diese nur erfillt fiir 1 < 23% und kleine A, also kleine aq.

7.3 Die lineare Differentialgleichung

Als zweites Beispiel werden wir die gewohnlichen linearen Differentialgleichungen

erster Ordnung untersuchen. Hierbei handelt es sich um Gleichungen der Form

Y +plx)y = g(r),

wobei p(z) und g(z) im Intervall s < x <t stetige Funktionen sind. 2]
Ist g(x) = 0 fir alle z, so heiit die Gleichung homogen; wenn ¢(z) nicht identisch

Null ist, heifit sie inhomogen.

Wir wollen nun die inhomogene gewohnliche Differentialgleichung
y+oy=7f (7.10)

mit 27-periodischen komplexwertigen Funktionen b und f betrachten und diese
durch formale Fourier-Reihen 16sen. Die Losungen dieser Differentialgleichung sind
ebenfalls 27-periodisch und komplexwertig und kénnen durch folgenden Ansatz

gefunden werden:
21

i ) 1 )
y=> a e mit a = — /ye’”x dx (7.11)
=0 2m J
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7.3 Die lineare Differentialgleichung

Wir setzen b= Y72, b €™ mit by € R, B =32,|b| < 400 und f = 332, fieil®

Satz 13:  Die Gleichung (7.10) hat fiir by # 0 genau eine Lésung der Form
(7.11). Fir by, fo = 0 hat (7.10) eine bis auf eine Konstante, also ag, eindeutig
bestimmte Losung der Gestalt (7.11). Weiterhin gilt fir y, dass 72, |l a)] < +o0

ist; Y52 a1 e st also stetig differenzierbar und 2m-periodisch.

Beweis: Fiir die Differentialgleichung erhalt man

o0

fl eil:L” )
0

(Z a ezlx) 4 Z bl ezlm . Zal ezlx —_
(=0 =0 =0 l

bzw.

00 ] oo 1 ) oo )
Zilal ezlz + Z Z bl—k a ezlm — Z fl ezlr
=0

=0 1=0 k=0

und daraus die Rekursionsformel fir die Koeflfizienten

ilal+zl:bl_kak:fl, [>0.
k=0

Betrachten wir nun im ersten Schritt die Rekursion fir [ = 0. Wir
erhalten by ag = fo.
Daraus kénnen wir ay bestimmen, wenn by # 0 ist, d. h. ag = {:—8 Sonst
wird ag = 1 gesetzt.
Der zweite Schritt zeigt fiir [ = 1, dass 2 a1 + by ag + bg a1 = f1. Diese
Gleichung ist auflosbar wegen by € R.
Im letzten Schritt sei [ beliebig, also ila; + bya; + ZL_:IO bi_pap =
fi- Auch diese Gleichung kann wegen by € R aufgelost werden, da

ag, ..., a1 als schon bekannt vorausgesetzt werden koénnen.

Fiir den Konvergenzbeweis benétigen wir wieder einmal den Satz von

Cauchy, denn damit erhalten wir fiir

00 oo 1
Zilal eilz — Z fl eilaz o Z Z bl—k ap eilz
=0

=0 1=0 k=0
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7.3 Die lineare Differentialgleichung

die Abschéatzung

L L Lo
Dollal <D OIAI+DDD . Ibi—kan]
=0 -

=0 k=0

~
o

L

L
AL+ Db - D el
1=0

=0

M= M-

L
il + B> |l ,
=0

l

Il
o

womit der letzte Satz dieser Arbeit bewiesen ware.
q.e.d. [14]
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