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Kapitel 1

Einleitung

Differentialgleichungen sind eine gute Moglichkeit den Zusammenhang zwischen der
Mathematik und anderen Naturwissenschaften, aber auch der Ingenieurtechnik und
den Wirtschaftswissenschaften, aufzuzeigen.

Die Entwicklung der Mathematik ist eng verbunden mit der der Differentialgleichun-
gen. Schon im 17. Jahrhundert begann das Studium der Differentialgleichungen mit
den von Isaac Newton 1665 entdeckten fundamentalen Gesetzen der Mechanik. Wei-
tere bekannte Mathematiker, wie z.B. Gottfried Wilhelm Leibniz, Jakob und Johann
Bernoulli, Leonhard Euler und Joseph-Louis Lagrange, wuftten die Wichtigkeit von
Differentialgleichungen fiir die Darstellung und Untersuchung von physikalischen,
biologischen, wirtschaftlichen und sozialen Problemstellungen zu wiirdigen und wa-
ren auf diesem Gebiet der Mathematik tatig.

Es wandelte sich mit der Zeit allerdings der Fokus des Interesses. Wéahrend im 17.
Jahrhundert noch versucht wurde verschiedene Probleme in Differentialgleichungs-
form zu schreiben, wurden im 18. Jahrhundert, speziell gegen Ende, viele elementa-
re Losungsmethoden von Differentialgleichungen entdeckt. Im 19. Jahrhundert galt
das Interesse dann hauptséchlich der theoretischen Frage nach Existenz- und Ein-
deutigkeit der Losung, aukerdem riickten die, bis dahin weitgehend unerforschten,
partiellen Differentialgleichungen immer mehr ins Rampenlicht, nachdem man deren
bedeutende Rolle fiir die Physik und Mathematik erkannt hatte. Eine wesentliche
Neuerung des 20. Jahrhunderts stellte der vermehrte Einsatz von Rechenmaschi-
nen, sprich Computern, fiir das Losen von Differentialgleichungen dar. Dies fiihrte
zu einer hdufigeren Untersuchung von Differentialgleichungen, die mit analytischen
Methoden nicht 16sbar waren. Mit numerischen, geometrischen und topologischen
Methoden versucht man jetzt, in der jiingeren Entwicklung, diese abzuarbeiten und
stofst dabei auf unerwartete Phinomene, die mit Begriffen wie Attraktor, Chaos,
Fraktal oder auch Grenzzykel einhergehen. Auf diese Art und Weise bietet dieses al-
te Thema der Mathematik, iiber das schon viel bekannt ist, immer noch eine Quelle
von faszinierenden und wichtigen ungelésten Problemen.
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In der hier vorliegenden Arbeit soll auf eine spezielle Klasse von Differentialglei-

chungen erster Ordnung eingegangen werden. Es handelt sich hierbei um die, von

Poincaré bereits 1885! verdffentlichten und spéter von Dehn umformulierten, Diffe-
Alzyy) 2

. : r_ Alzy)
rentialgleichungen der Form g’ = Blay) -

Dabei soll sich im Kapitel 3 fir A(z,y) = z + >, _,pa(2,y) bzw. B(z,y) = y +
> h—o gn(x,y) mit einem dieser, oben angesprochenen, faszinierenden Phénomene,
hier dem Grenzzykel, beschiftigt werden. Es wird sich zeigen, daf die Untersuchung
von Grenzzykeln mit rein analytischen Methoden® nicht moglich ist, wohl aber mit
Hilfe von graphischen Darstellungen. Diese ermoglichen es unter Einsatz numerischer
Verfahren, genauer gesagt dem Bisektionsverfahren, Grenzzykel beliebig genau, nach
dem Intervallschachtelungsprinzip sogar exakt, zu lokalisieren.

Kapitel 4 beinhaltet dann die Betrachtung eines Problems, welches in der Mathe-
matik in der Form noch nicht untersucht worden ist. Es soll sich weiterhin mit
Differentialgleichungen der Form y' = —% befafit werden, wobei jetzt der linea-
re Anteil von A(z,y) bzw. B(z,y) gleich Null ist. Fiir diese Differentialgleichungen
werden die gleichen Uberlegungen wie fiir die von Frommer betrachteten getrof-
fen. Zu diesem Zweck wird der zu Frommers bzw. Moritzens Strudelgrofe addquate
Begrift der Wirbelgrofe eingefiihrt. Mittels dieser werden dann bei Erfiillung be-
stimmter Bedingungen Aussagen bzw. Vermutungen iiber das Aussehen der Losung
der betrachteten Differentialgleichung getroffen. Die logische Reihenfolge ist dabei
die Folgende:

1. Die Bemerkungen von Frommer in seiner Arbeit [9] erweisen sich in diesem
Zusammenhang als nicht befriedigend. Es soll im Gegensatz zu Frommer mit
einer Vergleichsdifferentialgleichung gearbeitet werden.

2. Bei dieser Vorgehensweise entsteht in jedem Berechnungsschritt die zur Stru-
delgrofe addquate Wirbelgrofe. Sollte diese gleich Null sein wird das Verfahren
fortgesetzt, ansonsten wird abgebrochen.

3. Sollten alle berechneten Wirbelgrofen gleich Null sein, so wird der Wirbelfall
vermutet.

4. Bricht das Verfahren ab, so ist der aktuelle Grad der Berechnung zu bestim-
men. Sollte dieser ungerade sein, wird von Unbestimmtheit ausgegangen. Bei
Abbruch in einem geraden Berechnungsgrad liegt zunéchst auch Unbestimmt-
heit nahe, in Spezialfillen hat man hier aber einen Strudel.

Dem technischen Stand der heutigen Zeit Rechnung tragend, soll eine rekursive
Berechnungsmoglichkeit fiir Wirbelgrofen bzw. eine graphische Methode zur Loka-
LEvres [20]

2A(x,y), B(x,y) Polynome in x, y
3im speziellen mit impliziten Funktionen
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lisierung von Grenzzykeln entwickelt werden. Natiirlich darf die reale Umsetzung in
einer solchen Arbeit nicht fehlen, so daf die in den Kapiteln 3 und 4 erschlossenen
Erkenntnisse auch in Maple umgesetzt wurden. Der Quellcode dazu befindet sich im
Anhang C.

Die bereits von anderen, wie z.B. Frommer, Poincaré, Dehn, von Wahl, Moritzen,
Hohn, ..., geleisteten Vorarbeiten wurden an den entsprechenden Stellen bedacht.



Kapitel 2

Differentialgleichungen, Strudel und
Wirbel

Bevor auf die, der Poincaréschen Wirbelbedingung dhnlichen, nichtlinearen Wirbel-
bedingungen eingegangen werden soll, seien hierfiir noch einige notwendige Notatio-
nen und Definitionen allgemeiner Art kurz angedeutet.

2.1 Definitionen allgemeiner Art

Definition 2.1 (Differentialgleichung). Sei G C R? eine offene Teilmenge und

f:G—=R, (2,9)— f(z,y)

eine stetige Funktion. Dann heifst

y' = f(z,y) (2.1)

eine Differentialgleichung erster Ordnung .

Definition 2.2 (L6sung einer Differentialgleichung). Unter einer Lisung einer
Differentialgleichung vom Typ (2.1) versteht man eine auf einem Intervall I C R
definierte stetig differenzierbare Funktion

p: I >R

mit den Eigenschaften
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e Der Graph ¢ ist in G enthalten, d.h.

Fp={(z,y) eI xR:y=9()} CG

o Fs qgilt
¢'(z) = f(z,0(x)) Vzel

Damit die zweite Bedingung tiberhaupt formuliert werden kann muf$ die erste gestellt
werden.

Bemerkung 2.3 (Zur Eindeutigkeit). Fir die Eindeutigkeit einer Losung wird
die Lipschitzbedingung bendtigt. Dieser Begriff und auch der Beweis der Eindeutig-
keit kann auf den Seiten 96ff in [3], Bd.II, nachgelesen werden. Im weiteren sei der
Einfachheit halber stets ausreichende Glattheit vorausgesetzt, was im Fulle der hier
betrachteten Differentialgleichungen keine spektakuldre Forderung ist.

Definition 2.4 (ry, Startradius). Der Einfachheit halber werden spdter als Start-
punkte, fiir die grafische Darstellung der Néiherung einer expliziten Losung, Punkte
auf der z-Achse mit den Koordinaten (Tioorq,0) gewdhlt. o bezeichne nun die -
Koordinate des Startpunktes.

Startradius sei ein Synonym fir .

Definition 2.5 (Stelle der Unbestimmtheit, Unbestimmtheitsstelle). Als
Stelle der Unbestimmitheit wird bei Differentialgleichungen der Form y' = —% die
Stelle an der A = B = 0 ist bezeichnet. Beim dquivalenten autonomen System
=B, y=—A wird diese Gleichgewichtspunkt oder kritischer Punkt genannt.
Aufgrund der Betrachtung einer stark eingeschrinkten Gruppe von Differentialglei-
chungen soll in der Folge auch von Unbestimmtheitsstelle oder Ursprung oder Null
gesprochen werden.

Fiir die Definition der, in der praktischen Methode der Suche eines Grenzzykel ver-
wendeten, Intervallschachtelung werden hier noch einige vorbereitende Bezeichnun-
gen eingefiihrt.

Seien a,b € R mit a < b, dann heifst

[a,b] =2z € R:a <z <b abgeschlossenes Intervall,

(a,b) :=x € R:a <z <b offenes Intervall,

[a,b) ==z € R:a <z <b (nach rechts) halboffens Intervall,
(a,b] =z € R:a <z <b (nach links) halboffenes Intervall.

a,b heifien hierbei Randpunkte des Intervalls I. |I| = b—a sei seine Linge. Auferdem
werden abgeschlossene Intervalle auch kompakte Intervalle genannt.
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Definition 2.6 (Intervallschachtelung). Eine Intervallschachtelung ist eine Fol-
ge I, I, I3, ... kompakter Intervalle, kurz (I,,), mit den Figenschaften:

1. I, CI, firn=1,2,3,...

2. Zu jedem € > 0 gibt es ein Intervall I,, mit einer Linge |I,,| < e.

An dieser Stelle sei, fiir die in den folgenden Abschnitten benétigten Definitionen
wie z.B. Pfaffsche Form, Richtungsfeld und autonomes System, auf den Abschnitt
2.2 ,Autonome Systeme und Pfaffsche Formen“ der Arbeit ,Ein rekursives Verfahren
zur Berechnung von Strudeln fiir Differentialgleichungen der Form 3’ = —% um
eine Unbestimmtheitsstelle von Moritzen [10], sowie auf Grauert Fischer |5] Kapitel
5 und 7, verwiesen.

Es werden die dort getroffenen Definitionen und Erlduterungen in der Folge als
gegeben vorausgesetzt. Soll in einer zweideutigen Situation auf eine, mit dem Poin-
caréschen Zentrumsproblem im Zusammenhang stehende, Definition oder Funktion
zuriickgegriffen werden, so wird diese mit dem Index Poincaré versehen.
Desweiteren sei mit dem folgenden Beispiel auf einen Unterschied zwischen dem hier

behandelten Fall und dem von Moritzen Analysierten hingewiesen.

Beispiel 2.1. Sei G C R X Ry. Set weiterhin eine Differentialgleichung

Yy =—— in G (2.2)

gegeben. Losungen von (2.2) sind

y = +vc— a4, lz| < v/e. (2.3)

In der Losung fehlen die beiden Punkte (—+/c, 0) und (++/c,0). Durch eine Betrach-
tung von z'(y) = 2—‘;, dem umgekehrten Fall zu y'(z) = Z—g, konnen die fehlenden
Punkte herbeigeschafft werden. Pfaffsche Formen legitimieren diese Vorgehensweise.
Die so, aus Gleichung 2.3, entstandene Losung kann auch als Niveaulinienfunktion
geschrieben werden. Es gilt

F(z,y)=c = F(z,y) = z* +y*
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2.2  Wirbelbedingungen fiir Differentialgleichungen
$3+p24($,y)

r_
der Form y' = — 2 =)

Im Gegensatz zum Poincaréschen Problem, bei dem von den in x und y reell analy-
tischen Funktionen

o0
Apoincare(z,y) =z +p(z,y),  p(z,y) =Y _pulz,y),
h=2
o
BPoincaré(xay) =Y +Q(xay)a q(x,y) = ZQh(xay)a
h=2

ausgehend die Pfaffsche Form

w = APoincaré(xa y)dac + BPOinCGTé(xﬂ y)dy =0

in der Néhe des kritischen Punktes Null betrachtet wird, sollen hier die reell analy-
tischen Funktionen in z und y

A(‘T’y) = $3+p24($’y)’ p24(:c,y) = th(l',y),
B(z,y) = 9"+ ¢xa(z,9),  sa(w,y) =) an(z,y), (2.4)

wobei p, und ¢, homogene Polynome vom Grad h sind, untersucht werden. A(z,y)
und B(z,y) sind konvergente Potenzreihen in einer offenen Umgebung G' von Null.
Bei Eindeutigkeit soll A bzw. B als Kurzbezeichnung von A(x,y) bzw. B(x,y) die-
nen. Als kubischer Anteil werden die homogenen Teilpolynome dritten Grades von
A(x,y) und B(x,y) bezeichnet. Von A(x,y) ist der kubische Anteil also 2® von B(x,y)
y3. Diese Anteile sind fiir das folgende Problem charakteristisch.

Insbesondere gibt es keine Integralkurve in G, die mit einer bestimmten Richtung
in den Nullpunkt miindet. Die folgende Klassifizierung der Lésungen von w = 0 in
Wirbel, Strudel und Unbestimmtheit beruht genau auf dieser Eigenschaft.

Definition 2.7 (Opelsches Problem). Seien A(z,y), B(z,y) konstruiert wie in
den Gleichungen 2.4 und G C R2.
Die Pfaffsche Form

w:= A(z,y)dx + B(z,y)dy =0
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iiber G sei regulir in G \ {0}. Das Opelsche Problem® besteht in der Charakterisie-
rung der Losungen von w = 0 in der Nihe des kritischen Punktes Null. Nach der in
Moritzen [10] vorgestellten Theorie sind diese Losungen durch die Differentialglei-
chungen

,dy A(z,y)

Yy ::%:_B(x,y)’ B(z,y) #0 (2.5)
bzw.
;. dz _  B(z,y)
festgelegt.

Die kubischen Anteile des Opelschen Problems sind fiir diese Klasse von Differenti-
algleichungen das Strukturmerkmal.

In Kapitel 4 Abschnitt 4.3.2 dieser Arbeit soll ein Ausblick auf die Analyse von Dif-
ferentialgleichungen mit einer Verallgemeinerung dieses Strukturmerkmals auf die
Form

1 2?1 +p22h(xa y)
Y == , h >3
Y21 + gson(,y)

gegeben werden, um so die Verwendbarkeit, des vorher in Kapitel 4 Abschnitt 4.2
erorterten rekursiven Verfahrens, auf diese Problemklasse zu zeigen.

Die Begriffe Strudel, Wirbel, Wirbelbedingung und Unbestimmtheit wurden bisher
ohne jegliche mathematische Grundlage verwand. Diesem Umstand soll nun Rech-
nung getragen werden. Es sollen hier mit Hilfe des Opelschen Problems die, fiir
die spéter folgende Charakterisierung der Losungen von w = 0, wichtigen Begriffe
Wirbel, Strudel, Unbestimmtheit bzw. Wirbel-, Strudel- und Unbestimmtheitsfall
definiert werden.

Definition 2.8 (Wirbel, Wirbelfall). Sei das Opelsche Problem aus Definition
2.7 betrachtet. Sind in einer gelochten Umgebung G \ {0} des kritischen Punktes
Null alle in dieser Umgebung liegenden Integralkurven geschlossen, so set von Wirbel
gesprochen oder: es lige der Wirbelfall in 0 vor.

!Namensgebung in Anlehnung an das Poincarésche Problem
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Definition 2.9 (Strudel, Strudelfall). Sei das Opelsche Problem aus Definition
2.7 betrachtet. Sind in einer gelochten Umgebung G \ {0} des kritischen Punktes
Null nicht alle in dieser Umgebung liegenden Integralkurven geschlossen, liegt also
nicht der Wirbelfall in 0 vor und erfillt der, nach dem Vergleichsverfahren von
Dehn (siehe Abschnitt 2.3), berechnete Zdhler bestimmte Bedingungen (siehe auch
Abschnitt 4.2.2), so sei von einem Strudelfall bzw. es handle sich um einen Strudel
gesprochen.

Fiir das Poincarésche Problem wird in Teichert [15] aufgezeigt, daf im Strudelfall die
Integralkurven in hinreichender Nidhe der Null Spiralen um den Nullpunkt bilden.

Definition 2.10 (Unbestimmtheit, Unbestimmtheitsfall). Sei das Opelsche
Problem aus Definition 2.7 betrachtet. Sind in einer gelochten Umgebung G \ {0}
des kritischen Punktes Null nicht alle in dieser Umgebung liegenden Integralkurven
geschlossen, liegt also nicht der Wairbelfall in 0 vor und sei mindestens eine der in
Definition 2.9 angesprochenen Bedingungen verletzt, so seit von Unbestimmtheit bzw.
es liegt der Unbestimmitheitsfall vor gesprochen.

Frommer sagt in seiner Arbeit [9], dal im Wirbelfall die Lésungskurven nicht immer
als Niveaulinien Fpyincare(®,y) = ¢ (¢ konstant)? geschrieben werden koénnen.

Auf die Bedingungen, die, wie wir vermuten, den Wirbelfall nach sich ziehen und
_ 2 4psa(zyy)

y3+a>a(zy)
nennen wollen kann man durch den Vergleich zweier, zu Differentialgleichungen ge-

horender, Tangentenfelder®, von denen wenigstens eines geschlossene Integralkurven

hat, schliefsen. Hierbei handelt es sich bei der einen Differentialgleichung um eine
23 4pya(asy)
y3+q>a(z,y)

die wir Wirbelbedingungen fiir Differentialgleichungen der Form y' =

sogenannte Vergleichsdifferentialgleichung, welche auch die Form 3 =

hat.
Die Existenz von einer um 0 analytischen Stammfunktion F(x,y) ist fiir diesen Ver-
gleich keine notwendige Voraussetzung.

Der néchste Abschnitt dieses Kapitels wird die Verfahrensweise dieses Vergleiches
aufzeigen.

2.3 Vergleichsdifferentialgleichung und Verfahren
nach Dehn

Fiir die Bestimmung der Bedingungen fiir einen Wirbel bzw. einen Strudel beim
Poincaréschen Problem schlug Dehn im Jahr 1929 den Vergleich zweier Differenti-

2FPoincaré($7y) =2’ + y2 + 2223 Fh(xa y)
3Synonym zu Richtungsfeld, Definition siehe Moritzen [10]
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algleichungen vor. In diesem Verfahren soll die Differenz zwischen der zu betrach-
tenden Differentialgleichung und einer konstruierten Vergleichsdifferentialgleichung,
mit ausschlieRlich geschlossenen Integralkurven in einer gelochten Umgebung um
den Ursprung, als Kriterium fiir das Vorliegen eines Wirbels oder Strudels dienen.
Dies soll nun auf das Opelsche Problem iibertragen werden. Es wird sich dabei zeigen,
dak das Nicht-Erfiilltsein einer Wirbelbedingung in diesem Fall nicht automatisch
den Strudelfall nach sich zieht, sondern erst einmal nur die Vermutung kein Wirbel
naheliegt.

Bemerkung 2.11. Diese Vermutung soll auch als Opelsche Vermutung bezeichnet
werden.

Mochte man nidhere Aussagen iiber das Aussehen der Integralkurven von y' =

3+ T . .. . .
_ngim machen, so sind noch einige zusétzliche Untersuchungen zu machen

(siehe auch Abschnitt 4.2.2).

Aufgrund der in Gleichung 2.4 beschriebenen Gestalt von A(x,y) und B(x,y) sei

F(z,y) = x4+y4+ZFh(m,y) (2.7)

h=5

fiir n > 5 betrachtet, wobei F} homogene Polynome in x und y vom Grad h sind.
Leitet man F(x,y) nach x bzw. y ab, so ergibt sich

a n
Folw,y) = 5 Fla,y) =42° + Y Fan(a.y),
h=5

8 n
Fy(a,) 1= 5 F(,y) = 49° + 3" Fyula,y).
h=5

In eindeutigen Situationen kann die Kurzschreibweise
F, = Fy(z,y), F, = Fy(z,y)
verwand werden.

Das oben angesprochene Verfahren basiert nun auf der Konstruktion einer Ver-
gleichsdifferentialgleichung

v = f(z,y),
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mit der bereits angesprochenen Wirbeleigenschaft.

Es soll nun von der geometrisch einleuchtend wirkenden Annahme, daf bei kei-
nerlei Ubereinstimmung der Feldrichtungen der Ausgangsdifferentialgleichung und
der Vergleichsdifferentialgleichung, in G \ {0}, nicht der gleiche Charakter vorliegen
kann, ausgegangen werden. Unter Beriicksichtigung der Voraussetzung, dafs die Ver-
gleichsdifferentialgleichung vom Wirbeltyp sein soll, wiirde also fiir die zu betrach-
tende Differentialgleichung die Aussage kein Wirbel zutreffen. Die hier aufgestellte
Vergleichsdifferentialgleichung kann diese an sie gestellte Bedingung aber nicht er-
fiillen, so daf also nur die Vermutung kein Wirbel naheliegt.

Fiir die Vergleichsdifferentialgleichung sei nun die logisch erscheinende Pfaffsche
Form

w = Fydx + Fydy =0

gewihlt. Diese beschreibt die Niveaulinien von F(x,y). Fiir vy} = f(z,y) folgt mit
Moritzen [10]

dy F;

y1 = f(z,y) ::%__fy’ F,#0 (2.8)

bzw.
1 _ dx _ F,

foy dy - R T (29)

!
Ty =

wobei die Losungen von y] und z) sicher geschlossene Kurven in G \ {0} bilden.
Damit kann der im Verfahren angestrebte Vergleich, mit Hilfe der Differenz, von
Gleichung 2.5 und Gleichung 2.8 gemacht werden.

, . Ay [ Flay)
YT T T B,y (Fy(x,y>>

_ —A(x,y)Fy(l", )+ B(x,y)Fyp(z,y) N i
- B(z,y)F,(x,y) . (Bl F( ,y»( ;2)
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Analog hierzu der Vergleich von Gleichung 2.6 und Gleichung 2.9

2 —of = B@Y) _ <_M)
' A(fE,y) Fw(fb,y)
—B(z,y)Fy(z,y) + A(w, y)Fy(x, Y)

- Az, y)Fy(z, y) (Al y)Fa(z,y)) # 0.
(2.11)

Geht man auf die in Moritzen [10] beschriebene Schreibweise der autonomen Systeme
ein, so erhdlt man fiir die Ausgangs- und Vergleichsdifferentialgleichung (;) = ( B )

—A
und (2) = (%)
Aufgrund der ausschlieflichen Relevanz des Zéhlers aus den Gleichungen 2.10 und
2.11 kann als dquivalente Gleichung auch die Determinante der darstellenden Ma-
trix herangezogen werden. Diese stimmt, bis auf das bei einer Untersuchung auf
Null nicht ausschlaggebende Vorzeichen, mit dem Ziahler der Gleichung 2.10, der
Grundlage fiir die Entscheidung iiber das Aussehen der Differentialgleichung sein

soll, iiberein.

i i\ _( B F B F \__
(2)(5 ) = (B S )--mnean

Sollte diese Determinante Null sein, so bedeutet dies geometrisch nichts anderes,
als daf die darstellenden Vektoren der Matrix linear abhéngig sind und somit die
Ausgangs- und Vergleichsdifferentialgleichung in G\ {0} das gleiche Richtungsfeld
festlegen. Aufgrund der Voraussetzung, daf die Vergleichsdifferentialgleichung vom
Wirbeltyp ist, muft die zu betrachtende Differentialgleichung auch vom Wirbeltyp
sein. Ist die Determinante stets ungleich Null liegt die Vermutung, daft kein Wir-
beltyp fiir die Ausgangsdifferentialgleichung vorliegt, nahe. Sollen nihere Aussagen
iiber das Aussehen getétigt werden, so muf Z(x,y) genauer untersucht werden. Dar-
auf soll allerdings erst in Kapitel 4 Abschnitt 4.2.2 eingegangen werden.

An dieser Stelle sei der, zum Begriff Strudelgréfte im Poincaréschen Zentrumspro-
blem, addquate Begriff der Wirbelgrofe eingefiihrt.

Dieser entstand aus der Tatsache heraus, dak die Weiterverwendung des Begriffes
Strudelgrofe fiir diesen Fall irrefilhrend gewesen wire. Es kann unter diesen Voraus-
setzungen, aufgrund des Nicht-Vorliegens des Wirbelfalles, nicht, wie bei Poincaré,
direkt auf den Strudelfall geschlossen werden, sondern es ist zu diesem Zeitpunkt
der Betrachtungen nur die Vermutung kein Wirbel berechtigt.

Der Begriff Unwirbel- oder Antiwirbelgrofe, der am exaktesten die Aussage des
berechneten Wertes wiedergeben wiirde, ist, vom sprachlichen Aufbau, als fiir die
Mathematik uniiblich zu betrachten.
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Daher wurde der Begriff

Definition 2.12 (WirbelgroRe). Als Wirbelgrifie soll der, im spdter vorgestell-
ten Algorithmus, nach jedem A-Schritt berechnete Wert, mittels dessen man gege-
benenfalls eine Aussage tber das Aussehen der Lisung der Ausgangsdifferential-
gleichung machen kann, bezeichnet werden. Hierbei lafit eine Wirbelgréfie ungleich
Null die Vermutung: Kein Wirbel zu. Ein Wirbel kann vermutet werden, wenn alle
Wirbelgrofien gleich Null sind. Sollen im ersten Fall noch nédhere Angaben zum Aus-
sehen gemacht werden, so sind eingehendere Untersuchungen der zuletzt berechneten
WirbelgrifSen ndtig.

gewahlt.

Bevor im Kapitel 3 noch einmal ein Aspekt des Poincaréschen Zentrumproblems
untersucht wird, soll zum Abschluft dieses Kapitels, wie auch bei Moritzen, der
analoge Satz zur Invarianz von Z(x,y) aufgestellt werden.

Satz 2.13. Sei Z(x,y) wie in (2.10) mit Z(x,y) = —A(z,y)Fy(z,y)+B(z, y) Fy(z, y)
und Z(x,y) # 0 in der gelochten Umgebung der Null G \ {0}. Dann sind die Tan-
gentialvektoren an die Integralkurven im Phasenraum durch (z,y) € G \ {0} linear
unabhdngig und umgekehrt.

Beweis: Folgt unmittelbar aus dem vorherigen Abschnitt.

Fiir den im néchsten Kapitel betrachteten Spezialfall des Poincaréschen Problems
(siehe hierzu Abschnitt 2.3 von Moritzen [10]) sollen die Begriffe und Notationen
der Arbeit von Moritzen [10], vor allem der der Strudelgrofe, als gegeben voraus-
gesetzt werden. Hierfiir sei an dieser Stelle der von Moritzen aufgestellte Hauptsatz
vorgestellt.

Satz 2.14 (Hauptsatz). Sei ¢ > 0 und hinreichend klein. Zu jedem n € N,
n > 4 und n gerade, existieren homogene Polynome F3(x,y), ..., Fy(z,y) vom Grad
3,...,n, derart daff mit
F(z,y) = 2" + 4" + F3(2,y) + - + Fy(2,9)
der Ausdruck (—AF, + BF;) eine in |z| <€, |y| < € konvergente Potenzreihe
L]
—AF, + BF, = Z D; (z¥%* + y**?) + (Terme héherer Ordnung > (n+ 1))
7j=1

ist. Insbesondere gilt dann die Darstellung als Taylorpolynom mit Restglied

n_1
< - - n—+1
—AF, +BF; = ) D; (@ 4y 4+ Y e
j=1 kl=n+1

6k+l
/ Dk oyt (0,0) (_AFy + BF) (ts, ty)(l —t)"dt a:kyl.
0
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Bei Ubergang von n zu n + 2 bleiben Fy, ..., F, ungeindert. Nur Foi1 und Fyyo
werden neu bestimmt. D; heifit die j-te Strudelgrife der Differentialgleichung y' =
—%. Das Vorzeichen von D; st eindeutig bestimmi.

Die darin verwendeten Begriffe und Notationen sind nicht mit den, in den letzten
beiden Abschnitten Eingefiihrten, die ihre Verwendung erst in Kapitel 4 finden, zu
verwechseln.



Kapitel 3

Grenzzykel beim Poincaréschen
Problem

3.1 Eigenschaften und Definition

Bevor man sich eingehender mit Grenzzykeln beschéftigen kann, mufs man sich erst
einmal klar dariiber werden was ein Grenzzykel eigentlich ist und welche Eigenschaf-
ten dieser hat. Deshalb folgender Abschnitt:

Was ist ein Grenzzykel?

Man betrachte eine Differentialgleichung mit Strudelcharakter!. Beginnt man in
dem von dieser Differentialgleichung erzeugten Richtungsfeld bei zwei verschiede-
nen Startpunkten S; und Ss, die sich z.B. nebeneinander auf der x-Achse befinden,
zu laufen, so geht man natiirlicherweise davon aus, dal man von beiden Startpunk-
ten aus in die gleiche ,Richtung®, d.h. entweder von der Stelle der Unbestimmtheit?
weg oder zu dieser hin, strudelt. Es gibt aber Fille, bei denen die beiden von S
und S, erzeugten Teillosungen® aufeinander zulaufen bzw. sich voneinander entfer-
nen. Dies bedeutet aber ja nichts anderes als, daf sich Eine, von diesen von S; und
So erzeugten Spiralen, dem Ursprung nihert und die Andere sich von demselbigen
entfernt. Tritt dieses Phianomen auf, so gibt es um den Ursprung zwei Bereiche mit
unterschiedlichem Strudelverhalten. Als Grenzzykel bezeichnet man nun genau die
Grenze zwischen diesen beiden Bereichen, wobei der Grenzzykel weder das Verhalten
des einen, noch das Verhalten des anderen Bereiches annimmt. Ein Grenzzykel ist
eine geschlossene Kurve, d.h. sollte man in einem Richtungsfeld einmal auf einem

ldas Richtungsfeld erzeugt in einer begrenzten Umgebung um die Stelle der Unbestimmtheit
nur Spiralen

2in unserem Fall soll der Einfachheit halber nur der Ursprung als die Stelle der Unbestimmtheit
betrachtet werden

3s0ll hier den Weg bezeichnen, den man im Richtungsfeld der Differentialgleichung zuriicklegt,
wenn man an diesem Punkt startet

16
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Grenzzykel zu laufen beginnen, so verlift man diesen nicht, sondern bewegt sich
immer wieder auf der gleichen Bahn.

Abhéngig vom Verhalten des innerhalb bzw. auferhalb des Grenzzykels liegenden
Bereiches, spricht man von einem anziehenden*

@
()

Abbildung 3.1: Anziehender Grenzzykel

bzw. abstofenden®

()
\/

Abbildung 3.2: Abstofsender Grenzzykel

Grenzzykel. Durch die Pfeilspitzen soll in den beiden Grafiken die Laufrichtung auf
der jeweiligen Teillosung gekennzeichnet sein. Der Grenzzykel ist durch die fett ge-
druckte geschlossene Linie dargestellt.

4die beiden Teillssungen bewegen sich auf den Grenzzykel zu
5die beiden Teillssungen bewegen sich vom Grenzzykel weg
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Mathematischer formuliert bedeutet dies folgendes:

Sei

, . z+p(Ey) _ Z(z,y)

y+q(z,y) N(z,y)

eine Differentialgleichung mit Strudelcharakter, d.h. 3i : 4 € Ny mit D;% # 0. Un-
ter Anwendung der Formel von Seite 404 bei [9], also mit Einfithrung von Polar-
koordinaten, ergibt sich daraus eine Differentialgleichung der Form

, _ Zsing+ Ncosgp

’ _chosgo—Nsinap’

wobei hier ' fiir die Ableitung nach ¢ steht und Z bzw. N ist Abkiirzung fiir
Z(rcos(p), rsin(p)) bzw. N(rcos(p), rsin(p)).

Sei 0(¢)ezart €ine Losung dieser Differentialgleichung. Nun fiihrt man die stetige
Funktion ¥(7o)esakt = To — 0(27) czakt’ €in.

Ist die Funktion ¢(7¢)ezakt > 0, also 7o > 0(27)ezakt, SO ist es offensichtlich, daf man
zum Ursprung hin strudelt. Bei ©(7¢)ezart < 0 strudelt man von diesem weg.

Jede Nullstelle von t(7g)ezqkt ist damit eine geschlossene Kurve und stellt einen
Grenzzykel dar. Dies fiihrt zu

Definition 3.1 (Grenzzykel). Sei r' eine auf Polarkoordinaten transformierte
Differentialgleichung mit Strudelcharakter und o(@)ezare €ine dazugehorige Lisung.
Dann werden die zu den Nullstellen der Funktion ¥(7¢)ezakt = To — 0(27)ezars geho-
rigen geschlossenen Kurven als Grenzzykel bezeichnet.

Bemerkung 3.2 (Grenzzykelradius). Der Grenzzykelradius ist ein spezieller Star
tradius. Er stimmt mit der z-Koordinate des Schnittpunktes eines Grenzzykels mit
der positiven x-Achse tiberein. Sollte man also mit einem Startpunkt S in einem
Richtungsfeld das laufen beginnen, dessen ry einem Grenzzykelradius entspricht, so
bewegt man sich auf einer geschlossenen Kurve.

3.2 Kriterium fir die Existenz

Die Situation ist hier die folgende

r_ T4,y €)
y+q(z,y, €

6definiert wie in Satz 2.14
“da 0()esart als Losung einer Differentialgleichung stetig ist, ist auch )(rg)ezars stetig
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mit einem Parameter € € R und analytischer Abhéngigkeit in |z| < €, |y| < €, |€| <
€0, d.h.

'T Y, € Z puu yﬂ = Z pu,u/\xnyE)\

v+u>2 v+u>2,2>0

q(x, Y, 6) = Z QV,u(e)nyu = Z QUu/\muyue)\

vHu>2 VHE>2,1>0

mit in |z] < €, |y| < €, |€] < o kompakt gleichméRig absolut konvergenten Po-
tenzreihen. Dann konnen wir die Strudelgrofen D, (e) (n € N, n > 1) berechnen,
die in |e| < €y analytisch von e abhéngen. Sei ng = n(e) der minimale Index mit
D, (€) # 0, wobei ng(€) = 400 zugelassen ist.

Dann haben wir den

Satz 3.3 (Satz 1). Es gebe ein endliches minimales ng(0) mit Dyy0)(0) # 0. Es
gebe ein € € (—ep, €9) — {0} und ein endliches minimales ny(€), no(€) < no(0) mit
Dy (€) # 0. Es sei

Dng(O) (O)Dno(é) (g) < 0.

Dann existiert fiir die auf Polarkoordinaten transformierte Differentialgleichung

—_ (—I-i-p(.l‘,y,é)) o >
Y = Grag.e) o Mamlich

I _ gl(¢76)+92(¢76)+'“
1 + hl((p, 6)7‘ +h2(§0,6)7"2 +---

eine 21 - periodische Lésung, der Grenzzykel.

Beweis

Ohne Einschrinkung sei

D, (0) <0, die Spirale dreht sich heraus,

D5 (€) > 0, die Spirale dreht sich herein.
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Fiir Q = Q(eo, #1,m) = {le] < €, 0 < 19 < K1, 0 < ¢ < 27 + 7} gilt die dort
kompakt gleichméfkig absolutkonvergente Entwicklung

o
r(ero, )= Y awee'ri =Y wlp erf.
v=1

Au>0>1

Es ist 7(0, 79, €) = r9. Sei

o0

o(ro,€) = r(2m, 19, €) = Zw,,(%r, €)rg-
v=1
1/)(T07 6) =Ty — Q(TOJ 6)7

so daf

w(To,O) <0, ’l/J(To,g) >0, 0<rg < K,

ist. Insbesondere gibt es dann, aufgrund der Stetigkeit von 1(rg, €) in ry einen Punkt
(r§, €) mit Y(r§, €) =0 und 0 < |r§| < K.
O

3.3 Eine praktische Methode der Suche

Im folgenden Abschnitt soll nun davon ausgegangen werden, daf die betrachtete
Schar von Differentialgleichungen der Form

r_ T4,y €)
y+q(z,y,e€)

so konstruiert ist, daf fiir e = 0 ein endliches ng(¢) € N existiert, so dak Dy (€) =
Dno(O) (0) 7é 0.

Es gebe ein €, [€] < €mqs®, 50 dak Dyg0)(€)° Do (e)(€) < 0, wobei ng(€) < no(0) ist.
Die bereits in Abschnitt 3.2 dargestellte Situation liegt also vor.

8siehe hierzu auch Abschnitt 3.5
% D(0)(0) = Dy (0)(€)
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Desweiteren seien die Funktionen

(¢, 7o, €) = wi(p)ro + wz(@)rg +oe

eine Approximation der Lésung der Differentialgleichung, sowie

¥(ro) =1(0,70,€) —1(2m,10,€) =710 — (27, 70, €) = C1710 + 027“(2) + -

eine Funktion, welche den Abstand zwischen einem Startpunkt S auf der x-Achse
mit den Polarkoordinaten (rp, ¢ = 0) und einem Endpunkt E auf der x-Achse mit
den Polarkoordinaten (r1,¢ = 27 = 0) mikt, wie bei Frommer [9] auf Seite 404
definiert, bekannt.

Nach dem Kapitel 3 der Arbeit von Albrecht [12], der unter bestimmten Zusatzvor-
aussetzungen die Gleichwertigkeit von D; = 0 Vi und C; = 0 Vi gezeigt hat, liegt die
Vermutung einer Gleichwertigkeit auch ohne diese Voraussetzungen nahe.

Nach Satz 3.3 des letzten Abschnittes liegt fiir €, in einem Intervall (0, k), ein Vor-
zeichenwechsel der Funktion v (ry) vor.

Damit besitzt, aufgrund der Stetigkeit, 1(ry) in diesem Intervall eine Nullstelle, d.h.
die Differentialgleichung

I: _'/Ll+p(x7y7€)
y+4q(z,y,6)

einen Grenzzykel.

Fiir eine praktische Methode diesen Grenzzykel zu suchen, muf es also das Ziel
sein, die im Intervall (0, k) liegende Nullstelle der Funktion (7o) zu finden. Dies ist
jedoch aus mehreren Griinden nicht so leicht moglich:

1. Das erste Problem, daf sich bei der praktischen Umsetzung des eben angedach-
ten Verfahrens auftut ist die explizite Darstellung der Approximation einer
Losung. Frommer sagt auf Seite 403 in [9] lediglich aus, daf alle Naherungen,
welche man durch die Methode der sukzessiven Approximation erhilt, folgende
analytische Form haben:

2 3
T =ToWi + ToWe + Trows + -

Dabei geht er aber nicht niaher auf die Abhéngigkeit der w’s von der eigentli-
chen Differentialgleichung ein.
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2. Ein weiteres Problem ist die Tatsache, da Maple, mit dem in dieser Arbeit
ein fiir die Suche nach Grenzzykel brauchbarer Algorithmus realisiert werden
soll, im Zusammenhang mit Differentialgleichungen nicht mit Polarkoordina-
ten umgehen kann, d.h. die Laufstrecke, welche sich bei unseren Uberlegungen
durch den Phasenwinkel 27 ausgezeichnet hat, muf jetzt durch einen Zeit-
punkt ¢ beschrieben werden. Allerdings ist das zu 27 adiquate t fiir jeden
Startpunkt den man wéhlt verschieden, so daf sich der Rechenaufwand den
man fiir die letztendliche Suche eines Grenzzykel hitte potenzieren wiirde -
falls man iiberhaupt einmal die richtige Grofenordnung fiir ¢ kennt. Also ist es
mit den in Maple angebotenen Approximationsverfahren '°, nicht bzw. nur mit
sehr grofem Rechenaufwand méglich genau 27 zu laufen, um so eine exakte
Aussage iiber den Funktionswert, von () treffen zu kénnen.

3. Eine letzte Hiirde die noch iiberwunden werden mufs, ist das Problem die
Nullstelle der Funktion (rg)!! im Intervall (0, ) zu finden. Diese Schwierig-
keit kann man jedoch durch Intervallschachtelung bzw. Bisektionsverfahren
in den Griff bekommen. Wie leicht ersichtlich ist handelt es sich bei 1(rp)
um eine stetige Funktion. So ist es also nur noch das Problem zwei Punkte
S1 1 19(S1) € (0,k) und Sy : 79(S2) € (0,x) auf der x-Achse mit der Eigen-
schaft: 1 (re(S1))®(ro(S2)) < 0 zu finden, da sich dann zwischen diesen beiden
ja eine Nullstelle der Funktion 9 (ry) befinden muf.

Hat man ein solches Punktepaar gefunden, so wird das Intervall [ro(S1), r0(S2)]
halbiert und man erhélt einen neuen Punkt Ss;. Anschliefend ermittelt man,
ob Qﬁ(’f‘o(Sg)) > 0 oder ’(/)(7‘0(53)) < 0 ist.

Abhéngig von diesem Vorzeichen wird dann das neue Intervall [rq(S;), 70(S3)]
(1 = 1,2) gebildet, wobei weiterhin gelten muf 1 (ro(S;))¥(ro(Ss)) < 0. Mit
diesem Verfahren ist es dann mit dem entsprechenden Zeit- und Rechenauf-
wand moglich die hier gesuchte Nullstelle der Funktion (ry) beliebig weit
einzugrenzen, ja nach dem Intervallschachtelungsprinzip sogar exakt zu be-
stimmen.

Aufgrund der eben genannten Schwierigkeiten ist das oben angedachte Verfahren
in der Praxis nicht zu gebrauchen. Wie man aber auch erkennen kann stellen nicht
alle Probleme uniiberwindbare Hiirden dar, und so kann man, in etwas modifizierter
Form, aus der obigen Idee doch noch eine in der Praxis verwendbare Vorgehensweise
gewinnen.

Man umgeht die unter 1. und 2. beschriebenen Probleme einfach, indem man nicht
versucht genau einen Umlauf zu machen und dann die Approximation einer Losung
auswertet, sondern man 1afst Maple die Differentialgleichung grafisch darstellen und
lduft hinreichend oft um den Ursprung, so dalk man anhand des Bildes eindeutig
feststellen kann ob man auf den Ursprung zu oder von diesem weg strudelt.

0eg handelt sich hierbei z.B. um rkf45 (Runge-Kutta-Verfahren)
Hdas explizite Aussehen dieser Funktion ist aufgrund der fehlenden Approximation ja nicht
bekannt
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In dem modifizierten Verfahren sucht man jetzt also zwei Startpunkte S; und Sy, die
unterschiedliches Verhalten aufweisen, d.h. daf die von S; und S erzeugten Kurven
entweder aufeinander zulaufen oder sich voneinander entfernen, was der bisherigen
Bedingung 1 (r9(S1))¥(ro(S2)) < 0 entspricht. Hat man ein Punktepaar gefunden,
welches dieser Bedingung geniigt, so kann man mit der bereits oben beschriebenen
Intervallschachtelung beginnen, um so die Nullstelle der Funktion t(rq) bzw. den
positiven Schnittpunkt des Grenzzykels mit der x-Achse zu erhalten.

Auch bei diesem Verfahren hingt die Genauigkeit mit der man einen Grenzzykel
bestimmen kann von der vorhandenen Rechenzeit und -kapazitit ab. Bedenken sollte
man hierbei, daf die Umlaufgeschwindigkeit des Strudel immer geringer wird je
ndher man an den Grenzzykel gelangt. Hier braucht man also eine viel groferes ¢,
um das Verhalten des Strudels eindeutig erkennen zu kénnen.

3.4 Beispiele und Fallstudien

Dieser Abschnitt soll einige Beispiele fiir abstoflende und anziehende Grenzzykel
priasentieren. Hierbei soll zuerst auf die von Frommer betrachtete Schar von Diffe-
rentialgleichungen, welche ein Beispiel fiir abstokende Grenzzykel ist, eingegangen
werden.

Danach sind einige eigene Beispiele abgebildet, wobei auch hier zuerst die Beispiele
fiir abstofende und zum Abschluf dieses Abschnittes dann die Beispiele fiir anzie-
hende Grenzzykel dargestellt sind.

Der Charakter eines Grenzzykel ist daran zu erkennen, ob sich die von den Start-
punkten erzeugten Bahnen aufeinander zu- oder wegbewegen. In der Grafik selbst
ist dies durch den ,yerwaschenen® Bereich bzw. durch die deutliche Abschluflinie'?
zu sehen. Dabei bewegt sich die Kurve immer in die Richtung der Abschluflinie bzw.
vom ,verwaschenen“ Bereich weg.

Angemerkt sei an dieser Stelle noch, daf alle in diesem Abschnitt getroffenen Aus-
sagen nur in einer begrenzten Umgebung der Unbestimmtheitsstelle zutreffend sind.

12die von Maple zuletzt gezeichnete Linie ist am deutlichsten zu erkennen
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3.4.1 Frommers Beispiel fiir abstofiende Grenzzykel

Frommer geht in seiner Arbeit [9] bei
der Betrachtung von Grenzzykeln nur
auf die folgende Differentialgleichung
X $2 TY— 2
Y = -t
ein.
Diese Differentialgleichung besitzt
keinen Grenzzykel. In den Abbildun-
gen 3.3 und 3.4 kann man erken-
nen, dak das Verhalten um die Unbe-
stimmtheitsstelle gleich ist. Die Dif-
ferentialgleichung ,strudelt” nach au-
Ken, bis sie bei einem Radius von ca.
0,36 im ,,Chaos* ihre Gleichméfigkeit
verliert (vgl. Abbildung 3.4).

Strudelgrofe D; =0

Strudelgrofe Dy = —%

Durch Einfiihrung eines e erhilt die
Differentialgleichung die erweiterte
Form

1 z+(l4+e)z?4+2zy—y?
vy = y—2zy+y> |

Hier ist Strudelgrofe D; = .

Fiir verschiedene positive € treten in
diesem Fall aufgrund des vorliegen-
den Vorzeichenwechsels von der er-
sten nichtverschwindenden Strudel-
grofe auf die nachste Nichtverschwin-
dende Grenzzykel an verschiedenen
Stellen auf. Diese werden im Folgen-
den betrachtet.

i e
PP
e e DA

’..—""'

Abbildung 3.4: Startpunkt ( 0.25 / 0)
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Abbildung 3.5: Startpunkt ( 0.11 / 0)
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Abbildung 3.6: Startpunkt ( 0.14 / 0)

erhalt man als erste nicht verschwin-
dende Strudelgroke

In Abbildung 3.5 sieht man, daf sich
der Strudel der Unbestimmtheitsstel-
le fiir Startradien ry < 0.11 néhert.
Dieses Verhalten liegt auch noch fiir
rg = 0.12 vor, doch ist es in der Gra-
fik auch mit stark erh6htem Rechen-
aufwand kaum zu erkennen.

Dagegen 1aft Abbildung 3.6 einen
Strudel erkennen, der sich von der
Unbestimmtheitsstelle fiir Startradi-
en ro > 0.14 entfernt.

Somit liegt der Grenzzykelradius bei
ro ~ 0.13.
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erhalt man als erste nicht verschwin-
dende Strudelgrofse

Gegeniiber dem vorhergehenden Bei-
spiel kann man in Abbildung 3.7 um
einiges deutlicher erkennen, daf sich
der Strudel der Unbestimmtheitsstel-
le fiir Startradien ry < 0.18 n&hert.

Wohingegen in Abbildung 3.8 der
Strudel sich von der Unbestimmt-
heitsstelle fiir Startradien ro > 0.20
entfernt.

Der Grenzzykelradius liegt also bei
ro ~ 0.19.
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Abbildung 3.7: Startpunkt ( 0.18 / 0)
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Abbildung 3.8: Startpunkt ( 0.20 / 0)
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Abbildung 3.10: Startpunkt ( 0.26 / 0)

erhalt man als erste nicht verschwin-
dende Strudelgroke

Wieder kann man in Abbildung 3.9
deutlich erkennen, daf sich der Stru-
del dem Ursprung fiir Startradien
ro < 0.24 néhert.

Und fiir Startradien r, > 0.26 das
entgegengesetzte Verhalten aufweist
(vgl. Abbildung 3.10).

Bei ungefihr 7y &~ 0.25 befindet sich
der Grenzzykelradius.
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erhalt man als erste nicht verschwin-
dende Strudelgrofse

Fiir
L e
1 D A SN
5 P g e RN
IS IPes x'#‘:‘-’f R

Sehr schén kann man in Abbil-
dung 3.11 diesmal die Bewegung
des Strudels in Richtung der Un-
bestimmtheitsstelle fiir Startradien
7o < 0.3102 erkennen.

Fiir Startradien r, > 0.3103 in
Abbildung 3.12 sieht man sogar
das Ende des strudeligen Verhaltens.
Nach mehreren Umléufen verliert der
Graph die Gleichméfbigkeit und ver-
schwindet im ,Chaos®.

Man kann den Grenzzykelradius dies-
mal ziemlich genau angeben, er liegt
bei ry &~ 0.31025.

Abbildung 3.12: Startpunkt ( 0.3103 / 0)
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Abbildung 3.14: Startpunkt ( 0.3335397748 / 0)
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Fir

_ 13
48

erhalt man als erste nicht ver-
schwindende Strudelgréfe

In Abbildung 3.13, welche den
Graph fiir Startradien ry, <
0.3335397747 darstellt strudelt
dieser klar zur Unbestimmt-
heitsstelle hin.

In Abbildung 3.14 fiir Startra-
dien 7o > 0.3335397748 voll-
zieht der Graph gerade noch
einen erkennbaren Umlauf, ehe
er sein gleichméfiges Verhalten
verliert.

Der Grenzzykelradius liegt so-
mit bei 1y = 0.33353977475.
Dies ist auch der letzte Ent-
deckbare, fiir grofere € konnte
kein Grenzzykel mehr gefunden
werden.
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erhalt man als erste nicht verschwin-
dende Strudelgrofse

- 3
D, = ;.

Unverdndert erkennt man in Ab-
bildung 3.15 fiir Startradien r, <
0.36006 das dem Ursprung zustreben-
de Verhalten.

Dagegen kann in Abbildung 3.16 fiir
Startradien ry > 0.36007 leider keine
Aussage mehr getroffen werden. Der
Graph erreicht keinen ganzen Umlauf
mehr, er verlafit schon zuvor die Stru-
delbahn.

Da das Verhalten fiir Startradien
ro > 0.36007 nicht dem bendotigtem
Strudeln entspricht, kann in diesem
Beispiel und auch fiir € > 2 keine
Aussage beziiglich Grenzzykeln ge-
macht werden.
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Abbildung 3.16: Startpunkt ( 0.36007 / 0)
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Fiir
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e B
% ::: erhilt man als erste nicht verschwin-
\ a dende Strudelgroke
B L ! ) . l
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AN RN
e NV
ii’;’} :::i::\: :;' h ? / I{l Abbildung.3.17 strudelt der Grap.h
B SR W 11 S I I fiir Startradien ry < 0.3826 wie

erwartet zur Unbestimmtheitsstelle

Abbildung 3.17: Startpunkt ( 0.3826 / 0) hin.
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Wie schon am Ende des vorhergehen-

den Beispiels festgestellt wurde, kann

man in Abbildung 3.18 fiir Startradi-

en 7o > 0.3827 nichts iiber Grenzzy-
. kel aussagen.
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Abbildung 3.18: Startpunkt ( 0.3827 / 0)
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3.4.2 Eigene Beispiele fiir abstofsende Grenzzykel

r_ _m+(1+e)$4y+m6y
y y+ay?

Fiir e = 0 erhélt man D; =0, Dy =0

und D3 = —%.

Fiir € # 0 erhélt man als erste nicht
verschwindende Strudelgrofe

DQZ—

[Sffa )]

Fiir e = —% kommt es also zum beno-
tigten Vorzeichenwechsel der ersten
nicht verschwindenden Strudelgréfe
auf die néachste Nichtverschwindende,
und es kann ein Grenzzykel existie-
ren.

In Abbildung 3.19 sieht man, daf
sich der Strudel der Unbestimmt-
heitsstelle fiir Startradien ro < 0.632
nahert.

Dagegen 1dft Abbildung 3.20 einen
Strudel erkennen, der sich von der
Unbestimmtheitsstelle fiir Startradi-
en r9 > 0.633 entfernt.

Somit liegt der Grenzzykelradius bei
ro ~ 0.6325.

e L T

Abbildung 3.20: Startpunkt ( 0.633 / 0)
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| o o o et

Abbildung 3.21: Startpunkt ( 0.65 / 0)
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Abbildung 3.22: Startpunkt ( 0.66 / 0)

r_ _$+(1+e)z4y3+$8y
y - y+w3y4

Fiir ¢ = 0 erhdlt man D; = 0,
D2:0,D3:0undD4:—é.

Fiir € # 0 erhélt man als erste nicht
verschwindende Strudelgrofe

Fiir € = —% kommt es also zum be-
notigten Vorzeichenwechsel, und es
existiert moglicherweise ein Grenz-
zykel.

In Abbildung 3.21 sieht man, dafs
sich der Strudel der Unbestimmt-
heitsstelle fiir Startradien r, <
0.65 nidhert. Dagegen laft Abbil-
dung 3.22 einen Strudel erkennen,
der sich von der Unbestimmtheits-
stelle fiir Startradien rq > 0.66 ent-
fernt.

Somit liegt der Grenzzykelradius bei
Ty =~ 0.655.
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3.4.3 Eigene Beispiele fiir anziehende Grenzzykel

r_ _m+(1+e)$4y—m6y
vy = y+ay?

Fiir e = 0 erhélt man D; =0, Dy =0
und D3 = =

L L
et e e P B
= -.:ﬁ-h"“x"’&“\a\*\\\ "

Fiir € # 0 erhélt man als erste nicht
verschwindende Strudelgrofe

e e e e e

)
0

Pl L Iy,

DQZ— .

ot|en

Fiir € = i kommt es also zum beno-
tigten Vorzeichenwechsel der ersten
nicht verschwindenden Strudelgrofe,
und es kann ein Grenzzykel existie-

ren. Abbildung 3.23: Startpunkt ( 0.55 / 0)

L e
L i

e s T

In den Abbildungen 3.23 und 3.24
kann man sehr schon erkennen, daf
sich der Strudel von beiden Seiten ei-
ner geschlossenen Kurve ndhert, dem
Grenzzykel.

P ffcﬂ—ﬂ = —-a—mnmhhm*‘x‘x .

Der Grenzzykel hat also einen Star-
tradius von ry &~ 0.63.

Abbildung 3.24: Startpunkt ( 0.75 / 0)
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F= il

Abbildung 3.26: Startpunkt ( 1.1 / 0)

r_ _z+(1+e)m2y—$6y
¥y = y+zy?

Fiir € = 0 erhélt man D; =0, Dy =0
und D3 = =

Fiir € # 0 erhélt man als erste nicht
verschwindende Strudelgrofe

D1=—

wWm

Fiir € = i kommt es also zum bend-
tigten Vorzeichenwechsel der ersten
nicht verschwindenden Strudelgréfe,
und es kann ein Grenzzykel existie-
ren.

Wie zuvor kann man auch in den Ab-
bildungen 3.25 und 3.26 gut sehen,
dak sich der Strudel von beiden Sei-
ten einer geschlossenen Kurve nihert,
dem Grenzzykel.

Dieser schneidet die x-Achse bei un-
gefdhr bei z = 0.95.
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3.5 Betrachtung des Nullstellengebildes von (r, ¢)

In diesem Abschnitt soll nun auf das Nullstellengebilde der Funktion 1/(rg, €) einge-
gangen werden, d.h. man beschrinkt sich nicht, wie bei der praktischen Methode,
auf das Aufsuchen eines Grenzzykels fiir ein bestimmtes €, sondern man sucht zu
einer Schar von Differentialgleichungen der Form

I (—SE —p(x,y,e))
(y+q(z,y,¢€)

eeR

die zugehorige Menge von Grenzzykeln. Man kann annehmen, daf jeder Grenzzykel
genau durch ein Wertepaar (rg, €) charakterisiert ist, so dak mit Hilfe der Menge all
dieser Tupel eine Aussage iiber das Aussehen des Nullstellengebildes der Funktion
¥ (ro, €) gemacht werden kann.

Dazu wird die von Frommer in seiner Arbeit [9] verwendete Schar von Differential-
gleichungen, welche die Form

) = (—z+ (1 + €)z? + 2zy — y?)
(y — 2zy +y?)

, e€R

hat, betrachtet.

Bestimmt man, wie im vorherigen Abschnitt bereits geschehen, mit dem in der Ar-
beit von H6hn [11] vorgestellten Maple-Programm, die eben angesprochenen Tupel
(70, €), so erhdlt man folgende Wertepaare:

€ 70
0 7 Grenzzykel, d.h. vermutlich 0
%= 0.13
= 0.19
35 0.26
5 0.31
g ~ 0.27 0.33
% = 0.375 7 Grenzzykel, d.h. vermutlich zu weit von Null

entfernt (o ~ 0.36, falls Grenzzykel existent wére)
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Diese lassen sich folgendermafen grafisch veranschaulichen:

Nullstellengebilde
[
0,40 - .
0,30 A
0,20 -
0,10 -
0,00 : : ——r £
0,00 0,10 0,20 0,40

Abbildung 3.27:

Aus Abbildung 3.27 lassen sich zwei wichtige Aussagen ablesen:

1. Seie>0:

Ve < €naz : 3 Grenzzykel
d€mar € R
YV € > €map : P Grenzzykel

Es hat sich bei der von Frommer betrachteten Schar von Differentialgleichun-

gen gezeigt, dak bei einer Wahl von € > %, unter Beriicksichtigung der Rechen-

und Zeichengenauigkeit, kein Grenzzykel mehr gefunden werden kann. Bei ei-
13

ner Wahl von € so, dah 0 < € < ;2 gilt, existiert fiir das jeweilige € ein Grenz-
zykel. Nun mufs nur noch der in der Grafik grau gefirbte Bereich untersucht
werden.

Fiir das Frommerbeispiel befindet sich in diesem grau unterlegten Bereich, also

139 ), das oben in der Aussage angesprochene €,,4;.

im Intervall [72, 57
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2. Die Grafik zeigt aufierdem, daf bei einer Anniherung von € an 0, sich auch rg
0 annéhert, also der Grenzzykel sich im Ursprung zusammenzieht, d.h.

11_1)% ro(€) = 0.

Aufgrund des Rechen- und Zeitaufwands konnte leider nur noch das zu € = 5%
gehorige o bestimmt werden, so daf die letzte Verbindung zwischen diesem
Punkt und dem Ursprung und damit die Aussage lim,,o79(€) = 0 als Ver-
mutung angesehen werden muf, die allerdings mit der von Frommer in [9)
getroffenen Aussage iibereinstimmt.

Fiir diese Vermutung spricht desweiteren die Kombination aus der Tatsache
der Nichtexistenz eines Grenzzykel fiir ¢ = 0 (vgl. Abbildung 3.4) und dem
in Abbildung 3.4 festzustellendem Faktum, dafs der Strudelcharakter des fiir
€ = 0 entstehenden ,reinen“ Strudels mit dem, vorher auferhalb des Grenzzy-
kels liegenden, Charakter'® iibereinstimmt!*.

In Bemerkung 3.4 soll spater mit Hilfe der impliziten Funktionen ein Beweis-

versuch fiir die Vermutung unternommen werden.

Interessant wére es an dieser Stelle, die eben fiir das Frommerbeispiel getroffenen
beiden Aussagen iiber das Nullstellengebilde von (g, €) zu verallgemeinern, um so
etwas iiber das Aussehen von (ry, €) fiir eine beliebige Schar der Form

I _ (—.’L’ - p(:v,y,e))

, €e€R
(y+ q(z,y,€))

treffen zu konnen.

Dies miifite aber noch einmal eingehender untersucht werden, wobei die Vermutung
nahe liegt, dak fiir jede beliebige Schar von Differentialgleichungen ein ¢€,,,, existiert
und auch Aussage lim._,o79(€) = 0 gilt, so dak sich am qualitativen Aussehen des
Nullstellengebildes im Vergleich zu dem hier vorgestellten nicht viel &ndern diirfte.

Abschliefsend sei in diesem Kapitel noch einmal auf die in Punkt 2 aufgestellte
Vermutung lim, ,o79(e) = 0 eingegangen. Es soll ein Versuch aufgezeigt werden,
in dem angestrebt wird aus der dort angesprochenen Vermutung eine Aussage zu
machen.

Bemerkung 3.4. Um aus dieser Vermutung eine Aussage machen zu kénnen muss
mit impliziten Funktionen gearbeitet werden (siehe hierzu §8 [3] Band 2). Genauer
gesagt ist es notig zu zeigen, daf8 g—i(ro, €)|ro=0,c=0 7 0 ist.

3hiermit sei in diesem Fall die Durchlaufrichtung des Strudels gemeint - vom Ursprung weg oder
zu diesem hin

HMyergleiche hierzu z.B. Abbildung 3.12

154h(rg, €) definiert wie im Beweis von Satz 3.3
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Es soll jetzt der bei erfolgreicher Beweisfiihrung resultierende Satz mit dem dazuge-
horigen Beweisansatz vorgestellt werden.

Satz 3.5 (Satz 2). Es seien die Voraussetzungen von Satz 8.3 aus Abschnitt 3.2
erfullt. Zusatzlich nehmen wir ohne Einschrinkung an, dafl € > 0 ist. Dann ezistiert
ein €, € > € > 0 und eine stetig differenzierbare Abbildung

7o : (0,61] = RYT = {positive Zahlen}

derart, dafs 0 < 7y(€) < € ist und es gilt fir die auf Polarkoordinaten transformierte

Gleichung y' = %, ndmlich

O L C250 Bt - 1C2%0 i
1+ hl((p, 6)7’ + hg(go, 6)7"2 + -

mit dem Anfangswert r(p = 0,€) = 7o(€)

11_1)13 7o(€) = 0.

Beweisansatz(siehe [7])

’l,b(T'(), 6) =To— Q(TO: 6)
o0
=ry— Zwu(%r, ery
v=1

e T(] - (W]_(Qﬂ_, 6)’/’0 + w2(27‘(" 6)7"(2) + . )

Leitet man dies nach ry ab, so erhidlt man

alp = v—1
8—T0(r0, €)=1-— Zl/wu(%r,e)ro

v=1

=1— (w1 (27, €) + 2wa (2, €)1y + - - - ).

An dieser Stelle ist nach der Theorie der impliziten Funktionen zu zeigen, dafs

0
8—:‘2 (7“0, 6) ‘rozo,ezo #0
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ist. Mit der Tatsache, daf fiir ro = 0 : Y00, vw, (2w, €)rg ' = 0 gilt, bedeutet dies
aber nichts anderes als, daft

1 —wi(2m,0)#0

d.h.

wi(2m,0) #1

zu beweisen ist. w;(27,0) kann aber auch auf dem komplexen Polyzylinder
Qc = Qcleo, k1,m) = {le| < €, |ro| < K1, |¢| < 2m + n} mit Hilfe der Cauchyschen
Integralformel nur durch

w1 (27, 0)| < (k1 — 8) "M (M (27 +n)K2 + K1 — 6)

bzw. fiir 6 — 0

w1 (2m,0)| < M(27 + )y +1

mit einer Konstanten M abgeschitzt werden, womit das gewiinschte Ziel aber nicht
erreicht wird.



Kapitel 4

Differentialgleichungen mit
Anfangspotenzen hoherer Ordnung

In diesem Kapitel geht es im wesentlichen um eine Verallgemeinerung der Uberlegun-
gen von Frommer [9]. Es soll die Klasse der zu betrachtenden Differentialgleichungen
vergrofert, d.h. es wird auf die bisher weitgehend unerforschten Differentialgleichun-
gen mit Anfangspotenzen héherer Ordnung eingegangen. Hierfiir sei auf die in den
Abschnitten 2.2 und 2.3 gemachten Uberlegungen und Definitionen zuriickgegriffen.
Diese werden in der Folge als gegeben angesehen. Zur Eingrenzung der eben ange-
sprochenen Klasse von Differentialgleichungen wird folgender Abschnitt benotigt:

4.1 Definition

Unter einer Differentialgleichung mit Anfangspotenzen héherer Ordnung soll im Un-
terschied zu den bisherigen Differentialgleichungen der Form

f__r+p(y)
y+q(z,y)’

welche also mit einem in z und y linearen Teil beginnen, eine Differentialgleichung
der Form

y/ _ _thfl + p22h(xa y)
Yyt + goon(z,y)

verstanden werden.

Dabei sollen psp(z,y) und ¢>4(z,y) Kurzbezeichnungen fiir die folgenden Summen

41



KAPITEL 4. DIFFERENTIALGLEICHUNGEN ,HOHERER“ ORDNUNG 42

pon(y) =D pm(ey) =D D0 pijay
m=h m=hi+j=m

o) = S aale) = S Y
m=h m=hi+j=m

sein. Spéter stehen pp, und gy, fiir die Koeffizienten des h-ten homogenen Teilpolynoms
von pxp(z,y) bzw. g>p(z,y).

4.2 Exemplarische Herleitung der Wirbelbedingun-
gen und Umsetzung dieser in Maple fiir h=2

Es wurde in einem der vorangegangenen Kapiteln ja bereits der Begriff der Ver-
gleichsdifferentialgleichung nach Dehn eingefiihrt. In diesem Abschnitt soll nun ein
Rekursionsverfahren entwickelt werden, welches die Vergleichsdifferentialgleichung
der Form 2.7 ermittelt. Anschliefend wird dieses Rekursionsverfahren dann prak-
tisch in einem Programm unter Maple (in Anlehnung an das Programm von Héhn
[11]) umgesetzt. Dieses Verfahren soll im Gegensatz zu dem von Frommer in [9]
vorgestellten algebraisch sein. Es muf auch in der Lage sein homogene Polynome
n-ten, also beliebigen, Grades zu berechnen, um so eine Betrachtung aller Polynome
der Form des Opelschen Problems, sprich mit dem Aussehen

! _$3+p24($,y) (4 1)
Y3 + g>a(z, )

zu ermoglichen.

_ Fy(z,y)
F?! (way)

_ 234psa(ayy)
y3+a>4(z,y)
aus Gleichung 2.3 wie vorher gegeben.

Seien die Darstellungen fiir ¢y’ = aus Gleichung 4.1 und y; =

4.2.1 Ein Kriterium fiir kein Wirbeltyp

Ausgehend von

F(z,y):=a"+y" + ) Fulz,y)
h=5
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ergibt sich fiir die Differenz aus Ausgangs- und Vergleichsdifferentialgleichung wie
in Gleichung 2.10

Yy -y =

_333 + pa(T,y) _ (_Fz($,y))
y3+q24(‘r’y) Fy(:v,y)
—(2° + psa(z,y) Fy (2, y) + (° + g2a(2,9)) Fa(z,y)
(3 + gza(z,y)) Fy(7,9)
Z(z,y)

= 2ol (42)

wobei hier Z(x,y) und N(z,y) Abkiirzungen fiir Zahler und Nenner sein sollen.
Entscheidend ist jetzt die Betrachtung des Zahlerterms Z(z,y), der, soll die Ver-
gleichsdifferentialgleichung den gleichen Charakter (das gleiche Richtungsfeld) wie
die zu betrachtende Differentialgleichung haben, immer gleich Null sein muf.
Dieser Term laft sich wie folgt umformen:

Z(x,y) = —(2® + poa(z,y)) Fy(z,y) + (° + ¢2a(z,y)) Fo(,y)

=30 ol

h=T i+j=h

=QM(z,y)

o0

h=7

=y Q"W. (4.3)
h=T7

Die nun zu ermittelnden Koeffizienten sind die des Polynoms F'(z,y), diese konnen
fiir das (h — 2)-te homogene Polynom F},_4(x,%) durch Betrachtung von Q" gewon-
nen werden.

Das h-te homogene Polynom Fj(z,y) vom Grad h (h € Ny, h > 0) hat dabei
folgendes Aussehen

Falz,y)= Y Alahyl i,j=0,...,h (4.4)
i+j=h

Die Rekursion erfolgt jetzt iiber den Laufparameter n. Fiir n < 4 folgt bereits aus
Gleichung 2.7

FO(xvy) = Fl(xvy) = FZ(xvy) = FS(xvy) = 07
Fy(z,y) = 2" +¢*. (4.5)
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Aufgrund der Nichtlinearitat der zu betrachtenden Differentialgleichung (hier A = 2,
$3+P24($,y)
y3+q24(w,y)
[10] mit n = 3, beginnen. Ein Rekursionsschritt soll aus zwei Teilschritten bestehen,
welche denen von Frommer in seiner Arbeit [9] beschriebenen &hneln. Diese erhilt

man, wie oben schon angesprochen, durch Betrachten von

also der Form ¢y’ = — ) muf die Rekursion mit n = 7, nicht wie bei Moritzen

w

n—

Q(n) = _x?)Fy(an) + y3Fw(n72) + (kay(nfk—H) + Qka(nfk—l—l))-
4

ES
Il

1. C-Schritt
Im C-Schritt wird die hintere Summation, mit denen zu diesem Zeitpunkt
bereits bekannten Koeffizienten von p, ¢, F; und F, durchgefiihrt, wodurch

man jedem Cz-(z)—Koefﬁzienten einen Wert zuweisen kann, so daf gilt

n—3
Z C(n z yj = Z(kay(n—k—l—l) + Qka(n—k—f-l))a Za] = Oa RN
i+j=n k=4

2. A-Schritt
Der A-Schritt hat durch Einfiihrung der Ci(f;) folgendes vereinfachtes Aussehen

i+j=n

Mit Hilfe der Gleichung 4.4 reduziert sich die eben aufgestellte Gleichung 4.6
auf die folgende Form

QM = > Ay Patyi + 3 Cf

i+j=n,i'+j'=n—2 i+j=n

Wird Q™ auf Null gesetzt, so bedeutet dies fiir die neuen Koeffizienten von
F,_o(x,y) nichts anderes, als da® sie sich ausschlieflich aus den homogenen
Teilpolynomen von —(z® + p>4(,y)) und y® + ¢>4(x,y) und den aus friihe-
ren Schritten bereits bekannten (F;);<n—3) berechnen lassen. Abhéngig vom
aktuellen Grad der Rekursion n ergeben sich aus dem aufgestellten linearen
Gleichungssystem fiir die A(" 2 Zwei bzw. drei Wirbelbedingungen, welche,
soll es sich um einen erbel handeln, alle erfiillt sein miissen. Die Ermitt-
lung der Koeffizienten von F,,_s(x,y) erfolgt also durch das Losen des linearen
Gleichungssystems
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QM = Z Al(.ff;,Q)xiyj + Z C’Z-(Z-)xiyj =0. (4.7)

i+j=n,'+j'=n—2 i+j=n

Sind diese Teilschritte erfolgt, kann man von n auf n 4+ 1 iibergehen, d.h. zur Be-
rechnung des homogenen Teilpolynoms Fi,, ;1)_o(, ).

Abgebrochen wird die Rekursion, wenn im A-Schritt eine Wirbelbedingung verletzt
bzw. eine, iibernimmt man die Bezeichnung aus dem in Abschnitt 4.2.4 prisen-
tierten Maple-Programm, Wirbelgroesse_i[n]ungleich Null auftritt. Sollte keine
solche Wirbelgrofe gefunden werden, so muf die Rekursion rein theoretisch unend-
lich oft durchgefiihrt werden.

Es gibt bisher leider noch keine Erkenntnisse dariiber, ob bei endlichen Differen-
tialgleichungen mit Anfangspotenzen hoherer Ordnung auch die Berechnung von
endlich vielen Wirbelgréfen geniigt, daher soll in der Arbeit noch angenommen
werden, dak zu einer eindeutigen Bestimmung des Charakters der zu betrachtenden
Differentialgleichung unendlich viele Wirbelgréfsen bestimmt werden miissen. In der
Praxis begniigt man sich allerdings aufgrund des Rechen- und Zeitaufwandes mit
der Uberpriifung von einer endlichen Zahl von Wirbelbedingungen.

4.2.2 Kein Wirbel - Strudel oder Unbestimmtheit

Das Ziel der bisherigen Berechnungen war es eine formale Potenzreihe F'(z,y) suk-
zessive so zu bestimmen, dafs

Z(x,y) = —(@® + psa(x,y)) Fy(z,y) + (V° + ¢4(x,y)) Fo(z, y)

Vz,y gleich Null ist. In diesem Abschnitt soll davon ausgegangen werden, daf dies
nicht gelungen ist.

Damit liegt die Vermutung nahe, dafs die betrachtete Differentialgleichung nicht vom
gleichen Typ wie die Vergleichsdifferentialgleichung, also nicht vom Wirbeltyp, ist.
Moé6chte man eine genauere Aussage iiber das Aussehen der Differentialgleichung,
letztendlich ob sie vom Strudeltyp ist ja oder nein, machen, so muf man den Zahler
Z(x,y) nach Abbruch der Rekursion ndher untersuchen.

An dieser Stelle sei bemerkt, da bei einem Abbruch der Rekursion in einem unge-
raden Grad die Vermutung iiber das Aussehen der Losung der Differentialgleichung
bereits feststeht, der Unbestimmtheitsfall liegt vor. Daher sei in der Folge davon aus-
gegangen, daf die Rekursion in einem geraden Grad (n gerade) abgebrochen wurde.
Der Zahler hat dann im n-ten Schritt folgendes Aussehen
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Z(x,y) = = (¢ + pa(e, ) Fy(z,y) + (° + gza(z, ) Fal, y)

[o¢]
= Z dix7'y" + Z dix'y* + Z di kz'y",

i+k=n; i,k gerade i+k=n; Rest i+k>n+1
(4.8)

wobei Vi, k : 1,k > 0.

Bestimmt wird das Aussehen der Differentialgleichung jetzt durch die Koeffizienten
des Zahlers, welche der niedrigsten Potenz! zugeordnet sind, da sie, um den Ursprung
herum, den groften Einfluk auf das Abweichen des Richtungsfeldes der Ausgangs-
differentialgleichung von dem der Vergleichsdifferentialgleichung haben. Es muf also
die Menge der Vorfaktoren d, x, fiir die gilt : + k¥ = n betrachtet werden. Diese Men-
ge von Koeffizienten 14t sich, wie eben in Gleichung 4.8 gesehen, in zwei Gruppen
unterteilen, welche, soll Strudelcharakter vorliegen, bestimmte Bedingungen erfiillen
miissen.

1. Die Vorfaktoren der ersten Summe in Gleichung 4.82 miissen alle, falls sie un-
gleich Null sind, das gleiche Vorzeichen haben oder eben Null sein. Ausnahme
hierbei bilden d, ¢ und dy ,, die miisse beide ungleich Null sein und damit auch
das gleiche Vorzeichen haben.

Vi, ki’ k' mit i, k,i' k' >0undi+k=mn, i +k' =n:didyy >0
dO,ndn,O >0

2. Die Koeffizienten der zweiten Summen in Gleichung 4.8% miissen alle Null sein,
d.h.

Vi,k mit i,k > 0undi+k=mn:dy;=0.

Sind diese beiden Bedingungen erfiillt, so liegt, nach Knies und Reiter, jedenfalls
analytisch bei der Differentialgleichung Strudelcharakter vor, ansonsten kann iiber
das Aussehen der Losung der Differentialgleichung keine Aussage gemacht werden.
Hier soll Unbestimmtheit angenommen werden.

In Abschnitt 4.2.4 wird spéter zu sehen sein, dak bei der Realisierung dieses Ab-
schnittes noch einige andere Uberlegungen mit eine Rolle spielen. Zu dieser prakti-
schen Anwendung aber spéter mehr.

'hier die Potenz von x und y, also die Summe i+k
2Terme mit Index: i+k=n; i,k gerade
3Terme mit Index: i+k=n; Rest
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4.2.3 Die Berechnung rekursiver Formeln

Das Aufstellen rekursiver Formeln zur Berechnung der A,(,T;-) und damit das Losen, des
im A-Schritt aufgestellten, linearen Gleichungssystems soll Inhalt dieses Abschnittes
sein. Mit Hilfe dieser Formeln ist es dann auch moglich ein Programm zu erstellen.
Will man dieses Ziel auf moglichst einfache Art und Weise erreichen, so kommt man
nicht umhin sich ndher mit der Struktur des, fiir das Opelsche Problem aufgestellte,
linearen Gleichungssystems der Form

—A, 31 + Bpy = 0
—2A, 40 + Bp_ig 0
—3An_53 + Bhos = 0
—4A4;, 64 + (n—2)A, 20 + Bpsz = 0
—(TL - 2)A0,n—2 + 4A4,n—6 + B3,n—3 = 0
3A3,-5 + Bono 0

249,54 + Bin 0

Ao + Byp = 0

iiber mehrere Rekursionsschritte n hinweg, zu beschéftigen.

Dabei ist festzustellen, dak eine prinzipielle Fallunterscheidung nach n mod 4 zu
machen ist, da sich, im Aufbau und nach Anzahl der daraus resultierenden Wir-
belgrofen, nur jedes vierte aufgestellte Gleichungssystem wirklich gleicht (vgl. hier-
zu Anhang B). Bei Betrachtung der Struktur innerhalb eines Gleichungssystems
stellt man schnell fest, dak, die fiir die Bestimmung von A,,_31, Ap_42, An_s3 und
Ain-s, Agpn—sa, Asn_s, wobei n wieder der aktuelle Grad der Rekursion ist, auf-
gestellten Gleichungen, einfach® sind. Die anderen Gleichungen, deren Anzahl vom
Rekursionsgrad abhéngt, setzen sich alle aus genau zwei A; ;, genauer aus A; ; und
Ait4j—4, und einem Cjy3 ;1 zZusammen.

Beriicksichtigt man dies und beachtet den Zerfall eines jeden Gleichungssystems in
vier Teilsysteme®, von denen abhingig vom Grad n der Rekursion zwei bzw. drei
iiberbestimmt sind, so bietet es sich an das Gleichungssystem nicht ,,blind“ zu lsen.
Eine Moglichkeit die Struktur des Gleichungssystems auszunutzen ist in den Teilsy-
stemen immer mit einer einfachen Gleichung zu starten, um so méoglichst leicht auf
die anderen A; ; dieses Systems schlieflen zu kénnen. Ausnahme bildet hier der ein-
mal auftretende unterbestimmte Teil, in dem eine Unbekannte gesetzt werden kann.
Um eine komplette Losung fiir das lineare Gleichungssystem zu erhalten, miissen
dann alle vier Teilsysteme abgearbeitet werden.

Bei der Entwicklung der rekursiven Formeln sind also, beschreitet man diesen Weg,
vier Fille, innerhalb derer noch einmal vier Fille existieren, zu unterscheiden.

“soll hier bedeuten, daf A; ; direkt von einem Cj;3 ;1 abhéngt
Ssoll die Menge von Gleichungen bezeichnen, in denen A; ; auftreten, die aufgrund ihres Index
miteinander in Verbindung stehen
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In dieser jetzt folgenden Fallunterscheidung soll aus Griinden der Ubersichtlichkeit
nur die Startgleichung®, die rekursive Formel” und die Bedingungen®, sowie gegebe-
nenfalls die Berechnung von Aj ;° und die Wirbelgréfe'?, angegeben werden.

1. Ist n mod 4 = 3, dann zerfillt das lineare Gleichungssystem in vier Teile, wo-
von zwei eindeutig und zwei iiberbestimmt sind. Zuerst sollen hier die beiden
eindeutigen Teile unter [1.1] und [1.2] behandelt werden, bevor unter [1.3] und
[1.4] die beiden Wirbelbedingungen bzw. die Berechnung der Wirbelgréfen
betrachtet wird.

1.1 1. Teilsystem

Startgleichung Ap31=0Chyp

rekursive Gleichung Ap,_3)_tp1440 = 1745 ([(n — 3) — 4(z — 1)]
A(n73)74(w71),1+4(w71) + Cn—4z,4m)
Bedingungen (n—3)—4z>0,z€N, z>1

1.2 2. Teilsystem

Startgleichung Aips=—-Coyy,

rekursive Gleichung Ay 4 (n—3)—40 = 1Jrﬁ([(n —3)—4(x —1)]
Al az—1),(n—3)-4(@—1) — Ciaon—az)

Bedingungen (n—3)—4z>0,z€N, z>1

1.3 3. Teilsystem

Startgleichung Ay =1Ch 1,

rekursive Gleichung An—4)—tz2+42 = 2+ﬁ([(n —4) —4(x —1)]
An—1)-4z—1)244(a-1) + Ctn—1)—w,144z)

Bedingungen (n—4)—4x>0,z€eN, z>1

Berechnung Al(nf4)f4w,2+4w Al(nf4)f4w,2+4w = _%CZ"—Q

mit letztem giiltigem x aus Rekursion

Wirbelgrofie WirbelgroBe,[n] = Ap—4)—s0,24+40 — A’(n_ 2
mit letztem giiltigem x aus Rekursion

—4g,2+4x

bhiermit wird die einfache Gleichung bezeichnet mit der im jeweiligen Teilsystem das erste A; ;
berechnet bzw. im unterbestimmten Teilsystem gesetzt wird

"gibt die Formel an anhand derer die anderen 4; ; dieses Teilsystems berechnet werden konnen,
wobei hier x bei jedem Rekursionsschritt um eins erhéht wird

8hier sollen die an den Laufparameter x gestellten Bedingungen zusammengestellt werden

%ein A; ; eines jeden iiberbestimmten Teilsystems kann auf zwei verschiedene Art und Weisen
berechnet werden, mit Bedingung an x

10Gleichung fiir die Berechnung der Wirbelgrofe, mit Bedingung an x
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1.4 4. Teilsystem

Startgleichung Appa = —3C1 54

rekursive Gleichung Ag e (n—a)—dz = ﬁ([(n —4) —4(x —1)]
Agta(z—1),(n—1)—a(@—1) — C1yaz,(n—1)—4z)

Bedingungen (n—4)—4z >0, z€eN, z>1

Berechnung Al2+4w,(nf4)f4w Al2+4w,(nf4)f4w = lCn—QaQ

3
mit letztem giiltigem x aus Rekursion

Wirbelgrofie WirbelgroBes[n] = Asiap,(n-a)-10 = A4y (n 1) 10
mit letztem giiltigem x aus Rekursion

2. Das lineare Gleichungssystem teilt sich fiir n mod 4 = 1 in vier Teile, wovon
zwei eindeutig und zwei iiberbestimmt sind. Zuerst sollen hier die beiden ein-
deutigen Teile unter [2.1] und [2.2] betrachtet werden, bevor unter [2.3] und
|2.4] die beiden Wirbelbedingungen bzw. die Berechnung der Wirbelgréfen
genauer untersucht wird.

2.1 1. Teilsystem

Startgleichung Anss=1Cnop
rekursive Gleichung A, 5 45314, = ﬁ([(n —5)—4(x —1)]
An—5)—a(z—1)3+4(z—1) T Cln—2)—12,2442)

Bedingungen (n—=5)—4x >0, z€eN, z>1
2.2 2. Teilsystem

Startgleichung Az p 5= —%C’g,n,g

rekursive Gleichung Aj 4, (n 540 = ﬁ([(n —5)—4(x —1)]
A3t a(w—1),(n—5)—4(a—1) — Cotaaz,(n—2)—4z)
Abbruchbedingung (n—5)—4x >0,z €N, 2 >1

2.3 3. Teilsystem

Startgleichung An_31=Chyp

rekursive Gleichung A(n_3)—4a,1+40 = ﬁ([(n —3)—4(x —1)]
A(n—3)—4(w—1),1+4(z—1) + Cn—4a:,4z)

Bedingungen n—3)—4x >0, z€eN, z>1

Berechnung Al(n—3)—4z,1+4ac Al(n—3)—4z,1+4ac = _%Cl,n—l

mit letztem giiltigem x aus Rekursion

Wirbelgrofie WirbelgroBei[n]| = Am—3)—sz,1440 — 14'(%3)74%,1 .
mit letztem giiltigem x aus Rekursion
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2.4 4. Teilsystem

Startgleichung Az =—Coyp
rekursive Gleichung Al az (n—3)—4z = 1+L[m([(n —3)—4(x —1)]
Aitaz-1),(n-3)—4(2—1) — Cizn—az)
Bedingungen (n—=3)—4z>0,zeN, z>1
Berechnung A, 3 40 Alise(n-1)-40 = 3Cn-11
mit letztem giiltigem x aus Rekursion

Wirbelgrofie WirbelgroBes[n] = A1 yas(n—3)—10 — A} g (n—3)—4z
mit letztem giiltigem x aus Rekursion

3. n mod 4 = 0, in diesem Fall zerfillt das lineare Gleichungssystem in vier Teile,
wovon zwei eindeutig und zwei iiberbestimmt sind. Zuerst sollen hier die beiden
eindeutigen Teile unter [3.1] und [3.2] behandelt werden, bevor unter [3.3] und
[3.4] die beiden Wirbelbedingungen bzw. die Berechnung der Wirbelgréfen
betrachtet wird.

3.1 1. Teilsystem

Startgleichung Ay_yp= %Cn—l,]_

rekursive Gleichung A, 4) 4z2140 = ﬁ([(n —4) —4(z — 1)]
Am-1)—a(z—1)244(x—1) T Cln-1)—12,1+42)
Bedingungen (n—4)—4x >0, z €N, z>1

3.2 2. Teilsystem

Startgleichung Agpg = —%C’l,n,l

rekursive Gleichung As 4, (n4)— 40 = ﬁ([(n —4) —4A(z —1)]
Agta(w—1),(n—1)—4(a—1) — Clt4z,(n—1)—4z)
Bedingungen (n—4)—42>0,zeN, z>1

3.3 3. Teilsystem

Startgleichung An_31=Chyp

rekursive Gleichung A(n—3)—4a,1+40 = ﬁ([(n —3)—4(x —1)]
A(n—3)—4(w—1),1+4(z—1) + Cn—4a:,4z)

Bedingungen n—3)—4x >0, z€eN, z>1

Berechnung A(n 3)—dz,l+4zx Al(n 3)—dz,l+4z _Coan

mit letztem giiltigem x aus Rekursion

Wirbelgrofie WirbelgroBe;[n] = Am—3)—sz,1440 — 14'(%3)74%,1 4z
mit letztem giiltigem x aus Rekursion
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3.4 4. Teilsystem

Startgleichung A5z =3Cnop

rekursive Gleichung An-5)-tp3+45 = ﬁ([(n —5) —4(x —1)]
An—s)—4(2—1) 3+4(a—1) + C(n—2)—42,2+4z)

Bedingungen (n—=5)—4x >0, z€N, z>1

Berechnung AI(n—S)—4:c,3+4w Al(n75)74$,3+4w = _%021"—2

mit letztem giiltigem x aus Rekursion

Wirbelgrofie WirbelgroBes[n] = Am-—s)—1q,3+40 — A'(nff))f to,3 442
mit letztem giiltigem x aus Rekursion

4. nmod 4 = 2, in diesem Fall zerfillt das lineare Gleichungssystem in vier Tei-
le, wovon einer unterbestimmt und drei iiberbestimmt sind. Zuerst soll hier
der unterbestimmte Teil unter [4.1] behandelt werden, bevor unter [4.2], [4.3]
und [4.4] die drei Wirbelbedingungen bzw. die Berechnung der Wirbelgriofen
betrachtet wird.

4.1 1. Teilsystem

Startgleichung App2:=0

rekursive Gleichung Ay, (,_9)_1; = =([(n — 2) — 4(z — 1)]
As(z—1),(n=2)-4(a—1) — C3442,(n—3)—4z)
Bedingungen (n—2)—4x >0, z€N, z>1

4.2 2. Teilsystem

Startgleichung Apn_31=Chyp

rekursive Gleichung A(n-3)-tz1 442 = 15 ([(n — 3) — 4(x — 1)]
An—3)—4(z—1),144(e—1) + Cn—tz,42)

Bedingungen (mn—3)—4r>0,z€N, z>1

Berechnung Al(n—3)—4z,1+4;c Al(n—3)—4z,1+4;c = _%CZ“*Q

mit letztem giiltigem x aus Rekursion

Wirbelgrofie Wirbelgrofiei[n] = Apn—3)—sz,1440 — A'(n_3)
mit letztem giiltigem x aus Rekursion

—4g,1+4z
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4.3 3. Teilsystem

Startgleichung Apgp=3Cp 11

rekursive Gleichung An—1)— 42244z = ﬁ([(n —4) —4(x —1)]
An—a)—a(z—1) 244(2—1) T Cin—1)—42,1+42)

Bedingungen (n—4)—4x >0, z€N, z>1

Berechnung Al(n—4)—4$,2+4w Al(nf4)f4w,2+4w = _%Cl,n—l

mit letztem giiltigem x aus Rekursion
Wirbelgrofie WirbelgroBes[n] = Am—a)-ao2110 — Ay 4y 4z2440
mit letztem giiltigem x aus Rekursion

4.4 4. Teilsystem

Startgleichung Ap_s3=3Cn 22

rekursive Gleichung An—5)—4z3+4z = ﬁ([(n —5) —4(zx —1)]
An—5)-4(z—1) 3+4(z—1) T Cin—2)—12,2+42)

Bedingungen (n—5)—4r>0,z€N, z>1

—4z3+4x —Con
mit letztem giiltigem x aus Rekursion

Berechnung A'(n_5)_4$,3+4m Al(n—5)

Wirbelgrofie WirbelgroBes[n| = Am—s)—10,3+40 — AI(n—S)
mit letztem giiltigem x aus Rekursion

—4x,3+4x

Mit diesen aufgestellten rekursiven Formel ist man jetzt in der Lage das lineare
Gleichungssystem, welches in jedem A-Schritt aufgestellt wird, auf eine einfache Art
und Weise zu l6sen und eine sequentielle Implementierung zu erstellen.

4.2.4 Umsetzung in Maple - das Programm

Die fiir eine Computer-Implementierung benétigten Hilfsmittel wurden ja bereits in
den letzten Abschnitten erarbeitet. Dieser Abschnitt soll einen unter Maple umge-
setzten rekursiven Algorithmus zur Berechnung der Wirbelgrofen vorstellen.
Dabei soll das sequentielle Maple-Programm mit einigen fiir den Anwender niitzli-
chen Hinweisen, sowie die wesentlichen Schritte des zugrundeliegenden Algorithmus,
dargelegt werden.

Die hier vorgestellte reale Umsetzung der bisher dargelegten Theorie ist interaktiv, so
dak der Benutzer ohne grofse Kenntnisse iiber das Aussehen der zugrundeliegenden
Datenstruktur in der Lage sein sollte, mit dem Programm umzugehen. Dadurch ist
es moglich, schnell die ersten Ergebnisse zu erzielen.

Um dies zu erreichen, ist zu beachten, daf alle Eingaben an das Programm mit einem
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,Return“ bestétigt werden miissen. Beriicksichtigt der Anwender dies, so besteht das
Programm fiir ihn eigentlich nur aus drei wesentlichen Verzweigungen.

1. Art der Eingabe (siehe Abbildung C.1), d.h. ob der Anwender die zu betrach-
tende Differentialgleichung eingeben (1) oder diese laden (2) mochte.

2. Berechnung oder Grafik (siehe Abbildung C.2), d.h. ob der Nutzer fiir die zu

betrachtende Differentialgleichung die Wirbelgrofen berechnen (1) oder die
grafische Ausgabe (2) derselbigen mochte.
Die vom Anwender unter der grafischen Ausgabe geforderten Angaben sind
nur einige von Maple fiir die grafische Darstellung der Differentialgleichung
benétigte Parameter, welche am Anfang mit den in Klammern angegebenen
Standardwerten (siehe Abbildung C.3) belegt werden kénnen.

3. Ende oder nochmal (siehe Abbildung C.4), d.h. ob der Nutzer noch eine Diffe-
rentialgleichung mit dem Programm betrachten mdéchte oder nicht und dieses
damit beendet.

Der dem Programm zugrundeliegende Algorithmus fiir die Berechnung der Wirbel-
grofen besteht im wesentlichen aus drei Schritten. Zum einen aus den in Abschnitt
4.2.1 bereits vorgestellten C-Schritt und A-Schritt, zum anderen aus der Berechnung
der, wie in Abschnitt 4.2.3 beschrieben, Wirbelgréfe selbst.

C-Schritt

Die Realisierung des C-Schrittes wurde in die gleichnamige Routine CSchritt aus-
gelagert (siehe hierzu Anhang C).

Hier werden, wie auch in Abschnitt 4.2.1 beschrieben, alle aus friiheren Schritten
bereits bekannten Koeffizienten von (F});<p—3, im Programm mit dyA, dxA bzw.
B!l (,friihere”) bezeichnet, mit den Koeffizienten von p und q verrechnet und so die
entsprechenden Cj; (im Programm B; ;), deshalb CSchritt, gesetzt. Die fiir die er-
ste Berechnung von B; ; benétigten Initialisierungen, vgl. in der Theorie Gleichung
4.5, werden in den Routinen init und ableitung gemacht (vgl. Anhang C).

A-Schritt

Die weiteren fiir die Berechnung der Wirbelgrofen bendtigten Koeffizienten von
F(z,y) werden nun im A-Schritt berechnet, der genau wie der C-Schritt in die
gleichnamige Routine ASchritt ausgelagert wurde (siehe hierzu Anhang C).
Hier werden die in Abschnitt 4.2.3 hergeleiteten Formeln praktisch umgesetzt und
damit das in der Theorie beschriebene lineare Gleichungssystem 4.7 auf eine, der
speziellen Struktur dieses Systems angepafte Art und Weise, rekursiv geldst.

Hdie Namensgebung im Programm wie Frommer, in der Arbeit wie Moritzen
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Berechnung der Wirbelgrofien

Nachdem jetzt alle n6tigen Vorbereitungen getroffen sind, werden die Wirbelgrofien
berechnet, um mit Hilfe dieser dann Vermutungen bzw. Aussagen iiber das Aussehen
der Differentialgleichung aufzustellen bzw. zu treffen (siehe auch hierzu Anhang C).
Hierzu ist zu bemerken, daf die in Abschnitt 4.2.2 vorgestellte Theorie im Programm
in leicht modifizierter Form umgesetzt worden ist.

Die im Programm gemachte Fallunterscheidung, wie bei der Aufstellung der rekur-
siven Formeln, nach n mod 4 ist eigentlich nur no6tig, da fiir die verschiedenen Fille
eine unterschiedliche Anzahl von Wirbelgréfen, welche auf unterschiedliche Art und
Weise zu bestimmen sind, zu berechnen ist. Tatsdchlich geniigt es anfinglich zwei
Fille, die iiber das Aussehen der Differentialgleichung bestimmen, zu unterscheiden.

1. Abbruch!? der Rekursion in einem ungeraden Grad, d.h. n mod 4 = 1 oder
n mod 4 = 3. In diesem Fall liegt die Vermutung nahe, dak es sich um keinen
Wirbel handelt. Es ist keine Aussage zum Aussehen der Losung der Differen-
tialgleichung mdglich, da man einen Vorzeichenwechsel von Z auferhalb des
Nullpunktes nicht ausschliefen kann.

2. Sollte die Rekursion in einem geraden Grad (n gerade) abbrechen, so muff man

die d;; auf die in der Aufzéhlung in Abschnitt 4.2.2 beschriebenen Bedingun-
gen hin untersuchen.
Hier gilt es auch wieder zwei Fille zu unterscheiden, da wie schon erwihnt
teilweise eine unterschiedliche Anzahl von Wirbelgrofen, aufgrund der unter-
schiedlichen Anzahl von iiberbestimmten Teilen des linearen Gleichungssy-
stems, zu berechnen ist.

2.1. Ist bei Abbruch n mod 4 = 0, dann sind nur zwei Wirbelgréften, im Pro-

gramm mit Wirbelgroesse_1[n]lbzw. Wirbelgroesse_2[n]bezeichnet,
zu bestimmen.
Dabei stellt die Wirbelgroesse_1[n],verwendet man die Bezeichnungs-
weise aus der Theorie, dy, und Wirbelgroesse_2[nld;, o aus der er-
sten Summe von Gleichung 4.8 dar. Hierbei ist zu bemerken, daf die von
Wirbelgroesse_1[n]quantifizierte Ungereimtheit im Gleichungssystem
auch auf d, o ,mitverteilt® werden kann, so dak zumindest numerisch die
in der Theorie an einen Strudelfall gestellten Anforderungen erfiillt wer-
den konnen. Fiir das Vorliegen eines Strudels ist es also erforderlich, daf
Wirbelgroesse_1[n]ungleich Null ist und Wirbelgroesse_2[n],falls sie
ungleich Null ist, das gleiche Vorzeichen hat. Sollte dies nicht erfiillt wer-
den, so wird Unbestimmtheit vermutet.

2.2. Bei Beendigung der Rekursion mit n mod 4 = 2, sind drei Wirbelgro-
fsen, im Programm mit Wirbelgroesse_1[n],Wirbelgroesse_2[n]bzw.

2ynter Abbruch soll hier und in den folgenden Fillen der durch auftreten einer Wirbelgrofie
ungleich Null erzwungene Abbruch (strudel=maxstrudel) verstanden werden
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Wirbelgroesse_3[n]bezeichnet, zu bestimmen.

Hierbei stehen Wirbelgroesse_1[nlfiir dy,_o, Wirbelgroesse_3[n]fiir
do, aus der ersten Summe und Wirbelgroesse_2[nlfiir d; ,_; aus der
zweiten Summe von Gleichung 4.8.

Wirbelgroesse_1[n]und Wirbelgroesse_3[n]miissen also fiir den Stru-
delfall beiden ungleich Null sein und das gleiche Vorzeichen haben, da in
diesem Fall die von Wirbelgroesse_1[n]dargestellte Ungereimtheit des
im A-Schritt aufgestellten Gleichungssystems auf d,, o ,umverteilt“ wer-
den kann. Wirbelgroesse_2[n]muf Null sein, damit ein Strudel vorlie-
gen kann. Bei Verstofl gegen eine dieser Bedingungen liegt auch hier der
Unbestimmtheitsfall nahe.

Alle anderen in der Theorie noch untersuchten d; ;, mit ¢+ k = n werden durch
den Algorithmus automatisch auf Null gerechnet und erfiillen so auf jeden Fall
die an sie gestellten Anforderungen.

Abbruchkriterien

Abgebrochen wird die eben vorgestellte Berechnung von Wirbelgrofen in zwei Fil-
len. Zum einen falls eine Wirbelgréfte ungleich Null berechnet worden ist, wobei man
hier vom erzwungen Abbruch sprechen kann, da strudel auf maxstrudel gesetzt
wird. Anschliefend miissen in diesem Fall noch die Wirbelgréfen wie in Abschnitt
4.2.4 untersucht werden. Zum anderen falls die obere Schranke fiir die Anzahl an
zu berechnenden Wirbelgréfien maxstrudel erreicht wurde, in diesem Fall geht man
von einem Wirbel aus.

Allgemein ist zu der hier vorliegenden Realisierung noch zu sagen, daf sie, im Ge-
gensatz zu in anderen Programmiersprachen umgesetzten Implementierungen, keine
Probleme mit Fehlerfortpflanzung hat. Dies konnte durch die Verwendung von dem
algebraischen Loser Maple erreicht werden.

Bezahlt wird dieses exakte Rechnen und auch der Komfort bei der Eingabe von Dif-
ferentialgleichungen durch einen erhéhten Speicher-, Rechen- und dem automatisch
damit verbundenen erhéhten Zeitaufwand.

Fiir weitere noch auftretende Fragen zum Ablauf des Programmes oder zu pro-
grammtechnischen Feinheiten steht im Anhang C der komplette Quellcode des Pro-
grammes zur Verfiigung.

Sollten diese Informationen nicht ausreichend sein, sei auf Hohn [11] verwiesen, der
in seiner Arbeit ,, Algebraische Berechnung von Strudelgrofen und graphisches Auf-
finden von Grenzzykeln um ein Stelle der Unbestimmtheit”, bis auf die rekursiven
Formeln selbst, das gleiche Programm niher vorstellt. Dort wird auch auf die Kom-
plexitit des Algorithmus, die Konditionierung des Problems, sowie auf Vor- und
Nachteile, die die Realisierung in Maple mit sich bringt, eingegangen.
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4.2.5 Eigene Beispiele

Dieser Abschnitt soll einige selbstentworfene!® Beispiele zeigen. Zuerst soll hierbei,
ausgehend von der ,Grundgleichung® y' = —%, eine Gruppe von Differentialglei-
chungen betrachtet werden, welche durch hinzufiigen eines Terms immer wieder in
ihrem Charkter'* verindert wurden. AnschlieRend werden noch einige interessante
Beispiele, auch von der Optik her, einer Analyse unterzogen.

Allgemein gilt fiir die vom Algorithmus des Programms ausgegebenen Ergebnisse
das Format

Aktueller Grad = Wert

A[il1[j]1 = Wert # alle Kombinationen fir die gilt
B[i1[j1 = Wert #i+j < n

[...]

Wirbelgroesse_1[k] = Wert #k < n

Wirbelgroesse_2[k] = Wert #k < n

Wirbelgroesse_3[k] = Wert # k < n; entspricht n mod 4 = 2!

K 3k >k >k >k 5k 5k >k 5k 3k 3k 3k 3k 5k 5k 3k 5k 3k >k 5k >k 5k %k %k 5k 5k 5k %k 3k 3k 5k 5k >k 5k >k %k 5k 5k %k %k 3k >k 5k >k Xk %k %k %k %k %k %

k+6. C-Schritt : Polynom der C-Koeffizienten #k <
k+6. A-Schritt : Polynom der A-Koeffizienten (neu berechnet) # k <
Wirbelgroesse_1[k] = Wert #k < n
Wirbelgroesse_2[k] = Wert #k < n
Wirbelgroesse_3[k] = Wert # k < n; entspricht n mod 4 = 2

[...].

Aus platztechnischen Griinden soll in den folgenden Beispielen allerdings nur der, im
Formataufbau unterhalb der durch * gekennzeichneten Trennlinie liegende, Bereich
abgedruckt werden.

Prinzipiell befindet sich auf den néchsten Seiten bei der Vorstellung der Beispiele
die betrachtete Differentialgleichung im ersten Satz. Darunter liegt dann zentriert,
die von Maple erstellte grafische Darstellung der Differentialgleichung mit der Bild-
unterschrift des jeweiligen Startpunktes. Abgeschlossen wird die Seite dann von den,
vom Algorithmus fiir den C-Schritt, A-Schritt und die Wirbelgréfen, berechneten
Werte, die in der vorgestellten Form présentiert werden.

13in der Literatur wurden keine bereits betrachteten Beispiele gefunden, die man hier hitte
nachvollziehen kénnen
4bezieht sich hier auf Strudel, Wirbel oder Unbestimmtheit



KAPITEL 4. DIFFERENTIALGLEICHUNGEN ,HOHERER“ ORDNUNG 57

Abbildung 4.1: Startpunkt(0.5/0)

Der Algorithmus berechnete dazu fiir einen Wirbelfall sprechende Werte (alle Wir-
belgrofen gleich Null). Dies stimmt in diesem Fall auch mit der durch die Grafik
naheliegende Vermutung iiberein.

7. C-Schritt :
7. A-Schritt :
Wirbelgroesse_1[1]
Wirbelgroesse_2[1]
8. C-Schritt :
8. A-Schritt :
Wirbelgroesse_1[2]
Wirbelgroesse_2[2]
9. C-Schritt :
9. A-Schritt :
Wirbelgroesse_1[3]
Wirbelgroesse_2[3]

10. C-Schritt :
10. A-Schritt :
Wirbelgroesse_1[4]
Wirbelgroesse_2[4]
Wirbelgroesse_3[4]
11. C-Schritt :
11. A-Schritt :
Wirbelgroesse_1[5]
Wirbelgroesse_2[5]
12. C-Schritt :
12. A-Schritt :
Wirbelgroesse_1[6]
Wirbelgroesse_2[6]

o
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Die hier betrachtete Differentialgleichung lautet y' = —

e T T T e e e e ] 5:-.—-.—-r:——"'----_‘-"'h-h\_'“*x\_L

Abbildung 4.2: Startpunkt(0.78/0)

Geht man von der Grafik aus, so liegt die Vermutung eines Strudels nahe. Der
Algorithmus berechnete dazu allerdings fiir einen Unbestimmtheitsfall sprechende
Werte (erzwungener Abbruch in einem ungeradem Grad, n ungerade).

7. C-Schritt :+(-4)*x~2%y~5
7. A-Schritt :

Wirbelgroesse_1[1]
Wirbelgroesse_2[1]

-4/3
0
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Abbildung 4.3: Startpunkt(0.5/0)

Der Algorithmus berechnete dazu, wie man auch aus der Grafik vermuten kann, fiir
einen Wirbelfall sprechende Werte (alle Wirbelgrofen gleich Null).

7. C-Schritt :+(8/3)*x~6xy~1+ 10. C-Schritt :
(-4)*x~2%y~5 10. A-Schritt :

7. A-Schritt :+(4/3)*x~3%y~2 Wirbelgroesse_1[4] = 0

Wirbelgroesse_1[1] = 0 Wirbelgroesse_2[4] = 0

Wirbelgroesse_2[1] = 0 Wirbelgroesse_3[4] = 0

8. C-Schritt : 11. C-Schritt :

8. A-Schritt : 11. A-Schritt :

Wirbelgroesse_1[2] = 0 Wirbelgroesse_1[56] = 0

Wirbelgroesse_2[2] = 0 Wirbelgroesse_2[56] = 0

9. C-Schritt : 12. C-Schritt :

9. A-Schritt : 12. A-Schritt :

Wirbelgroesse_1[3] = 0 Wirbelgroesse_1[6] = 0

Wirbelgroesse_2[3] = 0 Wirbelgroesse_2[6] = 0
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Abbildung 4.4: Startpunkt(0.65/0)

60

Auch hier stimmen die durch die Grafik und den Algorithmus naheliegende Vermus-
tungen iiberein - Wirbelfall (alle Wirbelgrofen gleich Null).

7. C-Schritt :+(8/3)*x~6xy~1+
(-4)*x~2%y~b
7. A-Schritt :+(4/3)*x~3%y~2

Wirbelgroesse_1[1]
Wirbelgroesse_2[1]

8. C-Schritt :+(-4)*x~3%y~5
8. A-Schritt :+(-2/3)*x~0%*y~6

Wirbelgroesse_1[2]
Wirbelgroesse_2[2]
9. C-Schritt :

9. A-Schritt :
Wirbelgroesse_1[3]
Wirbelgroesse_2[3]
10. C-Schritt :
10. A-Schritt :
Wirbelgroesse_1[4]
Wirbelgroesse_2[4]
Wirbelgroesse_3[4]
11. C-Schritt :

0
0

0
0

o

11. A-Schritt :

Wirbelgroesse_1[5] = 0
Wirbelgroesse_2[56] = 0

12. C-Schritt :
12. A-Schritt :

Wirbelgroesse_1[6] = 0
Wirbelgroesse_2[6] = 0

13. C-Schritt :
13. A-Schritt :

Wirbelgroesse_1[7] = 0
Wirbelgroesse_2[7] = 0

14. C-Schritt :
14. A-Schritt :

Wirbelgroesse_1[8] = 0

Wirbelgroesse_2[8]
Wirbelgroesse_3[8]
15. C-Schritt :
15. A-Schritt :
Wirbelgroesse_1[9]
Wirbelgroesse_2[9]
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Die hier betrachtete Differentialgleichung lautet y’ = _x _::i;;ﬁ;_w
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Abbildung 4.5: Startpunkt(0.3/0)

Der Algorithmus berechnet dazu fiir einen Unbestimmtheitsfall sprechende Werte
(erzwungener Abbruch mit n gerade, aber d,, o = 0 und nur dy, # 0).

7. C-Schritt :+(8/3)*x~6%y~1+(-4)*x"~2%y~5
7. A-Schritt :+(4/3)*x~3%y~2
Wirbelgroesse_1[1] = 0

Wirbelgroesse_2[1] = 0
8. C-Schritt :
8. A-Schritt :
Wirbelgroesse_1[2] = 0
Wirbelgroesse_2[2] = 0
9. C-Schritt :
9. A-Schritt :
Wirbelgroesse_1[3] = 0
Wirbelgroesse_2[3] = 0

10. C-Schritt :+(-4)*x~7*y~3+(-4)*x~0%y~10
10. A-Schritt :

Wirbelgroesse_1[4] = 0
Wirbelgroesse_2[4] = 0
Wirbelgroesse_3[4] = -4



KAPITEL 4. DIFFERENTIALGLEICHUNGEN ,HOHERER“ ORDNUNG

Die hier betrachtete Differentialgleichung lautet y' = —

3_x2y2_x3y?

X
y3+3x3y

g

e T
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Abbildung 4.6: Startpunkt(0.9/0)

Der Algorithmus berechnete dazu Werte, die die Vermutung Unbestimmtheit erlau-
ben (zwar erzwungener Abbruch mit n gerade, aber d; ,_; ungleich Null).

7. C-Schritt :+(8/3)*x~6*xy~1+(-4)*x~2%y~5

7. A-Schritt :+(4/3)*x"3%y~2
Wirbelgroesse_1[1] = 0

Wirbelgroesse_2[1] = 0

8. C-Schritt :+(-4)#*x~3%y~5

8. A-Schritt :+(-2/3)*x~0*y~6
Wirbelgroesse_1[2] = 0

Wirbelgroesse_2[2] = 0

9. C-Schritt :+(-8/3)*x~6*y~3+(4)*x~2¢y~7

9. A-Schritt :+(-8/21)*x~7xy~0+(-4/3)*x"3*y~4
Wirbelgroesse_1[3] = 0

Wirbelgroesse_2[3] = 0

10. C-Schritt :+(-16/9)*x~9%y~1+(8/3)*x~5*y~5+(4) *x~3%y~7

10. A-Schritt :+(-8/9)*x~6%xy~2+(-4/9)*x"2%y~6

Wirbelgroesse_1[4] = 0
Wirbelgroesse_2[4] = -4/9
Wirbelgroesse_3[4] = 0
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2
x3—x2y2—x3y2+§xy6

y3+3x3y

Die hier betrachtete Differentialgleichung lautet y’' =

Abbildung 4.7: Startpunkt(0.9/0)

Nach dem Algorithmus liegt auch hier der Unbestimmtheitsfall vor (erzwungener
Abbruch mit n ungerade).

7. C-Schritt :+(8/3)*x~6*xy~1+(-4)*x~2%y~5

7. A-Schritt :+(4/3)*x"3%y~2

Wirbelgroesse_1[1] = 0

Wirbelgroesse_2[1] = 0

8. C-Schritt :+(-4)*x~3*y~5

8. A-Schritt :+(-2/3)*x~0*y~6

Wirbelgroesse_1[2] = 0

Wirbelgroesse_2[2] = 0

9. C-Schritt :+(-8/3)*x~6*y~3+(4)*x~2%y~7

9. A-Schritt :+(-8/21)*x~7*xy~0+(-4/3)*x"~3*%y~4
Wirbelgroesse_1[3] = 0

Wirbelgroesse_2[3] = 0

10. C-Schritt :+(-16/9)*x~9xy~1+(8/3)*x~5xy~5+(4)*x~3xy~7+(8/9) *x~1*y~9
10. A-Schritt :+(-8/9)*x~6%y~2+(-4/9)*x"2xy~6
Wirbelgroesse_1[4] = 0

Wirbelgroesse_2[4] = 0

Wirbelgroesse_3[4] = 0

11. C-Schritt :+(-16/9)*x~8*xy~3+(16/3) *x~6*y~5+(8/3) *x~4*y~7
11. A-Schritt :+(-16/405)*x~9%y~0+(-8/15) *x~5%y~4+(8/9) *x~3*y~6
Wirbelgroesse_1[56] = 8/9

Wirbelgroesse_2[56] = 0
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x3 _X2y2 _5x7

Die hier betrachtete Differentialgleichung lautet y’ = ~ P adyi—yS -
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Abbildung 4.8: Startpunkt(0.5/0)

Der Algorithmus berechnete dazu fiir einen Unbestimmtheitsfall sprechende Werte
(n bei erzwungenem Abbruch ungerade).

7. C-Schritt :+(-4)*x~2xy~5
7. A-Schritt :
Wirbelgroesse_1[1] = -4/3
Wirbelgroesse_2[1] = 0
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x3—2x%y3
yE—x7

Die hier betrachtete Differentialgleichung lautet y' = —

Abbildung 4.9: Startpunkt(0.3/0)

Der Algorithmus berechnete dazu, mit der Grafik iibereinstimmend, fiir einen Stru-
delfall sprechende Werte (n ist bei erzwungenem Abbruch gerade und nur dy, und
dn0 sind ungleich Null und haben gleiches Vorzeichen).

7. C-Schritt :
7. A-Schritt :

Wirbelgroesse_1[1] = 0
Wirbelgroesse_2[1] = 0
8. C-Schritt :
8. A-Schritt :
Wirbelgroesse_1[2] = 0
Wirbelgroesse_2[2] = 0
9. C-Schritt :
9. A-Schritt :
Wirbelgroesse_1[3] = 0
Wirbelgroesse_2[3] = 0

10. C-Schritt :+(-4)*x~10%xy~0+(-8)*x~4*y~6

10. A-Schritt :+(-4)*x~7*xy~1+(-28/5)*x~3%y~5+(-8/7)*x~1*y~7
Wirbelgroesse_1[4] = -28/5

Wirbelgroesse_2[4] = 0

Wirbelgroesse_3[4] = -8/7
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x3 —2x6y3
y3—x°

Die hier betrachtete Differentialgleichung lautet y' = —
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Abbildung 4.10: Startpunkt(0.4/0)

Der Algorithmus berechnete dazu Werte, welche fiir einen Strudel sprechen (n bei
erzwungenem Abbruch gerade, dy, und d, o ungleich Null mit gleichem Vorzeichen
und nur noch weitere d;j aus der ersten Summe von Gleichung 4.8 mit gleichem
Vorzeichen ungleich Null).

7. C-Schritt : Wirbelgroesse_1[4] = 0
7. A-Schritt : Wirbelgroesse_2[4] = 0
Wirbelgroesse_1[1] = Wirbelgroesse_3[4] = 0
Wirbelgroesse_2[1] = 11. C-Schritt :

8. C-Schritt : 11. A-Schritt :

8. A-Schritt : Wirbelgroesse_1[5] = 0
Wirbelgroesse_1[2] = Wirbelgroesse_2[5] = 0

Wirbelgroesse_2[2]
9. C-Schritt :
9. A-Schritt :
Wirbelgroesse_1[3]
Wirbelgroesse_2[3]
10. C-Schritt :
10. A-Schritt :

12. C-Schritt :+(-4)*x~12%xy~0+

12. A-Schritt

Wirbelgroesse_
Wirbelgroesse_

(-8)*x~6%y~6

1+ (-4) *x~ 9%y~ 1+
(-36/5) *x~5*y~b5+
(-8/T)*x~3%y~T+
(-4) *x~1xy~9

1[e] = -4

2[6] = -8/7
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Die hier betrachtete Differentialgleichung lautet y' = —
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Abbildung 4.11: Startpunkt(0.5/0)

y3+x7y2
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Der Algorithmus berechnete dazu fiir einen Unbestimmtheitsfall sprechende Werte
(n zwar bei erzwungenem Abbruch gerade, aber d,, o und dy,, gleich Null).

7. C-Schritt :

7. A-Schritt :
Wirbelgroesse_1[1]
Wirbelgroesse_2[1]
8. C-Schritt :

8. A-Schritt :
Wirbelgroesse_1[2]
Wirbelgroesse_2[2]
9. C-Schritt :

9. A-Schritt :
Wirbelgroesse_1[3]
Wirbelgroesse_2[3]
10. C-Schritt :
10. A-Schritt :

Wirbelgroesse_1[4]
Wirbelgroesse_2[4]
Wirbelgroesse_3[4]
11. C-Schritt :

11. A-Schritt :

Wirbelgroesse_1[5]
Wirbelgroesse_2[5]

0
0
0

0
0

12. C-Schritt :+(4)*x~10%y~2+
(-8) *x~6*y~6+
(-4)*x~2%y~10
12. A-Schritt :+(4/3)*x~7xy~3+
(4/21)*x~3%y~7

Wirbelgroesse_1[6]
Wirbelgroesse_2[6]

0
32/21
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x3 -l-y7
y3 +X7 .

Die hier betrachtete Differentialgleichung lautet y' = —
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Abbildung 4.12: Startpunkt(0.8/0)

Der Algorithmus berechnete dazu fiir einen Strudelfall sprechende Werte (erzwun-
gener Abbruch mit n gerade, d,, o und dy, ungleich Null und gleiches Vorzeichen,
Rest der d;x gleich Null).

7. C-Schritt :
7. A-Schritt :

Wirbelgroesse_1[1] = 0
Wirbelgroesse_2[1] = 0
8. C-Schritt :
8. A-Schritt :
Wirbelgroesse_1[2] = 0
Wirbelgroesse_2[2] = 0
9. C-Schritt :
9. A-Schritt :
Wirbelgroesse_1[3] = 0
Wirbelgroesse_2[3] = 0

10. C-Schritt :+(4)*x~10%y~0+(4)*x~0*y~10
10. A-Schritt :+(4)*x~7*xy~1+(28/5)*x"~3%y~5
Wirbelgroesse_1[4] = 28/5
Wirbelgroesse_2[4] = 0

Wirbelgroesse_3[4] = 4
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4.3 Uberlegungen fiir h > 3

Nachdem sich in Abschnitt 4.2 nur eingehend mit dem Fall h=2, also mit Differen-
tialgleichungen der Form

2+ psa(z,y)
Y3 + g>a(x,y)

beschéftigt worden ist, soll es in diesem Abschnitt um Differentialgleichungen der
Form

y/ _ _$2h_1 + Pz%(xa y)
y?h=1 + goon (2, )

,h>3

gehen. Hierbei wird im ersten Absatz im speziellen auf den Fall h=3 eingegangen,
bevor im folgenden ein Ausblick auf beliebige Differentialgleichungen der oben ge-
nannten Form gegeben werden soll.

4.3.1 Die Berechnung rekursiver Formeln fiir h=3

Fiir h=3 ist die Vorgehensweise, um rekursive Formel fiir die Berechnung der A; ;
zu erhalten, dhnlich zu der im Fall h=2 vorgestellten.

Zuerst muf man sich auch hier die Struktur des im A-Schritt aufgestellten linearen
Gleichungssystems iiber mehrere Rekursionschritte n hinweg anschauen.

Bei Betrachtung mehrerer Gleichungssysteme (vgl. hierzu Anhang B) wird dann zu
erkennen sein, dafl hier im Gegensatz zu h=2 eine Fallunterscheidung nach n mod 6
von Noten ist.

Untersucht man die Struktur innerhalb eines Gleichungssystems niher, so stellt man
fest, dai&, die fiir die Bestimmung von An—5,11 An—6,2a An—7,3; An—8,4a An—9,5 und
Al sy Asn—e, Aspn1, Asn—s, Asn_g aufgestellten Gleichungen, einfach® sind. Die
restlichen Gleichungen, deren Anzahl wieder vom Rekursionsgrad n abhangt sind
nach dem Schema genau zwei A;; und ein C; ; aufgebaut.

Zusatzlich kann auch hier festgestellt werden, daf das Gleichungssystem in mehrere,
in diesem Fall sechs, Teilsysteme zerfillt.

Es bietet sich hier also genauso wie bei h=2 an mit einer einfachen Gleichung in
einem Teilsystem zu starten, um so auf die anderen A; ; dieses Systems zu schliefen.
Ausnahme bildet auch hier wieder das einmal auftretende unterbestimmte Teilsy-
stem.

Die Losung des kompletten Gleichungssystem wird dann durch Berechnung der ein-
zelne Teilsysteme gefunden.

5einfach im gleichen Sinn wie in Abschnitt 4.2.3 beschrieben
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Gegebenenfalls muf in den einzelnen Teilsystemen, die zum Teil iiberbestimmt sind,
natiirlich auch ein Vergleich von A; ; und A; ; durchgefiihrt werden.

Auf diese Art und Weise entstehen dann 36 Gleichungen, die, aufgrund ihres Aus-
masses nicht hier, sondern in Anhang D dargestellt sind.

4.3.2 Ausblick fiir h>3

Inhalt dieses Abschnittes soll ein kleiner Ausblick auf Differentialgleichungen der
Form

' th_l + pZQh((E; y)

Y =—
y?h =1+ goon(z, )

, h >3

sein.

Sieht man sich die Struktur der im A-Schritt aufgestellten linearen Gleichungssy-
steme iiber mehrere Potenzen h und mehrere Rekursionsschritte n hinweg an (vgl.
hierzu Anhang B), so stellt man folgenden Zusammenhang

h=—1 h=—2 h=3
n=3  (2,2)(2,2) ; -
n=4  (3,2)(2,3) ; ;
n=5  (3,3)(3,3) - -
n=6  (4,3)(3,4) ; ;
n=7  (44)(44) (21)(2,1)(2,2)(2,2) ;
=8  (54)(45) (3.2)(2,1)(2,2)(2,2) ;
=9 (55)(55) (3.2)(3,2)(22)(2,2) ;
n=10 (6,5)(5,6) (3,2)(3,2)(3,2)(2,3) -
n=11  (6,6)(6,6) (3:2)(3,2)(3,3)(3,3) (2,1)(2,1)(2,1)(2,1)(2,2)(2,2)
n=12 (7.6)(6,7)  (4,3)(3,2)(3,3)(3,3) (3,2)(2,1)(2,1)(2,1)(2,2)(2,2)
n=13 (77077 (43)(4,3)(3,3)(3,3) (3,2)(3,2)(2,1)(2,1)(2,2)(2,2)
n=14  (8,7)(7,8) (4,3)(4,3)(4,3)(3,4) (3,2)(3,2)(3,2)(2,1)(2,2)(2,2)
n=15  (8,8)(8,8) (4,3)(4,3)(4,4)(4,4) (3,2)(3,2)(3,2)(3,2)(2,:2)(2,2)
n=16  (9,8)(8,9) (54)(4,3)(4,4)(4,4) (3,2)(3,2)(3,2)(3,2)(3,2)(2,3)
n=17  (9,9)(9,9) (5,4)(5,4)(4,4)(4,4) (3,2)(3,2)(3,2)(3,2)(3,3)(3,3)
(10,9)(9,10)  (5,4)(5,4)(5,4)(4,5) (4,3)(3,2)(3,2)(3,2)(3,3)(3,3)

n=18

fest. Wobei an dieser Ubersicht leicht zu erkennen ist, dak, wie in Abschnitt 4.2.3
bereits angesprochen wurde, das im A-Schritt aufgestellte lineare Gleichungssystem
fiir h=2 in vier und fiir h=3 in sechs Teilsysteme, hier durch die Anzahl der Klam-
merpaare zum Ausdruck gebracht, zerfillt. Desweiteren soll die erste Zahl eines jeden
Klammerpaares fiir die Anzahl der, in diesem Teilsystem enthaltenen, Gleichungen
und die zweite Zahl fiir die entsprechende Anzahl an Unbekannten stehen.
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Hieraus, betrachtet man speziell mehrere h’s, ist zu ersehen, daf die Anzahl von
Wirbelgrofsen abhingig von h und damit von der Anfangspotenz der zu betrachten-
den Differentialgleichung ist. Genauer gesagt sind fiir h=1 keine oder eine, fiir h=2
zwei oder drei, fiir h=3 vier oder fiinf, fiir h=4 sechs oder sieben, ..., Wirbelgrofen
bzw. fiir den Fall h=1 Strudelgréfen zu berechnen.

Bei Betrachtung der Struktur ,innerhalb“ eines h’s iiber mehrere n hinweg fallt
dagegen auf, dak sich jedes n mod 2h-te Gleichungssystem gleicht und jedes dieser
Gleichungssystem in 2h Teilsysteme zerfillt.

Damit liegt die Vermutung nahe, daf sich, auf die gleiche Art und Weise wie bisher
geschehen, auch fiir h > 3 rekursive Formeln, die bis auf den Index den bisher vor-
gestellten dhneln, aufstellen lassen.

Man sollte allerdings beachten, da die Anzahl der fiir die Losung des linearen
Gleichungssystems benétigten Gleichungen nach der Formel (2h)?, also quadratisch,
anwachst.



Anhang A

Symbolverzeichnis

Riume

: Menge der natiirlichen Zahlen
: Korper der rationalen Zahlen

: Korper der reellen Zahlen

a RO Z

: Korper der komplexen Zahlen
R** : positive Zahlen

Autonomes System
w : Pfaffsche Form
Z : 1. Ableitung
dF : Differential
A(z,y), B(z,y) : Funktionen als Abbildungen von Teilmengen des R* — R

Koeffizienten
Cz(]" ). Koeffizienten des C-Schrittes

Ag.l) : Koeffizienten des neuen homogen Polynoms n-ten Grades
F(z,y) : Design Stammfunktion bzw. Stammfunktion der

Vergleichsdifferentialgleichung

weitere Bezeichnungen

la| : Betrag von a
G : offene Umgebung C R?
I : Intervall
D; : i-te Strudelgrofe, Definition wie in Satz 2.14



Anhang B

Lineare Gleichungssysteme

B.1 Gleichungssysteme fiir h=2;n="7,.--,14

n="7, also n mod 4 =3 n=_, also n mod 4 =0

—Asn + Brg = 0 —Asq + Bgyp
—2A3 + Bgg = 0 —2A4 + Bra
—3As3 + Bsy, = 0 —3A33 + Bsp
—4A14 + B5As0 + Byz = 0 —4A94 + 640 + Bsgs
—5Aps + 4A4 + By = 0 —5A15 + DHAs1 + DBuya
3430 + Bys = 0 —6Aps + 4Asp + Bsp

2A273 + B1,6 = 0 3A3,3 + B2,6

Ay + Byy = 0 2424 + By

Ais + DBog

n=9, also nmod4 =1 n=10, also n mod 4 = 2

—Ag 1 + Bgoy = 0 — Az +  Bioo
—2A45, + Bgy = 0 —246 + By
_3A4,3 —+ B7’2 = 0 —3A5,3 + BS,2
—4A34 + TA79 + Bgz = 0 —4A44 + 8Ago + Brg
—5A2,5 + 6A671 + B5’4 = 0 —5A375 + 7A771 + BG,4
—6A1,6 + 5A572 + B4’5 = 0 —614276 + 6A672 + B5,5
—TAor + 4As43 + Bgg — 0 —TA17 + B5As3z +  Bug
3A34 + Byy = 0 —8Aps + 4A44 + By

2435 + Big = 0 3A35 + DBag

Aig + DByg = 0 2436 + DBig

A7+ Boao

il

SO OO OO O OO

SO DD OO OO OoOOoOo OO
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n=11, also n mod 4 =3

n=12 also n mod 4 =0

iii

—Ag + Buoy = 0 —Ag + By
—2A7, + Bioa 0 —2Ag + B
—3463 + Byo = 0 —3A73 + Biog
—4A5,4 + 9A9,0 + Bg,g = 0 —4A6,4 -+ 10A10,0 -+ Bg,g
—5144,5 + 8A8,1 -+ B7,4 = 0 —5145,5 + 914971 -+ Bg,4
—6A3,6 + 7A7,2 -+ BG,5 = 0 —6144,6 + 814872 -+ B7,5
—TAy7 + 6463 + DBsg — 0 —TAs7; + TA73 + DBgg
—8A15 + DHAs4 + Byr = 0 —8Ays + 6464 + Bsr
—9A¢y + 4As45 + DBsg = 0 —9419 + DAs5 + Bug
3436 + Byy = 0 —104p10 + 4A46 + Bsyg

2427 + By = 0 3A37 + By

Aig + Bou = 0 2428 + B

Ay + By

—Ajo,1 + Buig = 0 —Aj1 +  Biap
—2A99 + Bigg = 0 —2A102 + Bz,
—3A53 + Bz = 0 —3A93 + Bigg2
—4A774 + 11A11,0 + Bl(),g = 0 —4A8’4 + 12A12,0 + Bnyg
—5A675 + 10A10,1 + Bg’4 = 0 —5147,5 + 11A11,1 + 31074
—6A576 + 9A9,2 + B8’5 = 0 —6A6,6 + 10A10,2 + Bg,5
—TAy7 + 8Ags + Brg = 0 —TAs7 + 9Ag3 + DBsgg
—8A3,3 + 7A7,4 + B6’7 = 0 —8A4,8 + 8A8,4 + B7,7
—9A439 + 6465 + DBsg = 0 —9A39 + TA;s +  Beg
—10A10 + D5As6 + Byy = 0 —10A210 + 646 + DBsy
114011 + 4A47 + Bz = 0 —114;11 + BHAs7  + Bago
3438 + Byin = 0 —12Ap12 + 4A48 + Bsu

2429 + Bz = 0 3A39 + B

Ao + Boiz = 0 24210 + B

Aiin + Boaa

SO OO DD OO oo O oo

I I |

SO OO OO OO oo oo o o
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B.2 Gleichungssysteme fiir h=3; n =11,--- |18

n=11, also n mod 6 =5 n=12 also n mod 6 =0
—Ag 1 + By = 0 —Azq + By = 0
—2As5 + B 0 —2A6 + Bug = 0
—3A43 +  Byp 0 —3453 + By = 0
—4A34 + + Bggs 0 —4A4q + + Byz = 0
—5A25 + + Bra 0 —5A35 + + Bgy = 0
—6A1,6 + 7A77() + 36,5 0 —6A2,6 + 8A870 + B7,5 = 0
—7A(),7 + 6A671 + B576 0 —7A1,7 + 7A771 + BG,G = 0
5A572 + B477 = 0 —8A0,8 + 6A672 + B5,7 = 0
4A4,3 + Bg,g = 0 5145,3 + B4,8 = 0
3A34 + Bay 0 4A44 + B3y = 0
2425 + Biao 0 3435 + By = 0
Aig + By = 0 2436 + B = 0
Az + Bpiz = 0
n=13, also n mod 6 =1 n=14, also n mod 6 = 2
—Asg 1 + Bizgp = 0 —Ag + Buoy =
—2A7 + Bia; 0 —2Ag + Bizp =
—3A463 + B2 0 —3A73 + Bigo —
—4A5’4 + + B10’3 0 —4A6’4 —+ -+ B11’3 =
—5Ass + +  Bgy 0 —5A455 + + Bipa —
_6A3,6 + 9A9,0 + Bg75 0 —6A4’6 + 10A10,0 + Bg,5 =
—7A2,7 + 8A871 + B776 = 0 —7143’7 + 9A9,1 + Bg,G =
—8A1s + TA7o + DBsy = 0 —8A4s8 + 8Agp + DBrr =
—94p9 + 6463 + DBsg = 0 —9A19 + TA73 + Bgg =
5As54 + Bay 0 —10A010 + 6464 + DBsyg =
4A45 + Bso 0 5As5 + DBiio =
3436 + DBy 0 4A46 + Bsi1 =
2427 + Biypa = 0 3A37 + By =
Aig + Bpaz = 0 2428 + Bz =
Ay + By =

SO OO O DD ODODDOD DO OO O
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n=15, also n mod 6 = 3

n=16, also n mod 6 = 4

—Auo,1 + Bisp = 0 —Au +  Bigyo
—2A9 + By = 0 —2A502 + Bisa
—3As3 + Bizp = 0 —3A93 + By
—4A774 + + 312,3 = 0 —4A8,4 + -+ B1373
_5A6,5 + + 311,4 = 0 —5147,5 + -+ B1274
—6A576 + 11A11,0 -+ 310,5 = 0 _6A6,6 + 12A12,0 + B1175
—TAy7  + 10Ap1 + Bosg = 0 —TAs7; + 11A11 + Biog
—8A35 + 9A9e + Bgr = 0 —8A48 + 10Ap2 + Bz
—9A49 + 8Ag3 + DBrg = 0 —9A39 + 9493 + DBgg
—10A10 + TA74 + Bgy = 0 —10A210 + 8Ags + Biyg
—1114(),11 + 6A6,5 + B5710 = 0 —11A1,11 + 714775 + B6,10
5456 + By = 0 —12Ap12 + 646 + DBsa

4A47 + DBy = 0 5As57 + Buiio

3438 + B3 = 0 4A48 + DBsas

249 + Biuu = 0 3A39 + DBaus

Ao + Bois = 0 24210 + B

Ain + Boas

—Aia;1 + Byzg = 0 —Auz + Bigyp
—2A112 + By = 0 —2A122 + Bz
—3A103 + Bisz = 0 —3A113 + B2
—4A94 + + Buz = 0 —4A104  + + Bisga
—5Ag5 + + Bizg = 0 —5A495 + + Biga
—6A76 + 134139 + By = 0 —6Ags + 14410 + DBiss
—TA¢7 + 124157 + Bug = 0 —TA77  + 134131 + Bigg
—8A455 + 114110 + By = 0 —8A4gs + 124199 + By
—9A49 + 10Ap3 + Byg = 0 —9A459 + 11A13 + DBiog
—10143,10 -+ 9A9,4 -+ Bg,g = 0 —10144,10 + 10A10 4+ Bg,g
—11A4211 + 8Ags + Brigo = 0 —11A3:1 + 9495 + DBsgao
—12A102 + TA7s + B = 0 —12A4910 + 8Ags + Brn
134003 + 6467 + DBsi2 — 0 —13A113 + TAzz  + Besae
5A5,8 + B4,13 = 0 —14140,14 -+ 6A6,8 —+ B5,13

4A49 + Bsuu = 0 5As9 + DBy

34310 + Byis = 0 4A410 + Bsgis

24211 + B — 0 34311+ Bags

Aiig + Boar = 0 245125 + Bz

Aip3 + Boas

SO OO DO OO OO DO IDOD OO oo 0o

I I |

S OO O DD O DD OO DD ODODODoOoO0O0cOo oo 0o



Anhang C

Mapleprogramm - Screenshots und
Quellcode

J& Maple ¥ Release 4 - [Untitled (1]] _i=l=l
=] File Edit “iew Inset Fomat QOptions Window Help =] x|

CEEE [ E 5 D] G 6] [F
| 2 |:$ (J)l ) | [#3 7307

> expertmode:=0;
read( m3_3.txt");

DI

expertmoads =10

1 fuer Eingshe
2 fuer Laden

= 2
Folgende Dateien aus dem Unterverzeichnis "dgls" koennen geladen werden:

—xME-RMEYhE-SHMT_vhStxteyta-vh s
—x*3-Zxtayt3_yh3-xtd
—x*E-ZxMEVtI_yt3-xt3
—xME-ZRMEVEI-rMIVT_yt 34t Tyt
—x"3-xt2yti_v3
—x*E-xt2ytZ_yhI+(2_3)xt3y
—xME-RC2VNZ-RTIVRI_vhIH+I2_31nt 3y
—xM3-xM2ytE_vh34+(2_3)xt3y-vt s
—xME-xT 2yt 2oxt AV 2H(2_ 9 Ryt A _yhE4+(2_3) %' 3y
—RE-RMEYZ-RN Ty T_yt 342 3 xhEY
-x"3_v'3
=M 3+t Tyt 34nt T

-]

[TTime: 3545 | Bytes: 2873K, | Free: 231912K.

ghstat||| & @ 50 B 7| SuciEineneD.. | DaMAPE. |[@Maple v R 5] screendbmn .| 'S a1e

Abbildung C.1:
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& Maple ¥ Release 4 - [Untitled (1]] _i=l=l
=] File Edit “iew Inset Fomat QOptions Window Help =] x|

Ol=R[E] [ EE o] [ETe] [E5] 8] [F1x]X]
||x|¢, @[] 5
_¥ ST

= T

Dateinamen zuwm Laden angehen @

> —x* 34yt Tyt 3+xtT

Maximale Anzahl Wirbelgroessen : 16 _‘
b= 4{1)FH 3Ty 04 (-1) FA0F YT

B o= +{1) *w* 7oy 04 (1) 710753

1 fuer Eerechhung
2 fuer Grafische Ausgabe

=1
Wirbelgroesse 1[1] = 0O

Wirkhelgroesse_2[1] = O

.01 sec fuer diesen Rechenschritt benoetigt
Wirbelgroesse_1[2] = 0O

Wirbelgroesse_Z[Z] = 0O

119 sec fuer diesen Fechenschritt henoetigt

-]

[TTime: 35.7s | Bytes: 2873K, | Free: 229432K.

ghstat||| & @ 50 B 7| SuciEinene .. | ypamaPE. |[@ Maple v R 5] screen bmn .| J'ES a1a

Abbildung C.2:

J& Maple ¥ Release 4 - [Untitled (1]] _i=l=l
=] File Edit “iew Inset Fomat QOptions Window Help =] x|

O=RS] ZEE o] [ET[e] 5] 2] F[=]X]
||x|¢, w7

1 fuer Berechnung ;‘

2 fuer Grafische Ausgabe

> 2

Maximales t angeben

{Zunaechst ein kleines t (<10) waehlen, da Eerechnung schneller!)

> 100

Achsenlaenge andgeben

(Hier waere 1 ein Vorschlag)

> 1

® (0) angehen

(I-Koordinate des 3ctartpunktes - innerhalb der Achsenlasnge washlen !)

> 0.5

(01 angeben Ll
[TTime: 3545 | Bytes: 2873K, | Free: 259176K.

ghstat||| [ @ 59 B || SIC\Eiene Dateertlepovu. | CUDAMEPLEEINWIN [ Maple V Release 8 - [ | S 0916

Abbildung C.3:
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& Maple V Helease 4 - [Untitled (1]] =] x|
=] File Edit “iew Inset Fomat QOptions Window Help =] x|

Ol=R[E] [ EE o] [ETe] [E5] 8] [F1x]X]
||x|¢, @[] 2

]
| |
1 das Ganze nochmal
Z Ende
[> 2 -]
[ [Time: 38355 | Bytes: 7614K. | Free: 226600K.
ghstat|| 2 @ 50 B 7| SuciEinene .. | DaMAPES. |[@Maple v R 5] screenzbmn .| J'ES) a3

Abbildung C.4:

# *+xxxx Diffgl. einlesen *¥xxx*
Einlesen:=proc()
global Poly_A, Poly_B, p, q, maxstrudel;
local i, j, Hilfs_A_, Hilfs_B_;
printf (‘\nMaximale Wirbelgroesse eingeben\n \n‘);
if expertmode=0 then
printf (¢ (Zuerst mit einem Wert <10 testen)\n ©);
fi;
maxstrudel:=parse(readline(terminal));
init();
printf (‘\nDifferentialgleichung der Form -A/B\n‘);
printf (‘\nA eingeben\n®);
if expertmode=0 then
printf(‘zB: x+2%x"2xy+(1/3)*x~2%y~2+3~(1/2)*x~2%y~3\n ¢);
fi;
Poly_A:=simplify(parse(readline(terminal)));
Poly_A:=-Poly_A:
printf(‘\nB eingeben\n‘);
if expertmode=0 then
printf(‘zB: y+2*%x~2%y+(1/3)*x~2%y~2+3~(1/2)*x~2%y~3\n ¢);
fi;
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Poly_B:=simplify(parse(readline(terminal)));

for i from 1 to degree(Poly_A) do
pli,0]:=coeff(Poly_A, x~i);
pli,0]:=subs(y=0, pl[i,0]);
pl0,i]l:=coeff(Poly_A, y~i);
pl0,i] :=subs(x=0, pl[0,il);

od:

for i from 1 to degree(Poly_B) do
qli,0] :=coeff(Poly_B, x~i);
qli,0] :=subs(y=0, ql[i,0]);
ql0,i] :=coeff(Poly_B, y~i);
q[0,i] :=subs (x=0, q[0,i]);

od:

for i from 1 to degree(Poly_A) do
Hilfs_A_:=coeff(Poly_A, x~i);
for j from 1 to degree(Poly_A) do

pli,jl:=coeff(Hilfs_A_, y~j);

od:

od:

for i from 1 to degree(Poly_B) do
Hilfs_B_:=coeff(Poly_B, x~i);
for j from 1 to degree(Poly_B) do

qli, jl:=coeff(Hilfs_B_, y~j);

od:
od:
q[0,0]:=0;
pl0,0]:=0;
end:

# xxkkx Speicherprozdur sk
Speichern:=proc()
global Poly_A, Poly_B, p, q, maxstrudel, dateiname, grad_A, grad_B;
local i, j, fp;
grad_A:=degree(Poly_A);
grad_B:=degree(Poly_B);
printf(‘\nDateinamen zum Abspeichern angeben :\n ¢);
dateiname:=readline(terminal);
dateiname:=‘dgls/‘.dateiname;
fp:=fopen(dateiname, WRITE, TEXT):
fprintf(fp, ‘maxstrudel:=Jd;°‘,maxstrudel):
fprintf (fp, ‘\ngrad_A:=Vd;°‘,grad_A):
fprintf (fp, ‘\ngrad_B:=d;‘,grad_B):
for j from O to degree(Poly_A) do
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for i from O to degree(Poly_A) do
fprintf(fp, ‘\nplkd,%d]:=%s;‘,i,j, convert(pl[i,jl,string)):
od:
od:
for j from 0 to degree(Poly_B) do
for i from O to degree(Poly_B) do
fprintf (fp, “‘\nqld,%d]:=%s;¢,i,j, convert(qli,jl,string)):
od:
od:
fclose(fp);
end:

# xkkkk Dateli laden *kkkx
Lade:=proc()
global dateiname;
local dgls;
printf(‘ \n‘);
if expertmode=0 then
printf(‘Folgende Dateien aus dem Unterverzeichnis "dgls" koennen
geladen werden:\n \n‘);
fi;
dgls:=ssystem(‘dir dgls /b /on‘);
printf(‘%s¢,dgls[2]);
printf(‘\nDateinamen zum Laden angeben :\n °);
dateiname:=readline(terminal);
dateiname:=‘dgls/‘.dateiname;
# kkkkk quasi nur maxstrudel einlesen *¥kkx
read(dateiname) ;
# xxxxx Startinitialisierung *kk**
init():
# *xxxxx p’s und q s erneut einlesen da ueberschrieben !!! *¥xxx
read(dateiname) :
Poly_bau();
end:

# *+*xxxx Initialisierungen *¥xxx
init:=proc()
global p, q, A, B, aktueller_grad, dxA, dyA, maxstrudel:
local 1i,j:
for i from 0 to maxstrudel+7 do
for j from 0 to maxstrudel+7 do
pli,jl:=0;
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qli, jl:=0;
od:

od:

A[4,0]:=1:
A[1,3]:=0:
A[3,1]:=0:
Al2,2]:=0:
A[0,4] :=1:

aktueller_grad:=6:
for i from 0 to maxstrudel+7 do
for j from O to maxstrudel+7 do
B[i,jl:=0;
od;
od;
for i from 0 to maxstrudel+7 do
for j from 0 to maxstrudel+7 do
dyAli, jl:=0;
dxA[i, j1:=0;
od:
od:
end:

# **xxx Ableitungen von Gross_F *kk*x
ableitung:=proc()
global dyA,dxA:
local i:
for i from O to (aktueller_grad-4) do
dyA[i, aktueller_grad-4-i]:=(aktueller_grad-3-i)*
A[i, aktueller_grad-3-il;
dxA[i, aktueller_grad-4-i]:=(i+1)*A[i+1, aktueller_grad-4-i];
od:
end:

# xrkkk C-Schritt sk
CSchritt:=proc()
global B:
local k,1,m,n:
for k from 0 to aktueller_grad do
for 1 from O to aktueller_grad do
for m from O to (aktueller_grad-4) do
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for n from 0 to (aktueller_grad-4) do
if k+m+l+n=aktueller_grad then
if m+n>2 then # >2 wegen grad 3!
B[k+m,1+n] :=p[k,1]*dyA[m,n]+q[k,1]*dxA[m,n]+B[k+m,1+n];
fi;
fi;
od;
od;
od;
od;
end:

# kxkx*x A-Schritt *kx*x
ASchritt:=proc()
global aktueller_grad,B,A:
local x:

if (aktueller_grad mod 4) = 3 then

A[aktueller_grad-3, 1]:=Blaktueller_grad, 0];

for x from 1 to ((aktueller_grad-3)/4) do
A[(aktueller_grad-3)-(4*x), 1+(4*x)]:=1/(1+(4*x))*
( ((aktueller_grad-3)-((x-1)*4))x*
A[(aktueller_grad-3)-((x-1)*4), 1+((x-1)%*4)]
+B[aktueller_grad- (x*4), (x*4)] );

od:

A[1, aktueller_grad-3]:=-B[0, aktueller_grad];

for x from 1 to ((aktueller_grad-3)/4) do
A[1+(4*x), (aktueller_grad-3)-(4x*x)]:=1/(1+(4xx))*
( ((aktueller_grad-3)-((x-1)*4))x
A[1+((x-1)*4), (aktueller_grad-3)-((x-1)*4)]-
B[(x*4), aktueller_grad-(x*4)] );

od:

Alaktueller_grad-4, 2]:=(1/2)+*Blaktueller_grad-1, 1];

for x from 1 to (((aktueller_grad-3)/4)-1) do
A[(aktueller_grad-4)-(4*x), 2+(4x*x)]:=1/(2+(4%*x))*
( ((aktueller_grad-4)-((x-1)*4))x*
A[(aktueller_grad-4)-((x-1)*4), 2+((x-1)*4)]+
B[(aktueller_grad-1)-(x*4), 1+(x*4)] );

od:

A[2, aktueller_grad-4]:=-(1/2)*B[1, aktueller_grad-1];

for x from 1 to (((aktueller_grad-3)/4)-1) do
A[2+(4*x), (aktueller_grad-4)-(4*x)]:=1/(2+(4%x))*
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( ((aktueller_grad-4)-((x-1)*4))x*
A[2+((x-1)*4), (aktueller_grad-4)-((x-1)*4)]-
B[1+(x*4), (aktueller_grad-1)-(x*4)] );

od:

elif (aktueller_grad mod 4) = O then

Alaktueller_grad-4, 2]:=(1/2)*B[(aktueller_grad-1), 1];

for x from 1 to ((aktueller_grad-4)/4) do
A[(aktueller_grad-4)-(4*x), 2+(4x*x)]:=1/(2+(4*x))*
( ((aktueller_grad-4)-((x-1)*4))x*
Al(aktueller_grad-4)-((x-1)*4), 2+((x-1)*4)]+
B[(aktueller_grad-1)-(x*4), 1+(x*4)] );

od:

A[2, aktueller_grad-4]:=-(1/2)*B[1, (aktueller_grad-1)];

for x from 1 to ((aktueller_grad-4)/4) do
A[2+(4*x), (aktueller_grad-4)-(4*x)]:=1/(2+(4%x))*
( ((aktueller_grad-4)-((x-1)*4))x*
A[2+((x-1)*4), (aktueller_grad-4)-((x-1)#*4)]-
B[1+(x*4), (aktueller_grad-1)-(x*4)] );

od:

A[aktueller_grad-3, 1]:=Blaktueller_grad, 0];

for x from 1 to ((aktueller_grad-4)/4) do
A[(aktueller_grad-3)-(4*x), 1+(4*x)]:=1/(1+(4*x))*
( ((aktueller_grad-3)-((x-1)*4))x*
A[(aktueller_grad-3)-((x-1)*4), 1+((x-1)*4)]+
Blaktueller_grad-(x*4), (x*4)] );

od:

Alaktueller_grad-5, 3]:=(1/3)*B[(aktueller_grad-2), 2];

for x from 1 to (((aktueller_grad-4)/4)-1) do
A[(aktueller_grad-5)-(4*x), 3+(4xx)]:=1/(3+(4*x))*
( ((aktueller_grad-5)-((x-1)*4))x*
A[(aktueller_grad-5)-((x-1)*4), 3+((x-1)*4)]+
B[ (aktueller_grad-2)-(x*4), 2+(x*4)] );

od:

elif (aktueller_grad mod 4) = 1 then

Alaktueller_grad-5, 3]:=(1/3)*B[(aktueller_grad-2), 2];

for x from 1 to ((aktueller_grad-5)/4) do
A[(aktueller_grad-5)-(4*x), 3+(4*x)]:=1/(3+(4xx))*
( ((aktueller_grad-5)-((x-1)*4))x*
A[(aktueller_grad-5)-((x-1)*4), 3+((x-1)*4)]+
B[(aktueller_grad-2)-(x*4), 2+(x*4)] );

od:

A[3, aktueller_grad-5]:=-(1/3)*B[2, (aktueller_grad-2)];

xiii
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for x from 1 to ((aktueller_grad-5)/4) do
A[3+(4%x), (aktueller_grad-5)-(4*x)]:=1/(3+(4%*x))x*
( ((aktueller_grad-5)-((x-1)*4))x*
A[3+((x-1)*4), (aktueller_grad-5)-((x-1)*4)]-
B[2+(x*4), (aktueller_grad-2)-(x*4)] );

od:

Alaktueller_grad-3, 1]:=Bl[aktueller_grad, O0];

for x from 1 to ((aktueller_grad-5)/4) do
A[(aktueller_grad-3)-(4+*x), 1+(4*x)]:=1/(1+(4%*x))*
( ((aktueller_grad-3)-((x-1)*4))x*
Al(aktueller_grad-3)-((x-1)*4), 1+((x-1)*4)]+
Blaktueller_grad- (x*4), (x*4)] );

od:

A[1, aktueller_grad-3]:=-B[0, aktueller_grad];

for x from 1 to ((aktueller_grad-5)/4) do
A[1+(4*x), (aktueller_grad-3)-(4*x)]:=1/(1+(4*x))*
( ((aktueller_grad-3)-((x-1)*4))x*
A[1+((x-1)*4), (aktueller_grad-3)-((x-1)#*4)]-
B[(x*4), aktueller_grad-(x*4)] );

od:

else

A[0, aktueller_grad-2]:=0;#1 A im unterbestimmten Teil frei waehlbar

for x from 1 to ((aktueller_grad-2)/4) do
A[(4*x), (aktueller_grad-2)-(4+*x)]:=1/(4%*x)x*
( ((aktueller_grad-2)-((x-1)*4))x*
A[((x-1)*4), (aktueller_grad-2)-((x-1)*4)]-
B[3+(x*4), (aktueller_grad-2)-(x*4)] );

od:

A[aktueller_grad-3, 1]:=Blaktueller_grad, 0];

for x from 1 to (((aktueller_grad-2)/4)-1) do
A[(aktueller_grad-3)-(4*x), 1+(4*x)]:=1/(1+(4*x))*
( ((aktueller_grad-3)-((x-1)*4))x*
A[(aktueller_grad-3)-((x-1)*4), 1+((x-1)*4)]+
Blaktueller_grad-(x*4), (x*4)] );

od:

Alaktueller_grad-4, 2]:=(1/2)*B[(aktueller_grad-1), 1];

for x from 1 to (((aktueller_grad-2)/4)-1) do
A[(aktueller_grad-4)-(4*x), 2+(4xx)]:=1/(2+(4*x))*
( ((aktueller_grad-4)-((x-1)*4))x
A[(aktueller_grad-4)-((x-1)*4), 2+((x-1)*4)]+
B[(aktueller_grad-1)-(x*4), 1+(x*4)] );

od:
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Alaktueller_grad-5, 3]:=(1/3)*B[(aktueller_grad-2), 2];

for x from 1 to (((aktueller_grad-2)/4)-1) do
A[(aktueller_grad-5)-(4*x), 3+(4*x)]:=1/(3+(4*x))*
( ((aktueller_grad-5)-((x-1)*4))x*
A[(aktueller_grad-5)-((x-1)*4), 3+((x-1)*4)]+
B[ (aktueller_grad-2)-(x*4), 2+(x*4)] );

od:

fi:

end:

# *xx*xx Ergebnisausgabe in Datei #*k*x
ausgabeindatei:=proc()
global aktueller_grad, A, B, Wirbelgroesse_1, Wirbelgroesse_2,
Wirbelgroesse_3:
local i,j,fp, erg_datei:
printf (‘\n\nDateinamen zum Speichern der Ergebnisse
angeben :\n \n‘);
if expertmode=0 then
printf(‘(Diese werden im Unterverzeichnis '"ergs"
gespeichert)\n ¢);
fi;
erg_datei:=readline(terminal);
erg_datei:=‘ergs/‘.erg_datei;
fp:=fopen(erg_datei, WRITE, TEXT):
fprintf (fp, ‘Aktueller Grad = ¢):
fprintf (fp, convert(aktueller_grad,string) ):
for j from 5 to (aktueller_grad-2) do
for i from 0 to j do
fprintf (fp, ‘\nA[%dl[%d]l = ¢,i,j-i):
fprintf (fp, convert(A[i,j-il,string) ):
od:
od:
for j from 7 to aktueller_grad do
for i from 0 to j do
fprintf (fp, “\nB[/d]l[%d] = ¢,i,j-1i):
fprintf(fp, convert(B[i,j-i],string) ):
od:
od:
for j from 1 to (aktueller_grad-6) do
fprintf(fp, ‘\nWirbelgroesse_1[%d] = ¢,j):

XV
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fprintf (fp, convert(Wirbelgroesse_1[j],string)):

fprintf(fp, ‘\nWirbelgroesse_2[%d] = ¢,j):
fprintf(fp, convert(Wirbelgroesse_2[j],string)):
if (j mod 4 = 0) then # entspricht grad mod 4 = 2 !!!
fprintf (fp, ‘\nWirbelgroesse_3[%d] = ¢,j):
fprintf(fp, convert(Wirbelgroesse_3[j],string)):
fi:
od:
fprintf (fp, \n\n kkkkkiokkskkkskkkskskokkkkskkomkkokkkokkokoRkokkkkkkkkk \n‘)

for i from 7 to aktueller_grad do
fprintf (fp, ‘\n%d. C-Schritt :¢,i):
for j from 0 to i do
if B[i-j,jl<>0 then
fprintf (fp, ‘+(%s)*x~%d*y~%d°¢,
convert ((B[i-j,jl),string) ,i-j,j):
fi:
od:
fprintf (fp, ‘\n%d. A-Schritt :¢,i):
for j from 0 to (i-2) do
if A[(i-2)-j,j]1<>0 then
fprintf (fp, ‘+(%s)*x~%d*y~%d*,
convert ((A[(i-2)-j,jl) ,string), (i-2)-j,j):
fi:
od:
fprintf(fp, ‘\nWirbelgroesse_1[%d] = ¢, (i-6) ):
fprintf(fp, convert(Wirbelgroesse_1[(i-6)],string)):
fprintf(fp, ‘\nWirbelgroesse_2[%d] = ¢, (i-6) ):
fprintf(fp, convert(Wirbelgroesse_2[(i-6)],string)):
if (i mod 4 = 2) then
fprintf(fp, ‘\nWirbelgroesse_3[%d] = ¢, (i-6) ):
fprintf(fp, convert(Wirbelgroesse_3[(i-6)],string)):
fi:
od:

fclose(fp):
end:

# kkxxxkx Frommer Algorithmus *kkkkk
Frommer :=proc ()
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global aktueller_grad;

# kkkkk aktuellen_grad erhOhen *kk**
aktueller_grad:=aktueller_grad+1:
# xxkxx Ableitung x¥kk*
ableitung():
# xkkkx C-Schrittikkxk
CSchritt():
# kkkkkx A-Schritt *kkkk
ASchritt():
end:

# xxxkx Testausgabe *xkkx
Testausgabe:=proc ()
global p, q, maxstrudel, grad_A, grad_B:
local 1i,j:
printf(‘\nMaximale Anzahl Wirbelgroessen : %d‘ ,maxstrudel):
printf(‘\nA = ¢):
for j from 0 to grad_A do
for i from 0 to grad_A do
if pli,j1<>0 then
printf (‘+(%s)*x~%d*xy~%d¢,
convert ((-p[i,jl),string),i,j):
fi:
od:
od:
printf(‘\nB = ¢):
for j from 0 to grad_B do
for i from O to grad_B do
if qli,j1<>0 then
printf (‘+(%s)*x~%d*y~%d‘, convert(qli,jl,string),i,j):
fi:
od:
od:
printf(‘\n ¢):
end:

# xxkkx Polynom zusammenbauen *¥*x*
Poly_bau:=proc()

global Poly_A, Poly_B, p, q, maxstrudel, grad_A, grad_B:
local 1i,j:
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Poly_A:=0;
Poly_B:=0;
for j from 0 to grad_A do
for i from 0 to grad_A do
Poly_A:=Poly_A+p[i,jl*x~ixy~j;
od:
od:
for j from 0 to grad_B do
for i from 0 to grad_B do
Poly_B:=Poly_B+qli, jl*x~i*y~j;
od:
od:
end:

# *xxxx grafische Ausgabe *¥kxx

Grafik:=proc()

global Poly_A, Poly_B;

local Fkt_A, Fkt_B, Diagramm, max_t, achse, \

X_axe, y_axe, x_start, y_start, xy_start, schrittweite;

printf(‘\nMaximales t angeben\n \n°‘);

if expertmode=0 then
printf (¢ (Zunaechst ein kleines t (<10) waehlen, da
Berechnung schneller!)\n );

fi;

max_t:=readline(terminal);

printf (‘\nAchsenlaenge angeben\n \n‘);

if expertmode=0 then
printf (¢ (Hier waere 1 ein Vorschlag)\n °¢);

fi;

achse:=readline(terminal);

printf(‘\nx(0) angeben\n \n‘);

if expertmode=0 then
printf (‘ (X-Koordinate des Startpunktes - innerhalb der Achsenlaenge
waehlen !)\n ¢);

fi;

x_start:=readline(terminal) ;

printf (‘\ny(0) angeben\n \n‘);

if expertmode=0 then
printf (¢ (Y-Koordinate des Startpunktes - innerhalb der Achsenlaenge
waehlen !)\n );

fi;
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y_start:=readline(terminal);

printf(‘\nSchrittweite angeben\n °);

if expertmode=0 then
printf (¢ (Schrittweite zunaechst 0.4 waehlen, spaeter evtl.
verfeinern)\n ¢);

fi;
schrittweite:=readline(terminal);
max_t:=‘t=0..°‘.max_t;
x_axe:=‘x=-‘.achse.‘..‘.achse;
y_axe:=‘y=-‘.achse.‘..‘.achse;

xy_start:=‘[[x(0)=‘.x_start.‘,y(0)=‘.y_start.‘]1]¢;
schrittweite:=‘stepsize=‘.schrittweite;
max_t:=parse(max_t);

x_axe:=parse(x_axe);

y_axe:=parse(y_axe);

xy_start:=parse(xy_start) ;
schrittweite:=parse(schrittweite);

Fkt_A:=unapply(Poly_A,x,y);

Fkt_B:=unapply(Poly_B,x,y);

with(DEtools):
Diagramm:=DEplot ([diff (x(t),t)=-Fkt_B(x,y),diff(y(t),t)=
-Fkt_A(x,y ], [x(t),y(®)], \

max_t, x_axe, y_axe, xy_start, schrittweite, \

linecolour=sin(t*Pi/2), \
color=[.3*y(t)*(x(t)-1) ,x(t)*x(1-y(t)),.11);
print (Diagramm) ;

end:

# **xxxx Hier beginnt quasi das main Programm ***x

# **xxx Rechengenauigkeit *¥xxx
Digits:=100:

menu:=0:
while menu=0 do
menu:=1:
while menu=1 do
printf(‘\nl fuer Eingabe‘);

xix
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printf(‘\n2 fuer Laden\n \n‘);
menu_wahl:=readline(terminal) ;
if menu_wahl = ‘1¢ then
Einlesen();
Speichern() ;
Testausgabe () ;
menu:=2;
elif menu_wahl = ‘2¢ then
Lade();
Testausgabe () ;
menu:=2;
else
printf(‘\nFalsche Eingabe - nochmal !\n‘);
fi;
od:
while menu=2 do
printf(‘\nl fuer Berechnung‘);
printf(‘\n2 fuer Grafische Ausgabe\n );
menu_wahl :=readline(terminal) ;
if menu_wahl = ‘1¢ then
for strudel from 1 to maxstrudel do
anfang:=time() ;
Frommer () ;

if (aktueller_grad mod 4) = 3 then
Wirbelgroesse_1[strudel] :=A[3, aktueller_grad-5]+(1/3)x
B[2, aktueller_grad-2]:#Faktor (1/3) ist durch aufloesen
Wirbelgroesse_2[strudel] :=A[aktueller_grad-5, 3]-(1/3)x
Blaktueller_grad-2, 2]:#Faktor (1/3) ist durch aufloesen
print(Q);
printf (‘\nWirbelgroesse_1[%d] = ¥%s\n‘, strudel,
convert (Wirbelgroesse_1[strudel], string) );
printf (‘\nWirbelgroesse_2[%d] = %s\n‘, strudel,
convert (Wirbelgroesse_2[strudell, string) );
printf (‘/f sec fuer diesen Rechenschritt benoetigt®,
(time() -anfang));
if (Wirbelgroesse_1[strudel]<>0 or
Wirbelgroesse_2[strudel]l<>0) then
printf (‘\n\n\nDie Dgl. stellt vermutlich keinen Wirbel dar,
keine Aussagen sind moeglich - der Unbestimmtheitsfall
wird angenommen!\n‘);
# strudel:=maxstrudel:
break;
fi:
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elif (aktueller_grad mod 4) = 0O then
Wirbelgroesse_1[strudel] :=A[1, aktueller_grad-3]+
B[0, aktueller_grad]:
Wirbelgroesse_2[strudell] :=A[3, aktueller_grad-5]-
(1/3)*B[2, aktueller_grad-2]:
print();
printf (‘\nWirbelgroesse_1[%d] = %s\n‘, strudel,
convert(Wirbelgroesse_1[strudel], string) );
printf (‘\nWirbelgroesse_2[%d] = ¥%s\n‘, strudel,
convert(Wirbelgroesse_2[strudel], string) );
printf (‘/f sec fuer diesen Rechenschritt benoetigt®,
(time() -anfang)) ;
if (Wirbelgroesse_1[strudel]<>0 or
Wirbelgroesse_2[strudel]<>0) then
if (Wirbelgroesse_1[strudel] <> 0 and
Wirbelgroesse_1[strudel]*Wirbelgroesse_2[strudel]>=0)
then
printf(‘\n\n\nEs liegt ein Strudel vor !
(Da Wirbelgroesse_1[strudel] <> 0 und
Wirbelgroesse_1[strudel] *Wirbelgroesse_2[strudel]>=0!)\n‘);
printf (‘\nWirbelgroesse_1[strudel] und Wirbelgroesse_2[strudell
sind die Vorfaktoren von x~0y~n bzw. x"ny~0 und x~2y~(n-2)\n‘);
else
printf (‘\n\n\nDie Dgl. stellt vermutlich keinen Wirbel dar,
keine Aussagen sind moeglich - der Unbestimmtheitsfall
wird angenommen!\n°‘);
fi:
# strudel:=maxstrudel:
break;
fi:

elif (aktueller_grad mod 4) = 1 then
Wirbelgroesse_1[strudel] :=A[2, aktueller_grad-4]+(1/2)x
B[1, aktueller_grad-1]:#Faktor (1/2) ist durch aufloesen
Wirbelgroesse_2[strudel] :=A[aktueller_grad-4, 2]-(1/2)x*
Blaktueller_grad-1, 1]:#Faktor (1/2) ist durch aufloesen
print();
printf (‘\nWirbelgroesse_1[%d] = %s\n‘, strudel,
convert(Wirbelgroesse_1[strudel], string) );
printf (‘\nWirbelgroesse_2[%d] = %s\n‘, strudel,
convert(Wirbelgroesse_2[strudell, string) );
printf (‘/%f sec fuer diesen Rechenschritt benoetigt®,
(time () -anfang)) ;
if (Wirbelgroesse_1[strudel]<>0 or
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Wirbelgroesse_2[strudel]<>0) then
printf (‘\n\n\nDie Dgl. stellt vermutlich keinen Wirbel dar,
keine Aussagen sind moeglich - der Unbestimmtheitsfall
wird angenommen!\n°‘);
# strudel:=maxstrudel:
break;
fi:

else
Wirbelgroesse_1[strudel] :=A[3, aktueller_grad-5]+(1/3)x
B[2, aktueller_grad-2]:#Faktor (1/3) ist durch aufloesen
Wirbelgroesse_2[strudel] :=A[2, aktueller_grad-4]+(1/2)x
B[1, aktueller_grad-1]:#Faktor (1/2) ist durch aufloesen
Wirbelgroesse_3[strudel] :=A[1, aktueller_grad-3]+
B[O, aktueller_grad]:
print();
printf (‘\nWirbelgroesse_1[%d] = %s\n‘, strudel,
convert(Wirbelgroesse_1[strudell, string) );
printf (‘\nWirbelgroesse_2[%d] = %s\n‘, strudel,
convert (Wirbelgroesse_2[strudel], string) );
printf (‘\nWirbelgroesse_3[%d] = ¥%s\n‘, strudel,
convert(Wirbelgroesse_3[strudell], string) );
printf(‘%f sec fuer diesen Rechenschritt benoetigt®,
(time() -anfang)) ;
if (Wirbelgroesse_1[strudel]<>0 or
Wirbelgroesse_2[strudel]<>0 or Wirbelgroesse_3[strudel]<>0)
then
if (Wirbelgroesse_1[strudel] <> 0 and
Wirbelgroesse_3[strudel] <> 0 and
Wirbelgroesse_1[strudel]*Wirbelgroesse_3[strudel]>0 and
Wirbelgroesse_2[strudel]=0) then
printf (‘\n\n\nEs liegt ein Strudel vor !
(Da Wirbelgroesse_1[strudel] <> 0 und
Wirbelgroesse_3[strudel] <> 0 und
Wirbelgroesse_1[strudel]*Wirbelgroesse_3[strudel]>0 und
Wirbelgroesse_2[strudel]=0!)\n*);
printf (‘\nWirbelgroesse_1[strudel] und
Wirbelgroesse_3[strudel] sind die Vorfaktoren
von x~2y~(n-2) bzw. x"ny~0 und x~0y~n,
Wirbelgroesse_2[strudel] von einer ungeraden Potenz.\n‘);
else
printf (‘\n\n\nDie Dgl. stellt vermutlich keinen Wirbel dar,
keine Aussagen sind moeglich - der Unbestimmtheitsfall
wird angenommen!\n°‘);
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fi:
# strudel :=maxstrudel:
break;
fi:

fi:
od:

if (strudel > maxstrudel) then
printf(‘\n\n\nAlle berechneten Wirbelbedingungen wurden
erfuellt, dies deutet auf einen Wirbel hin.‘);
printf(‘\n(Nun kann man den maximal zu berechnenden Grad
erhoehen.) ‘) ;

fi:

# *kxxxx Ausgabe in Dateil *¥kxx
ausgabeindatei():
menu:=3;
elif menu_wahl = ‘2¢ then
Grafik();
menu:=3;
else
printf(‘\nFalsche Eingabe - nochmal !\n ¢);
fi;
od:
while menu=3 do
printf(‘\nl das Ganze nochmal®);
printf(‘\n2 Ende\n °);
menu_wahl :=readline(terminal) ;
if menu_wahl = ‘1¢ then

menu:=0;

elif menu_wahl = ‘2°¢ then
menu:=4;

else
printf(‘\nFalsche Eingabe - nochmal !'\n ¢);

fi;

od:
od:

# x%kk% Maple beenden
# quit;



Anhang D

Rekursive Gleichungen fiir h=3

Die hier dargestellten rekursiven Formeln sollen auf die gleiche Art und Weise wie
in Abschnitt 4.2.3 beschrieben prisentiert werden. Auch hier wird in jedem Rekur-
sionsschritt x um eins erhoht.

1. nmod 6 = 5, d.h. das Gleichungssystem zerfillt in zwei eindeutige und vier
tiberbestimmte Teilsysteme, wovon die zwei eindeutigen unter [1.1] und [1.6]
und die anderen unter [1.2], [1.3], [1.4] und [1.5] behandelt werden sollen.

1.1 1. Teilsystem

Startgleichung An 51 ="0Chyp

rekursive Gleichung A¢,_5)_6z,1460 = 1+%([(n —5)—6(x —1)]
An—5)—6(@—1)1+6(a—1) T Cn—6s,6z)
Abbruchbedingung (n—5)—6x>0, z€N, z>1

1.2 2. Teilsystem

Startgleichung Ap62=13Ch 1,

rekursive Gleichung A(n—6)—6z,2+62 = 2+%([(n —6) —6(z —1)]
An—6)—6(z—1),246(z—1) T Cin—1)—62,1+62)

Abbruchbedingung (n—6)—6x>0,z€eN, z>1

Berechnung Al(n—ﬁ)—6$,2+6m AI(n—G)—Gz,Q—I—Ga: = _é04,n*4

mit letztem giiltigem x aus Rekursion

Wirbelgrofie WirbelgroBe:[n] = Am—6)—6z,24+60 — A’(n_(;)_ﬁm,2 6z
mit letztem giiltigem x aus Rekursion

XX1V
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1.3 3. Teilsystem

Startgleichung Ap_73=13Cn 22

rekursive Gleichung A1) -603+60 = 3765 ([(n = T) = 6(z — 1)]
An-1)-6(z—1),3+6(z—1) T Cn—2)—62,2+62)

Abbruchbedingung (n=T7)—6x>0,z€eN z>1

Berechnung AI(n—?)—6:c,3+6w AI(n—?)—6:c,3+6w = _ic3a"—3

mit letztem giiltigem x aus Rekursion

Wirbelgrofie WirbelgroBes[n] = Am—7)—6s,3+60 — A’(nq)
mit letztem giiltigem x aus Rekursion

—6z,34+6x

1.4 4. Teilsystem

Startgleichung Apga=1Ch 33

rekursive Gleichung An—8)—6z,4+60 = 4+%([(n —8) —6(x —1)]
An-8)—6(z—1),4+6(z—1) T Cn—3)—62,3+62)

Abbruchbedingung (n—8) —6x>0,z€eN, z>1

Berechnung Al(n—8)—6z,4+6m Al(n—8)—6z,4+6m = _%02,%2

mit letztem giiltigem x aus Rekursion

Wirbelgrofie WirbelgroBes[n] = Am—s)—6z,4+60 — AI(n—S)—GJ:A 6z
mit letztem giiltigem x aus Rekursion

1.5 5. Teilsystem

Startgleichung An—gps = 1Cn_s4

rekursive Gleichung A(n-9)-6a 5462 = 575, ([(n — 9) — 6(x — 1)]
An—9)—6(z—1)5+6(z—1) T Cin—1)—62,4+62)

Abbruchbedingung (n—9)—6x>0,z€eN, z>1

Berechnung AI(n—Q)—6$,5+6x AI(n—Q)—6$,5+6x = _%Cl,nfl

mit letztem giiltigem x aus Rekursion

Wirbelgrofie WirbelgroBes[n] = Am—9)—6z,5+60 — A'(n—g)
mit letztem giiltigem x aus Rekursion

—6z,5+6

1.6 6. Teilsystem

Startgleichung Aips = —Cop

rekursive Gleichung A 6, (n—5)—6s = 1+%([(n —5)—6(x —1)]
Ai16(z—1),(n-5)—6(z—1) — Céw,n—62)

Abbruchbedingung (n—5)—6x>0, z€N, z>1
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2. nmod 6 = 0, d.h. das Gleichungssystem zerfillt in zwei eindeutige und vier
tiberbestimmte Teilsysteme, wovon die zwei eindeutigen unter [2.2] und [2.6]
und die anderen unter [2.1], [2.3], [2.4] und [2.5] behandelt werden sollen.

2.1 1. Teilsystem

Startgleichung An—51=0Chyp

rekursive Gleichung Atn-5) 62,1462 = 1365 ([(n — 5) — 6(x — 1)]
An—5)-6(z—1),146(z—1) T Cn—6z62)

Abbruchbedingung (n=5)—6x>0,zeN z>1

Al —Copn

(n—5)—6w,14+6z
mit letztem giiltigem x aus Rekursion

Berechnung A(n 5)— 62,1462

Wirbelgrofie WirbelgroBei[n] = Am—s)—6z,1460 — 14'(%5)76%,1 +6z
mit letztem giiltigem x aus Rekursion

2.2 2. Teilsystem

1
_Cn—l,l

Startgleichung Ane2 =5

rekursive Gleichung A,_¢)—62,.2160 = 2+%([(n —6)—6(z —1)]
An-6)—6(z—1),246(x—1) T C(n-1)—62,1+6z)
Abbruchbedingung (n—6)—6z >0, z €N, z >1

2.3 3. Teilsystem

Startgleichung Ap_73=13Cn_op

rekursive Gleichung An-7)—6a3+62 = 3765 ([(n = 7) — 6(x — 1)]
An-1)-6(z—1)3+6(z—1) T Cn—2)—62,2+62)

Abbruchbedingung (n—=7)—6x>0,z€N, z>1

Berechnung A(n 7)—6x,3+6x Al(n 7)—6x,3+6x = —é04,n_4

mit letztem giiltigem x aus Rekursion

Wirbelgrofie WirbelgriBes[n] = Am—7)-6z,3+61 — Aln—1)—62,3+62
mit letztem giiltigem x aus Rekursion
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2.4 4. Teilsystem

Startgleichung Apga=1Cp 33

rekursive Gleichung Aln-8) 60,4160 = 136 ([(n — 8) — 6(z — 1)]
An-8)—6(z—1),4+6(z—1) T Cn—3)—62,3+62)

Abbruchbedingung (n—8) —6x>0,zeN z>1

Berechnung Al(n—8)—6:c,4+6w Al(n78)76$,4+6w = _ic3a"—3

mit letztem giiltigem x aus Rekursion
Wirbelgrofie WirbelgroBes[n] = Am—s)—6s,4+60 — Al(nfs)fsm 6o

mit letztem giiltigem x aus Rekursion

2.5 5. Teilsystem

Startgleichung Ap_os = £Cn_aa

rekursive Gleichung An—9)—6z5+60 = E.)Jr%([(n —-9)—6(x—1)]
An—9)-6(z—1)5+6(z—1) T Cn—1)—6z,4+62)

Abbruchbedingung (n—9)—6z>0,z€eN, z>1

Berechnung Al(n—g)—6$,5+6m Al(n—g)—6$,5+6m = _%02,%2

mit letztem giiltigem x aus Rekursion
Wirbelgrofie WirbelgriBes[n] = Am—9)-6z,5+61 — Aln—9)—6,5+62
mit letztem giiltigem x aus Rekursion

2.6 6. Teilsystem

Startgleichung Aspg=—3C1p1

rekursive Gleichung A 6s,(n—6)-6: = 3765 ([(n — 6) — 6(z — 1)]
A 16(z—1),(n—6)—6(x—1) — C146,(n—1)—6z)

Abbruchbedingung (n—6)—6x >0, z€N, z>1
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3. nmod 6 = 1, d.h. das Gleichungssystem zerfillt in zwei eindeutige und vier
tiberbestimmte Teilsysteme, wovon die zwei eindeutigen unter [3.3] und [3.6]
und die anderen unter [3.1], [3.2], [3.4] und [3.5] behandelt werden sollen.

3.1 1. Teilsystem

Startgleichung An—51=0Chyp

rekursive Gleichung Atn-5) 6x1462 = 1365 ([(n — 5) — 6(x — 1)]
Am—5)—6(z—1),146(x—1) + Cn—6a,62)

Abbruchbedingung (n=5)—6x>0,zeN z>1

Berechnung Al(n75)76:c,1+6w Al(n75)76:c,1+6w = _%Clm—l

mit letztem giiltigem x aus Rekursion
Wirbelgrofie WirbelgriBei[n] = Am—s)-6z,1+61 — Al _5)—62,1+62

mit letztem giiltigem x aus Rekursion

3.2 2. Teilsystem

Startgleichung Ape2=1Cn1y

rekursive Gleichung A(n—6)—6z,2+62 = 2+%([(n —6) —6(x —1)]
An—6)—6(z—1),246(z—1) T Cin—1)—62,1+62)

Abbruchbedingung (n—6)—6x>0,z€eN, z>1

Berechnung Al(n—ﬁ)—6$,2+6x Al(n—ﬁ)—Ga;,?—}-Gm = —Copn

mit letztem giiltigem x aus Rekursion

Wirbelgrofie WirbelgriBes[n] = Am—6)-6z,2+6x — Aln_6)—62,9+62
mit letztem giiltigem x aus Rekursion

3.3 3. Teilsystem

Startgleichung Ay 3= %Cn,zg

rekursive Gleichung A¢,_7)_6z,3160 = ﬁ([(n —7)—6(x —1)]
An-1—6(z—1),3+6(@—1) T C(n—2)—62,2+6z)
Abbruchbedingung (n—7)—6x>0, z€N, z>1
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3.4 4. Teilsystem

Startgleichung Apga=1Cp 33

rekursive Gleichung Aln-8) 60,4160 = 136 ([(n — 8) — 6(z — 1)]
An-8)—6(z—1),4+6(z—1) T Cn—3)—62,3+62)

Abbruchbedingung (n—8) —6x>0,zeN z>1

Berechnung Al(n—8)—6:c,4+6w Al(n78)76$,4+6w = —é04,n_4

mit letztem giiltigem x aus Rekursion
Wirbelgrofie WirbelgroBes[n] = Am-—s)—6z,4+60 — Al(nfs)fsm 6o

mit letztem giiltigem x aus Rekursion

3.5 5. Teilsystem

Startgleichung Ap_os = £Cn_sa

rekursive Gleichung An—9)—6z5+60 = E.)Jr%([(n —-9)—6(x—1)]
An—9)-6(z—1)5+6(z—1) T Cn—1)—6z,4+62)

Abbruchbedingung (n—9)—6z>0,z€eN, z>1

Berechnung Al(n—g)—6$,5+6m Al(n—g)—6$,5+6m = _ic?»,nf?»

mit letztem giiltigem x aus Rekursion
Wirbelgrofie WirbelgroBes[n] = Amn—9)—6z,5+60 — zél’m_g)_%,5 6z
mit letztem giiltigem x aus Rekursion

3.6 6. Teilsystem

Startgleichung Agp7=—3Cop s

rekursive Gleichung Asies,(n-7)-6: = 376; ([(n — 7) — 6(z — 1)]
Ast6(z—1),(n—7)—6(a—1) — Cot6a,(n—2)—62)

Abbruchbedingung (n—-7)—6x>0,z€N, z>1
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4. nmod 6 = 2, d.h. das Gleichungssystem zerfillt in zwei eindeutige und vier
tiberbestimmte Teilsysteme, wovon die zwei eindeutigen unter [4.4] und [4.6]
und die anderen unter [4.1], [4.2], [4.3] und [4.5] behandelt werden sollen.

4.1 1. Teilsystem

Startgleichung An—51=0Chyp

rekursive Gleichung Atn-5) 62,1462 = 1365 ([(n — 5) — 6(x — 1)]
Am—5)—6(z—1),146(x—1) + Cn—6a,62)

Abbruchbedingung (n=5)—6x>0,zeN z>1

Berechnung Al(n75)76:c,1+6w Al(n75)76:c,1+6w = _%02,n—2

mit letztem giiltigem x aus Rekursion

Wirbelgrofie WirbelgroBe:[n] = Am—s)—6z,1460 — 14'(%5)76%,1 +6z
mit letztem giiltigem x aus Rekursion

4.2 2. Teilsystem

Startgleichung Ape2=1Cn1y

rekursive Gleichung A(n—6)—6z,2+62 = 2+%([(n —6) —6(z —1)]
An—6)—6(z—1),246(z—1) T Cin—1)—62,1+62)

Abbruchbedingung (n—6)—6x>0,z€eN, z>1

Berechnung Al(n—ﬁ)—6$,2+6x Al(n—ﬁ)—Ga;,?—}-Gm = _%Cl,nfl

mit letztem giiltigem x aus Rekursion

Wirbelgrofie WirbelgriBes[n] = Am—6)-6z,2+61 — Aln—6)—62,9+62
mit letztem giiltigem x aus Rekursion

4.3 3. Teilsystem

Startgleichung Ap 3= %Cn,zg
rekursive Gleichung An-1)—62,3+62 = 3+%([(n —7)—6(x —1)]
Am—1—6(z—1)3+6(z—1) T Cin—2)—62,2+62)
Abbruchbedingung (n—=T7)—6x>0,zeN z>1
Berechnung Al(nf7)76w,3+6:c Al(nf7)76w,3+6:c = —C(),n
mit letztem giiltigem x aus Rekursion
Wirbelgrofie WirbelgroBes[n| = An—7)—6z,3+60 — A'(n_7)_6$,3 6o

mit letztem giiltigem x aus Rekursion
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4.4 4. Teilsystem

Startgleichung Apga=1Cp 33

rekursive Gleichung A, g) s 460 = 1755 ([(7 — 8) — 6(z — 1)]
An-8)—6(z—1),4+6(x—1) T C(n—3)—62,3+6z)

Abbruchbedingung (n—8)—6x>0, z€N, z>1

4.5 5. Teilsystem

Startgleichung An_g5 = éCn_474

rekursive Gleichung A(n—9)—6z,5+62 = ﬁ([(n —9)—6(x —1)]
An—9)-6(z—1),5+6(z—1) T Cin—1)—6z,4+62)

Abbruchbedingung m—9)—6x>0,z€N, z>1

Berechnung Al(n—g)—6w,5+6;c Al(n—g)—6w,5+6;c = _é04,n*4

mit letztem giiltigem x aus Rekursion
Wirbelgrofie WirbelgroBes[n] = Am—g)—6z,5+60 — Al(n—g)—ﬁz,5 6o
mit letztem giiltigem x aus Rekursion

4.6 6. Teilsystem

Startgleichung Agpg=—7Cs5 3

rekursive Gleichung Ay 6, (n8) 6 = 1355 ([(7 — 8) — 6(z — 1)]
Ast6(z—1),(n—8)—6(x—1) — C3462,(n—3)—62)

Abbruchbedingung (n—8)—6x>0, z€N, z>1
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5. nmod 6 = 3, d.h. das Gleichungssystem zerfillt in zwei eindeutige und vier
tiberbestimmte Teilsysteme, wovon die zwei eindeutigen unter [5.5] und [5.6]
und die anderen unter [5.1], [5.2], [5.3] und [5.4] behandelt werden sollen.

5.1 1. Teilsystem

Startgleichung An—51=0Chyp

rekursive Gleichung Atn-5) 62,1462 = 1365 ([(n — 5) — 6(x — 1)]
Am—5)—6(z—1),146(x—1) + Cn—6a,62)

Abbruchbedingung (n=5)—6x>0,zeN z>1

Berechnung Al(n75)76:c,1+6w Al(n75)76:c,1+6w = _ic?),n—3

mit letztem giiltigem x aus Rekursion

Wirbelgrofie WirbelgroBei[n] = Am—s)—6z,1+60 — 14'(%5)76%,1 +6z
mit letztem giiltigem x aus Rekursion

5.2 2. Teilsystem

Startgleichung Ape2=1Cn1y

rekursive Gleichung A(n—6)—6z,2+62 = 2+%([(n —6) —6(z —1)]
An—6)—6(z—1),246(z—1) T Cin—1)—62,1+62)

Abbruchbedingung (n—6)—6x>0,z€eN, z>1

Berechnung Al(n—ﬁ)—6$,2+6x Al(n—ﬁ)—Ga;,?—}-Gm = —502,%2

mit letztem giiltigem x aus Rekursion

Wirbelgrofie WirbelgriBes[n] = Am—6)-6z,2+61 — Aln_6)—62,9+62
mit letztem giiltigem x aus Rekursion

5.3 3. Teilsystem

Startgleichung Ap 3= %Cn,zg
rekursive Gleichung An-1)—62,3+62 = 3+%([(n —7)—6(x —1)]
Am—1—6(z—1)3+6(z—1) T Cin—2)—62,2+62)
Abbruchbedingung (n—=T7)—6x>0,zeN z>1
Berechnung A\, 1 ¢, 3160 A(n1) 623160 = —5C1n1
mit letztem giiltigem x aus Rekursion
Wirbelgrofie WirbelgroBes[n] = Amn—7)—6z,3+60 — A'(n_7)_6$,3 6o

mit letztem giiltigem x aus Rekursion
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5.4 4. Teilsystem
Startgleichung

rekursive Gleichung

Abbruchbedingung

!

Berechnung A

Wirbelgrofie

5.5 5. Teilsystem
Startgleichung

rekursive Gleichung

Abbruchbedingung
5.6 6. Teilsystem
Startgleichung

rekursive Gleichung

Abbruchbedingung

(n—8)—6x,4+6x

Ap_gs=1Ch 33

A(n-8) 62,4160 = ﬁ([(n —8) —6(z —1)]
An-8)—6(z—1),4+6(z—1) T Cn—3)—62,3+62)
(n—8)—6x>0,z€N, z>1

Al =—Copn

(n—8)—6x,4+6x
mit letztem giiltigem x aus Rekursion

WirbelgroBes[n| = An-_s)—6z,4+60 — Aly—8)—6s,4+60
mit letztem giiltigem x aus Rekursion

An—9,5 = % n—4,4

A(n79)76z,5+6$ = ﬁ([(n - 9) - 6(.1‘ - 1)]
An-9)—6(z—1),5+6(x—1) T Cln—1)—62,4+62)
n—9)—62>0, z€eN, z>1

A5,n—9 = _%04,77,—4

As 6z, (n-9)-6 = 5765 ([(n — 9) — 6(z — 1)]
As16(z—1),(n—9)—6(x—1) — Catéa,(n—4)—6z)
(n=9)—6x>0,zeN, z>1
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6. nmod 6 = 4, d.h. das Gleichungssystem zerfillt in einen unterbestimmten
und fiinf {iberbestimmte Teilsysteme, wovon der unterbestimmte unter [6.6]
und die anderen unter [6.1], [6.2], [6.3], [6.4] und [6.5] behandelt werden sollen.

6.1 1. Teilsystem

Startgleichung An—51=0Chyp

rekursive Gleichung Atn-5) 6x1462 = 1365 ([(n — 5) — 6(x — 1)]
Am—5)—6(z—1),146(x—1) + Cn—6a,62)

Abbruchbedingung (n=5)—6x>0,zeN z>1

Berechnung Al(n75)76:c,1+6w Al(n75)76:c,1+6w = _éc4,n—4

mit letztem giiltigem x aus Rekursion

Wirbelgrofie WirbelgroBei[n] = Am—s)—6z,1+60 — 14'(%5)76%,1 +6z
mit letztem giiltigem x aus Rekursion

6.2 2. Teilsystem

Startgleichung Ape2=1Cn1y

rekursive Gleichung A(n—6)—62,2+62 = 2+%([(n —6) —6(x —1)]
An—6)—6(z—1),246(z—1) T Cin—1)—62,1+62)

Abbruchbedingung (n—6)—6x>0,zeN z>1

Berechnung Al(n—ﬁ)—6$,2+6x Al(n—ﬁ)—Ga;,?—}-Gm = _ic?»,nf?»

mit letztem giiltigem x aus Rekursion

Wirbelgrofie WirbelgriBes[n] = Am—6)-6z,2+61 — Aln_6)—62,9+62
mit letztem giiltigem x aus Rekursion

6.3 3. Teilsystem

Startgleichung Ap 3= %Cn,zg
rekursive Gleichung An-1)—62,3+62 = 3+%([(n —7)—6(x —1)]
Am—1—6(z—1)3+6(z—1) T Cin—2)—62,2+62)
Abbruchbedingung (n—=T7)—6x>0,zeN z>1
Berechnung A\, 1 ¢, 3160 A(n1) 623160 = —3Con
mit letztem giiltigem x aus Rekursion
Wirbelgrofie WirbelgroBes[n] = An—7)—6z,3+60 — A'(n_7)_6$,3 6o

mit letztem giiltigem x aus Rekursion
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6.4 4. Teilsystem

Startgleichung Apga=1Cp 33

rekursive Gleichung Aln-8) 60,4160 = 136 ([(n — 8) — 6(z — 1)]
An-8)—6(z—1),4+6(z—1) T Cn—3)—62,3+62)

Abbruchbedingung (n—8) —6x>0,zeN z>1

Berechnung Al(n—8)—6:c,4+6w Al(n78)76$,4+6w = _%Cla"—l

mit letztem giiltigem x aus Rekursion
Wirbelgrofie WirbelgroBes[n] = Am-—s)—6z,4+60 — Al(nfs)fsm 6o

mit letztem giiltigem x aus Rekursion

6.5 5. Teilsystem

Startgleichung Ap_os = £Cn_sa

rekursive Gleichung An—9)—6z5+60 = E.)Jr%([(n —-9)—6(x—1)]
An—9)-6(z—1)5+6(z—1) T Cn—1)—6z,4+62)

Abbruchbedingung (n—9)—6z>0,z€eN, z>1

Berechnung Al(n—g)—6$,5+6m Al(n—g)—6$,5+6m = —Con

mit letztem giiltigem x aus Rekursion
Wirbelgrofie WirbelgroBes[n| = Amn—9)—6z,5+60 — AI(n—Q)—GJ:,S 6o
mit letztem giiltigem x aus Rekursion

6.6 6. Teilsystem

Startgleichung App—a:=0

rekursive Gleichung Aey (n—1)-6: = & ([(n — 4) — 6(z — 1)]
Ag(z-1),n-0)-6(z-1) ~ Cs+62,(n—5)~6)

Abbruchbedingung (n—4)—6x>0, z€N, z>1



Anhang E

Datentrager

An dieser Stelle befindet sich ein Datentriger, auf dem, die in der Arbeit vorgestell-
ten, Beispiele mit den dazugehorigen Bildern, der Quellcode mit einer dazugehorigen
readme-Datei und die Diplomarbeit selbst (pdf-Format), gebrannt sind.
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