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Vorbemerkung
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Diplomarbeit sei Herrn Professor von Wahl, der mir das Thema gestellt hat,
an cheser Stelle herzlich gedankt.

Bavreuth, im November 1995

Michael Nendert



Kapitel O
Einleitung, Bezeichnungen, Hilfsmittel

Ziel dieser Arbeit ist es, den Gradienten eines beliebigen auf einer glatt
berandeten heschrinkten Menge definierten Vektorfeldes durch dessen Diver-
genz, Rotation, durch die Tangentialkomponente auf dem Rand und durch
Zahlen, die durch die Topologie der Menge bedingt sind, abzuschitzen. Wir
lithren diese Abschitzung beziiglich der C*-Norm durch, was konzeptionell
einfacher ist als eine Abschitzung beziiglich der LP-Norm; die C'“-Norm ist
auch auf dem Rand der Menge sinnvoll erklart. Wir betrachten dazu das Vek-
torfeld als Losung eines Dirichlet-Problems fiir inhomogen harmonische Vek-
torfelder. Dabei beziehen wir uns auf die in der Lipschitz-Vorlesung [3] mit
[ilfe des Fundamentalsatzes der Vektoranalysis vorgestellte Lésungstheorie
dieses Problems. Bei der Untersuchung des Einflusses der Topologie der Men-
ge benutzen wir aus [3] eine Intergralgleichung fiir die Normalkomponente des
Vektorfeldes auf dem Rand, in der der Neumann-Operator vorkommt. Dort
wird entscheidend davon Gebrauch gemacht, dafl die Riesz-Zahl dieses Ope-
rators gleich eins ist.

Im ersten Kapitel schitzen wir zunichst die C'***-Norm des Potentials ei-
ner volumenhaften Ladungsverteilung durch die (*“~-Norm der Ladungsdichte
ab. wobel wir eine Verallgemeinerung der Holder-Korn-Lichtenstein-Giraud
Ungleichung zeigen. Im Kapitel 2 verwenden wir eine Abschatzung fiir Ein-
fachschichtpotentiale aus [5] zusammen mit dem Resultat aus Kapitel 1 und
schitzen mit Hilfe des Fundamentalsatzes die C'**-Norm des Vektorfeldes
durch die ("*-Normen von Divergenz und Rotation sowie die (""*°-Normen
von Tangential- und Normalkomponente des Vektorfeldes auf dem Rand ab.
SchlieBlich eliminieren wir im dritten Kapitel die C'**-Norm der Normal-
komponente aus der in Kapitel 2 gewonnenen Abschitzung unter Zuhilfe-
nahime der oben genannten Integralgleichung und ersetzen sie durch die von
der Topologie der Menge abhiangigen Ergiebigkeiten des Vektorfeldes auf dem
Rand.

Der Rand einer beschriankten Menge heift von der Klasse % (bzw. ('),
wenn es cinen Atlas von lokalen Karten (7,&,6(T)) mit T' ¢ R? offen.
€€ CHHTY (bzw. CHT)) und £(T) € JG gibt und in jedem Punkt & € ¢
die dullere Normale existiert.

Ist Q eine beschrinkte Menge, 992 von der Klasse O und ist (75, &, 6,(T,)) =1




ein Atlas im obigen Sinne, so ist fiir f: 90 — R

|/ lexsaoq) = Z | fo¢ ||u:':k+~(57})!
1=1
und
CH(00) = {f:00-R | Vie{l,..r}: [o& e CH(T)))

ist ein Banachraum ( ebenso wie C*1°(Q)). Wir beachten, dafl || f ||crta (o)
von der Wahl des Atlasses von 02 abhingt.

Nun préazisieren wir die Regularititsvoraussetzungen an die glatt berandete
Menge:

Wir bezeichnen eine Menge (¢ € R? als zuldssig, wenn folgende Eigenschal-
ten erfullt sind:

Es gibt ein mg € N und beschrinkte Gebiete Gy, ..., G,y C R? mit

(1) GnG;, = 0 firi,7 € {1,....mo} und ¢ # j |
(11) o= U”:U1 (+;.
(111) Die Zusammenhangskomponenten von dG; (1 = 1,...,mp) seien je-

weils endlich viele geschlossene, paarweise durchschnittsfremde Flachen von
der Klasse C'°.

In der Lipschitz-Vorlesung, aul die wir uns stets beziehen und die das Dirichlet-
Problem fiir inhomogen harmonische Vektorfelder unter etwas schwicheren

Voraussetzungen an die Glattheit der Flichen 0G/, behandelt, wird zusitzlich

von einer Approximationseigenschaft ausgegangen, die in unserem Fall erfiillt

ist. Dies 1aBt sich mit Hilfe der im Beweis des Satzes 1.4. verwendeten Trans-

formation verifizieren, worauf aber hier nicht niher eingegangen werden soll.

Wir legen hier keinen Wert darauf, mit moglichst schwachen Voraussetzun-

gen an die Glattheit von JG auszukommen.

Lis sei m die zweite Betti-Zahl der Menge (7, also die Anzahl der beschrank-

ten Zusammenhangskomponenten von R* \ (7. Diese seien mit Gy, ..., G,

bezeichnet. Es sei auflerdem fiirz = 1....,m

o :&_(_:rr

0, s01st.

J';,J.!(.{') =

v sel das aubere Einheitsnormalenfeld anl 9.
Jetzt konnen wir das Dirichlet-Problem fiir inhomogen harmonische Vektor-
felder D(G.e.~, v, £D, ... E™)) formulieren:



Gegeben seien ¢ € C*(G,R), v € C*(G,R3), v~ € C'*(9G, R?) mit
(v,v*) = 0 auf 0G, und EM. . EM™ e R.
Gesucht ist ein w € C1H(G,R?) mil

div uw = ¢ und rol uwu = 7 in (i,
WO oW = auf 0G,
und _
- f (v, W) hiloedl = EO
a6
fire= 1,0 0m:

Das Endresultat dieser Arbeit ist der Beweis der Existenz einer Abschétzung
der Form

T

| u ||(_T-“+"(E)S (] € ||(_'f-‘(ﬁ} + |l “(:ﬂ{ﬁ} + 17 ller+eqae) + 2: l EY )-
=1

Im Falle m = 0 setzen wir Y27, | E@ | gleich 0.1
Wir stellen jetzt noch einige Hilfsmittel bereit.
Im folgenden bezeichne [f] .., fiir ein beschrinktes Gebiet 0 € R, [ €

() und a €]0, 1] die Holder-Seminorm von f, also

| f) = ) |

|z —y|°

If]f"fil) = 'Su?):l'-_‘!)‘l:_ﬁ‘:r.r,'ﬁy

0.1. Hilfssatz: Fs sci ) € R" ein beschrdankles Gebicl.

Fiir zwei Funktionen f.q € C(Q) ist auch [-g € C*(Q) und es gelten die
folgenden Ungleichungen:

(1) [f- ."f]f"f-=[ﬁ) < (S ||{'.'°{ﬁ) '[9](_‘:n(ﬁ}+ g ||c:ﬂ(ﬁ) '[f]c;a{ﬁ)

(ii) /-9 ||r'u(ﬁ} < |Irs “r_'.'ﬂ(ﬁ) g ||f_.'.'0{ﬁ)

Werschwindet. aufierdem die Tangentialkomponente aufl dem Rand, so lafit sich der
Gradient von w durch Divergenz nnd Rotation abschitzen, vgl. von Wahl, Estimating Vu
by div u and curl v, in: Mathematical Methods in the Applied Sciences, Vol. 15, 1992.
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0.2. Definition: Es sei R > 0. Wir bezeichnen eine Funktion & € C'(Kg(0)x
(R™\ {0})) als singuliren Kern, wenn folgendes gilt:
(1) Fir0 < Ry < Ry, z € Kr(0) gilt stels

/ wlzridr = U

Ry <|r|< R,
und B
(i1) s existiert ein ¢ > 0, so daf fiir = € Kp(0). r € R"\ {0} gilt:
e
gl | = =——
||

Aus (i) folgt die Existenz des Cauchyschen Hauptwertes H [ #(z,r)dr mit

H] rldr = Iil_'la / wlz,rjdr = 0.

R e<|r|
Ist x € (‘z(fx #(0) % (R"\ {0})) in » homogen vom Grad 1 —n, d.h. gilt fiir
: € Kg(0), r € R \ {U} und A > 0 stets
X(z A1) = ATex(z),
dann ist fiir ¢« = 1,...,n % ein singulirer Kern im Sinne der Defimition

0.2.,vgl.[1].

Im Beweis des Satzes 1.4. benutzen wir den folgenden Satz aus [1]. der dort
in etwas allgemeinerer Form gezeigt wird:

0.3. Satz:  Sei ) ein beschriankics Gebiel mit Rand 992 von der Klasse (74
Sei f € C**(Q). Dann gill:

-

| S loasam S

c2taqan) + || [ llcom))

mit einer von der Beschaffenheit von Q und 02 abhdngigen, aber von [ wun-
abhingigen Konstanten ¢ > 0.

Im dritten Kapitel machen wir von den Eigenschaften des Neumann-Operators
I Gebrauch. Fur A € ('7':}(1'”)(";'] ist:

KAE) = )]—/ —5 Pg ¢ u(€))A(E)dY £ e i,

-1



Wir benutzen den folgenden Satz aus [2]:
0.4. Satz: Sei k € NU{0}, a €]0,1[ und G von der Klasse C'**°. Dann
gilt fiir A € C**(0Q)

Ex E @¥(06)

und
II KA |

ChH1+0 (3G) < & H A ”c‘!HG(ar_;)

mil einer von A unabhdngigen Konstanten ¢ > 0.

In den Beweisen des Hilfssatzes 3.1. und des Satzes 3.2. benutzen wir fol-
genden Spezialfall von Satz 1.2.4. aus [3]:

0.5. Satz: s existiert eine Basis (€1, ..., 6) von N(I + K), dem Nullraum
von I+ K. mit der Figenschafl

jl éi'j?-klf‘!(r'd\g == 5?’!; ./:{“:?1 :;3 = [:"'7?”1

a0

wobei m die zweile Betli-Zahl von G ist. Wir kénnen dabei annehmen, dafs
NI + K) C C**(3G) ist.

Die bereits erwihnte Integralgleichung fiir die Normalkomponente der Losung
des Dirichlet-Problems fiir inhomogen harmonische Vektorfelder wird im Be-
weis des Satzes 3.2. zitiert.

Der Ubersichtlichkeit wegen vereinbaren wir noch folgende Notationsweise:
Iin Ausdruck der Form

A < ¢ B

bedente stets: Bs existiert eine Konstante ¢ > 0, so daff A < cB.

Die Konstante ¢ kann sich bei Ungleichungsketten von Zeile zu Zeile dndern.
Sie hingt im allgemeinen, d.h. sofern nichts anderes tiber sie gesagt wird,
nur von der Beschaffenheit von ' und 0. insbesondere von den hierfiir
gewihlten Atlanten und von « ab.



Kapitel 1
Abschatzung volumenhafter Potentiale

Um zu einer Abschatzung volumenhafter Potentiale beziiglich der Holder-
norm zu gelangen, bedarl es noch einiger Vorbereitungen, die das Verhalten
schwach singulirer und singulirer Integraloperatoren betreffen.

L.1. Satze Hsser f > L, 0e)01], 020, B>

Es sei S € CU(KR(0) x R*\ {0}) ein schwach singuldrer Kern zum Expo-
nenten 3 — 3, d.h. es gelle

I e s et

(i) 1S(z,7)] < fir =€ Rp(0), re RN\{0}.

= ps

S erfille aufferdem die folgenden Bedingungen:

(i) Fir alle 2 2" € Kr(0), r € R*\ {0} sci

i I

(&}

15'(3"’ 7') o S(:nj ?)l

I/
L

| r I.’&—I‘J’

(ii1)  Fir alle z € Kp(0) gelte mit ', v" € R? und ||, |r"| > A > 0 stels
¢ | =1""

= E.“nh';__?'”H

(a)  |S(z,7)=5(z,r")]|

im Fall 3 =1 und

(b)  |S(z,7)=8(z,7")] < xg—Jrh-h"——r”r‘ im Fall f > 1.

Es sei ¢ € CO(R?) mit supp ¢ < K,(0). Dann gill:

S#¢p = / S(.,.—y)oly)dy € ('-'“(:r'\'r,»({l}}
Ro
Ti?ﬂfﬁ
15 %6l

iy S ¢ e leomm)

mil cincm von p, R und o abhdngigen, aber von ¢ unabhdngigen ¢ > 0.
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Beweis: Wir benutzen die Abkiirzungen A := Kg(0) und K’ := K ,(0).
Iis seien 2/, 2" € K mit z' # z". Es ist dann

(S + ¢)(2") = (s * 8)(")| = IfIS-'(z’; 2 —y) = SE" = y)e(y)dyl <
K

< [ISE =) =SE -y lleldy +
Jet
(1)~
+ /i-5'(2”=2’—y)—5'(3”= 2"—y)llo(y)|dy.
I
Wir bezeichnen im folgenden das erste Integral auf der rechten Seite von (1)

mit /,. das zweite mit I,. DaB beide Integrale existieren wird mit gezeigt.
Fiir I, erhalten wir unter Verwendung von (i1):

[E)

1 < & o7 ——dy <
- I X Hc,uu\) 2 — y[?-o U
K
p+ R
< ¢ |¢ ”f‘”{F} o= F,}T'-zd?' B
(A

Mo

< ¢ |¢ ||rt.'0(F} |e'—z

Um jetzt [, abschitzen zu kdénnen, teilen wir das Integrationsgebiet. s seien
Ay = {ye K :|Z—y| <|z"—y|} und

Ay = {ye K :|"—y| < | —yl}-

Mit der Abkiirzung
¥ = SE-y) - S, 2" —y)

gilt dann wegen K’ = Ay U A,

LA

L < | élleog - / |3 |dy | & o '[] [Sdy + /ié‘sif'r’:_ff]- (3)
I Ay Aq

10



s seien weiter
I = {yek': |&—y|l<2|z'—2"} und

r, = {yek': |Z/—y|=2|-2"}

Die Aufteilung des Integrationsgebietes ist in folgender Abbildung anschau-
lich dargestellt:

A |

it

Fiir y € Ty ist |y — 2| < 3|2" — 2"|. fiir y € T, hingegen |y — 2| >
Es gilt wegen I'y Uy = K’ und (3):

3

Lo< oy | [ 11y [ 1Slay+ [ [3ldy+ [ 151dy]

Al A'_:.ﬁ"; ANl Al
(4)

Wir schitzen nun die Integrale aul der rechten Seite von (4) einzeln ab.

Unter Verwendung von (i) und der Dreiecksungleichung erhalten wir:

2|z —="|
| |
f ll:}|(£ij C / Wd?} S C / NE ?‘2(1?‘ '“;/x
y—= 0

Ayl A Al

VAN

< ¢ |-z

(VAN

|S|dy  wird analog abgeschétzt, im Nenner des Integranden steht ="
.ﬁg‘ﬁrg

,_-‘.fi

anstatt von 2|z" — =

statt z', die obere Integrationsgrenze ist 3]z" — “I.



[Im Fall 3 = 1 ergibt sich mit Hilfe von (iii) die folgende Abschatzung:

[ sty < e B et ftem s
Ay, S |tnf=" = 2] ALAr, ly — =P -
41
[gf— 2@ P I o
S & = . / —rtdr <
- [In|z! — z"|| _ 3
B |
/ - (6)
& % Jln(p+R)=In(2]|z'-2"|)] <
|In|z' — z"||
S { |A? —F | |!??(,‘3+ !'*Z]--—J'}I.'.Zl—i—[z’—z”r"} S

|in|z" — 27|
S ¢ 1:!_:H|0

Im Fall # > 1 bekommen wir mit (iii):

¥ 1
/ ISldy < ¢ |:,’—z”|(-] w—_;;|3_}.-|__,.-_;dy =

ﬂ;lr‘!l";; Aynls
pER

£ ¢ |24 : _rldr <

T T.j-i-]—;; =

2|zf—z"|

< e = (ph R -(21 =" <
c |:f - ZH|0-

/ |3|dy wird wieder analog abgeschitzt. im Nenner des Integranden steht

gy
=" anstatt von z', die untere Integrationsgrenze ist |z — 2| statt 2]z — 2|.
Aus den Ungleichungen (1) bis (7) folgt insgesamt
(S )(z) = (S*$)(z")| < ¢ | ¢l 12" = 2"
also haben wir
5+ “r")]r_"nﬁ} < ¢ e “(."C'{h_'-‘} : (8)




Es ist noch || S * & || 05, abzuschétzen.
CU(NY)

Fiir z € K gilt mit (i)

(S* ) < M blleogen - [ 1502 =pldy <

I

et It 1

< e ol f il < e 11 lleoy

0

also
il & o g 9)

Aus (8) und (9) folgt schlieBlich die Aussage des Satzes. O

Im Beweis dieses Satzes haben wir von der Setigkeit der Funktion ¢ nur
beziiglich ihrer Beschrinktheit und ihrer Integrierbarkeit Gebrauch gemacht.
Der Satz gilt demnach auch, wenn man die Bedingung ¢ € C°(R?) durch
¢ € L(R?) und den Ausdruck || ¢ |[corsy durch || ¢ ||o ersetzt.

Die Voraussetzung (iii) des Satzes ist immer erfiillt, wenn S in folgendem
Sinne Lipschitz-stetig ist:

(iii")  Fir alle = € Kr(0) gelte mit »' 7" € R® und |*'|,|r"] > A > 0 stets

c
\3+(1-6)

|?‘! _ T'HI

Diese stirkere Voraussetzung ist insbesondere dann erfiillt, wenn zusétzlich

S(z,.) € CY{R?*\ {0}) mit

S ¢
ol : g
(1117) | =—(z,r 2 s

I | . |r[2+0-0)
fir alle = € KNp(0), r € R*\ {0} und 7 = 1,2,3 angenommen wird. Wir
werden den Satz nur in diesen schwicheren Formen benutzen.

Der nun folgende Satz ist eine modifizierte Form der Hélder-Korn-Lichtenstein-
Giraud-Ungleichung. Im Gegensatz zu der Sitnation des Satzes 1.1. benétigen
wir im Fall eines singuldren Kerns die Holderstetigkeit der I'nnktion ¢ um
eine entsprechende Aussage zu erhalten.
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1.2. Satz: Es seien R, R >0, sei & € CY(Kr(0) x R®\ {0}).

ar
wound —;— i = 1,2,3, seien singulire Kerne auf Kr(0)xR\{0}.
( ~q

Fiir = € Kg(0), r € R*\ {0}, 1 =1,2,3 gelte stels

dr
or;

z,r))] £ ¢ W

Es sei ¢ € C*(R?) mil supp ¢ € Kgr(0).
Dann st

kkg = H /rc(.,.-—:z:)q-’)(:r)d:z: e CYKgr(0)),

und es gilt
| 6*¢llcagrmmy < ¢ N8 lleema)

fiir ¢in von R, R und o abhingiges, aber von ¢ unabhdngiges ¢ > 0.
Beweis: Sei K := Kx(0). Weil k ein singularer Kern ist, gilt fiir z € K

(k% @)(2) = H/ k(z,z — x)|[p(x) — ¢(2)]de. (10)

IFiir beliebige, aber feste =, z' € K,z # 2/, definieren wir:
§i=lz—z2|,Ar={reR¥|z—x|<26},A9:= {z e R*:|z—x |> 26},

Es ist mit (10):

(k¥d)(2)—(k*d)(2) = H]{ 2)[p(z)—(2)]— k(2,2 =) [d(x)—p(=)] }du.

Definieren wir

(=) = H [z = a)lé(a) = ()] = 5(2' 2 = 2)lle) = 6()

14



und

hz,2) = [{nlz,2 = 2)[8(z) - $(z)] - (=", = D)[8(x) — 6(=')} o,

dann kénnen wir (11) schreiben als

(6 9)(2) — (5 $)(=) = Di(2,) + Io(2, 7).

Nun schitzen wir | [; | und | I, | ab:

| I(2;2) | < [ﬁb]mm_ﬂ]'{/ | £(z, 2—2) || z—x |* det

26 3

< [Bleamay{c /—-—7 drte | —r 2dr)
0 0] "
¢ . .
S Afleems[(20)7+(36)°] < c[@leams)d

(2,2 = /[qﬁ(z’)—qﬁ(z)]n‘.(:,z—a-.:)dx—i—

(13)
-+ /[(,5(.1:) — d(N[k(z, 2 = ) — k(2" 2 — x)]dx
A.

Weil & ein singuldrer Kern ist, verschwindet das erste Integral auf der rechten
Seite von (13).
Betrachten wir fitr feste 2z, z' € K die Abbildung

Ror 0 [0,1] x Ay = R, Eoo(ma) i=s(z+7(2 = 2), 2 —a 4+ 7(2" = 2)),

so gilt mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechming:

1

R(z 2" =) — (2,2 — @) = koo (1, 2) — Ropar(0, 1) /

()h

15



Unter Verwendung der Satze von Tonelli ! und Fubini kénnen wir (13) schrei-

ben als: ;

e ) = [lota) = o [ °

;\'.z:.f
a7
0

(7, 2)dr)dx

o

/ O
= _/(/IQS(JFJ—G")(Z')] = (1, z)dz)dr
0 A
Nach der Kettenregel gilt aber in Aj:
0;‘:::’_- 2 ah‘,

(ra)= Y, @::-(Z +7(z —2),z—a+7(z = 2))(z — =)

1=1

ot

Jxk ;

3
+ Z (9’:',—(3 +7(2 = 2),z —z +7(2' — 2))(z{ — z).

Nach Voraussetzung gilt jedoch fiir z,z' € K,x € Ay, 7 € [0,1],2 = 1,2,3:
o ; : c 2¢
—(z -zl z—x+T1(z —z2)) | - <
f)za'( 4l ) . )< |lz—a24+7(z'=2)P 7 |z—z |2

und
ar c 2¢c
—(z4+7( —2),z—z+7(z' - 2)) | - — < s

e e — e medrlE =) IS T T S o T

Mit den Abkiirzungen

‘ O

In(z,z") = (/qﬁ(r)(z f)*-(:—I_T(:f_ 2),z—a+7(2 —2))(z = z))dx)dT,
0 A, =] R

I j 3 df'\ L _ [ ¥ ~ o " 7 _ N T

Bl &) —qﬁ(z)U/(A{(; (e (e = 2), 2=z 4 7(e — )(ef — =)z

An
3.0k
. (Z %—(" +7(z' —2),z2 —x+7(2 — 2)) (2] — z))dx)dr

'Die Existenz des Integrals [+ in der zweiten Form wird im folgenden gezeigt.
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gilt:
12(212!) == ]'Zl(zr Z!) - 12-__:(21 ,‘5!) -4 jr23(z,g")_

Jetzt schiatzen wir [y, Iy und Iz einzeln ab. Es gilt wegen supp(¢) C
}{R’(O) & j{;{_;_;{r(Z)Z

R+R'
| | -
In(5 )| S N dlowmey <b-4x [ Srtar= (1)
26
= || ¢ llcorey -cd-dm(In(R+R')—In(268)) <
< |l ¢ lleorey (6407),

wobei wir beim letzten Ungleichheitszeichen von der Tatsache Gebrauch ge-
macht haben, dafl zu « > 0, a €]0,1] stets eine positive Konstante ¢(a, o)
existiert, mit der Eigenschaft,daB fiir alle x €]0,a] gilt: | zlnz |< ¢(a, o)z .

Mit der Abkiirzung Kl := Kas(z + 7(2" — 2)) gilt:

i 2 Bx
Lisle,2' ) = rj)(z’){/( j (Z (‘(]NI(;'-E--T(:!—Z), s—x47(2'—2))(zi—2))dx)dT+
0 Aang, =1

—I-/( / (Z ‘f)f‘i(:‘—:—r{_:’—:)., c—a7(2'—2)) (2l —z))dv)dT )

. Ok 24 B E ¢ - . < - N 5 . - g
Weil 2% fiir 2 = 1,2, 3 ein singuliarer Kern ist, verschwindet das zweite Inte-
it
gral. Also gilt mit K§ := Ks(2 + 7(2' — 2)), I}; wie oben:

1

U ./( / |z —x+ ;(H’ —z) ]iid"'-'“}d? < (15)

0 K1 \R

| 122(2,2") |36 || ¢ |

136
< 3ed || @ |leogrey 4w /(/ ;3—?'2(11‘)(17 =
0 &

= 3cb || ¢ lleomry Anind < ¢ || & |lcore) 0



Fiir o3 erhalten wir schliefilich:

| Iz, 2} 13 [ /{@(:r)—qs(z’ﬂ-‘- —— e | [l 19)

0 AQ
|cr
< q {5 o / ] 1 E ; f
=~ C Q({R") ( | _{+T )|(I)(’T
0
. l b.i — 7 |(\
S ((H[@](O(R'i} I _J-_—T-.Fd:r
L-\.? €T
':o?.t\' .
< b ¢ |lcams 47/ = 1:"3(37'
L‘}
g i H (J-’.I) HC(\:(RJﬁ} '] ~ (}.60

Es gilt aufferdem:

§=|z—2|=|z— 2’ !1_“l ol

Q<_ (2!{}]—(\‘ | P Zf |{v: (212)]-—-&5{!
Mit (12).(14),(15) und (16) folgt also:
K+ Bleagmmy < ¢ ¢ lleems) (17)

Mit (10) gilt wegen supp(¢) C Kpi(0) C KNpyp(z) weiter:

| (k+¢)(z)| < f | k(2,2 —2) || & — 2 |* dz - [$]ca(rey

Kppp(=)
RG-S
-
< c|dloamrey i f T—I,S?‘Za’.r
0

1 ;
o (T[(f)]cu(l‘{_ﬁ]g( R-i HI’ )( S C {Gf’]('o(nd]

und damit:

o (R A(0) < ¢ [tfﬁlr"*(l't.--‘} < ¢ H ¢ ||f¥'°{Ra] (18)

18



Aus (17) und (18) folgt schlieBlich die Behauptung. O

1.3. Hilfssatz: Seien R,c > 0, a;y. € C*T(Kgy(0)) mit ay. = ap fiir
t,k=1,2,3. Es existiere ein ¢ > 0, so daf fiir alle z € Kg,(0) und £ € R?
gilt

3
cl€F < Y anlz)&és,
k=

1, 1

Set [ € CYR?), supp([f) C Kp(0),
L e ‘ f(x)
Fo Kr(0)—= R, 2w~ - dr.
2 f;;?/(ﬂ) \/Z”L ; ain(z) (2 — &) 2k — =)

Dann gilt: I' € C***(Kr(0)) und

s

I Fllzvogmmy < ¢ WS lea@emmy

fir cin von R, ¢ und den a;, abhingiges. aber von [ unabhingiges ¢ > 0.

Beweis: Seien N := Kg(0) und K’ := K, (0).Wir definieren

o K x (RP\{0}) =R, (z,r)— (D ax(z) rire)”®
Y e
und fiir z,0 € K, & # 2
3
plz.0) = oz, —x) = (3 an(2)(z = wi) (2 = wp)) 72,
k=1
Dann gilt fir z,2 € K,z £ 2 (j=1,2,3)
‘)p 3 __‘?" T T
d“? B 0]~g - )+d? (8 =p)=
| (19)
_ 3 ik };if(;)(zf — @)z — @) >__:::1_ a;k(z)(zx — 1)

N (?-?,;,-:1 ”-:‘k{ii)(:f e -'L‘z')(—ff\- = -?’;\-)) 32 (Z?_;—:l ”-:A—(-’-‘)(Cf — &y )(w — Ty H”’
und

F(z ::fg(:.: -}l ek



(a) Wir zeigen zunichst, dafi I stetig partiell differenzierbar ist und dall gilt

(j;lzl-’!r:-s):
gﬁw_fiiwwhwt (20)

Dazu definieren wir die Funktionenfolge (7, ),eN:

0, 0§:1f<];
m RS = (0,1),  mle)i=q sin?(z— 1) w5, ot
17 .'I‘};

Offenbar ist 5, fiir » € N stetig differenzierbar.
Weil p auBerhalb der Singularitiiten stetig partiell nach z;, § = 1,2,3, diffe-
renzierbar ist, gilt

)
02, ]p z,2)n(] 2z — z |) f(x)dz = /é;[p(zjar)nyﬂ z —z )] f(x)de

) ) o
/ %{E?m)?}y(l Z—x l)f(;:r)(l:r.—l—h[ p(z,:.t:)[a(—zjm( z—x D] f(x)de

K
(21)
Betrachten wir zunichst den zweiten Term von (21):
J Zj — Oy
(| z—= z—x|)- =
o ) = - 2=
Dabei gilt | %?}UH z—ua|)|< vr und
, 1 )
supp(n))={reR: —<r<-},
v v
also
supp(e = (| z —a |) = Kz \ Kig,y.

Nach Voraussetzung ist fiir alle z,z € K



2

w

1 o
< 4?rc(/ —?'2(3r+3]§?')‘d?‘)
: r
0 0

< ((—--|- ) — 0, » — oo(gleichmifig beziiglich z)

v?
Aus (21),(22),(23) und (24) folgt nun, daf = f,o(z, (] 2 — x |)f(z)dx
fir v — oo gleichmaflig gegen f ‘9“; 2,2 ) f (r.)drc konvergiert. Offenbar kon-
vergiert auch f,a( (| z—x |)f( r)dx fiir v — oo gleichmaBig gegen F(z),

womit die par t](—‘l](‘ Differenzierbarkeit von F und die Giiltigkeit von (20) ge-
zeigl sind.

Zur Ve remfclchung, der Notation fithren wir jetzt folgende Bezeichnungen ein
(J=1.2,3 sei im folgenden festgehalten):

ZZ:L L Gk ()i,

(3 ka1 @ik(z)riri )3/

Ti(z,7) i= —

ey tn(2)7s
(2 ms aak(2)rire )P

Damit kénnen wiy (19} schreiben als:

Lifz,p) ==

dp

d,( r) = Ti(z,z—2)+Ta(z,2z—z)

Jd

Es gilt dann fiir | = Y23

d*p 0Ty 01’2 ot ‘ oly, e
e T >, 2 — (zyz—2)+ —(2,2—2)+ 7=(2, 2~ 2)
f):;f):j )= d‘_,( )+ 5= dz ) dr dry
mit
{)T] i J 3 zq k=1 :)—:t—alﬁ_ ):-"-'_r-;\ s 31( 4;33‘ ; ?T“zlh(z)? ?k) t A 1 ﬁ&(:)w-i?»k}
Za (22 aan(@)rm ) (X2 ke in(=)riry )32
a1, ) 2 ”:,;1 2(2)7n 2 (e @ik(2)re) - ( e ;‘Tl;f(f)'f‘f'f'f.-]
w—{2;8) = :

Dz (e a2 (Zik= ain(z)rire)5/?

[
0z



mit einer Konstanten ¢ > 0.
Damit kommen wir zu folgender Abschatzung fir den zweiten Term von (21):

| / oz "—m(l s—a D)f(a)da | <
(22)
1
<ecvr || [ o ‘;.- fﬁ I—z—:“ld:;:
\2;u(~)
%1 .
=cwvr || [ Hm(ﬁ} '<’-1'ﬂ'f ;?'Zdw‘

<cl|l f ooy A 0, v — oo (gleichmiafBig beziiglich z)

Jetzt untersuchen wir den ersten Term von (21) auf sein Konvergenzverhal-

ten:

dp :
(] z—a x)dr— ] x)dz <
1[0}“3 ol == Dfie)de= [ 5ot )i |
(23)
dp
< —{zyx) flx)de |
L dz;
.-'\'f'lf\gfv(z]
dp
< Wyl [ Gozedal
ol 0z;
Kniyy,(=)
Weil ;. und "T‘m (latak =2 1,2.3) beschrankt sind, kénnen wir das letzte
Integral aus (23) weiter nach oben abschitzen. Es ist dann mit (19):
0
[ ] ,e(f-(:‘_.r)r.-'.z:] <
dz;
I‘\‘nf\.gf‘,(l’) X
(24)
' | 26 — |
' : <
< e | / = ”PM / Zlmzv‘ )<

]\‘-_;J,:,,.(':} Kapulz)



aT, >y B (2)ry, (i k= %Lf(—?)'f‘«;?‘k} (Xiey an(2)rr)

I T T (S ey a2 o (523 k=1 @irl2)rire )31
&(ﬂ o 2 a;(2) o (Zhar in(2)7n) - (T @n(2)1e)
org (2 ez an(2)rirs )32 (327 ke @in(2)riry)/ '

(b) Im néchsten Schritt werden wir zeigen, dafl I' zweimal particll differen-
zierbar ist und dafB fiir die zweiten Ableitungen von I gilt (7 = 1,2,3):

92 0 T.
0 ,{ (2] = f().'”]( z v)dr+ [() 2 z,z—x) f(x)dx+

02,0z /. Jzi
(25)
T T
-I-/dl(y.‘_—: r)de ‘ 2(z,z — @) f(x 2)da—
§s ()?; s (Tg

—f(z)-]'i"'-g(z?z—;::)-u;(.r){fﬁ'(:r:),
K’
wobei i fiir die I-te Komponente des Einheitsnormalenfeldes von K7 steht.
Mit den Bezeichnungen

Ttz ) = Tilz, o Y=n.d] vl) wod Tolz.2) =Tl 2, 2) <nillr |)

gilt, weil Ty, und 13, stetig partiell differenzierbar sind (v € N)

J 10 dTy, :
(;: /()f( )| z—z ) f(z)dz = / a:l: (z,z—a) f(z)dx+
(26)
T,
—1—]( Y (2,2 — ) f(x)de+
i ()?f
L r"{l ,
+ / i)d;Tl(- z—a)f(x)de+
015,
+ [(_. 2 (2,2 — x) f(x)dz.
i (}"J‘;
Iiir den letzten Term von (26) gilt wegen supp(f) C I
' ")T-)I JTs, .
/ (__ a2 (z)ds = / 4 (z,2—z)f(x)dr =
J ()u J oy
I N
(27)



2w oy,
_ / oT. (z,z — 2)[f(z) — f(2)]dx + f(=) - / E}(: z — z)dz.

., dr 7
Mit rp = z; — x gilt:
T, J .,
] = - Lauls w—s
f)?‘g ( ’ I) f).'?.;( & ))

Ist v > 2, dann gilt fiir 2 € K1 Ty (z,2 — z) = To(z,2 — ).
Der Integralsatz von Gauf} besagt dann fiir v > ? :

/(ﬁm,( :—z))de = ]1 2 — ) m(z)dS(z).  (28)

an’

Insgesamt kénnen wir fiir v > 2 > Gleichung (27) unter Verwendung von (28)
schreiben als:

2v T u
d(; z—z)fle)de = b z,z—x)[f(x) = [(z)]dz —
Ty

ory
K

(29)
= f Ty(z, 2 — z) - n(z)dS(z)
Ak’
Wir beachten dabei, daB der letzte Term von (29) fiir » > 2 unabhingig
vom lolgenindex v ist. Um das Konvergenzverhalten des ersten Terms auf
der rechten Seite von (29) zu untersuchen, gehen wir analog zum ersten Teil
des Beweises vor. Wir haben zunachst:
aT,, : T, :

/ (2 e)-[f(@)—[f(2)]de = /f(.:._:—.rj‘?}y(l z—a |)[f(x)—f(z)]dx+

()?’g

Iy K’

(30)
+ [ Dez=a) (ol 2= DU (@) - S 2

Betrachten wir zuerst den zweiten Term auf der rechten Seite von (30):
P )
/ Loz, 2= gl 2= DA (@)= ())de | <
(31)
Eair,??”” =~ |) bedeute die partielle Ableitung der Funktion R— R.,7 v 5,(| r |) nach
rpoan der Stelle r = 2 — .




S Voemy vne [ [ Taeyem2) |22 |7 de <
Kyyu(z)
. [::—-:r.‘|l+“£. .
= CUJ(--Q(?;]-V / —’-:—"_—I‘IT"’I =
!\'-21“,{2)
2‘!1)?.14—& ,
S gy y- [ Srtar <
0
< c[f]c,)ﬁ\—,}-u"“ -0, v— o (gleichmaBig beziiglich z)

Fiir das Konvergenzverhalten des ersten Terms auf der rechten Seite von (30)
erhalten wir:

L TP NI
I][ —a‘abw—'-l-)'m(] Z—=u D'[f(-f)“f(*H“"‘-‘r/, B, (s z=2)[f(x)~ f(z)]de |<
(32)
aT.
< / | 520z 2=2} | | )= (=) | do
Kaypu(z) d
- OT: N
5 [.ﬂ(_'-a[f\’)' / IIE;E(z}z—-:r) | | z—2 |* dz
LSYSIEI !
& ‘f"[ﬂr:n(?\_')‘ / {——i—i—%-}?d;r
RKap(z) 77
< C.[j‘](;.u{m-u"“ =0, v = oo (gleichmifig beziiglich z)

Mit (30), (31) und (32) folgt also

f 3.7'21,(“. =) [f(x) = f(2)|dz

| o
K
| (33)
— /%-1—2(.-:-,3—-.'1?)-[f(;r)-—f{:)]d:r. ¥ — oo (glm. bzgl. 2)
Ty

K



Insgesamt haben wir dann:

de;»

J am (Z.] Z = iﬂ)f(;r-)d:r (34)
- J %f:,:5-.I‘)‘[f(:r)"*j'(_-?)]d;rr—f(z) al TilesE—a) mla)d50

v — oo (gleichméBig beziiglich z).
Wie im Teil (a) des Beweises zcigl man, daff

0?“’ (2.2 ~ ) fle)de C?Tl (z,z—z)f(x)dz, v — oo, (35)
K @z; K ()z;
d‘lh’(z,z —z)flz)de — @(3,3 —x)f(z)dz, v — oo, (36)
i ()?‘g i (9?','
i ()r 1‘2., ()Tz

(z,z = 2)f(x)dx — (z,z—z)f(z)dz, v — o0, (37)

Jz

K K Oz
wobei die Konvergenz jeweils gleichmaBig beziiglich z € I ist.

Aus (34),(35),(36) und (37) folgt schlieBlich die gleichméBige Konvergenz der
linken Seite von (26) gegen die rechte Seite von (25), womit (b) bewiesen ist.

Um die Terme auf der rechten Seite von (25) einzeln beziiglich der Hélder-
norm abzuschitzen. fithren wir die folgenden Abkiirzungen ein:

T
Pn(z) = ~57:(z,z~rr:)f(m)d:u
I

e, z—z) f(z)dx

Pa(z) = 35, \#12
s

0Ty ;
Pa(z) == /((—)?—!—(z, z—z) f(z)dz
N

Walz) = / a7 (2, z2—a)-[f(z)—f(z)])da

t)?-,-
i

26



Uol2) = =f(=) [ Talz =) u(e)ds(a)

an’
Nach (25) ist dann fiir z € K (j,1=1,2,3 fest):
o*F 3

5ean?) = L)

=1

(c) Wir zeigen jetat fiir = 1.2,3 die Abschatzungen

I | 1/)!1

Die zugehérigen Integralkerne erfilllen mit § = 2 fiir 1, und mit 4 = 1 fiir
2 und 13 die Voraussetzungen (i) und (iii") des Satzes 1.1.. Es ist noch zu

!

verifizieren, daf fiir 2,z € K und » € R? die Bedingungen

comy S ¢ NS llgawy - (38)

aTl ) 6)-'[1} r Zf . ZH |CI‘
peiat S R e v & Q- SRR Ry
32;(2’?) ﬁ)z;(u SR E
oty , oty | 2’ — 2" |°
|0z;(~‘?)_i):;(m )os | r |2
und
aT]( ' ‘;)Y!I 1" 7) I ¢ IZ =g |Or
bk 7 1 I et ; L.
57‘1 ?)?g - | r |2

erfllt sind.
Wir rechnen nur die zweite Ungleichung nach.

()Irz L (}Tz y FL... a- ( J')T
) () = — 4
(}“ (),.. (Zi.k:l ﬂ‘lk("’ )?."-?"(‘:)3}{2

+ ;(erl aj(z )T;_) (sz . C:gﬂw ( '!)?‘1'?',{')
(Zi gz )52
Ci=i d?:‘ z )?A
(X,ﬁ L (2 )ra 3{3
(ZA ](UL( ) L) {Z?,k:] Qf’%&(g”)?'i?'kl
(ZI,k:J (L{;‘-(Z”)Tirk)ﬁﬁ

+
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— '? Jda. .
gy >_"I‘ ! L:’I: H)? _ zi 11_’;12-;&' "J)T |
(T ey @il Jrari )PP (53 oy aan(2)rirk)?/?
'} da .y
Tra(F2(2") — FE())rs

(Z - air(2")ri i)

l

<

|+

(T3 ey @in(2")r k)P — (T3 oy @il

f),_,.t_r.k)sfz

bR S

k=1 dz1 (Zi,kzl (L,;_-( H”)!i?k)‘yz (Zi,k:l (L,k(Z )
T 3 3 T 3
- (l—l; 1 22 |* Fer| | ls l (Z a(z") 2)3” ( air(
F | l i 1,k=1 | d ! ih=1
2 2! |cv 1 3 -
<c : + - (aie(z") air(2))— |
| [ 12 M‘Zﬂ ! 7|2
L |
< g =o'
= | [?

| %(23:1 "‘-.?'k(zn)f"k)( .11.3',&:-.1 %%(Z”)T‘i?"k]
(27 k= @iz )rire)

S (Ti=r @276 - ‘i‘?f‘( 2 Yrivy)

'(x;'s.i‘—q aip(2)riv)3?

|

L3 Shamaleonl) B — ) G
= 9 (3 ke ain(z")rivs)?

3 2 i*)a-k
+:; l Z ﬂ'ﬁn(:f)' . : (zI)T'iTk?‘m | '

2 1,km=1 dZ{

SEIE

(Zsk p air(2")rire) Jol% - (X7 =1 @ik ()T 75 )3/

| (L: jer @ik 27)7 )P L (L:.k:l air(z’ Jrary )3

5 |&



g ¢ J :-’f o z! IC\‘ +
|z [
[% 17 # T 5 yo B
s e 02 @) ) (3 and#) ) %<
& e |7 ] et |
1
< : :Hu_:! (3
= ETE

(d) Jetzt schitzen wir 9, ab. Offenbar sind Ty(z, . ) und 83"( o) firze K

und j = 1,2,3 homogen vom Grad -2. Deshalb slnr} ‘.;;—Ti und - !{J}" Y —;%T
L 7 L B T

singuldre Kerne. Der Satz 1.2, liefert mit & := (.,,T! die Abhfha.t-mng,
” Py |(.’u(?\-") < ¢ || ! ”(;n(}{’) . (39)

(e) Nun gilt es noch, eine entsprechende Abschitzung fiir 15 zu zeigen.
Weil fiir © € 0K’ un(l € I stets | z — x |> e ist, ist die Abbildung

K x 0K"> R, (z,2) = To(z,z — z)

Lipschitz-stetig. Das bedeutet aber insbesondere, daB fiir alle =/, =" ¢

r € 9K’ gilt:
| To(z', 2" —a) = Th(z". 2" —=a)| <« ¢ |z'—z= |

lir ein ¢ > 0. AuBerdem ist | Ty(z,z — ) | fiir z € K, 2 € A" beschrankt.
Selen also =/, 2" € K. Dann haben wir:

| 9s(2)=ts(=") | < | J(=)=J(=") | | / Ty(', =yl )dS(r) |+
+ |/(Tz(g'.:*_.z-)—n — )m(@)dS() | - | fl2")] <
Rt
3Es ist [ Klz, 2 — 2)f(2)dx :“[T,_vg!. Bewels des Satzes 1.2,
K



< etn(RHO Uloaiy 12— 1 1 Neogmy 12— 27D

< el gy 12 =<0
Daraus folgt sofort [1hs]cam) = € | [ llge ) und wir erhalten endlich mit

| s lleo )< © | f o) die Abschatzung

s lloeey S ¢ IS o) - (40)

Die Abschitzungen (38),(39) und (40) liefern zusammen mit Gleichung (25)
die Aussage

| D*F lgamy =€ NS oy - (41)
(f) s gilt nun noch, Abschatzungen fiir || /7 [|com) und || DF {[gory 20
finden. Fir z € K gilt:

| F(2) |

[

Il f H(;'G(i(') - fp(.—.“,:i!:)d:z: | <
K

]
¢ 1lom) [ 7!
Kap(z)

S « “ f ”(Jo(ﬁ} Rz S & ” f ”(‘J{K)

Damit haben wir also

[FAY

| Flleogy £ ¢ WS oy (42)
fiir ein von f unabhangiges ¢ > 0. Weiter gilt fiir = € K, 9= 1423,

OF .
1 (F)‘:"}(Z) | < | f HOO(F) {l fff'l(z}z~:;-:)d:r | + ] ]T;E(Z,z—:r.)rfm ]}
‘ K N

] ; 1
< el flgogr Al / l_*—'—_'l_'_ld:r | + 1 / r;ﬂgdiﬁ I}
Kar(x) Kar(2) '
< c (R2+R) H ]r “(:G(F} < & “ l HCO{T\T]
und somit schlieBlich
| DF oy < ¢ WS lleogmy - (43)

30



Aus (41), (42) und (43) folgt die Aussage des Satzes. O
Nach diesen Vorbereitungen kommen wir nun zum Resultat des ersten Ka-
piltels:

1.4. Satz: Set ¢ C R?® cin beschrdnkies Gebiel. OG sei von der Klasse
Ctre, Sei e € CG), sei f: G — R mil

Dann ist f € ("***((F) und es existiert cin von ¢ unabhdngiges ¢ > 0 mil
H f ”(':2+a('f§) < & ” c ||r""{_(?)

Beweis: Der Ubersichtlichkeit wegen seien folgende Abkiirzungen eingefiihrt:

Kr = {(z1,22,23) € R’ : a4 rz—{—z < R*}
f:f;;r_ = {(2;8.) € R 2 T +r < R? }
Kg = {(z,z9,23) € R3: :r1+.:.-.2 < RPAxs = 0}

(a)  Unter den Regularititsvoraussetzungen an Jd¢' besitzt dG lokale Pa-
rametrisierungen € € C**, genauer: Zu jedem Punkt @ € G gibt es eine
Umgebung U, von x in R® ;ein R > 0" und ein & € i+ (K g r) mit folgenden
Eigenschaften:

(1) £:Kr—U,N3G  ist ein Diffeomorphismus.

(i) @0 : Kr — U, @z, 9, x3) := €(xy,02) + @3- vy, a3)  ist ein Dif-
feomorphismus, wobei v(x;,x;) der duBere Einheitsnormalenvektor von ¢/
an der Stelle £y, xy) 1st.°

Fir 32, 2? < R?, x5 < 0ist dann (), 22, 05) € (. Offensichtlich ist far
& = (21,%2,23) € Kp

dy
“—'"(P) = :/{;11 I_)_)
0.133
315!—(11, x9) und —fu( 21, ;) spannen den Tangentialraum im Punkt £(z;. 2,)
=Y "t — 'I("’ - i"_ - .i'."—.
aul. Fir 23 =0 g1lt auferdem 5 = & und G2 = =

Sei x € Kg. Mit
de  J¢

()

dx: " Oz

li

r))

{

gir(z)

4Der Ubersichtlichkeit halber lassen wir hier bei I, € und ¢ die Indizierung weg.
5¢(xq, x0) ist die senkrechte Projektion von @(ay. xo, 2g) anl {6,

31



gilt weiter:

(i) Firz=1,2und a3 =0 ist gia(x) = gai(x) = 0.

(]l) ggg(:E) =il

(iii) Die Matrix (gix(x))ik=1,23 1st symmetrisch und positiv definit; es gibt
ein ¢ > 0, so dab fiir alle z € Kg und y €R? gilt:

34
S gy =2 ¢ Ly |?
H=1

(b)  Fiir eine Teilmenge M C R* und a >0 definieren wir
M~ = {rxeM:disi(x,0M) > a}.

Wir gehen jetzt aus von einem ¢ > 0 und einer endlichen vollstindigen Uber-
deckung Uy, , ..., Uy, von 0G gemaf (a) mit folgenden Eigenschaften:

(i) Firj=1,..,r1st f_.r"t';;'% N JG zusammenhangend und

(11) U;35, T U,;&S ist eine vollstandige offene Uberdeckung von 9.
Fiir § = 1, ..., wahlen wir auflerdem ¢; € C'(R?) mit den Eigenschaften:

(1) Fir xz € t'_.f’;z‘s gilt [:J-(;rr] i
(ii) fir = ¢ U,? gilt (;(x) = 0.

(c) Im folgenden sei die gemif (a)(ii) zu Uy, gehorige Abbildung ¢ mit
o) begeichnet, gix entsprechend mit ¢t ¢ mit €Y), R mit R;. Es seien

3
Ky = {#eR*: N R? und x5 > 0}

1=1

und ;
Kr(0) = {reR*:) af <R’ undazy <0}

t=1

32



Fir z = (21, 2, 23) € Kg, seien weiter

T =GN P(2) | detd o (z) |,

z = (21,22, — | 23 ),
; 3 ; .
.](J){:) i / Z (“) (zi—w;)(ze—wi)) 24D (w)dw  und
Kooy 251
z(j](:-:) r= f L J:{I{) --—tijg)(zk—'tuk)+(,=:;3—1.03)2)—U?-f}'m{tf,r)d'm.
Kn(o) WF=

7)(7) ist offenbar die stetige Fortsetzung von &) I (—) nach Kg, durch

Spiegelung an der xy-zy-Ebene. _ “,
Fir z € K?{J gilt offensichtlich fY(z) = %_/'2(3)(;:) und damit auch

D{-?J-:z}f]{‘?}(:) = D{«-l ~2}fU}( )
sowie 1
D{ - }/h}( ) = EDf* z}f(j)("}-
Definieren wir '
.(.if;”(:_} tok = 1.2
afi)( ) = 0. v S k=l oder k= 3= 1.2
g2 (2) = i=3k=3

dann ist fir = € _K}" die Gleichung am( 1= (jgi)(,:) erfillt, und wir kénnen

den Integralkern von fi" schreiben als:

1

Wegen

o

Z ,;()f:: = r{J] ):I;—)LJ[”.t:;

i.k=1 t.hk=1
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und der Stetigkeit der gg} gilt, notfalls nach Verkleinerung von R; fiir alle

z € ]T;;: und =z € R®
3
Z ({1} )T > 63
i,k=1

mit einer von j abhangigen Konstanten ¢; > 0.
Nach dem Hilfssatz 1.3. gilt dann

Hfj | c2va (Nr,) = G

| |*

B(2) || s (Fx,)

fiir ein von 49 unabhingiges ¢; > 0 und damit auch

I szl,:g}ffﬂlf\-'??j_”(ro(h‘%}] < G

(d) Firaz,z € Kg, sel

1

oW (= - ]
oM z;x) | pl)(x) — ) (z) |

Offenbar ist

=21 = (3 6P

i k=1
Sel ®U(2) = ] oW (z, )79 () da
K5, )

Jetzt gilt es, || Dz:l 22}

lichkeit wegen den Index j weg.

(5)
H e J HCG{I{EJ{O)} . {H)

1
| T (2)(z = 2) |

— z)(zx — z))M2

R} o7y abzuschiitzen. Wir lassen der Ubersicht-
i 5

Mit den Abkiirzungen A :=| @(z) — () |* und 0 :=| Jo(2)(z — 2) |* kénnen

wir p schreiben als




Nach der Taylorschen For.nel gilt mit o = (1,02, 03) fir ¢ = 1,2, 3

Mit der Abkiirzung

i 3 p;
G’Lf)(z,:r— gy = an:g—z—F(.tr—l-f,(;,— 2))(1 —t)dt

folgt weiter

=13
3 3 () ; )
= Z(Z Lf (2)(xg—2,))" A
i=1 q=1 Y%q
: 3
+ ZZ(Z S% (z)(wy—2z,) Z G’“ z,e—z)(tr—zi)(21—2))  +
i=1 “q k=1

TS ] (-, T O V)

=1 kl=1

also

. dei | Dy
A = Z “(z)- —(z)-(xg—z ) (p—21) +

t,q,k= ]d“q (}N }

(16)
A g ()(r”! {1 '
= 2 Z 3. )(f zyao—z)(x,—z ep—zi)(—2) +

k=1 “q

3
+ Z G( (s ,E—2z) (:fﬂ =z ) g, =z, Eh—21) (T=5 B )

Lkl m=1

39



Fiir o erhilt man nach kurzer Rechnung:

e dpi

522 B

(2) - (@ — 26) (01 — 2) (47)

1,k,1=1

Setzen wir nun (46) und (47) in (45) ein, erhalten wir

1
1
e(z,x) :/ —t
s 9

A4 1(0c—A)
2 C}LH
’{2_2 s G (2, 3—2) (2= 2 me—2)(m—z) +

3 ) ’
4 Z Gg?(z,m—- )G:m(" T—2)- (r:q—zq][;rr;:wz;‘-)(:t?;—z;)(:r:m—zm)}.

1,9,k lm=1

Betrachten wir jetzt anstatt der Abbildung g die Abbildung

p: Ta(0) x {z—cleo € Ka(0)z £ 2} = Ry plz.r) = olz,2 = 1),

dann gilt offenbar:

(i) Fir z,z € Kg(0),= 75 z,ist p(z,z —a) = o(z,x), und
(i) p ist dreimal stetig partiell d}ﬂelonzierbar.

AuBerdem gilt, wie man durch shnliche Uberlegungen wie im Beweis des
Hilfssatzes 1.3. verifizieren kann, im Definitionsbereich von p

Hl‘]’

(iif) | [ D%p(zm) | S

fiir Multiindices & mit | & |= 1,2,3 und ein von z und r unabhangiges
Rz > 0. Damit 1st
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zweimal stetig partiell differenzierbar in = € A;(0) und wir diirfen unter
dem Integral differenzieren.
Um die relevanten Terme

. *p
@D (=) - O DO RN
Ru(z) / du()”(ﬁ.w x)y(z)da
K7(0)

abzuschitzen, setzen wir den Integranden durch Spiegelung auf Kpr(0) fort.
Mit der Bezeichnung aus (c) gilt fiir z € K; R( )

: ] 5*p

BRul(z) = 5 / =—(z, m—&)y(E)dz

2 Ao

K z(0)

Der neue Integralkern ist Lipschitz-stetig im Sinne von 1.1.(iii’), da mit
m=1,2
a  d*p
(')}?'m E)?'kd?‘;
stetig fiir z — r € Kp(0), » # 0 und

)=z — (22))

R d*p
8?'3 8?‘;;0?';

stetig fiir 2 —r € K5(0), 7 # 0 oder z — r € -f\{((}“) L 0ist,
Die Voraussetzungen (ii) und (iii’) des Satzes 1.1. sind fir § = 1 erfiillt.
Dieser liefert dann die Abschitzung

D2 " ()
I R r_ruu\';ir(o)) < g |9 ” (0])
und damit schlieflich
IRy Neaopeny <& 10 e gy (48)

fiar eine von ¢ unabhingige Konstante ¢, > 0.
(e)  Sei.rg€ dG. Dann gilt fiir jedes j € {1.....7} mit zo € U;J‘% N oG

Txo) = @) (w0)) + RO(H) 7 (6)) + YO (o),
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wobei

T{j)(:{"()) - . S 6(:1’,‘") ; (1 - g'j(:rf))dx:1

denn nach der Transformationsformel ist

y l ! - ! !
Flzo) = ] I_;;‘U]_—HJ‘T'((-’"'f)‘{.:j(-'rr)d-fi‘f"/ m((f )-(1=¢;(2"))da' =
: G

Uy, NG
1 . . ,
= / m}—(:r)--»—'-F({pm(w))g‘j((p(“’}(w)) | detd o) (w) | dw4+T@ ().
Iy — @\

K7(0) ..
Mit 25 € Kr, 25 = (£0)~!(x0), 20 = (p)(z0) und damit zp = (z},0) ist
(fotM)(=) = f(z0) + R (z0) + (T 0 £D)(zp).
Wegen  dist(supp(l — g‘_,)_:_. aG N Ui;"m) > 6 st klar, daB mit
Tj o= (EV)1OG N U ¢ K,
| T 0 W) lezvay < 6l e llewa ey (49)

fiir ein von € unabhingiges ¢; > 0 gilt.
(f)  Zunéchst haben wir. wenn wir die Resultate von (), (d) und (e) zu-
sammenfassen und verwenden. daB

Ay leagmy = 6 lellea@:
das Zwischenergebnis

IS et leanmy < & Nl elleag

fiir ein von ¢ unabhingiges ¢, > 0. Mit

|/ ”(‘H“(:'ar.;) = Z ” fo Cfm ”c-'?’r“(T—J)
i=1

folgt schliefilich
I/ ||f"-‘+"mc.') < e | ”(t.'n(r_;} s (50)
(g) Mit (50) und dem Satz 0.3. folgt wegen Af = ¢ in &

|/ ||(_?.2+a(E) < e (]« ||m(f}) +1 f “C-"’-+'-‘(30') +1 f “r_'.'ﬂ(i'f?))

i

< o dlleas

fir el von ¢ unabhingiges ¢ > 0. 0



Kapitel 2
Abschéatzungen, die sich aus dem Fundamen-
talsatz ergeben

Um zunachst eine Abschitzung von Einfachschichtpotentialen beziiglich der
C'*-Norm zu bekommen, iibernehmen wir den folgenden Satz aus [5].

2.1.Satz:  Sei G ein beschrinkies Gebiel, G von der Klasse ("%t Ged
A € C*(9G) ,seii€ {1,2,3). Firr e ( sei

S,
ey = /{ o (| & =" "D (")dsY.
do Y
Dann gilt: .
Die stetige Forlsetzung ve; von v auf G ist aus CH(GY und es gilt

-

Cltely =€

/\

” Ve Jc e (00F)
(

fiir ein von A unabhingiges ¢ > 0.

Wir wenden nun den Satz 2.1. zusammen mit dem Resultat aus dem ersten
Kapitel auf das Dirichlet-Problem fiir inhomogen harmonische Vektorfelder
an. '

Sei G € R? eine im Sinne von Kapitel 0 zuldssige Menge. Deren Zusammen-
hangskomponenten erfiillen die Regularitatsvoraussetzungen aus dem Satz
1.4.. Sei v € C*(@F). Nach dem Fundamentalsatz der Vektoranalysis geniigt
u der Gleichung !

1 | I ;
= ——{grad]mu,';r'?_."ud;r’ + _q-r'a.d/ —eM'dQ)
4w L T

ll.-] C;

1 .
+ ?'oi]—?'oi’mf.r’ F o rol /—7* dQ'}
7 Jor
«

o7
'"Wir benutzen dabei die A bkiirzungen » :=| z — 2’ |, div'w = div u(2'),
rot'u:=rot u(z'), ' := ¢ (2'), v 1= 7" (2') und u = u(z).
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wobei 7° = u x v. € = —(r,u) und v der suBere Einheitsnormalenvektor von

f’)G l%t.
Der Satz 1.4. liefert die Abschatzungen

. _ ,
I / ;dw uda' ||2ra@ =€ | div ulgez
£

und

1
I /;?‘of,’urﬂ:r ||(:2+c.(ﬁ) < ¢ |rotu ”C-'O(E) )
G

Mit dem Satz 2.1. erhalten wir

1, .
“/;f ‘A |lcara@ S € | € llertaacy

a0

und

1 w! I *
I / 7 A s < ¢ 17 ller+eas) -

a0

Insgesamt haben wir also mit obigen Bezeichnungen:
2.2. Satz:

|| Hc.'Hn{ﬁ) < ¢ (Jldww “cn{'c'-) + || rot u o @

+ H £ “(;'H-ﬂ(ar_';} + ” 4" “C:Hn(ac;])

fiir ein von u unabhdingiges ¢ > 0.

(1)

(2)



Kapitel 3
Abschétzung von | u 1oz durch | div u ¢
| rot w H(‘ffr(ﬁ)s | 5 ”(?H“'(a(;') und | £ |
Um zu unserem Endresultat vorzudringen, miissen wir in der Abschitzung
aus dem Satz 2.2. jetzt noch den Term || ¢ llc1+aagy durch i | EG) | erset-
zen. Dies wird dadurch geschehen, dafl wir fiir dje Lésung der inhomogenen
Inl.egralgleic‘huI]g

€+ K = g /€ C'ea0)
cine A bschatzung der Form

T

” ¢ ”(L’J-i—a{ac;) < ¢ (Z r f2) ' A “ f ”C_;Ha(a(;))
=1

beweisen. I ist dabei der Neumann-Operator. Mit der Ini‘.egra]gleichung aus
[3] folgt schlieBlich das gewlinschte Resultat,.

Nach den in Kapitel 0 an ¢ gestellten Voraussetzungen ist 967 von der Klasse
C® Aus dem Satz 0.4, folgt dann fiir A € C+e(9@) -

KX e C"o0)

und
I KM lezvapey < ¢ A llersa o) -

Ist (A )ueN eine Folge aus C”"(@G’) mit || A, ”(_j-l+<x{3(;-}-—— I fir n € N,
dann st also (WA )neN eine beschrinkte [olge in CH(AG). Diese Fol-
ge enthalt eine in C*(9a) konvergente Teilfolge. Damit, folgt, dafi der
Neumann-Operator

Kz CH™0G) - cMege

vollstetig ist.
Im folgenden bezeichne m die Anzahl der heschrinkten Zusammenhangs-
komponenten von R3 \ G. Diese seien mit G, 2=1, -y, bezeichnet. Wiy
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definieren ftir 2 = 1,....m :

sonst.
3.1. Hilfssatz: Fs set

U = {peC'F(0aq) f@?}.t—[;;(;dﬂ =0 fir i=1,..,m}.
a6

Betrachien wir IS als vollsteligen Operator in C'(9G), dann gilt
citeeG) = NI+K) e U

Beweis: (a) Wir zeigen zunachst N(I + KynU=0.
Sei e NI+ RK)NU. Nach dem Satz 0.5. gibt es eine Basis (€1, ..y € ) VOO
N(I + K) mit

/E,—ﬁk]g(_;dﬁ = da M ©E="Taus
3G
Sei also @ = Y, MéE . mit A € R fiir ¢ = L...,m. Wegen ¢ € U gilt fir
il SR -
0 = /Lr’}‘:}?.kla(;riﬂ e Z/\, / Efﬁkla(;d{l = )\g,-
ac =1 e

und damit p = 0. -
(b) Es ist noct C'F(0G) = N(I + K) + [/ zu beweilsen.
Sei o € CM*(9(), seien weiter

_E’{ = ]tp?tgla(;(fﬂ fiir iZl,...,'ﬁ?.,
aG
o = Y B
1=
und
w2 = ¥ - 1



Dann gilt ¢; € N(I + 1),

/wljlgla(;(fﬂ = Eg' = /lpilg],’-}(;(fﬂ fir 2 = 1, ceey M
G oG

und damit

_/',L’z;?-i|;,ac;f3$) = /@f?-a'ha(;fm —/991j?'a|".'1(;(ff1 = 0
aG aG ac
firi=1,...,m, d.h. vy € U. d

3.2. Satz:  Seien €, f € (""(AG), scien EMW B € R, € geniige
der Inlegralgleichung

{” + 1-"{(:-‘ et [
und den Nebenbedingungen
] ('jr.,],f.;(;dﬂ - Rl

o

Jir s = Lyt
Dann ezistiert eine von ¢*. [ und den B wnabhingige Konstante ¢ > 0 mil

i

L€ Nlerre@ey < ¢ QDT ED |+ I lervaqac)-

1=1

!

Beweis: (a) Die im Hilfssatz 3.1. definierte Menge {7 ist als abgeschlos-
sener Unterraum von C1 *(0G) selbst ein Banachraum, weil die Nullriume
der stetigen Funktionale '

CH(AG) = R, @H+/¢ﬁ¢w“3

acs

fur 2 = 1,...,m abgeschlossene Teilriume von C'+(J¢G) sind.
(b)  Wir zeigen jetzt die Lxistenz einer Konstante ¢ > 0. mit der fiir alle
o € U gilt:

” (1 -+ J"\'J&f Hr'!+n(:-‘rr.;} = || ¥ i‘("]-fﬂ(:.-'m':) -



Nach dem vorhergehenden Hilfssatz hat die Gleichung (I + K)p=0auf U
nur die triviale Lésung ¢ = 0. Gibe es (0.E.) eine Folge (¢ )nen mit o, € U
und || ¢n |lcr+eaey= 1 fir n € N und limy—e (I + K)p, = 0, hitte die-
se Folge aufgrund der Vollstetigkeit von K eine Teilfolge (yn,)jen mit der
Eigenschaft, daB (K¢, ),en eine Cauchy-Folge im Banachraum C't*(0G)
und damit konvergent wire. Es sei dann y := lim;_.o. K,,,. Trivialerweise
wire @, = (@n, + Kpn,) — Ky, . Wegen By oo (@, + Kin;) = 0 wilrde
schlieflich lim; . ¢, = —y und damit auch y € U, || ¥ |lcr+eagy= 1 fol-
gen. Wegen der Stetigkeit von A wiirde dann auch y + Ky = 0 gelten, was
im Widerspruch .ur ausschlieflich trivialen Losbarkeit der Integralgleichung
stlinde.

(c) Seinun ¢* wie oben angegeben. Sei (&, ..., ¢m) dicim Beweis des Hilfs-
satzes 3.1. verwendete Basis von N(I+ K). Sei ¢} := Yoy EWe,. €3 1= ¢ &},
Dann gilt' ¢ € N(I + K), ¢ € U und ¢* = ¢ +¢. Fiir ¢ erhalten wir sofort
die Abschétzung

H CI HC:Hu(;-Jr_;) < maeli=1,..m ” € ||c."!+"(;-':(_';) Z | E“) ! .

1=1
Wegen ¢ 4+ N¢; = [ folgt dann aus (b):
Il ”C-'1-+<‘{{-:(;) = gk H J “("Hﬂ{e-lc';)
Insgesamt folgt also die’Existenz einer von ¢*, f und den [2¢) unabhingigen

Konstanten ¢ > 0 mit

“ € “(__'J+¢.(;_:,(_-;) < “ f; ”(jHo:(a(;) -+ ” € ||("+“(£"J'(:‘}

T

< e (CIBY I+ lerem): 0
i=1
Nach Satz 1.3.3. in [3] geniigt die Normalkomponente ¢* = — (v, u) der Losung

w des Dirichlet-Problems D(G, ¢,~,v, B, ..., Ey auf 9G der Integralglei-
chung

ClE) + Kew) = f6),  E€dG

wobel

l I3 ! . ! .
)= 2—1:;(;;(5) (grad / -T!:(fiv’t.ad;r.’)(f)-—(?'ot{f -’;?‘0!. udar'+ / 2—~(EQ WAET) 2

a0y

lygl. Beweis von 3.1.
2Bezeichnungen wie in Kapitel 2 mit £ statt x
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Mit den Abschéitzungen (1 ),(2) und (4) aus Kapitel 2 folgt dann
I/ lorepey < e (Il div u ”c:u{E) + || rot u ”f:-n("cf) " llerta(ac))-

Zusammen mit dem Resultat des Satzes 3.2. erhalten wir die Abschitzung

"

| € ][Cua[a(;)g C(Z | £ | + || d2v u ”(,-"-'(E) + || rot u ”(30(5} + || ¥ ”C'l-}-o(ac;'}J.
=1

Setzen wir diese Ungleichur.g in die Abschitzung des Satzes 2.2, ein, erhalten
wir schliefilich
3.3. Satz:  Fir die Léosung w von D(G e, v, v, EM_ . ET)Y gilt:

k
Il lorsa@ < elll div w llea g + || ot oo + 117" llertaqacy + 3 | EG ).

=1
O
Ist andererseits u ¢ C'*(G) ein beliebiges Vektorfeld | ist ol TR
auf 0G und sind E = I —(u, v)hi|ocdQ die Ergiebigkeiten von w auf
ac

dem Rand, dann ist 1 Losung von D(G, e, y,4", EW, ., £0Y) und erfillt
die Abschitzung des Satzes 3.3. .
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