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1 Einleitung und Bezeichnungen

Poincaré verdffentlichte schon 1880 im ersten Band seiner "(Evres” [11] frithe Arbeiten zur Behandlung
von Differentialgleichung der Form % . %}i . Dort folgerte er schon erste Erkenntnisse und der noch
spiter verwendete Begriff bzw. die Definition der Wirbelbedingung an einer Unbestimmtheitsstelle findet
dort seinen Ursprung. Jahrzehnte spiiter folgte eine Idee von Dehn, die sich ausschlieflich mit Differenti-
algleichungen der Form ¢’ = —% % befafite. Dabei galt bei beiden fiir X, Y bzw. A, B, daf beide
Polynome im Nullpunkt verschwanden, jedoch der Vektor (X,Y)7 bzw. (A, B)T in einer punktierten
(gelochten) Umgebung U \ {0} nie verschwand.

1933 wurde von Frommer, dessen Doktorvater Dehn war, eine Arbeit angefertigt, die noch tiefere Erkennt-
nisse lieferte. zum ersten Mal wurden dort feste Begriffe, wie die Strudelgréfe, und Beweise vorgeschlagen,
die das Lasungsverhalten solcher Differentialgleichungen untersuchen. Auch wurde dort zum ersten Mal
ein rekursives Verfahren vorgestellt, das der Nachpriifung dient, ob eine bestimmte Differentialgleichung
vom Wirbel- oder Strudeltyp ist. Auf dieses Verfahren bezieht sich diese Arbeit und méchte es in seiner
Durchfiithrung verfeinern.

In Anbetracht der vielen Jahrzehnte die diese Arbeiten in den Annalen der Mathematik vergessen lie-
Ren, prisentiert diese Arbeit nun eine moderne Betrachtung o.g. Differentialgleichungen. Ein rekursives
Verfahren zur Berechnung der von Frommer definierten "Strudelgréfien” ist Basis fiir eine Computer-
unterstiitzte Uberpriifung von Differentialgleichungen genannten Typs. In den folgenden Kapiteln sollen
also Formeldarstellungen fiir ein rekursives Verfahren ermittelt und zusammengestellt werden.

Natiirlich darf in einer solchen Arbeit nicht eine reale Implementierung solcher Formeln fehlen, so daf die
zu Beginn erschlossenen Erkenntnisse im Schlufteil in einem Java-Programm zum Einsatz kommen sollen.

Die Arbeiten von Poincaré und Frommer wurden an geeigneter Stelle mitbedacht. Zitierte Auferungen
dieser Autoren dienen der Hervorhebung der geschichtlichen Bedeutung des Themas, dessen Bearbeitung
nunmehr schon hundert Jahre andauert und - in eingeweihten Kreisen - immer noch nicht als abgeschlossen
gilt.

! X,Y Polynome in z und y
2 A(z,y), B(z,y) Polynomein =, y



2 Differentialgleichungen, Strudel und
Wirbel

Bevor die Wirbelbedingungen von Poincaré dargestellt werden, sei ein einfacher Wirbel bzw. Strudel und
seine notwendigen Notationen kurz umrissen.

2.1 Differentialgleichungen

Definition 2.1 (Differentialgleichung). Sei G C R? eine offene Teilmenge und
f:G=R, (z,y) = f(z,9)
eine stetige Funktion. Dann heifit
y' = fz,y) (2.1)

eine Differentialgleichung erster Ordnung .

Definition 2.2 (Losung einer Differentialgleichung). Unter einer Lisung einer Differentialgleichung
von (2.1) versteht man eine auf einem Intervall I C R definierte stetig differenzierbare Funktion

w:I =R
mit den Eigenschaften
e Der Graph ¢ ist in G enthalten, d.h.
Fy={(z,y) eIxR:y=9p(zx)} CG

e Es gilt
¢'(z) = flz,p(x)) Vzel

Damit die 2weite Bedingung tiberhaupt formuliert werden kann muf die erste gestellt werden.

Bemerkung 2.3 (Zur Eindeutigkeit). Fir die Eindeutigkeit einer Lésung wird die Lipschitzbedingung
bendtigt. Dieser Begriff und auch der Beweis der Eindeutigkeit kann auf den Seiten 96ff in [4], Bd.II,
nachgelesen werden. Im weiteren sei der Einfachheit halber stets ausreichende Glattheil vorausgesetzt,
was im Falle der hier betrachteten Differentialgleichungen keine spektakuldre Forderung ist.

2.2 Autonome Systeme und Pfaffsche Formen

Die Darstellung eines einfachen Wirbels ist hiufig in einfiihrender Literatur zu Differentialgleichungen zu
finden.

Yin [4] §10, [9] Bd. 11, §11, [13] S.379 und [2] §8
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Beispiel 2.1. Set G C R x Ry . Sei weiterhin eine Differentialgleichung

e = il (2.2)

gegeben. Lisungen von (2.2) sind die Halbkreise
y=+ve—-22, |z|<Ve (2.3)

In dieser Losung fehlen die beiden Punkte (—/c,0) und (++/c,0). Durch eine Betrachtung von z'(y) =
S—;, dem umgekehrten Fall von 3'(z) = %, konnte man die fehlenden Punkte herbeischaffen. Pfaffsche

Formen legitimieren so eine Verfahrensweise. Diese definiert man wie folgt:

Definition 2.4 (Pfaffsche Form). Unter einer Pfaffschen Form® auf einer offenen Menge U C R"
versteht man eine Abbildung

w:U — L(R",C).
Fiir jedes x € U ist also w(x) eine R-lineare Abbildung
w(x) : R* —» C.

Sei h: U —= R eine Funktion.

e Je nach dem, ob der Wert von h-w(x) reell oder komplex ist fir alle x € U und h € R", heifit die
Pfaffsche Form reell oder komplex.

e st h stetig und nirgends verschwindend auf U, so heifit h Multiplikator.

Sei an dieser Stelle der Begriff des Tangentenfeldes definiert. Das Ziel ist nun eine eindeutige Korre-
spondenz zwischen Losungen von Differentialgleichungen (Funktionen) und Lésungen von Differentialen
(Kurven) zu schaffen.

Definition 2.5 (Richtungsfeld, Tangentenfeld). Sei G C R? offen und f : G — R eine Abbildung in
G . Die Gesamtheit der Geraden durch (z,y) € G C R?> mit der Steigung y' = f(z,y) heifit Richtungsfeld
zu y' = f(x,y). Sie bilden das Tangentenfeld zu den Lisungen von y' = f(z,y).

Die Losung (2.3) kann nun als Niveaulinienfunktion geschrieben werden. Es gilt
Flz,y)=c¢ = F(z,y) = z° +¢*

Hieraus ergibt sich als Gradient fiir F(z,y)

o= () - ()

Definition 2.6 (Totales Differential). Sei U C R* offen. Das totale Differential dF(zx) einer ste-
tig differenzierbaren Funktion F : U — C ist fir jeden Punkt = € U C R" eine (komplezwertige)
Linearform®:

dF(z)h = 3‘:’; F(z)h; = (grad (F(z)), k), h e R, (2.4)
f=1, e

wobei mit (-,-) ein Skalarprodukt gemeint ist. Im Falle, daff die Totalitit nur auf U definiert ist, heifit
sie lokal total.

*Vgl. [9] Bd.II, §11. Auch "Differentialform ersten Grades” oder "1-Form” genannt.
3Vgl. [9] Bd.IL, S. 52.
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Seien (dz;(€))i=1,...n = (dT;)i=1,.. n, die Differentiale der kanonischen Koordinatenfunktionen des R"
an der Stelle £ € U. Wegen h; = dz;h und unter Verwendung der Schreibweise (2.4) folgt

n F T aF
AF©h =Y (ki = O (e)dai(E)h
i=1 " i=1 "

wofiir man abkiirzend schreibt

n 8F
dF =Y ——du;
= Oui

Somit 14t sich das Tangentenfeld des Wirbels (Wirbelfeld) aus (2.2) als Pfaffsche Form (Windungsform)
schreiben®

dF = <grad (F(.’I},y)), (jx) > - 2$d$+2ydy =w (25)
)
Setzt man w = 0 erhilt man folgende Aquivalenzen des Tangentenfeldes

d : dzx
0 = 2zdz+2ydy = y'(z) = % = —% = z'(y) = T —%

Daf diese Aquivalenzen richtig sind, sollen die folgenden Erliuterungen zeigen.
Im folgenden werden reguliare Pfaffsche Formen
w = A(z,y)dz + B(z,y)dy

auf einer offenen Umgebung G C R? betrachtet. Die Funktionen A, B : G — R seien hinreichend glatt.
w sei auf G regulir, d.h. (A4, B) # 0 auf G.

Definition 2.7 (Losung einer Pfaffschen Form®). Sei I C R ein Intervall. Eine glatte Kurve W
heift Losung der Gleichung w = 0, wenn es eine glatte Parametrisierung ® : I — R? von W gibt mit

° CI’(I)CG
o wod =90

Bemerkung 2.8. Die zweite Forderung aus Definition (2.7) wird ausfihrlicher formuliert mit ® =
(¢1,42) - Der Parameter auf I ist mit t bezeichnet. So gilts

wod = ((Ao®)p) + (B od)ph)dt
Die Gleichung wo ® =0 bedeutet also
A(p1(t), p2(t) - P12 (1) + Bl (), p2(t) - a(t) = 0

Daraus ergibt sich fiir ' = f(z,y) der wichtige Satz

Satz 2.9. Die Lisungsfunktion der Differentialgleichung y' = f(z,y) und die Losungskurve der zugehd-
rigen Pfaffschen Form w = dy — f(z,y)dz mit w =0 sind gleich’.

4Sehr schon it sich an diesem Beispiel der Multiplikator A = 2 erkennen, der sich, wie weiter unten zu sehen, im Falle
der Pfaffschen Formen aufgrund der Invarianz von w = 0 wegkiirzen lift.

5[6] S.164

Snach Bemerkung in [6] 5.164 und Regeln aus [6], S.88fF.

"Da Kurven und Funktionen nicht dasselbe sind, ist dieser Satz unpriizise formuliert. Wie sich jedoch die Funktionen
und Kurven einander entsprechen wird aus dem Beweis ersichtlich.
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(zo,¥0)

Abbildung 2.1: ®(I) verlduft von Rand zu Rand auf G.

Beweis: 6], S.164

Bemerkung 2.10. Nicht jede Pfaffsche Form kann man einer Differentialgleichung so zuordnen, dafi
die Lisungsmengen tibereinstimmen. Ein Gegenbeispiel ist die Windungsform®. Sei G = R? \ {0} und
w = zdr + ydy wie in (2.5). Lisungen von w = 0 sind nur die Kreise wm den Nullpunkt. Definiert man
fiir festes r € R, r > 0, eine parametrisierte Kurve ® : R — G durch ®(t) = (r cos(t),rsin(t)), so ist

wo ® = (r? cos(t)(— sin(t)) + r? sin(t) cos(t)) dt = 0

Diese Kurven kénnen aber nicht Integralkurven einer dber G definierten Differentialgleichung sein, denn
als solche miifiten sie in G von Rand zu Rand laufen.

Fiir die Losung von w = 0 werden nun verschiedene andere Schreibweisen eingefiihrt. Dazu wird das
autonome System betrachtet

. dz dy
e — _B N = = = — 2

t=—o=By) 9= =-Aly) (2.6)
und eine Losungskurve (I, b() = (:8), @(I}) gewihlt durch (zg := x(0),y0 := (0)) € G. I kann ohne
weiteres das maximale (offene) Existenzintervall® sein, so daR ®(I) von Rand zu Rand in G verliuft,
wenn I und G beschrinkt sind!® (sieche Abb. (2.1)). Im Phasenraum hiingen A und B nur von den
Variablen z und y des Phasenraums ab. Dies erofinet weitgehende Moglichkeiten zur Wahl von anderen
Parametrisierungen von Teilstiicken von &(7).

Zunéchst ist (I, ®,®(I)) Losung von w = 0. Ist in (zo,%0), oder in irgendeinem anderen Punkt von
®(I), B(zo,y0) # 0, so gilt dies auch in einer Umgebung von (z¢,y0). Wegen & # 0 kann man dort z
als Parameter der Lésungskurve wihlen. Dann wird das entsprechende Kurvenstiick durch die Lésungen
von y' = —%2—:3 beschrieben. Ist A(z;,y1) # 0 in einem Punkt (z;,y1) € ®(I), so kann ein Stiick von

®(I) durch die Losungen von z' = —%((:—::)l beschrieben werden, indem y als Parameter gewihlt wird
(siehe Abb. (2.2)). Mit Satz (2.9) erkennt man, daf die Lésungskurven von w = 0 genau die Losungs-
kurven von (2.6) sind, indem man noch die Invarianz der Losungen von w = 0 gegen Multiplikation mit
einem Multiplikator k in jedem offenen Teilstiick von G benutzt!!.

Sei I das maximale Existenzintervall zu (2.6). Aus den vorhergehenden Betrachtungen folgt, da® bei
beschrinktem G und unbeschrinktem I die folgenden Situationen eintreten konnen.
O.E.sei 0€ I, I =(t7,t") mit den Intervallenden ¢t~ , t*: —co <t~ <0<t < +0.

8(6], S.165, [4] Bd.I11, S.197f
9Definition aus [17] und [6]
10Definition aus [6].

l16] S.168
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Abbildung 2.3: Beispiel einer sich herauswindenden (links) und hineinwindenden (rechts) Spirale. In bei-
den Fillen ist ¢ nach dem Polarwinkel ¢ parametrisiert. Mit 0 ist der kritische Punkt markiert. Der
Punkt am Rande des Gebietes G soll den Eintritts- respektive den Austrittspunkt der Kurve kennzeich-
nerm.

a.) Eine Spirale die sich aus einem kritischen Punkt herauswindet, wenn ¢ wachst.
it~ =-00, tt <40
(Abb. (2.3), links)

b.) Eine Spirale die sich in einen kritischen Punkt hineinwindet, wenn ¢ wichst.
t™ > —00, tt=+400
(Abb. (2.3), rechts)

c.) Eine periodische Losung, die in G verlduft.
I=R,dh t=-00, tt=+400
(Abb. (2.4))

Ist I an einem Ende endlich, so muf die Lsung von (2.6) bei beschrinktem G in einen Punkt aus 8G
laufen, wenn ¢ sich diesem Ende annihert.
Die Losung (;8) kann nur an einem “unendlichen Ende” von I in einen kritischen Punkt einmiinden.

In allen Fillen liegen Uberdeckungen von Teilen von ®(I) oder ®(I) der folgenden Form vor:
Sei I' c I, I' kompakt. Dann ist

N
o(I') = |J ki

i=1
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Abbildung 2.4: Periodische Losung um den kritischen Punkt. Im Inneren der periodischen Lisung kon-
nen nur weitere periodische Losungen liegen (Wirbelfall), aber auch Spiralen und weitere periodische
Losungen, wie etwa Grenzzykel.

mit

Ki= {(m,y(x))i z € I; offen, y' = —%}

oder 5
K;= {(z(y),yﬂ y € I; offen, z' = *-‘-1—}

Und daraus folgt fiir ganz [

o0

®(I) = U K;, K; wie oben.

=1
Im folgenden wird die Schreibweise y' = —4 fiir das Problem (2.6) bzw. w = 0 verwendet, indem
sozusagen formal dt herausgekiirzt wird. Diese Schreibweise hat zwar den Nachteil, daff sie nur lokal und
nicht einmal iiberall lokal gilt, doch enthélt die rechte Seite keine Unbestimmtheit mehr hinsichtlich eines
Multiplikators h wie etwa die Gleichung w = 0, die dieselbe Losungsmenge liefert wie hw = 0. Weiter

dient ' = —% (bzw. z' = —%) dazu, aus w = 0 auf das System (2.6) zu schlieflen. Sei also der Fall
betrachtet ’

i. 0e G,
ii. 0 kritischer Punkt von (2.6),

iii. (xzo = z(0),yo = y(0)) # 0 als Anfangswert zu (2.6).

Dann liegt ®(I) ganz in G \ {0}. Sei h : G\ {0} — R\ {0} stetig differenzierbar. Auch hier ist die

Schreibweise y' = —% (bzw. o' = —%) von Nutzen, denn man findet, dafl im Sinn des Anfangs dieses
Absatzes fiir das System (2.6) und fiir
T = h(m,y)B(a}, y)! y= —h(:r,y).r‘l(:z:,y] (27)

mit zo = £(0) und yo = y(0) und maximalem Existenzintervall I, das 0 enthalte, ®(I) und die Spur
W(I) der Losungskurve (I, ¥, ¥(I)) von (2.7) iibereinstimmen.

Damit sind die Mdglichkeiten diskutiert, Differentialgleichungen oder Gleichungen w = 0 fiir zugehorige
Pfaffsche Formen w des zu erérternden Problems zu 18sen.
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2.3 Poincarésche Wirbelbedingung

Gegeben seien die reell analytischen Funktionen in « und y

Alz,y) =z +pe,y),  pley) = pilzy),
i=2

B(z,y) =y +q(z.y),  az,y) =) a(zy), (2.8)

i=2

wobei p; und g; homogene Polynome vom Grad i sind. A(z,y) und B(z,y) sind konvergente Potenz-
reihen in einer offenen Umgebung G von Null. Mit linearem Anteil werden die homogenen Polynome
ersten Grades aus A und B bezeichnet, d.h. fir A(z,y) ist der lineare Anteil = und fir B(z,y) ist der
lineare Anteil y. Diese linearen Anteile sind markant fiir das nun folgende

Definition 2.11 (Poincarésche Problem). Seien A, B und G C R* wie in (2.6) und (2.7) bzw.
konstruiert wie in (2.8). Die Pfaffsche Form

w:= A(z,y)dz + B(z,y)dy =0

iber G sei requldr in G\{0} . Das Poincarésche Problem'? besteht in der Charakterisierung der Lésungen
von w = 0 in der Néihe des kritischen Punktes 0. Nach dem vorherigen Abschnitt sind die Losungen durch
die Differentialgleichungen

, o dy A(z,y)
I — Il —— B &, 0 29
U= Bz.y)’ (z,y) # (2.9)
bzw.
, . dz B(z,y)
= = Alz,1 0 2.10)
@ Az, 1) (z,y) # (
bestimmdt.

Die linearen Anteile des Poincaréschen Problems sind das Struktur-Merkmal dieser Klasse von Differen-
tialgleichungen. Andere Probleme die dieses Strukturmerkmal nicht aufweisen sind bisher noch ungeldst.
Im 5. Kapitel dieser Arbeit soll ein Ausblick auf die Analyse der Differentialgleichungen ohne dieses
Strukturmerkmal gewagt werden, um die Einsetzbarkeit des noch zu erérternden rekursiven Verfahrens
auch auf solche Probleme zu zeigen.

Bisher wurden die Begriffe Wirbel und Strudel bzw. Wirbel- und Strudelfall ohne jegliches Fundament
einer Definition verwand. Dieser Umstand wird also an dieser Stelle mit Hilfe der Definition des Poin-
caréschen Problems nachgebessert.

Definition 2.12 (Wirbel, Strudel, Wirbelfall, Strudelfall). Sei das Poincarésche Problem aus
Definition (2.11) betrachtet. Sind in einer gelochten Umgebung G \ {0} des kritischen Punktes 0 alle in
G\ {0} liegenden Integralkurven geschlossen, so sei von Wirbel gesprochen oder: es lige der Wirbelfall
in 0 vor. Liegt nicht der Wirbelfall vor, so sei von einem Strudelfall gesprochen bzw. es handle sich um
einen Strudel. In [15] wird aufgezeigt, daff im Strudelfall die Integralkurven Spiralen um den Nullpunkt
bilden.

Poincaré ging von der Voraussetzung aus, daf sich im Wirbelfall die Losungskurven als Niveaulinien
F(z,y) = ¢ (c eine Konstante) darstellen lassen. F(z,y) ist dabei eine in einer Umgebung des Null-
punktes konvergente Potenzreihe!®. Es gibt insbesondere keine Integralkurve in G, die in den Nullpunkt

12Y Poincaré, Journal de Mathematiques 1885
13[5] 8.397
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mit einer bestimmten Richtung einmiindet. Und genau diese Eigenschaft ist es, die auf die Klassifizierung
der Strudel und Wirbel als Lésungen von w = 0 fiihrt.

Frommer konnte mit dem Vergleich der Tangentenfelder zweier Differentialgleichungen, wobei eines je-
denfalls geschlossene Integralkurven hat, auf die Poincaréschen Bedingungen fiir einen Wirbel schliefien,
ohne dabei die Voraussetzung der Existenz einer Funktion F wie oben zu fordern. Daf} diese Bedingungen
zugleich notwendig als auch hinreichend sind, wurde in [5], §2 gerechtfertigt'* und wird im Satz 3.1 im
nichsten Kapitel endgiiltig bewiesen. Im n#chsten Abschnitt dieses Kapitels wird die Verfahrensweise
dieses Vergleiches aufzeigen.

2.4 Vergleichsdifferentialgleichung und Verfahren nach Dehn

Um die Bedingungen fiir einen Strudel bzw. einen Wirbel zu bestimmen, schlug Dehn 1929 ein Verfahren
vor, welches sich einer konstruierten Vergleichsdifferentialgleichung bediente, um die Differenz zwischen
gegebener und konstruierter Differentialgleichung als Kriterium fiir das Vorhandensein eines Wirbels oder
Strudels zu nutzen. Es wird sich zeigen, daf bei Nicht-Vorliegen des Wirbelfalls die Gestalt (2.8) fiir A,
B das Vorliegen des Strudelfalls nach sich zieht, d.h. alle Integralkurven von y' = —%, die in der Nihe
von 0 beginnen, sind Spiralen, die mit positiver oder negativer Durchlaufrichtung des Polarwinkels ¢ in
den kritischen Punkt 0 einmiinden.

Es sei daher

n
F(z,y) = 2> +y>+ Y _ Fi(z,y) (2.11)
i=3
fiir n > 3 betrachtet, wobei F; ein homogenes Polynom in z und y vom Grad i ist. Fiir die Ableitungen
nach z bzw. nach y ergibt sich fiir F(z,y)

8 T
Fr(2,y) = 5-F(z,y) =20+ 3 Fail®,y),
=3
8 n
Fy(@,y) = 5-Fl@,y) = 2+ > Fyi(z,y)
X i=3

bzw. wenn Mifiverstindnisse ausgeschlossen werden kénnen
F, = F.(z,y), Fy = Fy(z,y)
Das Verfahren!® beruht nun auf der Konstruktion einer Vergleichsdifferentialgleichung
v = flz,y),

wobei f(z,y) ein Tangentenfeld beschreibt, dessen zugehorige Losungskurven in der gelochten Umgebung
des Nullpunktes G'\ {0} sicher geschlossene Kurven darstellen, somit also Wirbel bilden. Sei nun von der
folgenden geometrisch einleuchtenden Annahme ausgegangen:

Gelingt es eine solche Vergleichsdifferentialgleichung so zu bilden, daf die Feldrichtungen der Ausgangs-
und der Vergleichsdifferentialgleichung nie in einer bestimmten Umgebung des Nullpunktes {ibereinstim-
men, so ist der Nachweis erbracht, daf nicht beide vom Wirbeltyp sind. Da diese Eigenschaft jedoch von
der Vergleichsdifferentialgleichung vorausgesetzt wird, muf die Ausgangsdifferentialgleichung ein Strudel
sein.

Sei fiir die Vergleichsdifferentialgleichung die Pfaffsche Form w; = 0 angesetzt

wy = Fpdr + Fydy =0,

11 Auf $.405 in [5] befindet sich eine Beweisliicke, die jedoch nach [15] geschlossen werden kann.
15ygl. [5] S.398fF
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welche die Niveaulinien von F' beschreibt. Fiir ¥} = f(z,y) folgt

di F y
vi=f@y) =L =7 F#0 (2.12)
: v
und weiter
G 1 dz Fy

=X F; #0. (2.13)

N fay)  dy R

Die Losungen von x; bzw. y; bilden sicher geschlossene Kurven in einer Umgebung G \ {0} !°. Somit
kann die Differenz fiir den Vergleich aus (2.9) und (2.12) gebildet werden

_A(:'Csy) _ (_F;(I,y))
B('T’y) Fy(.’.c, y)

_ —Alz,y)Fy(=,y) + B(z, y) Fa(,y) , i

B B(z,y)Fy (2, y) o (Bla,y)Fy(,y)) # 0. (2.14)

_. Z(=,y)

" N(z,y)

y -yl =

bzw. analog fiir den Vergleich nach z aus (2.10) und (2.13)

o gt = _BlEy) (_Fy(w,y))
b Az,y) Fr(z,y)

_ =B y)F(z,y) + Alz,y) Fy (2, y)

Az, y) Fe(2,y) ’

Mit der Notation der autonomen Systeme aus dem vorherigen Abschnitt bekommt man fiir Ausgangs-
und Vergleichsdifferentialgleichung (j) = (5,) und G) = (_’;‘;*). Analog zu (2.14) und (2.15) kann
man auch die darstellende Matrix dieser beiden Systeme heranziehen. Da in (2.14) und (2.15) lediglich
der Zahler fiir die nihere Betrachtung relevant sein wird, ist dieser bis auf das Vorzeichen gleich mit der
Determinante von

i &v\_( B F, B F, \__
(g 0 )_(_A —Fx) — det(_A 4 ) =-BE:+A4F,

Geometrisch bedeutet dies, daR die darstellenden Vektoren der Matrix linear abhiingig sind, wenn die
Determinante Null ist. Daraus folgt, daf Ausgangs- und Vergleichsdifferentialgleichung in einer gelochten
Umgebung von Null dasselbe Richtungsfeld besitzen. Da die Vergleichsdifferentialgleichung bereits als
Wirbeltyp vorausgesetzt wurde, muf fiir die Ausgangsdifferentialgleichung ebenfalls der Wirbeltyp folgen.
Im Falle einer Determinante ungleich Null folgt der Strudeltyp.

(A, y)F (2, ) # 0. (2.15)

Um dieses Kapitel zu beenden sei noch zur Invarianz von Z(z,y) ein Satz gezeigt.

Satz 2.13. Sei Z(x,y) wie in (2.14) mit Z(z,y) = —A(z,y)Fy(z,y) + Bz, y) Fr(z,y) und Z(z,y) #0
in der gelochten Umgebung des Nullpunktes G \ {0}. Dann sind die Tangentialvektoren an die Integral-
kurven im Phasenraum durch (z,y) € G\ {0} linear unabhdngig und umgekehrt.

Beweis: Folgt unmittelbar aus dem vorherigen Abschnitt.

Im néchsten Kapitel soll ein Algorithmus vorgestellt werden, der y} bestimmt. Der Begriff der Strudelgré-
Re wird dann das Kriterium dafiir sein, ob ein Wirbel oder Strudel in der Ausgangsdifferentialgleichung
vorliegt.

161] 5.21f, Satz 3.2



3 Die Strudelgrofsen und ihre
rekursive Berechnung

Im vorigen Kapitel ist der Begriff der Vergleichsdifferentialgleichung bereits eingefiihrt worden. Dieses Ka-
pitel zeigt nun ein Rekursionsverfahren, das die gesuchte Vergleichsdifferentialgleichung der Form (2.11)
ermittelt. Die folgenden Darstellungen werden sich anfinglich im Wesentlichen derer aus [5] und [1] dh-
neln. In [5] und [1] ist diese Rekursion bis zu den maximalen homogenen Polynomen 6. respektive 8.
Grades schon vorgestellt worden. Fiir eine vollstindige Betrachtung beliebiger Differentialgleichungen
der Form aus dem Poincaréschen Problem ist es jedoch nétig homogene Polynome nten also beliebigen
Grades berechnen zu konnen. Letztendlich sollen die Erorterungen aus [5] zu diesem Verfahren hier durch
einen Hauptsatz abgeschlossen werden, der besagt, daff man die zur Konstruktion benétigten homogenen
Polynome in beliebiger Ordnung berechnen kann.

F- '-rny)
£y (z,y)

_ Alz,y)

Blz.5) aus (2.11) wie im vorherigen

Seien die Darstellungen fiir y' = aus (2.8) und y; = —

Kapitel gegeben.

3.1 Ein Kriterium dafiir, daf die Differentialgleichung y' = — 54

nicht vom Wirbeltyp ist

Die Differenz aus Ausgangs- und Vergleichsdifferentialgleichung sei wie in (2.14)

, _ Alz,y) F(x,y)
YT T Be,y) ‘( )

—AF, + BF, z
e = _— 3.1
BF, N (30)

wobei Z und N als Abkiirzungen fiir Zahler bzw. Nenner dienen sollen. Der Zihlerterm Z lifit sich
umformen zu

Z = —AF, + BF,

=3 Y QPzy = Y QM(zy) = W (3.2)

n=3 i+j=n n=3 n=3

::Q(“)(z,y)

Die zu ermittelnden Koeffizienten sind die des Polynoms F(z,y), dessen Ableitungen nach z und y mit
A und B (3.1) bestimmen. Fiir das n-te homogene Polynom F,(z,y) vom Grad n (n > 0) soll also
gelten

Z Ag‘)my i,j=0,...,n

i+j=n

12
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Die Koeffizienten Agf) stehen dabei in keinerlei Beziehung zum Polynom A(z,y). Die Rekursion erfolgt
iiber den Laufparameter n. Fiir n < 2 folgt bereits aus (2.11)
E](I}y) . Fl(:'c! y) = 01

Fy(z,y) =z° +y°.

Die Rekursion kann also mit n = 3 analog wie in [5] beginnen. Zwei wesentliche Schritte sollen innerhalb
eines Rekursionsschrittes erfolgen

1. C-Schritt: Ansetzen von

n-—1

Q(n) = _I‘F;Ly'i'yan'i‘Z(_ka(n—k-H)y+QkF(n—k+l)z)' (33)
k=2

Fiir F,, werden die gesuchten A( -Koeffizienten in (xFy,, + yFnz) angegeben. Der C-Schritt fiihrt
die hintere Summation durch, und weist so jedem Cj; (") _Koeffizienten einen Wert zu, so daR gilt

n=1

Z c n} l'U'J = Z("pkf(ﬂ k+1) +QLF(n L—:—I}I)a 5,j=0,...,n (3.4)
i+j=n k=2

2. A-Schritt: Mit (3.4) ergibt sich fiir den Q™ -Term (3.3) nun die neue Darstellung

Q(n) = _:EFny + yFnz + Z C};l)mjyj
i+j=n

Z AE;):L"”JJ+ Z C'“) : i,j=0,...;n

i+j=n t+j=n

Wenn QU Null gesetzt wird, bedeutet das fiir die neuen Koeffizienten fiir F,, dak sie sich aus-
schliefflich aus den homogenen Teilpolynomen von A und B und denen aus fruheren Schritten
bereits ermittelten (F})<n—1) berechnen lassen.

Fiir Q™ -Polynome soll folgendes gelten:

e Im Falle n ungerade sollen die Koeffizienten von F,, so gewihlt werden, daf§ Q™ ein Null-
polynom wird. Dak man immer solche Koeffizienten finden kann, wird der Satz 3.2 zeigen.

e Im Falle n gerade kann man fiir F;, immer Koeffizienten finden, so daf Q™ bis auf die Koef-
fizienten von z" und y" immer zu einem Nullpolynom wird. Mit Hilfe einer Zusatzbedingung
werden diese beiden noch fehlenden Koeffizienten gleich gemacht. Ihr gemeinsamer Wert ist die
StrudelgréRe, die, wenn sie ebenfalls Null ist, Q(® zu einem Nullpolynom macht. Im anderen
Fall ist sie das Kriterium dafiir, daf die Ausgangsdifferentialgleichung vom Strudeltyp ist. Der
Satz 3.3 zeigt, daR man fiir so ein Q™) immer Koeffizienten finden kann.

Die Ermittlung der Koeffizienten fiir F,, erfolgt durch Lsen eines linearen Gleichungssystems.

Nachdem diese Schritte erfolgt sind, kann von n nach n + 1 {ibergegangen werden. Abgebrochen wird
die Rekursion, wenn eine Strudelgréfe verschieden von Null im A-Schritt vorliegt. Wenn keine solche
Strudelgréfe gefunden wird, muf die Rekursion unendlich oft durchgefiihrt werden.,

Aus [14] §27 ist bereits bekannt, daf bei einer Differentialgleichung des Poincaréschen Problems mit end-
lichen Polynomen A und B bereits nach endlich vielen Strudelgréfen entscheidbar ist, ob ein Wirbel-
oder Strudelfall vorliegt. Da zum Zeitpunkt dieser Arbeit noch keine feste Gesetzmiifligkeit existierte, mit
welcher Strudelgrofie bei Vorliegen einer Ausgangsdifferentialgleichung abgebrochen werden kann, sei hier
noch angenommen, daf unendlich viele solcher Strudelgréfie ermittelt werden miissen.

Das oben bereits Gesagte wird im folgenden Hauptsatz formuliert:
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Satz 3.1 (Hauptsatz). Sei ¢ > 0. Zu jedlem n € N, n > 4 und n gerade, existieren homogene
Polynome F3(z,y),...,Fu(x,y) vom Grad 3,...,n, derart daf mit

F(z,y) = x? +y2 + F3(z,y) + - + Fa(z,y)
der Ausdruck (—AF, + BF;) eine in |z| <€, |y| < € konvergente Potenzreihe

21
2
—AF, + BF; = Z d; (I2j+2 + y2j+2) + (Terme hoherer Ordnung > (n + 1))

=1
ist. Insbesondere gilt dann die Darstellung als Taylorpolynom mit Restglied

31

—AF,+BF, = Y d; (a¥*? +¢512) +
Jj=1

1

'n."‘]. 8k+! n .

+ Y = /axkay!(0,0)(—AFy—i—BFm)(tm,ty)(l—t) dt | oty
ktl=n+41 0

Bei Ubergang von n zu n+2 bleiben Fs, ..., F, ungeindert. Nur F, 1, und Fp.2 werden neu bestimmt.

d; heifit die j-te Strudelgrofie der Differentialgleichung y' = —%. Das Vorzeichen von d; ist eindeutig

bestimmd.

Beweis: Die Aussage folgt unmittelbar aus den Sitzen 3.2 und 3.3.

Die folgenden Abschnitte unterteilen sich in der Betrachtung der Q,-Polynome fiir n ungerader (Ab-
schnitt 3.2) bzw. gerader Ordnung (Abschnitt 3.3).

3.2 Eine Formel fiir Polynome ungerader Ordnung
Satz 3.2. Sei n € N ungerade und n > 3. Fy(z,y) ldft sich so wihlen, daff Qn(z,y) =0 ist.

Beweis: Der Beweis ist erfolgt wenn die A\ sich durch die C{J" eindeutig bestimmen lassen. Es gilt

die folgende Matrizen-Darstellung fiir den Koeffizientenvergleich wie er schon in [5] vorgestellt wurde

( 0 -1
n 0 -2 0
n—1 0
L = (3.5)
n—2 -(n—-1)
0 —-n
\ 0 1 0
( An,l’.) Cn,G \
An_a Cn-11
An—2.2 Cn——2,2
Al = ) c .= (3.6)
A2,n—2 C‘2,n--2
Alna Cin-1

\ A‘(),n CU,n )
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Mit Hilfe von (3.5) und (3.6) ldft sich ein allgemeines Losungsgleichungssystem aufstellen

LW . An) — _r(n) o (3.7)
O _]- An,() \ Cﬂ_.D
n 0 -2 0 An—l_,l Cﬂ-—l,l
n—1 0 An—‘),‘z Cn—2,2
& : = :
n-—2 —(n-1) Hson s 5
% 0 -n Aq o1 Cin-1
0 1 0 AO,H C(],_ra

A reprisentiert den Losungsvektor. —(L(™)=1.C™) ist die Losung zu A(™ sofern L™ invertierbar
ist. DaR L") immer invertierbar ist fiir ungerades n wird nachfolgend noch gezeigt werden.

Die Koeffizienten-Matrix L™ lifit sich zu einer Vier-Block-Matrix transformieren. Durch Verschieben
jeder zweiten Zeile und jeder zweiten Spalte in die obere bzw. linke Hilfte der Matrix 15t sich der "Makel”
der Null-Diagonalen aufheben. Diese Transformation fiihren zwei geeignete Permutationsmatrizen durch.
Die Permutationsmatrix des Zeilentauschs

100 0 0
0010 0
0 . 100 0
(n) _ 0 £ 00 10
Fzr =10 10 0 - 0 (38)
0001 0
0 s B 1 0@
\ 0 .- 000 1)

wird von links auf beiden Seiten des linearen Gleichungssystems heranmultipliziert. Die Permutations-
matrix des Spaltentauschs ‘

0 0 1 0 \

1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1

0 1 0 0

PPEk=l s 2 %, F 5§ 5 e B 3 (3.9)

0 0 1 0 '
1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1

\ 0 1 0 0)

wird zusammen mit ihrer Inversen! zwischen L(™ und A(™ sozusagen als “geschickte Einheitsmatrix”
eingeschoben

PEALO PG (PG AW = —PRC™
—Pe LW PR (PE)TAM = PRo™
N——

=:L'(n)

Ln‘(ﬂ) (Pé;l__) )TA(n] — PJ(Z’;}C(N) {310)

nverse von Permutationsmatrizen existieren immer da sie lediglich ihre Transponierten sind, wie aus der lin. Algebra
bekannt. Einen exakten Beleg dieser Aussage gibt [18] auf 5.21f.
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wobei auf das Umdrehen des Vorzeichens an dieser Stelle hingewiesen sei.

Das Ergebnis der Transformation von L™ in L'(") ist
( 1 0

—(n-1) 3

e I 0
n—2 0

L' =

B L"l{n) 0
o

2

Leicht abzulesen ist, da L'(™) sich die Determinante durch Multiplikation der Diagonalelemente ergibt.
Die Determinante ist mit ungeradem n immer ungleich Null, da die Diagonalelemente nie Null sind,
was eine notwendige Bedingung fiir die eindeutige Ldsbarkeit eines linearen quadratischen Gleichungs-

systems ist. Wie man aus der Matrix ebenfalls erkennen kann, sind die Koordinaten von L;(”) gleich
denen von L’l[”), wenn sie um 180° gedreht und mit umgekehrten Vorzeichen versehen werden. Die
Transformationen der Vektoren A(™ und C‘™) ergeben

[ An-a )

An_33

Az s

n)
(n) — (pNT a(n) — | _Aom | _ (A
A = (Pgh)TAM™ = | =22 | = (Zim) (3.11)

i(n)
c'™ = pMct = Gin | (‘%) (3.12)
2

\ dﬂ.n )

Das Problem hat sich also dahingehend vereinfacht, daR man zur Lésung eines Ag-‘} bereits die Losung

von —Ag?) ermittelt hat, indem man lediglich die Indizes in den C™ vertauscht und das Vorzeichen



KAPITEL 3. DIE STRUDELGROSSEN UND IHRE REKURSIVE BERECHNUNG 17

wechselt. Daher wird im folgenden nur noch das Teilproblem, Lg"] auf Gestalt einer Einheitsmatrix zu
bringen, betrachtet.

Durch Multiplizieren mit (n — 24 1) und Addieren der i-ten Zeile auf die (i + 1)-te und nachfolgendem
Dividieren durch (2¢ + 1) in L;(n) erhdlt man die gewiinschte Einheitsmatrix in L"l{“). Die Anwendung
auf der linken Seite des Gleichungssystems fiihrt zur Einheitsmatrix, jedoch auf der rechten Seite zu einer

neuen Komposition der Cj; (") aus C;("} in der jeweiligen Zeile
An—l‘l _11 . . Cn,u
/11';—3‘3 (:IT)E; 1 EJ ¥ 1 0 Cn—'.?,"z
Ancsp | = (L’T—)("%)g (35%)5 3 Gl
) m—1 n—2j— (.’1) (.ﬂ) 1 .
Ao, HJ 0 TJ-{I_(QIH—‘,-I) b1 bmz " @mID Crin-1
(3.13)
wobei m = ) das Produkt gilt
n—2k—-1
B = 3.14
i (23+1)H 2% + 1 ()
b(n) gibt die Komponente der erzeugten Inversen in der j-ten Spalte und i-ten Zeile an (i,7 =0,...,m,
i<i).

Somit 1aft sich die Lésung eines AE;-I) -Koeffizienten explizit aus einer Formeldarstellung angeben

m C n) m—1 -
A Z n—2i,2i H n—2j-1
n—(2m+1),(2m+1) — 2m +1 25 +1 ,
=0 Jj=i

was fiir den Einsatz in einer Computer-Implementierung ein Vorteil ist, wie sich im néchsten Kapitel
zeigt. Es ist schon angemerkt worden, daf sich die Losung fiir L(zn)A(g”) = Cé") analog aus der Losung

des vorigen Gleichungssystems ergibt, jedoch unter der Beriicksichtigung, daf C‘gl) und Cj{-?) i.a. nicht
identisch sind. Es gilt letztendlich fiir beide Fille

T n 2:2. . )
>io HJ s, 2J+1 ) fiir I ungerade,

(n)
An—!,! - n—1— I Cé" o n—1-3 ne2i_1 . (3.15)
—F 0 ot —; —-?—2_1 T fiir ! gerade

Die Koeflizienten fiir F,,(z,y) lassen sich also immer so wiihlen, daR Q,(z,y) = 0 gilt, wenn n ungerade
ist. a

Im néchsten Abschnitt betrachten wir nun den Fall, daf fiir Q,(z,¥) n gerade gilt.

3.3 Zwei Formeln fiir Polynome gerader Ordnung

Satz 3.3. Sei n € Nyn > 3 gerade. Fu(z,y) laft sich so wihlen, daf Qn(z,y) = dg—1(z" +y") gilt.
ds 1 ist dabei die (§ — 1) -te Strudelgrife aus Satz 3.1.

Beweis: Der Beweis ist erfolgt, wenn die AE;‘) sich durch die Cﬁ; ) in der gewiinschten Weise bestimmen
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lassen. Es gelten die Matrix und die Vektoren aus (3.5) und (3.6)

( 0 -1
n 0 —2 0
n—1 0 %
L = ) (3.16)
n—-2 . —(n-1)
. 0 —n
0 1 0
A-n_.() \ Cﬂ.(!
""111—1,1 Cn—l_.l
Ap—22 Ch-2,2
A = : o : (3.17)
A?,n—'}l GZ.H—'Z
Al,u—l CI w1
Aﬂ,n CO,n

Im Unterschied zum Ansatz des vorigen Kapitels besitzt L™ nun Zeilen- und Spaltenzahl ungerader
Ordnung. Diese Eigenschaft fithrt dazu, daf sich eine eindeutige Lésung wie im Falle ungerader Ordnung
nicht ohne weiteres finden lift.

Zunichst soll LW wieder auf Block-Gestalt gebracht werden um den Losungsweg zu vereinfachen. Dazu
nutzt man wieder Permutationsmatrizen dhnlich denen aus (3.9) und (3.8). Die Permutationsmatrix des
Zeilentauschs ergibt sich zu

(1000 - 0
0010 - 0
0 10000
0 00100 :
P = 0 0 0001 (3.18)
010 0
000 1 0
0 01000
\ 0 00010/

Analog lautet die Permutationsmatrix des Spaltentauschs

/0 0 10 \
10 0000 000
00 01
0 1 00
pWl .| § F Ty o2 ¢ o e £ o 3.19
ST 00 1 0|0 B
1 0 00/0
00 0000 010
0 1 00/0
\ 00 001}

Die eingekasteten Spalten/Zeilen ergeben sich aufgrund des geraden n, woraus ein ungerader Rang der
Permutationsmatrix folgt. Werden die Permutationsmatrizen wie in (3.10) angewendet auf das Glei-
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chungssystem, so ergibt sich die gewiinschte Block-Gestalt fiir L'(") =

( 1 0

—(n—1) 3
—(n-=-3) . 0

n—3 0
-3 n-1

-1 0

—n

0

\

Ebenso verindert sich die Gestalt der Vektoren 4™ und C’t™ aus (3.11) zu

An-12
Apn_33

-"13,11—:::

; f(n)
(n) — (pNT gy _ | _Arn-1 | _ (A
A T (PST) ‘4 - ‘{111.0 o (ATJ[")

Arh—2,2

A2,;1-
\ Ac,: /

Cn,‘ﬂ \
/ Ch_s2

Con-2

1(n)
Hn) . pln)~(n) _ Co,n —. %
'™ = PRIO™ = | 0| = (c;(“}

Cn-33

C3n-3
\ Cl ,n—1 )

—(n—2)

n—2

19

(3.20)

(3.21)

(3.22)

In (3.20) liefert die linke obere Block-Matrix, definiert als L’l(”) , und die rechte untere Block-Matrix, defi-
niert als L'z(") , keine eindeutige Losung. Aufgrund der Null in der eingerahmten Zeile ist die Determinante
der Matrix Null, d.h. das Gleichungssystem kann keine Inverse und somit keine eindeutige Losung liefern.

Wihrend der L;(n} -Teil des Gleichungssystems unter einer Uberbestimmtheit "leidet”, ist der L;(") -Teil
mit seiner Unterbestimmtheit noch fiir das Gleichungssystem einer Losung dienlich. Folgende Eingriffe

fithren daher zu einer Losung des Problems

e fiir L'l(”): Durch Ansetzen einer zusitzlichen Bedingung kann L'l(“) wieder auf eine quadratische

Matrix? und somit losbar fiir ein lineares Gleichungssystem gemacht werden. Es soll analog zu
Frommer angenommen werden, daff die Koeffizienten der z™ und y™ also A,(:f_?l,l und A(l';z_l

gleich sind.

2mit vollem Rang
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o fiir L’E( ™) Fiir das Gleichungssystem wird lediglich eine Koordinate des Losungsvektors in der trans-

formierten Form AL™ auf Null gesetzt. Ohne Einschréinkung wird angenommen, daf A(()"I,)l gewihlt
wird. Diese Auswahl bringt beim Beweis Vereinfachungen mit sich.

Diese Ansitze fiihren in keinem Fall zu einer Einschrinkung in der Ermittlung der Strudelgréfen. From-
mer, und auch Birnmeyer, praktizierten diese Eingriffe ohne jegliche Einschrinkung. Die Legitimation ist
in [5] und [1] nachzulesen. Der Eingriff bedeutet fiir das lineare Gleichungssystem daf die eingerahmte
Zeile in (3.20) auf linker wie auf rechter Seite von der ersten abgezogen und dann entfernt wird.

Die Gestalt der neuen Gleichungssysteme ergeben dann fiir L;(H}Arl{n) = C;(ﬂ)

1 0 1 Ap—1a
—{fle-d) 3 0 An—f‘l‘[‘]
—(n—-3) . : : =
o= 0 Az n-3
0 -3 n-1 Al -1
1 0 -1 CC"=°
1 0 n—2,2
= , . ; (3.23)
) Can-2
0 1 0 CU_.u
und fiir: LEHAR™ = o)
—n 2 0 0 Ano Ch-1,1
9 A11—2,2 C'1'1-—3,3
=2 : = : (3.24)
n—2 0 As o C3.5-3
0 -2 0 Ao n Cln-1

Das zweite Gleichungssystem (3.24) wurde in #hnlicher Weise bereits in (3.13) gelést. Somit kann im
wesentlichen die Formeldarstellung aus (3.15) als Lésung iibernommen werden, wenn beriicksichtigt wird,

dafs der Koeffizient A((}’,‘,)1 bereits mit Null vorbelegt wurde

n—l-2

Aﬁfﬂl‘t:—z—%%‘f**” 11 % fiir I > 1 gerade, (1=0,2,...,n-2).  (3.25)
i=1 j=i

Als letztes bleibt nur noch zu zeigen, daf (3.23) eine Lésung besitzt. Es wird eine Hilfsvariable definiert

i

— (2% —
o™ =] % fiir 0 < i < 2m. (3.26)
k=1 -
Es sei
1 firi=0
al™ ={ TThoy 25220 fir1<i<m
(%nli, firm <1< (2m+1)

wobei m = | 2] gilt und die Symmetrieeigenschaft der Produktterme ausgenutzt wurde®. Im folgen-
(n)

den wird stets a; an Stelle von a; ' verwendet, wenn dies zu keinen Mifverstindnissen fiihrt. Durch

3)eichtes Nachrechnen bestitigt, daR a; = ap_y_; ist.
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Abwirtselimination erhalten wir fiir L'l(n) und C;{ﬂ} die folgende Gestalt

1 0 2
L3
1 3
. Aﬂ,—l,l
1 ﬂ: An—3.3
2m--1 =
1 7 =
2(m—1)+1 ;
- -"13,11-3
: Al,n-—l
0 1A
Cag
\ 1+
ag
A ay 0
3ag 3a1
S S 5 S e - 1 A
- ag(2m+1) a1(2m+1) am(2m+1)
— Ly — iy —1 .. T —1 Lyn —1
ao(2(m=1)+1) a1(2(m—-1)+1) am(2(m—1)+1)  am-1(2(m—1)+1)
a3 Y e Gy e 3 R Lt I
3ag 3a, 3dm 3m—1 das
\ a ag - ag _gg ... ag  ag
0 ay D Ay —1 az L3}
Cn,O = Cﬂ,n
Cn-2,2
: (3.27)
04,11—4
CZ,n—Z

Um das Vorwirtslésen abzuschliefen mufi noch die letzte Zeile durch zwei dividiert werden, woraus folgt
daf der erste Koeffizient Aﬁ’:‘,{_l bereits ermittelt ist. Das Riickwértseinsetzen eliminiert die letzte Spalte
aus L’I(“} und liefert das Endergebnis.

Sei im folgenden also nur noch die Koeffizientenmatrix der C;(") dargestellt

( 20 -0 S —0. S, | 1 S B0 1
2ag 2a, 2am 2am—1 2as 2a,
21 LS p— — 2 SR, ¢ ; B s I - ; —%
2:3agp 2-3a; 2-3am 2:3am—_1 2.3as 2-3a)
Am—1 Am—1 T - Gm—1 - m=1 ro. e Am =1 g Am=—1
2ag(2m—1) 2a;(2m—1) 28, (2m—1) 2am_1(2m—1) 2ay(2m—1) 2ag{2m—1)
&m Trm . Gm — [ . [ — G
Zag(2m+1) 2ay(2m—+1) 2am(2m+1) 2am(2m+1) 2a1(2m+1) 2ag(2m+1)
Am—1 G —1 s A —1 Am—1 S 27 Ay —1 = Gm—1
20p(2m—1) 2a:(2m—1) 2am(2m—1) 2am-1(2m—1) 2a1(2m—1) 2ap(2m—1)
81 81 o . . W . S i
2-3ag 2-3a, 23am 2-3am—1 2-3a2 2-3a,
2ag 2a, 20, 2am—-1 2azp 2a1
(3.28)

Dabei ist zu beachten, daR die eingerahmten Zeilen® nur dann in (3.27) und (3.28) existieren, wenn n
nicht durch 4 teilbar ist.

Die Losung lé£t sich also in die Formeldarstellung bringen

(n) 5 (n)
A _ 1 Omingigt sty ZT Cnaiai _ Zz Crris (3.29)
A=l 2 min{l,n-1} |4 a; a; ’ ’
=4 j=tt+1

4 (m + 1) -te Zeile; Zahlung bei eins begonnen.
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fiir { ungerade, ({ =1,3,...,n—1).
Die Strudelgrofie dz 1 definiert sich (unter Beriicksichtigung der bereits erfolgten Definition in Satz 3.1)
analog zu Frommer wie folgt
dg_1 = —A7)  +00 = AN, + Gy

Frommer verstand unter der Strudelgrofie ein Aufaddieren aller Cgl) (7,7 gerade) mit ihren jeweiligen
Vorkoeflizienten, abzulesen aus der letzten bzw. ersten Zeile aus (3.28)

1 £ C(n)-)- .
- "%"m, fiir n gerade, (n > 4). (3.30)
i=0 ¢

d&_| =
2

O
Nun sind also alle Formeln bereitsgestellt um das rekursive Verfahren zu implementieren. Im nachfol-
genden Kapitel sind nun (3.15), (3.25), (3.29) und zusétzlich (3.26) zur Berechnung der Koeffizienten im
A-Schritt und (3.30) als Abbruchbedingung fiir den Algorithmus aus dem einfiihrenden Abschnitt dieses
Kapitels realisiert.



4  Eine einfache Realisierung unter
JAVA im Fall von Polynomen A und B

Im vorhergehenden Kapitel wurden die benétigten Hilfsmittel fiir eine Computer-Implementierung zur
Berechnung der Strudelgréfien bereits erortert. Dieses Kapitel enthilt eine reale Umsetzung der Formeln
(3.15), (3.25), (3.29) und (3.26) in einem rekursiven Algorithmus.

In einer praktischen Realisierung wie z.B. unter JAVA st6ft man auf das fiir rekursive Algorithmen ty-
pische Problem der Fehlerfortpflanzung. Wie sich dieser Fehler bildet, kann man an den Beispielen im
nichsten Kapitel sehen. Die theoretischen Grundlagen sowie auch Méglichkeiten zur Verbesserung sollen
dabei am Ende dieses Kapitels dargelegt werden.

4.1 Der Algorithmus

Der Algorithmus zur Berechnung der Strudelgréfen aus Abschnitt 3.1 wird nochmals als Struktogramm
in Abb. 4.1 dargestellt. Aus Satz 3.1 und im Ablauf ist dabei ersichtlich, daf grundsitzlich unendlich
viele Schritte ausgefiihrt werden miiften um einen Wirbelfall feststellen zu kénnen. Bei der praktischen
Realisierung gibt es jedoch die obere Iterationsschranke nmaz.

Die Praxis hat gezeigt, dal immer der Algorithmus abbricht, wenn nicht-triviale Polynome fiir A(z,y)
und B(x,y) vorliegen. Der Grund dafiir liegt in der Fehlerfortpflanzung fritherer Ungenauigkeiten in den
Koeffizienten des berechneten F(z,y). Im Abschnitt iiber das Konvergenzverhalten sei dariiber mehr
berichtet. In diesem Abschnitt werden die wesentlichen Teile des Algorithmus unter JAVA genauer be-
trachtet. Der Algorithmus wurde unter JAVA in der Routine doAlgo (DGL a) realisiert. Ubergeben wird
dabei eine Differentialgleichung, die in einem Objekt der Klasse DGL alle Informationen iiber die Diffe-
rentialgleichung enthilt. Wichtige Informationen sind dabei die beiden Polynome A(z,¥) und B(z,y).
Zudem wird die obere Iterationsschranke maxiter und die untere Schranke der Strudelgréfien mineps
iibergeben.

public String doAlgo(DGL a, int maxiter, double mineps)
1
String temp=new String();
Polynom2DDiag p=Polynom2DDiag.make(a.A), q=Polynom2DDiag.make(a.B);

double sg=0;

int xmin=p.getFirst().getDegree(), ymin=q.getFirst().getDegree();
int n=Math.max(2,Math.min(xmin,ymin));

Polynom2DDiag F=new Polynom2DDiag();

do
{

// Teil der Initialisierung:
// Fir n==2 wird F_2=x"2+y~2 gesetzt.

23
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Eingahe von
Ai{x,v)und Bix,y)

Initialisiz

n=3; Fr=x+y%;

A

nein

h

Maximale Durchlaul- C-Schriu

Miglichkeiten crreicht.
Es war nicht n++;
catscheidbar ab
cin Wirhel- oder 4
A-Schrin

Strudelfall vorlag!

Strudelfall nein ia
Tiegt var!

Abbildung 4.1: Struktogramm des Algorithmus aus Abschnitt 3.1.

e n ist die Iterations- oder Laufvariable. Im Poincaréschen Fall wird n immer mit 2 vorbelegt.

Im Falle, daf die Differentialgleichung a kein Poincarésches Problem beschreibt, somit also der lineare
Anteil fehlt, wird mit n als der niedrigsten gemeinsamen und ungeraden Potenz von z bzw. y der

Polynome A(z,y) und B(z,y) gestartet. Somit ist also schon die Mdéglichkeit, Differentialgleichungen
anderer Klassen als die des Poincareschen Problems zu analysieren, realisiert. Die Zeilen

[aed]

// Teil der Initialisierung:

// Fir n==2 wird F_2=x"2+y~2 gesetzt.
if (xmin+1==n) F.add(n,0,1);
if (ymin+1==n) F.add(0,n,1);

Lovinsd

stellen sicher, daff das Startpolynom von F mit jeweils dem niedrigsten Grad (plus eins) initialisiert
wird.

Nachdem n um eins auf 3 heraufgezihlt wurde, ist der eigentliche Startwert fiir n erreicht und die Initi-
lisierung ist abgeschlossen.

Die nichsten Abschnitte zeigen nun die einzelnen Schritte des Algorithmus.
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if (xmin+1==n) F.add(n,0,1);
if (ymin+1==n) F.add(0,n,1);

// n heraufzihlen
n++;

// C-Schritt: Neue C-Koeffizienten berechnen
Polynom2D grossC= makeGrossCs(F, p, q, n);
temp+=n+". C-Schritt: "+grossC+"\n";

// A-Schritt: neue A-Koeffizienten berechnen
Polynom2D grossA=makeGrossAs(n, grossC);

temp+=n+". A-Schritt: "+grossA+"\n";

// Strudelgroesse berechnen wenn n durch 2 teilbar ist.

if (n%2==0)
{
sg=getStrudelgroesse(n, grossC);
temp+=n+".: "+(n/2-1)+". Strudelgroesse: "+sg+"\n";
}

// Die berechneten neuen Koeffizienten aus F_n werden kopiert.
for (int i=0; i<=n; i++)
F.set(i, n-i, grossA.get(i,n-i));

// der Algorithmus bricht ab, wenn die maximale Anzahl
// an Iterationen erreicht, oder eine Strudelgrésse
// berechnet wurde, die nicht mehr so klein ist, dass sie
// als Null angesehen wird.
} while (n<maxiter && Math.abs(sg)<mineps );

return temp;

}

4.1.1 Initialisierung
Die Initialisierung setzt folgende Variablen auf ihre Startwerte

o temp ist der Text-String der Kommentare und Zwischenergebnisse als Text aufnimmt und am Ende
der Iterationen zuriickgegeben wird.

e p, q sind verkettete Listen von homogenen Polynomen. Es wird mit Polynom2DDiag.make(a.A)
die Klassenmethode make mit dem Parameter A fiir das Zahler-Polynom der Differentialgleichung a
aufgerufen, die eine Liste von homogenen Polynomen, angeordnet nach ihrem Grad, erzeugt. Analog
eerfolgt der Schritt mit B.

e sg enthdlt die Strudelgrifie jedes zweiten Iterationsschrittes. Ist der absolute Wert von sg nicht
mehr klein genug, bricht der Algorithmus ab. Es wird dann eine Strudelgroffe angenommen, die
nicht Null ist.

e xmin, ymin geben die niedrigsten Potenzen der Listen der homogenen Polynome aus p, q an. Im
Poincaréschen Fall sind xmin, ymin immer 2.
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4.1.2 Implementierung der Schritte

Die einzelnen Schritte teilen sich in drei Hauptaufgaben auf. Nachdem im C-Schritt die Cgt) -Koeffizienten
bereitstehen, kann im Falle geraden ns sofort die Strudelgréfie berechnet werden. Die Berechnung der
AE;) -Koeffizienten erfolgen dann direkt auf Basis der Cgl) -Koeffizienten. Der dritte Schritt ist dann die
Berechnung der Strudelgréfie, sofern der Iterationsschritt n gerade ist.

C-Schritt

Die Realisierung des C-Schrittes wurde in die Routine makeGrossCs ausgelagert, wie aus den Zeilen im
Algorithmus ersichtlich.

Eusesad

// C-Schritt: Neue C-Koeffizienten berechnen
Polynom2D grossC= makeGrossCs(F, p, q, nJ);
temp+=n+". C-Schritt: "+grossC+"\n";

Bicsns]

Der Routine makeGrossCs werden die schon aus fritheren Schritten berechneten (F;);<, und die Listen
der homogenen Polynome aus A und B in Form von p, q iibergeben. n gibt den homogenen Grad des
zu berechnenden neuen Polynoms an. Zuriickgegeben wird ein neues homogenes Polynom vom Grad n.
Die Implementierung lautet

public Polynom2D makeGrossCs(Polynom2DDiag F, Polynom2DDiag p, Polynom2DDiag q, int n)
{
if (n<3) return null;
Polynom2D grossC=new Polynom2D() ;

for (int i=2; i<n; i++)
{
Polynom2DDiag f=F.getAtDegree(n-i+1);
Polynom2D fx=null, fy=null;
if (f!=null)
!
fx=f.getPolynom() .Dx();
fy=f.getPolynom().Dy();
¥
grossC.sub(Polynom2D.multipliziere(p.getAtDegreePol (i), fy));
grossC.add(Polynom2D.multipliziere(q.getAtDegreePol (i), £x));
}
return grossC;

37

Zu Beginn wird {iberpriift ob der zu berechnende Grad n mindestens 3 ist. Dann wird ein leeres Null-
polynom erzeugt, das mit den neuen Koeffizienten “gefiillt” wird. Ein beliebiges Feld hitte geniigt. Die
Klasse Polynom2D besitzt jedoch besondere Methoden zum Herauslesen der Koeffizienten.

Uber die Laufvariable i werden die bendtigten Teilableitungen nach z und y von den homogenen Po-
lynomen Fj,_;;; mit den homogenen Polynomen aus p, q entsprechend multipliziert und voneinander
abgezogen. Daf fiir jedes i die Ableitungen der homogenen Polynome von F' berechnet werden, weist noch
keinen redundanten Aufwand auf. Dafl jedoch fiir jeden neuen Aufruf von makeGrossCs diese Ableitungen
neu berechneten werden, obwohl sie gespeichert werden kénnten, zeigt dies eine Optimierungsméglichkeit,
die bei der Berechnung des Aufwands im n#chsten Abschnitt Beriicksichtigung findet. Letztendlich kann
diese Realisierung unter Beriicksichtigung geringen Speicherplatzes als optimal angesehen werden.
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strudelgroesse+=grossC.get (n-2+*i, 2*i)/getKleinA(n, i);
return strudelgroesse/2.0;

}

n gibt dabei an, daf die (% — 1)-te StrudelgréRe berechnet werden soll. Nachdem iiberpriift wurde, daf
grossC kein Null-Objekt ist, n durch 2 teilbar und grofler 3 ist wird die Zwischenergebnis-Variable temp
mit Null vorbesetzt. Danach werden iiber die Laufvariable i alle C-Koeffizienten aufsummiert, gemif
(3.30), und zuriickgegeben.

4.1.3 Abbruchbedingungen

Als letzten Unterabschnitt werden noch die Abbruchbedingungen aus doAlgo kommentiert.

Fios o]
// der Algorithmus bricht ab, wenn die maximale Anzahl
// an Iterationen erreicht, oder eine Strudelgrésse
// berechnet wurde, die nicht mehr so klein ist, dass sie
// als Null angesehen wird.
} while (n<maxiter && Math.abs(sg)<mineps );
[...]

Zwei Abbruchbedingungen sind dabei vorhanden

e maxiter als obere Iterationsschranke:
Die Anzahl der maximalen Iterationsschritte ist mit 100 bei Polynomen bis 20-sten als hochstem
Grades vollig ausreichend. Bis 5-ten als héchstem Grad ist sogar eine Schranke von 10 geniigend.

e mineps als untere Genauigkeitsschranke der Strudelgrofien:
Mit der unteren Schranke der Strudelgréfien von 0.0001 konnte der Algorithmus immer geniigend
Auskunft iiber ein Strudel- oder Wirbelverhalten angeben.

Die Parameter werden durch die Ubergabe an doAlgo gesetzt und sind somit variabel ansetzbar.

4.2 Komplexitat und Aufwand

Im Anhang B konnen einige hier verwendete Definitionen wie z.B. die Landausymbole nachgelesen werden.
Fiir die Betrachtung der Komplexitit wird sich hier auf die Komplexitdt im schlechtesten Fall beschriinkt.
Fiir den Speicherbedarf muff eine Kodierungslinge angegeben werden die genau eine dargestellte Zahl
bzw. einen Koeffizienten bemiRt. Sie gilt dann als Faktor fiir die Summe aller benétigten Koeffizienten im
Algorithmus. Das Ergbnis wurde bereits als Laufzeit eines Algorithmus im Anhang B definiert (Definition

B.3).
4.2.1 Speicherbedarf und Zeitaufwand

Fiir den Speicherbedarf seien die benétigten Daten in folgender Weise aufgezihlt

e Die Eingabedaten sind die Koeffizienten der Anfangsdifferentialgleichung. Sie sind in den Polynomen
A(z,y) und B(z,y) abgelegt (siehe (2.8)).

e Die Koeffizienten des "Design™ F'(z,y) aus (2.11) wird zur Laufzeit gebildet. Von diesem F(z,y)
werden die Ableitungen F, und Fj, bendtigt.
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A-Schritt

Im A-Schritt werden alle benétigten A-Koeflizienten, aufgerufen in doAlgo, durch

[...]

// A-Schritt: neue A-Koeffizienten berechnen
Polynom2D grossA=makeGrossAs(n, grossC);
temp+=n+". A-Schritt: "+grossA+"\n";

[

in der Routine makeGrossAs berechnet. Die Losungen werden abgelegt in einem Polynom2D-Objekt, und
analog zum C-Schritt zuriickgegeben.

public Polynom2D makeGrossAs(int n, Polynom2D grossC)
{

if (grossC==null) return null;
Polynom2D grossA=new Polynom2D();

for (int 1=0; 1<=n; 1++)
grossA.set(n-1, 1, getGrossA(n, 1, grossC));

return grossA;

}

Wihrend im C-Schritt Polynome miteinander multipliziert und danach addiert respektive voneinander
subtrahiert werden konnten, sind im A-Schritt die Berechnungen jedes A-Koeffizienten nach (3.15), (3.25)
und (3.29) in etwas komplexerer Weise durchgefiihrt. getGrossA realisiert diese Berechnung in

public double getGrossA(int n, int 1, Polynom2D grossC)
{

if (grossC==null || n<2 || 1>n) return 0;
double temp=0, templ=0;

int 1max=(1-1)/2;

int nlmax=(n-1-1)/2;

if (nY%2==0)
{
if (1%2==1)
{

for (int i=0; i<=lmax; i++)
temp+=grossC.get (n-2%i, 2#%i)/getKleinA(n, i);
for (int i=lmax+1; i<=n/2; i++)
temp-=grossC.get(n-2%i, 2*i)/getKleinA(n, i);
return temp*getKleinA(n, (1<n-1 7 1: n-1)/2)*0.5/(double)(1<n-1 ? 1: n-1);
}
else
{
if (n-1==0) return 0;
for (int i=1; i<=nlmax+1; i++)
{
templ=1.0;
for (int j=i; j<=nlmax; j++) templ*=(double) (n-2*j)/(double) (2%j);
tempt+=grossC.get(2*i-1,n-(2%i-1))*templ/(double) (n-1);
*

return -temp;
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}
}
else
{
if (1%2!=0)
{
for (int i=0; i<=1lmax; i++)
"
templ=1.0;
for (int j=i; j<=lmax-1; j++) templ*=(double) (n-2%j-1)/(double) (2%j+1);
temp+=grossC.get (n-2+1i,2+i)*templ;
);
temp/=(double)1;
}
else
{
for (int i=0; i<=(n-1-1)/2; i++)
{
templ=1.0;
for (int j=i; j<=(n-1-1)/2-1; j++) templ*=(double) (n-2%j-1)/(double} (2xj+1);
temp+=grossC.get (2%i,n-2%i)*templ;
¥
temp/=-(double) (n-1);
¥
}
return temp;

}

kleinA berechnet dabei den Hilfskoeffizienten aus (3.26). Die jeweiligen vier Fille richten sich danach,
ob n gerade oder ungerade bzw. ob 1 gerade oder ungerade ist.

Die Strudelgriole

Nachdem nun die C'f; ) Koeffizienten bereitstehen, konnte eine Strudelgrofie berechnet werden. In doAlgo
wird mit den Zeilen

[
// Strudelgroesse berechnen wenn n durch 2 teilbar ist.
if (n%2==0)
{
sg=getStrudelgroesse(n, grossC);
temp+=n+".: "+(n/2-1)+". Strudelgroesse: "+sg+"\n";
}
[...]

iberpriift ob eine Strudelgréfe fiir gegebenes n berechnet werden kann. Auch hier wurde die Berechnung,
obwohl sehr einfach, ausgelagert in getStrudelgroesse

public double getStrudelgroesse(int n, Polynom2D grossC)
{
if (grossC==null || n%2==1 || n<3) return 0;
double strudelgroesse=0;
for (int i=0; i<=n/2; i++)
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e Im C-Schritt werden zwei Polynom-Multiplikationen und eine nachfolgende Subtraktion bendtigt.
Das Ergebnis ist ein homogenes Polynom vom Grade des Iterationsschrittes.

e Im A-Schritt wird ein homogenes Polynom vom Grade des Iterationsschrittes erzeugt, das an das
F(z,y) additiv angefligt wird.

Ein paar Hilfskoeffizienten und Notationen seien noch eigefihrt um die Berchnung der Komplexitét zu
erleichtern.

Definition 4.1. Sei n € N eine ganze Zahl. Dann sei unter n!! das Produkt verstanden

e 1-3---+ (n—2)-n, fiir n ungerade,
e 2 okomnen (n—2)-n, fiir n gerade.

Somit liefse sich fiir (3.14) mit 4,7 € N: i £ 0, j < i, schreiben

(n) 1 (TL = 23 = 1)”

T @41 (n— (2 + 2+ D)2+ DN

Definition 4.2 (niedrigster und héchster homogener Grad.). Sei P ein Polynom beliebigen Gra-
des. Mit Gr(P) sei der hichste homogene Polynomgrad des Polynoms P bezeichnet und mit gr(P) der
kleinste.

Stets soll immer gr(A) = 1 und gr(B) = 1 gelten, da grundsitzlich Poincarésche Probleme betrach-
tet werden sollen. Fiir das F'(z,y) folgt dann immer gr(F) = 2. Auch soll angenommen sein, daf
Gr(A) < oo und Gr(B) < oo gilt.

Weiterhin sei M die Menge der verschiedenen homogenen Grade eines Polynoms.

Mp :={i| p;ist homogenes Polynom von P vom Grad i,
p; hat mindenstens einen Koeffizienten, der nicht Null ist.}.

Somit gilt also fiir ein Polynom P
gr(P) = min Mp, Gr (P) = maxMp

Die Michtigkeit der Menge Mp ist die Anzahl der verschiedenen homogenen Grade des Polynoms P,
bezeichnet mit |Mp]|.

Die Komplexitit des Gesamt-Algorithmus berechnet sich aus der Komplexitit der einzelnen Schritte.
Im schlechtesten Fall sind fiir jedes homogene Polynom vom Grad i gerade (¢ + 1) Koeffizienten nicht
Null. Dieses sei der Vereinfachung der Rechnungen wegen stets angenommen. n sei der betrachtete
Iterationsschritt.

e C-Schritt

— Speicher:
Die Ableitungen von F F;, und Fj, benotigen jeweils (2+1) Multiplikationen (Multiplikation
des alten Koeffizienten mit dem Exponenten von z respektive y) und ¢ Dekrementierungen des
Exponenten um 1. Es werden |M 4| verschiedene Ableitungen von Fj, und |Mp| verschiedene
Ableitungen von Fj; benétigt, da im anderen Fall die Zwischenergebnisse stets Nullpolynome
sind. Die vorgelegte Realisation unter JAVA berechnet jedesmal alle bendtigten Ableitungen
von F erneut, obwohl nur das homogene Polynom (n—1)-ten Grades von F' nach z respektive
y neu abgeleitet werden miifite. Die fehlenden Polynome kénnen aus fritheren Schritten bezogen
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werden. Sei also dieser (zeitoptimale) Fall vorausgesetzt, dann werden fiir das neue homogene
Polynom F,, (n + 1) neue Koeffizienten benétigt und fiir £,y und F,_;, jeweils n.
Insgesamt wird also in jedem neuen C-Schritt Speicherplatz fiir (3n + 1) neue Koeffizienten
benotigt.

— Auswerten von — (3, piFu—it1,y — ¢iFn—is1,2):
Fiir das Ableiten von F,,_; wurden 4n Rechenschritte benotigt (2 mal (n Multiplikationen
+ n Dekrementierungen)). Sei m gesetzt als

m := min (max (Gr (4),Gr(B)),n —1).

Dann erfolgt die Auswertung von

m
- (Z I)rZFu--H-l,y - q%Fu—f+1,m)

i=2
Diese Auswertung ist endlich da A und B endliche Eingabe-Polynome sind. Daraus folgt also,
daR m immer beschriinkt ist. Weiterhin kann man die Anzahl der Summationen bzw. Produkte
auf die Anzahl |[M4 U Mp| (die Anzahl der verschiedenen homogenen Grade) beschrinkt
werden. Der Einfachheit halber nehme man jedoch an, dafi die Polynome A und B keinen
Null-Koeffizienten besitzen zwischen den Graden 2 und Gr(A) bzw. Gr(B). Daraus ergibt
sich die Abschitzung zur Komplexitit im schlechtesten Fall wie folgt bei (i 4+ 1) Koeffizienten
von p; bzw. g; und (n — i+ 2) Koeffizienten von F,_j41,. bzw. Fr_ip1,

m

2y i+ 1)(n—i+2)

i=2

TE(n)

m

= 2) (in—i®+2i+n—i+2)

i=2
= 2 (in(i +1) + i(z - %)+ 2(m - 1))
i=2 i=2
= 2 (nw —3+i(i —i2) +2(m — 1))
i=2
— 3 (nm(m2+ 1 B (m(mQ-— 1) m(m+ lé@m + 1)) £ % 1))

woraus sich eine Komplexitdt von T&(n) = O(nm?) ergibt bzw. Tg(n) = O(n) da m be-
schrinkt ist. Die Komplexitit des Ableitens ist mit O(4nm) = O(n) unter T23(n) geniigend
abgedeckt, da sich der Aufwand des Ableitens lediglich dazuaddiert.

— Kiirzen:
Insgesamt sind im C-Schritt maximal

T5(n) = (n+1) (3+ z (2+ %(z —4))) =(n+1) (1 + é(él(n - 3)+n(n -+ 1)))

i=4
Terme durch die Auswertung erzeugt worden. Zu mindestens (n + 1) Termen kdnnen sie sich
bei gleichen Potenzen in = und y zusammenfassen lassen. Das bedeutet, daff

(n+1) (l—i- %(4(11—3) +n(n+1)) - 1)

Additionen immer noch benétigt werden um (n + 1) Koeffizienten im Ergebnis zu erhalten.
Daraus folgt, daf eine Komplexitit von O(n®) immer bestehen bleibt. Wie oben jedoch bereits
gesehen, ist das Kiirzen analog zum Auswerten auf O(nm?) beschrinkt, da die Polynome A
und B immer endlich sind. Also gilt fiir die Komplexitit TS (n) = O(n).
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o A-Schritt

— Speicher:
Da die Koeffizienten aufgrund der Formeldarstellungen direkt mit Hilfe der C-Koeffizienten
ermittelt werden kénnen, wird kein zusitzlicher Speicher bis auf den Speicher fiir die Losungs-
Koeffizienten bendtigt: Also (n +1).

— Auswerten:
Beim Auswerten ist auf die Ermittlung der Hilfskoeflizienten a; und b;; zu achten. Fiir beide
Hilfskoeffizienten kann man die Anzahl der Multiplikationen und eine Divisionen abschiitzen

Al
; Ll +1 9
T.:ﬁ,b,-j (n) = 2~l(-12-~)~ +1=0(n")

wobei I, := [%£]. Sei angenommen, daR diese Koeffizienten wegen ihres vielfachen Aufrufs

einmal errechnet und gespeichert werden. Der Aufwand der Berechnung dieser Koeffizienten
kann jedoch auf O(n) gemindert werden, da @i+, bzw. bi1, ; durch heranmultiplizieren und
dividieren zweier Zahlen an a; bzw. b;; ecrzeugt werden kann. Fiir einen A-Koeffizienten
werden n Multiplikationen dieser Hilfskoeffizienten mit Cj;-Koeffizienten durchgefiihrt und
dann aufsummiert. n + 1 A-Koeffizienten werden berechnet. Dann gilt fiir den A-Schritt die
Komplexitit von O(n?). Einsparungen ergeben sich zwar im Falle ungeraden ns (Inverse von
L™ ist untere Dreiecksmatrix) jedoch vermindern sie das Problem nicht sehr (nur um ein
achtel)- Also gilt
T3(n) = O(n?).

Fiir den Gesamtalgorithmus ergibt sich dann die Komplexitit aus der Komplexitit des C- und
A-Schritts, d.h.
2
Tpsame (M) = TE(n) + T3 (n) = O(n) + O(n?) = O(n?).

e

4.2.2 Zur Ausléschung und Konditionierung

Ausléschung ist ein grofes Problem der Numerik. Die Phinomene der Ausléschung betrafen auch den hier
vorgestellten Algorithmus wie man in den aufgezeigten Fallstudien im n#chsten Kapitel sehen kann. Dort
sind in der Betrachtung des Wirbelfalles aufgrund sich fortpflanzender Ungenauigkeiten in den Koeffizi-
enten des Polynoms F' mit wachsendem n immer stirker wachsende Strudelgréfien berechnet worden,
die im theoretischen Fall Null sein miifiten.

Wie solche Fehler sich grundsétzlich entwickeln kann in [16] i Einfihrungskapitel eingehender nachgele-
sen werden. Es sollen hier lediglich Kommentierungen zu Lésungsvorschligen folgen, da letztendlich eine
Aufhebung von Ausschléschungen im Falle eingesetzter Gleitkommazahlen nicht zu erwarten ist. Wie
jedoch trotzdem auf ein exaktes Ergebnis unter Einsatz von Computer-Algorithmen ermitteln werden
kann wird erst im néchsten Abschnitt erdrtert werden.

Seien nochmals die Hilfskoeffizienten a; und b;; aus dem vorigen Unterabschnitt betrachtet. Der Kur-
venverlauf fiir wachsendes n ist in Abb. 4.2 abgebildet. Es ist dabei das Maximum in 2[21] 4+ 1 zu

erkennen. Es ergibt sich also fiir die Kodierungslinge der Zahl a;{,")

. (n— 1)1
") = <(n ~k)(k -2)!!>

mit k := 2[271] + 1. Diese Folge ist exponentiell steigend. Fiir b ergibt sich ein #hnlicher Koeffizient,
dessen Betrachtung an dieser Stelle als vernachldssigbar gelten kann, da die Kodierungslange fiir b sich
analog zu a konstruiert.
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(n—1)1t
(n—R)k-2)1"

Abbildung 4.2: Die Kurve zeigt den Kurvenverlauf bzw. Wachstumsverhalten des Hilfskoeffizienten a; im
Falle gerader n. Das Maximum der Kurve liegt fiir k := 2[231] + 1 bei W . Fir by; ergibt

(F—2)1
sich der gleiche Kurvenverlauf.

Die Abbildung 4.3 zeigt eine Tabelle die das exponentielle Wachstum der Koeffizienten veranschaulicht.
In der letzten Spalte ist an den Exponentenwerten der Zahlen zu erkennen, daf sie sich proportional zum
linear steigendem n verhalten. Die Ausléschung verschlimmert sich linear, da die Mantissen im (z.B. im
Falle einer Aufsummierung) nicht geniigend Ziffern kleinerer Werte aufnehmen kénnen. In so einem Fall
kann man von schlechter Konditionierung des Problems sprechen, da im Rechnereinsatz stets von fester
Mantissenldnge ausgegangen wird.

4.3 JAVA, C/C++ und algebraische Léser

Aufgrund der Entwicklungsgeschichte von JAVA kénnen alle hier vorgestellten Routinen auch in C++
iibernommen werden, da die Notationen und Grundbefehle, bis auf Ausnahmen die die objektorientierte
(O0) Strukturierung betrifft, gleich sind. Da C++ eine schnellere Berechnung garantieren kann aufgrund
der gréfleren Nihe zur Maschinensprache ist dieser Weg nicht nur sehr attraktiv als auch mit der vorge-
legten Programmversion unter JAVA sehr einfach. Eine Adaptierung in C wird aufgrund der fehlenden
Objektorientiertheit ein schwieriges Vorhaben sein. Jedoch kann eine "Pseudeo”™QO-Umgebung realisiert
werden, wenn anstelle der Klassen struct-Umgebungen definiert werden, die ebenfalls Routinen in sich
aufnehmen kénnen.
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I m | k:2[11;1-|+1J '(%

4 3 3.0

6 5 5.0

8 b} 11.666666666666666
10 7 21.0

12 7 46.2

14 9 85.8

16 9 183.85714285714286
18 11 347.2857142857143
20 11 733.1587301587301
30 17 22598.706293706295
40 21 746100.4179566563
50 27 2.3373393849643294E7
100 51 7.981240450360928E14
150 77 2.6580506530457407E22
200 101 8.974854588761086E29
250 127 2.9986901088435136E37
300 151 1.0100578753228138E45
350 177 3.379120010327191E52
400 201 1.136987177828599E60
450 227 3.8063630095410493E67
500 251 1.2799737537258833E75
550 277 4.2868826084042343E82
598 301 7.192982815511595E89

Abbildung 4.3: In der ersten Spalte ist n der Laufparameter der Polynomgrade. Fiir & wird in der
zweiten Spalte die Stelle des Maximums von a; angegeben. In der dritten Spalte wird das Maximum
ag“) berechnet. Fiir steigendes k& wird der Kurvenverlauf um der Stelle des Maximums steiler. Fiir den
Hilfskoeffizienten b;; , der nur fiir ungerade n gilt, ergibt sich ein analoges Verhalten.

Was die Datentypen betrifft so sind nur wenige Unterschiede zu vermerken. Alle hier genannten Um-
gebungen und auch FORTRAN speichern FliefRkommazahlen/Gleitkommazahlen im IEEE-754-Standard
ab. Die angebotenen Genauigkeiten werden im unteren Kasten abgebildet.

| Datentyp || Vorzeichen | Mantisse | Exponent |

float 1 Bit 24 Bit 7 Bit
double 1 Bit 53 Bit 10 Bit

Eine Losung mit rationalen Zahlen, die natiirlich eine entsprechende Klasse der rationalen Zahlen und
ihre Verkniipfungen anbieten miifite, konnte bessere Werte unter JAVA/C/C++ liefern, weil dort der
Datentyp long integer vorhanden wire mit einer Genauigkeitsdarstellung von 64 Bits, das heifit fiir den
maximalen darstellbaren Wert 2°% —1 ohne Vorzeichen. Der nachfolgende Kasten stellt die vorhandenen
Datentypen und ihre Speicherbreite nochmals dar, sowie darstellbare min. und max. Werte.

[ Datentyp || Speicherbreite Minimum Maximum |
byte 8 Bits (1 Byte) -128 127
short 16 Bits (2 Byte) -32768 32767
int 32 Bits (4 Byte) 2147483648 2147483647
long 64 Bits (8 Byte) | -9223372036854775808 9223372036854775807
Float 32 Bits (4 Byte) | £1.40230846.10- 0 +3.4028347 - 10°°
double 64 Bits (8 Byte) +4.9406... - 107%* +1.7976931348623157 - 10°08 |
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Nur im Falle des Einsatzes von Koeffizienten variabler Mantissenlinge ist eine exakte Losung beliebiger
aber endlicher Iterationsschritte des Algorithmus méglich. So eine Programmier-Umgebung kénnen alge-
braische Loser wie MapleV oder Mathematica bieten. Dort ist es nicht nur auf einfache Weise mdglich
rationale Zahlen aus Q) als Koeflizienten einzusetzen und auszuwerten, sondern auch die Darstellungen
der Zahlen in (fast) beliebiger aber endlicher Linge festzulegen.



5 Beispiele und Fallstudien

Das letzte Kapitel soll ein paar praktische Beispiele zeigen, die mit den aus dieser Arbeit gewonnenen
Erkenntnissen analysiert werden konnten. Eine Vielzahl von Beispielen sind dabei aus [5]' iibernommen.
Aber auch andere interessante Differentialgleichungen, die bisher noch nicht betrachtet wurden, sollen
hier der Analyse unterzogen werden.

Allgemein gilt fiir die Ausgabe des Algorithmus das Format

|

. C-Schritt: (Polynom der C-Koeffizienten)

A-Schritt: (neu berechnetes n-tes homogenes Polynom vom Design-F)
: Strudelgrésse: (Angabe wenn n durch 2 teilbar ist.)

od

[ === |

Beim Vergleichen der Ergebnisse mit denen aus [5] ist in Bezug auf die Strudelgrofie ein Faktor von 2
(bzw. %) zu beriicksichtigen. Frommer schien, ganz entgegen seiner Definition, stets seine Strudelgréfien
zu halbieren. Der Grund zur Entstehung dieses Unterschieds war zum Zeitpunkt der Arbeit nicht heraus-
zufinden.

Um die Vielseitigkeit des Algorithmus zu zeigen, wird am Ende ein Ausblick auf die Analyse von Dif-
ferentialgleichungen des Poincaréschen Typs jedoch ohne Vorliegen eines linearen Anteils gewagt. Eine
vollstéindige Analyse soll diese Arbeit nicht mehr aufzeigen.

5.1 DBeispiele von Frommer

5.1.1 Polynome 2. Grades

Sei als Ausgangsdifferentialgleichung gegeben?®

. T + 4z? + y?
C y+a? -2

Der Algorithmus berechnet dann einen Strudelfall

3. C-Schritt: (-2.0%y"3 -4.0*%x*y~2 -8.0%x"2%y +2.0%x"3 )

3. A-Schritt: (2.0%x*y~2 +2.0%x"2%y +4.0%x"3 )

4. C-Schritt: (-4.0%y~4 -12.0%x*y~3 -24.0%x"2%y"2
-12.0%x" 3%y +4.0%x"4)

4. A-Schritt: (6.0%x"2%y~2 +8.0%x"3%y +6.0%x"4 )

4.: 1. Strudelgroesse: -4.0

1vgl. S. 406f.
2[5], S.406, Strudelfall in Beispiel 1

36
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Abbildung 5.1: y' = —:%2——:(2:}:}; Die Nieveaulinien um den kritischen Punkt Null bilden Spiralen.

Strudel 2. Grades
Auch die nichste Differentialgleichung beschreibt einen Strudelfall®.

, T4 22y—9°
oy 2my+y?

Als Auswertung ergibt sich

GO e W Ww

6.:

. C-Schritt: (2.0%y"3 -2.0%x*y~2 -6.0%x 2%y )

A-Schritt: (-0.6666666666666666%y~3 -2.0%x*xy~2 +0.6666666666666666%x"3 )
C-Schritt: (-4.0%y~4 +4.0%x*y~3 +12.0%x"2%y"2 )
A-Schritt: (4.0%x*y~3 -2.0%x"2%y~2 -1.0%x"4 )

.: 1. Strudelgroesse: 0.0

C-Schritt: (4.0%y~5-20.0%x~2*y~3-8.04x"3%y"2 +12.0%x 4%y )
A-Schritt: (-1.0666666666666667*y~5 -4.0*x*y~4 -2.6666666666666665%x~2%y"~3
+1.3333333333333333%x"3*y"2 -1.8666666666666667*x"5 )

. C-Schritt: (-9.333333333333332%y"6 -2.66666666666666T+x*y~5 +44.0%x"2%y~4

+26.666666666666664%x~3+%y~3 -6.666666666666667+x ~4xy~2 +16.0%x 5%y )

. A-Schritt: ( +8.399999999999999*x*y~5 +1.3333333333333335%x 2%y 4

-0.6666666666666687*x"3*y~3 -5.333333333333332*x"4*y"2
+0.9333333333333327*x"5%y -4.444444444444444%x76 )
2. Strudelgroesse: -0.9333333333333327

3[5], $.407 unten
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5.1.2 Polynome 3. Grades

Das niichste Beispiel wird einen Wirbelfall beschreiben®. Sehr interessant dabei ist wie die schlechte
Konditionierung des Problems die Schwiche des Algorithmus im Wirbelfall aufzeigt.

. T+ 427 +y* +22° — 2°
= ¥+ 22 — 2y? + 22 — 293

Die néchsten Seiten zeigen die Auswertung des Algorithmus:

C-Schritt: (-2.0%x"0%y~3-4.0%x"1%y~2-8.0%x"2%y~1 +2.0%x"3%y"0 )

A-Schritt: ( +2.0%x"1#y~2 +2.0%x"2%y~1 +4.0%x"3%y~0 )

. C-Schritt: (-16.0%x"1%y~3-24.0%x"2%y"2-16.0%x"3*y"~1 +8.0*x~4*y~0 )

. A-Schritt: ( +8.0*%x"2%y~2 +8.0*x"3*y~1 +8.0*x~4*xy~0 )

: 1.8trudelgroesse: 0.0

. C-Schritt: (-4.0*x"0%y~5-32.0%x"1%y~4-84.0%x"2%y~3-52.0%x"3*y~2-40.0%x"4*y"1

+20.0%x"5%y~0 )

5. A-Schritt: (-2.666666666666667+x~0%y~5 +4.0*x~1%y~4 +9.333333333333334*x"2*y"3
+33.333333333333336*x"3*y"2 +20.0*x"4*y~1 +21.333333333333336*x"5*y"0 )

6. C-Schritt: (5.333333333333336*x"0%y~6 -85.33333333333334*x"1*y"5
-186.66666666666666*x"2*xy~4 -320.0*x"3*y~3 -213.33333333333337*x"4*y"2
-170.66666666666669*x~5*xy~1 +74.66666666666669%x~6*y~0 )

6. A-Schritt: (-5.333333333333325*x~1*y~5 +42.66666666666667*x"2*y 4
+53.333333333333336*x"3*y"3 +122.66666666666667*x~4*y~2
+74.66666666666667+x~5*xy~1 +69.33333333333334*x"6xy~0 )

6.: 2.5trudelgroesse: 1.0658141036401503E-14

. C-Schritt: (-24.00000000000002*%x~0*y~7 -149.3333333333334*x~1*y~6 -640.0%x"2*y"5

-941.3333333333335*x"3*y"4 -1682.666666666667*x"4*y~3 -912.0%x"5*xy"2

-581.3333333333334*x"6*y~1 +290.66666666666674*x"T*y~0 )

7. A-Schritt: (-11.733333333333304*x~0%y~7 +24.00000000000002*x~1*y~6
+33.600000000000094*x~2*y~5 +261.33333333333337*x 3%y 4
+277.3333333333336*x"4*y~3 +545.6000000000001*x~5*y~2
+290.66666666666674*x~6*y~1 +238.9333333333334*x"T*y~0 )

8. C-Schritt: (44.799999999999734*x~0*y~8 -502.40000000000043*x~1xy~7
-1362.1333333333346*x"2%y"6 -4444.800000000001%x"3*y~5
-6208.000000000004*x~4*y~4 -8355.200000000003*x~5xy~3
-3574.400000000002*x~6*y~2 -2364.8*x~7*y~1 +1192.5333333333335*x"8*y"0 )

8. A-Schritt: (-44.800000000000196%x~1%y~7 +251.20000000000022%x"2*y~6
+349.5111111111111%x"3*y~5 +1488.0000000000005*x~4*y~4
+1591.111111111112%x"5%y~3 +2384,533333333334*x~6*y~2
+1192.5333333333338*x~7*y~1 +891.7333333333336*x~8*y"0 )

8.: 3.Strudelgroesse: -4.654054919228656E-13

. C-Schritt: (-122.6666666666659*x~0*y~9 -537.5999999999997*x" 1*y~8

-4881.0666666666675+x~2+y~7 -11810.488888888889*x"3*y"6
-30788.977TTTTT7796*x~4+y~5 -34499.55555565557*x 5%y 4
-39952.71111111113*x"6xy"3 -16454.40000000001%x"~7*y~2

-9422.933333333338#x"8%y~1 +5127.466666666667*x~9*y~0 )

9. A-Schritt: (-63.085714285715135%x~0%y~9 +122.6666666666659*x 1*y~8

-15.0857142857161656*x~2%y~7 +1954.1333333333316%x"3%y"6

+2926.2222222222176%x~4*y~5 +8502.755555555557*x " 5*y~4

+8188.4444444444425%x~6%y~3 +10566.247619047625%x " T*y~2
+5127.466666666667*x~8*y~1 +3395.04761904762*x~9%y~0 )

4[5], S.406, Wirbelfall in Beispiel 1
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10.

10.

10.:

11

A 5

124

12.

12.:

13.

13.

14.

C-Schritt: (412.0380952381048*x~0*y~10-2552.9904761904663*x"1xy~9
-8308.11428571423*x 2%y ~8-47588.57142857137*x"3*y"7
-95748.97777777772*x~4*y~6-187451.7333333333*x"5*y"5
-187251.91111111105%x~6%y~4-197960.93968253976%x"T*y~3
-71468.19047619044*x"8*y~2-36352.91428571432*x~9*y"1
+21928.228571428583*x~10%y~0 )

A-Schritt: (-412.038095238088*x"1*y~9 +1276.4952380952332*x"2%y~8
+1533.2571428571457*x~3*%y"~7 +14450.13333333331%x"4*y"6
+21296.3555555565565%x"5%y~5 +45692.08888888886*x"6*xy~4
+41961.95555555565%x~7*y~3 +47591.1618047619*x"8*y~2
+21928.228571428568*x~9*y~1 +13153.523809523813*x~10%y~0 )

4. Strudelgroesse: 1.6825651982799172E-11
C-Schritt: (-556.8000000000283*x"~0%y~11 +625.3714285713781%x" 1%y~ 10
-31759.542857142842xx~2%y~9-107526.80634920642*x"3*y "8
-393700.7746031743*x"4*y~7-658220.7999999997*x"5*y "6
-1109393.77T7TT777*x"6xy~5-1023128. 1777777777 *x"T*y "4
-947846.806349206*x " 8%y~ 3-309016.07619047613*x"9*y "2
-143600.76190476192*x~10*y~1 +94678.24761904769*x~11*y~0 )
A-Schritt: (-327.494885361529*x~0%y~11 +556.8000000000283*x~1*y~10
-2113.907583774087*x"2*y~9 +12442.514285714375%x"3*y"8
+22125.409523809878*x"~4*y~7 +98648.17777777786%x"5*xy~6
+135516.44444444482*x"6*y~5 +243040.4063492063*+x"T*y 4
+212588.80000000028*x~8*y~3 +213334.27019400347*x"9*y 2
+04678.24761904769%x~10%y~1 +51842.66384479717*x"11*y~0 )
C-Schritt: (+3312.919929452938*x"0%y~12-9635.03633157045%x~ 1%y~ 11
-29438.961552031305*x~2*y~10-398002.74850088597*x~3*y~9
-1054970.7174603269*x~4*y~8-2874311.111111117*x"5*y~7
-4334213.6888889*x"6*y"6-6398164.92698413*x"T*y"5
-5355831.263492071%x 8%y ~4-4506452.946737211*%x~ 9%y "3
-1356587.1633157006*x"10%y~2-555548.2186948843*x"11*y"1
+410770.3308641972*x~12%y~0 )

A-Schritt: (-3312.9199294539494x*x~1*xy~11 +4817.518165785226*x"2%y~10
-2334.3858906540454*x~3*%y"9 +111544.48253868456*x " 4*y~8
+206792.2488888881*x"5*xy~7 +627777.8285714323*x~6*y"6
+825965.6330158738*x~7*y~5 +1270603.9873015904*x"8*y~4
+1053962.1587301597*x"~9*y~3 +958786.8895943573+x"10%y"2
+410770.3308641983*x~11*y~1 +206093.49982363323*x~12%y~0 )

5. Strudelgroesse: -1.011130734696053E-9
C-Schritt: (-1692.6476190457959*x"0%y~13 +36763.67689594946%x " 1*y~12
-150187.20846560175*x~2*xy~11-685547.43421561411*x"3*y~10
-3856299.9082892663*x"4*xy~9-8780377 . 640634904*x~ 5%y~ 8
-1.9935126227301687TE7*x"6%y~7-2,7263379464127E7*x"T*y "6
-3.546070812444455ET*x"8%y~5-2.768493165714288E7*x~ 9%y 4
-2.1292609986596175E7*x~10*y~3-5852207 .271957679*x~11*y"2
-2111593.605643738*x"~12xy~1+1781222.7837742479%x"~13%y~0 )
A-Schritt: (-1520.3165624503044%x"0%y~13 +1692.6476190457959*x~1xy~12
-28263.896103902265*x~2%y~11 +56832.99329805043%x~3*y~10
+93661.14426805306*x"4*y~9 +884925.9682539541*x~5*y"~8
+1603887.9898412318*x~6xy"7 +3859219.1390476176*x"7*y~6
+4811324.424126952*x"8*y~5 +6512891.439858917*x" 9%y 4
+5174155.3777777655%x"10%y~3+4304015.976911985%x "~ 11%y~2
+1781222.7837742479%x~12%y~1+824586 .5814975163*x~13%y~0 )
C-Schritt: (+23004.659932670264%x~0%y~14 +589.5018759317209%x"1%y~13
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+161010.68488071277*x 2%y~ 12-2396394.611255089*x~3*y~11
-8469156.029628968*x~4xy~10-3.2973337916048605E7+x"5%y~9
-6.72992653409512E7*x~6%y~8-1.3061760536380884E8*x " T*y~7
-1.633512422806338E8*x"8*y~6-1.9248711717925933E8%x~9*y~5
-1.4095307540317395E8*x~10%y~4-9.914030439967959E7*x"~11%y~3
-2.5114197850504834E7*x~12%y~2-7855654 . 689369975*x~13%y~1
+7719437.758409521%x~14%y~0 )

14. A-Schritt:(-23004.65993260925%x 14%y~13-294.75093796586043*x 2%y~ 12
-153357.08800154435%x~3*y~11 +598214.3999998746%x"4*y~10
+1356445.612322396%x"5%y~9 +6492580.319341226%x"~6%y"8
+1.1358182264550397E7*x " 7*y~7+2.281978098981733E7*x"8%y"6
+2.698427979249851E7*x~9*y~5+3.2940580311816327E7*x~10%y~4
+2.507949766960604E7*x~11%y~3+1.9241885470578745E7*x~12%y~2
+7719437.758409459%x~13%y~1+3309958 . 9736091043*x~14*y~0 )

14.: 6. Strudelgroesse: 6.101254257373512E-8

16. C-Schritt: ( +3095.794003418993%x~0%y~15 +453918.71014849184%x"~1xy"14
-62128.794741905236*x~2%y~13-1472850.179683876%x"3*y~12
-2.730956155519227ET+x"~4*y~11-8.510344158288616E7*x"5xy~10
-2.6006354899752435E8+x~6%y~9-4.780075338482342E8%x"7*y"8
-8.14921977861103E8*x~8%y~7-9.490092006354862E8*x~9%y~6
-1.0213003537096648E9*x~10%y~5-7.03738018261258E8*x~11%y~4
-4.5686079279790115E84x"~12%y~3-1.0680621618239483E8%x~13%y"2
-2.804911000237298E7*x~14*y~1+3.333848014827655ET*x~15%y~0 )

15. A-Schritt: (-4679.436001090698%x~0%y~15-3095.794003418993*x~ 1%y~ 14
-262055. 12508242327 xx~2+y~13+6262.559564679778*x~3*y~12
-483466.6115969094*x~4xy~11+5476942.453993686%x~ 5%y~ 10
+1.3297551475886716E7*x~6%y~9+4.497613907678018E7*x"7*y "8
+7.471068714140178E7*x 8%y~ 7+1.3052567671948272E8*x~ 9%y "6
+1.4719840106252986E8*x~10*y~5+1.64041310366051E8*x~11*y~4
+1.1997750196449228E8*x~12%y~3+8.561738725093117E7*x~13%y~2
+3.333848014827655E7*x~14%y~1+1.3285592300282355E7*x~15%y~0 )

16. C-Schritt: (+122392.44788841697*x"0*y~16 +494619.461881582+x~1%y~15
+4559880.140243532#x" 2%y~ 14-4763744 . 063872457 *x~3*y~13
-3.680886359812129ET*x 4%y ~12-2.709825228718594E8*x~5*y~11
-7.476603626358835E8%x~6*y~10-1.8989742721912422E9%x"7*y"~9
-3.1947005921118355E9+x~8%y~8-4.902508576610341E9%x~9%y~7
-5.344191344953107E9*x~10%y~6-5.295706120143393E9%x~11%y"5
-3.460267213166713E9*x~12%y~4-2.078658830443948E9%x~13*y~3
-4.472819731922957E8*x~14%y~2-9.446253609524673E7*x~15%y~1
+1.4316993965536514E8*x~16%y~0 )

16. A-Schritt: (-122392.4478908358*x~1%y~15-247309.730940791%x"~2%y~14
-2131922.286202023*x"3%y~13+325351 . 9576753457 *x " 4*y~12
+1818774.7754989988%x"5xy~11 +4.581445772732725E7*x"~6xy~10
+1.0966669788091035E8*x"7*y~9+2.9463985618306434E8*x"~8+y~8
+4.6463343033778083E8*x"9%y~7 +7.259627426074855E8+x"~10%y~6
+7.815113961197795E8*x~11*xy~5+8.042902146490254E8%x~12%y~4
+5.667557072127393E8*x~13%y~3+3.782728349314321E8%x~14%y "2
+1.4316993965536758E8+x~15%y~1+5.318801287238194ET*x~16%y~0 )

16.: 7. Strudelgroesse: -2.4188339011743665E-6

17. C-Schritt: (+110593.40375578866*x 0*y~17 +3786663.910359662%x~ 1%y~ 16
+9280468.892961292+x"2*y~15+3.6113327285145566E7 *x~3%y~14
-8.100562143631874E7*x~4*y~13-5.0079940856644523E8*x~5%y~12
-2.3943294225282283E9%x~6*y~11-5.916724402654093E9%x~7*y~10
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-1.3038912811811584E10*x~8%y~9-2.0349921018870277E10*x~9*y~8
-2.8456973743491966E10%x~10%y~7-2.9224247758806858E10*x~11*y~6
-2.6907816867509853E10%x~12*y~5-1.6724734924045795E10%x~13*y~4
-9.317224344635197E9%x~14xy~3-1. 844248092347 155E9*x ™ 15%y~2
-2.8762568947292423E8+x"16xy~1 +6.102192560485582E8+x~17+y~0 )

17. A-Schritt: (+12393.8640009648*x~0*y~17-110593.40375578866*x"1xy~16
-1787984.111171787+x"2*y~15-3683321.1176846367*x" 3%y~ 14
-1.5733272238180336E7*x"4*y~13 +5887825.157746764*x"5*y~12
+4,9377811578351624E7*x~6*y~11 +3.5214047491731274E8*x"7*y~10
+8.074850412519938E8*x"8*y~9 +1.8400352845538568E9*x~9*y~8
+2.7617286390138183E9*x~10*y~7+3.9252050927202563E9*x"11*y "6
+4.0463623526586328E9%x~12*y~5+3.8814651864485683E9*x~13*y~4
+2.6397533348099266E9%x~14*y~3+1.6562056726952982E9*x~15%y~2
+6.102192560485582E8*x~16*y~1+2.1176688440373647EB*x~17*y~0 )

18. C-Schritt: (+255276.01527684732+x~0*y~18 +6238896.391817856*x " 1xy~17
+5.383317346873322E7*x"2%y~16 +1.2265710317261745E8%x~ 3%y~ 15
+2.3418660457831025E8*x " 4*xy~14-1.0354820561133813E9%x~ 5%y~ 13
-5.18656511471368E9*x~ 6%y~ 12-1.9157371983608627TE10*x~T*y~11
-4.323504447774773E10*x"8%y~10-8.497593593501836E10*x~9*y~9
-1.2393721710330211E11*x~10%y~8-1.5976645687894174E11*x~11*y~7
-1.555879923263383E11*x~12%y~6-1.3379693544531308E11%x~13%y~5
-7.936778547418646E10*x~14%y~4-4,.110067369704906E10%x~15%y~3
-7.453143118261568E9*x~16%y~2-7.041304348501549E8%x"17*y~1
+2.574836543274774E9*x"18%y~0 )

18. A-Schritt: (-255276.01547755598*x 1+y~17-3119448.195908928*x"2*y~16
-1.9390955243950557TET7+x~3*%y~15-4.314206857679007E7*x"4*y~14
-1.0501018664751372E8*x"5*y~13 +7.19155160063867TE7*x"6*y~12
+5.459189554708574E8*x " T*y~11+2.5025447719606586E9%x"8%y~10
+5.471128109769684E9*x~9%y~9+1.1000138365462494E10%*x~10%y~8
+1.5743397281020845E10%x~ 11y~ 7+2.0647296983553474E10*x~12%y~6
+2.0445521022575706E10%x~13%y~5+1.8405765524759567E10%x~14%y~4
+1.2106359372471E10*x~15%y~3+7.170233487255458E9*x~16%y~2
+2.5748365432749753E9%x~17*y~1+8.35810967186726E8*x~18%y~0 )

18.: 8. Strudelgroesse: -2.007086732191965E-4

Mit jeder neuen Strudelgréfie haben sich die Werte um mindestens eine 10er Potenz verschlechtert. Daher
ist der Algorithmus gezwungen, schon friih eine Strudelgréfe als Nichtnull zu werten.

1. Strudel 3. Grades
Im folgenden Beispiel® sei ein Strudelfall gezeigt.

r z+22% 48

. A-Schritt: (1.0%x*y~3-1.0%x"2%y~2 +1.0%x 3%y )
1. Strudelgroesse: -1.0

y+zly +y°
3. C-Schritt: ()
3. A-Schritt: ( )
4. C-Schritt: (-2.0%y~4 +2.0xx*y~3-2.0%x 3%y )
4
4,

5[5], S.406, Beispiel 2
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Abbildung 5.2: Tangentenfeld und Trajektorien von y' = —-i—i—rim;-i;f}; .

2. Strudel 3. Grades
Zum Vergleich sei noch ein Beispiel® eines Strudelfalles gezeigt.

r__T+4z’y+4°
T y+ad +ay?

. C-Schritt: ()
. A-Schritt: ()
C-Schritt: (-2.0y"4-6.0%x"2xy~2 +4.0%x"4 )
A-Schritt: (2.0*x*xy~3 +4.0%x"3*y )
1. Strudelgroesse: 0.0
C-Schritt: ( )
A-Schritt: ()
. C-Schritt: (-4.0%x*y~5-12.0%x"3*y~3 +8.0%x 5y )
A-Schritt: (2.0%x~2%y~4 +5.0%x"4*y~2 +0.33333333333333326*x76 )
.: 2. Strudelgroesse: 0.0
. C-Schritt: ()
7. A-Schritt: ()
8. C-Schritt: (-4.0%x"2%y~6-14.0%x"4*xy~4 +2.0%x"6*y~2
+3.999999999999999%*x"8 )
8. A-Schritt: (1.2571428571428567+x*y"7 +4.266666666666665%x"~3%y~5
+7.0666666666666655+x~5%y~3 +2.7428571428571424*x~T*y )

6[5], 5.406, Strudelfall in Beispiel 3
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8.: 3. Strudelgroesse: 1.2571428571428567

5.1.3 Polynome 5. Grades

Die nichste Differentialgleichung zeigt einen Wirbelfall”

, z +4z%y + y° + 22%y°
¥y =— -
y y+ 2z% + xy? + 2z

Sei aus Platzgriinden nur noch die Strudelgréfien und die letzten Schritte gezeigt.

3. C-Schritt: ( )

3. A-Schritt: ( )

4. C-Schritt: (-2.0%x~0%xy~4-6.0%x"2%y"2 +4.0%x~4%y"~0 )

4. A-Schritt: (2.0%x"1xy~3 +4.0%x"3%y~1 )

4.: 1. Strudelgroesse: 0.0

6 2. Strudelgroesse: 0.0

3. Strudelgroesse: -1.1102230246251565E-16

4. Strudelgroesse: 0.0

12.: 5. Strudelgroesse: -2.5979849584765384E-15

6. Strudelgroesse: 0.0

7. Strudelgroesse: -1.516359194062639E-14
8. Strudelgroesse: 0.0

20.: 9. Strudelgroesse: 8.544126330536161E-15

22.: 10. Strudelgroesse: 0.0

24.: 11. Strudelgroesse: 1.4519389952746118E-12

26.: 12. Strudelgroesse: 0.0

28.: 13. Strudelgroesse: 1.3101097901904932E-11

30.: 14. Strudelgroesse: 0.0

32.: 15. Strudelgroesse: -1.278980059765441E-10

34.: 16. Strudelgroesse: 0.0

36.: 17. Strudelgroesse: -4.227684185053371E-9

38.: 18. Strudelgroesse: 0.0

40.: 19. Strudelgroesse: -2.432166333046484E-9

42.: 20. Strudelgroesse: 0.0

44.: 21. Strudelgroesse: 1.509389448302279E-6

46.: 22. Strudelgroesse: 0.0

47. C-Schritt: ()

47. A-Schritt: ()

48. C-Schritt: (-0.00133128149340261*x"2+y~46-0.028864563840003594*x ~4*y~44
-0.28713379504057046*x~6%y~42-1.6968933051262551*x"8*y~40
-6.265007461952673*x~10*y~38-12.592849770758939*x~12*y~36
+3.489531128148757*x~14*y~34 +120.54748148879348*x~16*y~32
+465.1343703261745%x~18*y~30 +1094.0540295221565*x~20*y~28
+1815.3872733122967*x"22*y~26 +2195.0996407122816%x~24*y~24
+1900.4017581190478%x"26%y~22 +1069.7831053986677*x"28*y~20
+224.31665343722847*x~30*y~18-220.9471234990557*x~32*y "~ 16
-261.54425382420237*x~34*y~14-140.4697054022555*x~ 36y~ 12
-43.65674114995073*x"38+y~10-7.04966645696048*x~40*y~8
-0.187710799678834*x~42%y~6+0.09635274250230215%x~44*y~4
+0.00813412581876777+x~46xy~2 +5.2684386519516154E-5*%x"48%y~0 )

48. A-Schritt: (1.5077066577490255E-5%x"1xy~47 +6.799678741815506E-4xx"3xy"45

7[5], §.407, Wirbelfall in Beispiel 3
p
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+0.011892623635634675%x~5%y~43 +0.1140738016246945*x"T*y 41
+0.7082132413043034*x~9%y~39 +3.080483988438228*x~11%y~37
+9.736212103305643*x~13*%y~35 +22.485192832503248*x~15*y~33
+36.55669894022434%x~17*y~31+35.164384043198936*x~19%y~29
-3.5374710604470003*x~21%y~27-83.08256486714632%x~23%y~25
-170.88655049563758%x~25%y~23-215.95527479698944*x~27*y~21
-193.2704784874291%x"29*%y~19-125.69212079672198%x"31*xy~17
-58.05511909227935%x~33%y~15-17 .408072358856796%x~35%y~13
-2.3198712233211576*x~37*y~11+0.4650809664978977*x~39*y~9
+0.27403402818150135%x~41%y~7+0.04897555806858939%x~43*y~5
+0.0033005566186809967*x~45%y~3+3.760731994202589E-5*x"47*y"~1 )
48.: 23. Strudelgroesse: 1.5077066577490255E-5

5.2 Beispiele hoheren Grades

. :r—i—;t:?—i-Q:csy—y”
- y —-2$1°y +—y11

y

C-Schritt: (
A-Schritt: (
C-Schritt: (
A-Schritt: (
: 1. Strudelg
C-Schritt: (
A-Schritt: (
C-Schritt: (
(
g
(
(
(

roesse: 0.0

A-Schritt:
: 2. Strudelgroesse: 0.0
C-Schritt:
A-Schritt:
C-Schritt: (-2.0%x"7*y~1 )

A-Schritt: ( +0.25%x"8*xy~0 )

: 3. Strudelgroesse: 0.0

C-Schritt: ( )

A-Schritt: ()

. C-Schritt: (-4.0%x"8%y~2 )

. A-Schritt: (-0.2222222222222222+x"1*%y"~9-0.6666666666666666%x~3*y~7
-0.9333333333333332*x"5*y~5-0.6666666666666666*x~7+y~3
+0.2222222222222222*xx"9*y"1 )

10.: 4. Strudelgroesse: -0.2222222222222222

)
)
)
)
o
)
)
)
)
O
)
)
2

WWoowow-~"N~00 bbb Www

=
o O .

5.3 Ausblick

Trotz fehlen des Charakteristikums eines linearen Anteils ist der Algorithmus im Stande eine Analyse fiir
Differentialgleichungen, die nicht dem Poincaréschen Problem angehéren, durchzufiihren.
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5.3.1 Polynome ohne linearen Anteil in z und y

Die Differentialgleichung 7.Grades .
r_ 2 +ay’ +aty’
4= y® + 318y + 6xy8

beschreibt einen Strudelfall ohne linearen Anteil. Das Ergebnis laut Algorithmus ist

. C-Schritt: ()

. A-Schritt: ()

: 2. Strudelgroesse: 0.0

. C-Schritt: ()

. A-Schritt: ()

. C-Schritt: ()

. A-Schritt: ()

: 3. Strudelgroesse: 0.0

. C-Schritt: ()

. A-Schritt: ()

10. C-Schritt: ( +12.0%x~5%y~5 )

10. A-Schritt: (-2.0%x"6*y~4-1.0%x"8*y~2-0.2*x~10*y~0 )

10.: 4. Strudelgroesse: 0.0

11. C-Schritt: ( )

11. A-Schritt: ()

12. C-Schritt: (-6.0%x"1%y~11-6.0%x"4%y~8 +36.0*x"6*y~6
+18.0*x~11*y~1 )

12. A-Schritt: ( +0.2987012987012987*x " 1*y~11 +3.0%x~2xy~10
+1.0952380952380951*x~3*%y~9 +7.5%x"4*y~8
+3.1714285714285713*x~ 5%y~ 7
+10.0%x"6%y~6-1.9714285714285715%x~7*y"5
+7.5*%x"8*y~4 -1.0952380952380951*x~9*y~3
+3.0%x~10%y~2-0.2987012987012987*x~11*y~1-1.0%x~12*y~0 )

12.: 5. Strudelgroesse: 0.2987012987012987

W W W ~N~-NadD



A Symbolverzeichnis

Matrizen

A’, AT : Transponierte von A
det(A), |A| : Determinate von A
tr(A) : Spur von A

A7!: Inverse von A

Riume

: Menge der natiirlichen Zahlen
: Menge der ganzen Zahlen

: Kérper der rationalen Zahlen
: Kérper der reellen Zahlen

: Kérper der komplexen Zahlen
: vollstindiger Korper

%ﬁﬁﬁ@mz

: m-dimensionaler Vektorraum iiber K
Ko : alle Elemente sind nicht null

R>o : alle Elemente sind pos. oder null
Rs¢ : alle Elemente sind echt pos.

Funktionenriume

C°(S) : Menge der stetigen Funktionen f: S — K.
C"(S) : Menge der n-mal stetigdifferenzierbaren Funktionenf : S = K
L(K",K) : Menge der linearen Abbildungen K* — K,
wobei K bestenfalls ein Kérper ist.

Autonomes System

w : Pfaffsche Form, Definition 2.4
dF : Differential, Definition 2.4
z : 1. Ableitung
®(t) : Parameterabbildung, Definition 2.7
A(z,y), B(z,y) : Funktionen als Abbildungen von TeilmengendesR®> — R, S.5
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Koeflizienten

d(%vl) : (g — 1)te Strudelgréfie des n-ten homogenen Polynoms,
Definition in Satz 3.1, Formel (3.30)
C@(;'l) : Koeffizienten des C-Schrittes, S5.13
Ag:,-‘) : Koeffizienten des neuen homogen Polynoms n-ten Grades
des A-Schrittes. Formeln: (3.15), (3.25), (3.29)

F(z,y) : Design Stammfunktion bzw. Stammfunktion der
Vergleichsdifferentialgleichung. Definition (2.11)

a{™, b : Hilfskoeffizienten nach (3.26) und (3.14)

Komplexititsanalyse

o(-), 0(-) : Landausymbole, Definition B.2.

Tf(n} : Komplexitit im schlechtesten Fall, Definition B.1.

(a), ((a)) : Kodierungslange einer Zahl in Bits und Bytes, siehe (B.2) und (B.3).

t5 (P) : Laufzeit eines Algorithmus A zur Losung von P, Definition B.3.

n!!: In Anlehnung an eine durch Fakultdt bestimmte Zahl, Definition 4.1.

Gr(-),gr(-) : Grofiter bzw. kleinster Grad, Definition 4.2.

weitere Bezeichnungen

grad (f) : Gradient von f

n
(a,b) := Z a;b; : Skalarprodukt fiir a,b € C*
i=1
|a| : Betrag von a
llall, : (< a,a >P)§p-te Norm von e fiir p < co
[z] :firneN:n<z<n+1lgilt[z]:=n+1.
lz] :firneN:n<z <n+1gilt |z]:=n

ii



B Erganzungen

B.1 Notationsunterschiede zu Frommer

Im wesentlichen wurde versucht, die Notationen, die Frommer in [5] verwendete, auch zu {ibernechmen.
Jedoch hatte sich in wenigen Fillen gezeigt, daff es der Ubersichtlichkeit wegen ratsam war von den
Vorgaben von Frommer abzuweichen. Diese Abweichungen seien im folgenden erklért

e Strudelgrofle
in Satz 3.1 wurde die StrudelgréRe definiert und in (3.30) als Formel dargestellt. Frommer bezeichnet
mit D; die i-te Strudelgrofe. Das ¢ berechnet sich dabei aus dem n welches den (2i+2)-ten Schritt
bzw. das homogene Polynom mit Grad (2¢ + 2) bezeichnet. Es gilt also n = (2¢ + 2) woraus mit
Auflésung nach 4 folgt i = § —1. Daraus ergibt sich die Strudelgréfe d» _; in direkter Abhingigkeit
des Grades des neu zu konstruierenden homogenen Polynoms F, . Um den Unterschied noch zu
unterstreichen wurde die hier verwendete Strudelgrofie klein d bezeichnet.

o Koeffizienten von Q" (z,y)
Die Koeffizienten Des Q™ (x,y)-Polynom aus (3.2) bezeichnete Frommer mit B;;. Um Verwechs-

lungen mit dem Polynom B(z,y) aus (2.8) zu vermeiden seien die Koeffizienten aus Q'™ (z,y) mit
2;-1) bzeichnet bzw. wenn klar ist um welches n es sich handelt mit Q;;

e Stammfunktion der Vergleichsdifferentialgleichung F(z,y)
Frommer konstruiert die Stammfunktion der Vergleichsdifferentialgleichung als f(z,y). Da jedoch
gemeinhin Stammfunktionen gerne mit Grofibuchstaben definiert werden und auch mit f(z,y)
bereits ein Tangentialfeld definiert wurde ist hier F(z,y) fiir die Stammfunktion bezeichnet. (Vgl.

(2.11))

B.2 Landausymbole

Definition B.1 (Komplexitit!). Es sei A ein Algorithmus zur Lisung eines Problems P mit n € N
Eingabedaten. Die Abbildung
Ta:N-oN,

die jeder Anzahl von Eingabedaten die Anzahl der Grundoperationen beim Ablauf des Algorithmus zuord-
net, heifit Komplezitit von A.

Diese Definition der Komplexitdt erfaflt noch nicht alle Aspekte, die ein Giitemaf fiir einen Algorithmus
besitzen sollte. So hdngt die Laufzeit nicht nur von der Anzahl der Eingabedaten, sondern auch wesentlich
von deren Codierungslinge ab. Ebenso ist das Laufzeitverhalten eines Algorithmus nicht unabhéngig von
dem Maschinentyp, der benutzt wird. Was die Uberlegungen zur Komplexitit betrifft wird gemeinhin
ein einheitlicher Maschinentyp wie etwa eine Turing-Maschine? zugrundegelegt. Zur Beschreibung des
Verhaltens der Komplexititsfunktion wird das Landau-Symbol definiert. Insbesondere fiir grofie n ist
diese Notation in der Numerik gebrauchlich.

Lygl. [8] S.41
2Siehe einfiihrende Literatur zur Informatik.

ii
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Definition B.2 (Landausymbol). Sei D C R und f,g: D — R. Fir g gelte zusdtzlich g(x) #0 fir
zeD.

o [ heifit von der Ordnung groff O von g fir = gegen xo, wenn es emnec Konstante £ > 0 und ein
& >0 gibt, so dap fiir alle x € D mit = # 1o und |v — x| < § die Abschdtzung

f(z)
g9(z)

<e€

gilt. In Kurzschreibweise

f(z) = 0(g(z)) firz — zo

e f heifit von der Ordnung klein o von g fir x gegen xo, wenn es fir jede Konstante ¢ > 0 ein
d > 0 gibt, so daf fiir alle x € D mit x # xo und |z — 29| < & die Abschitzung

/(=)
g(z)

<e

gilt. In Kurzschretbweise
f(z) = o(g(z)) fiirz = zo

Fiir die Landausymbole gelten dabei folgende Eigenschaften, deren Beweise an dieser Stelle nicht gezeigt
werden. Leichte Nachpriifungen bestitigen die Aussagen.

a.) f(z) = O(g(z))

b.) fz) =o(g(z)) = f(z)=0(9(=))

c.) f(z) =K -O(g(z)) firein KeR = f(z) = O(g(z))

d.) f(z) = O(g1(z)) und gi(z) = O(g2(z)) = f(z) = Oga(x))

e) fi(z) = O0(g1(2)) und fo(z) = O(g2(z)) = fi(2) - folz) = O(g1(2) - g2(2))
£) f(2) =0(9i(z) - 92(2)) = f(z) = g1(2) Og2(x))

Die Beziehungen c) bis f) gelten dabei ebenfalls entsprechend fiir o.

Beispiel B.1 (Beispiel zu Landausymbolen). Sei f : [0,1] — R eine Funktion mit f(0) = 0.
Wenn f stetig bzw. einmal stetig differenzierbar auf dem Intervall [0,1] ist, so gilt f(z) = o(1) bzw.
flz) =0(z) fir z—0.

Ein Algorithmus soll grundsitzlich auf eine ganze Klasse von Problemen anwendbar sein. D.h. er soll
eine ganze Menge Q := {w;,ws,...} von Eingabedaten bearbeiten konnen. Daraus stellt sich die Frage
nach der Komplexitiit bzgl. der Eingabedaten der Menge ), die eine feste Grofe g(w;) = n haben.
Somit kann man zum einen nach der Zeitkomplexitit im schlechtesten Fall ("worst case”) und nach der
Zeitkomplexitdt im Mittel fragen. Dazu setzt man

Tf(n) =sup{Ta(w)|lw € Q, glw)=n} (B.1)
und
T4 (n) := E{Ta(w)lw € Q, g(w) =n}

E im zweiten Fall fungiert dabei als Erwartungswert iiber die bedingte Verteilung V(w|g(w) = n).
Es soll aber fiir die Betrachtungen hier nur die Komplexitit im schlechtesten Fall von Interesse sein,
da Betrachtungen der Komplexitdt im Mittel Fragen nach den Wahrscheinlichkeitsmaflen beantworten
miifite. Diese Fragen wiirden jedoch zu weit fithren. Die Komplexitit im schlechtesten Fall liefert hier
geniigend Information.
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Beispiel B.2 (Naive Auswertung eines Polynoms). Der naive Algorithmus zur Auswertung eines
Polynoms vom Grade n an der Stelle zq € R lautet

e Eingabe: n € N, (ag,...,a,) € R, 14 € R.
o Ausgabe: p:= Y"1 a;x)

e Verarbeitung:

. p:=ag

i. Firi=1 bisn {
b:=a;
fir j=1 bisi {
b!:bﬁb‘o
p=p+b}

}

Der Algorithmus hat bei Zahlung der Additionen und Multiplikationen die Komplexitit

T3 (n) = %n(n +3) = 0(n?).

Zuletzt soll noch die Frage nach dem Laufzeitverhalten® eines Algorithmus im schlechtesten Fall erér-
tert werden. Dazu sei der Begriff der Laufzeit des Algorithmus nachfolgend definiert. Die Komplexitt
eines Algorithmus war die Anzahl der auszufiihrenden elementaren Rechenschritte. Zur Ermittlung des
Laufzeitverhaltens spielt die Kodierungslinge eine wichtige Rolle, da Algorithmen mit groRen Zahlen
aufwendiger sind, als mit kleinen Zahlen. Da Rechenanlagen nur rationale Zahlen darstellen kénnen seien
die Betrachtungen nur auf Zahlen aus @) beschrinkt. Rechenanlagen codieren Zahlen im bindren Format
(Nullen und Einsen). Eine Zahl n aus N wird somit im bindren Format mit [log,(n+1)] Bits dargestellt
bzw. mit [logyse(n + 1)] Bytes. Zusiitzlich wird ein Bit fiir das Vorzeichen benétigt. Daraus ergibt sich
die Bezeichnung fiir die Kodierungslinge einer Zahl n € Z als

(n) := [logy(In|+1)]+1 (B.2)
bzw. in Byte-Darstellung
((n)) = [logass(|n] +1) +logyse(2)] (B.3)

Beispiel B.3. Seir € Q und p,q € Z mit r := *;3 und g > 0. Dann folgt daraus fiir die Kodierungslinge

(r) = (P} + ()

tn Bits und

((r) = () + {(a))
in Bytes. Fiir eine Matriz A € QM*" , A = (A;;) gilt die Kodierungslinge

(A) =D (Ay),

i

bzw.

() = 33 ((Ai))-

i j

3Vel. [8] S.423f
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Mit diesen beiden Notationen der Kodierungslinge und der Komplexitit im schlechtesten Fall ldft sich
nun die Laufzeit eines Algorithmus definieren

Definition B.3 (Laufzeit eines Algorithmus.). Sei A der Algorithmus um das Problem P zu ldsen

e Die Laufzeit t5(P) des Algorithmus A zur Lisung des Problems P ist die Anzahl der elementaren
Rechenschritte multipliziert mit der mazimalen Kodierungslinge der verwendeten Zahlen die der

Algorithmus benutzt.

e Fir den Algorithmus A zur Liosung der Klasse von Problemen P ist die Laufzeitfunktion die Ab-

bildung
TS NN,

T{(n) := max{t5(P)|P € P, (P)<n}
(P) gilt dabei als Summe aller Kodierungslingen der Daten, die das Problem P beschreiben.

o Ein Algorithmus A besitzt polynomialer Laufzeit, wenn es ein Polynom p: N — N gibt, so daf fiir
alle n € N die Abschitzung

Ti(n) < p(n)

gilt. Der Algorithmus A wird dann polynomiale Algorithmus genannt.




C Programm-Code

Nicht der gesamte Programm-Code konnte an dieser Stelle prisentiert werden. Dafiir hiitte der Platz
nicht ausgereicht. Jedoch Ausziige bzw. ein Diagramm, welches die Abhéngigkeit der einzelnen Klassen
darstellen, sollen hier einen Gesamtiiberblick der Struktur bringen. Der Programmcode selbst und eine
Dokumentation im HTML-Format kénnen der beiliegenden Diskette entnommen werden.

Zwei wesentliche Felder sind in dem Softwarepaket realisiert. Zum einen Klassen zur Berechnung von
Differentialgleichungen und zum anderen Klassen zur grafischen Ausgabe.

e Magno
Die Startklasse Magno ist ein Frontend-Programm zur Berechnung der Frommerschen Strudelgro-
fen. Es wird dabei der Algorithmus zur Analyse in doAlgo bereitgestellt. Mit java Magno wird das
Startfenster (hinter einem DOS-Prompt) gestartet.

o Differentialgleichungen

- DGL
Die Klasse DGL hiilt die Polynome A(x,y) und B(z,y) der Pfaffschen Form w = Adx + Bdy
bereit in Form von Polynom2D-Objekten. Zudem wird sie zum Zeichnen des Gradientenfeldes
bzw. einzelner Trajektorien verwendet. Zum Berechnen von Integralkurven fiir die Zeichnungen
wurde ein einfaches Runge-Kutta-Verfahren implementiert.

— Polynom2D

Die Klasse Polynom2D ist die Polynom-Basisklasse. 2D soll dabei fiir zweidimensional stehen.
Die beiden Dimensionen sollen hier also x- und y-Richtung verstanden werden. Die beiden
Dimensionen spannen ein Gitter unterschiedlicher Potenzen von x und y auf. Die einzelnen
Koeffizienten werden in den Gitterpunkten (Polynom2DNode-Objekte) abgelegt. Die Klasse
realisiert eine diinnbesetzte Matrix von Gitterpunkten. In vertikaler Ebene werden Zeilen von
Koeffizienten gleicher x-Potenz geispeichert. In jeder Zeile sind die Potenzen von y aufsteigend
von links nach rechts. In vertikaler Ebene sind die x-Potenzen von oben absteigend nach unten.
Es stehen in der Klasse nicht nur get-/set-Routinen fiir Setzen und Auslesen der Werte, sowie
ihre Verbindungen, sondern auch Routinen zur Multiplikation und Addition zur Verfiigung.

— Polynom2DDiag
Die Klasse Polynom2DDiag listet all die Koeffizienten auf, in denen die Summe der Potenzen
fiir x und y gleich sind. Die einzelnen homogenen Polynome sind dabei in Polynom2D-Objekte
fir gleiche Potenzen-Summe gespeichert. Polynom2DDiag sorgt also letztendlich nur fiir die
ordnungsgemifie Verkniipfung der Polynom2D-Objekte untereinander.

— Polynom2DNode

Die Klasse Polynom2DNode speichert einen Koeffizienten eines zweidimensionalen Polynoms.
Dabei werden die Daten fiir die Potenz von x, die Potenz von y und der Wert des Koeffizienten
aufgenommen. Der Knoten kann in vier Richtungen verkniipft werden. In left ist der Knoten
mit der nichsten kleineren Potenz von y gespeichert, in right der der néichsten héheren. In
up wird der Knoten mit der néichsten kleineren Potenz von x geispeichert, analog zu y in
down die nichste grofiere. Zum Auslesen bzw. setzen der Werte und der Verkniipfungen stehen
get-/set-Routinen zur Verfiigung.

vil
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Magno
hat hat hat hat
Y y
Grafik ] Polynom2DDiag
ist hat
Y r
GrafikBase DGL
E.
ist hat hat
A 4
Achse [ > Polynom2D [
hat hat
h A 4
AchseData Polynom2DNode

Abbildung C.1: Die Klassenhierarchie teilt sich auf in zwei wesentliche Bereiche. Auf der linken Seite
sind die Grafik-Klassen zu sehen mit ihren Beziehungen. Auf der rechten Seite die Beziehungen der
Differentialgleichungsklassen. Mit “hat” und "ist” wurde gekenntzeichnet, ob eine Klasse von einer anderen
abgeleitet ist (Ist-Beziehung) oder ob ein Objekt einer Klasse Objekte einer anderen Klasse nutzt (Hat-
Beziehung).

e Grafik

— Grafik
Die Grafik-Klasse stellt die Ausgabefliche zur Verfiigung in der das Achsenkreuz mit den Tra-
jektorien einer Differentialgleichung und ein Vektorfeld ausgegeben werden kann. Die eigentlich
Ausgabe erfolgt in der niichsten Klasse Achse.

— Achse
Durch ein iibergebenes Graphic-Objekt wird ein Achsenkreuz und Trajektorien einer Diffe-
rentialgleichung ausgegeben (siche drawImage(Graphics2D)). Die Klasse Achse stellt dabei
lediglich die wesentlichen Besatndteile einer Grafik zusammen (Achsen, Achsenkreuz, Diffe-
rentialgleichung, Vektorfeld) und gibt sie aus.

— GrafikBase
Grafiken kdnnen zu unterschiedlichen Bezugssystemen gezeichnet werden. So werden z.B. Funk-
tionen in solchen Achsenkreuzen gezeichnet die den Nullpunkt in der linken unteren Ecke eines
Bildes besitzen und die fortlaufenden Abtragungen auf den Achsen in positiver Richtung entwe-
der nach rechts (unabhingige Variable) oder nach oben (abhingige Variabel) gesetzt werden. In
der Bildverarbeitung bzw. im Einsatz von Grafiken an einem Computer ist man daran gewshnt
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den Nullpunkt in der linken oberen Ecke zu setzen und die Richtungen der positive steigen-
den Werte der beiden Seiten nach unten und nach rechts festzulegen. GrafikBase bietet nun
an cine 2x3 Matrix so mit Koeffizienten zu besetzen, daf man gewShnliche Grafikfunktionen
(Malen von Linien, Kreisen,...) so nutzt als wiirde man, wie im Beispiel von Achsenkreuzen,
den Nullpunkt in der linken unteren Ecke vorfinden. Natiirlich kénnen auch beliebige andere
Bezugssysteme erstellt werden (Setzen des Nullpunktes in den Mittelpunkt einer Grafik). Mit
jedem Aufruf einer elementaren Grafikfunktion werden dann die iibergebenen Parameter auf
das interne Bezugssystem umgerechnet.

— AchseData
Eine Achse bemift sich durch ihren Anfangs- und Endpunkt des Ausschnitts einer Dimension,
den eine Grafik anzeigen soll. Dabei werden zwei unterschideliche Skalierungen unterschieden:
Zum einen die reale, echte Skalierung aus der Natur (z.B. cm, mm, Zeit,...) und zum anderen
die Skalierung in Bildpunkten fiir die interne Darstellung. AchseData stellt eine Beziehung her
zu echten Skala-Daten und ihre interne Darstellung in einer Grafik. Es werden dabei optimale
Abstdnde und Offsets berechnet fiir die Formatierung einer Achse.
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