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Kapitel 1

Einleitung

Technik, Naturwissenschaften und soziale Wissenschaften fithren oft auf mathemati-
sche Probleme, die der Bestimmung einer Funktion bediirfen, welche einer Gleichung
mit ein oder mehreren Ableitungen der unbekannten Funktion geniigt. Solche Glei-
chungen werden Differentialgleichungen genannt. Nach Wladimir Igorewitsch Arnold
,bilden Differentialgleichungen die Grundlage des naturwissenschaftlich-mathemati-
schen Weltbildes".

Da nicht alle Differentialgleichungen mit analytischen Mitteln 16sbar sind, entstan-
den deshalb numerische und geometrische Methoden. Weil diese teilweise sehr re-
chenintensiv sind, kommt ihnen die Entwicklung des Computers entgegen. Probleme
die vor 50 Jahren aufgrund des Aufwandes unlésbar waren, kénnen heutzutage zu
Hause mit dem eigenen PC gelost werden. Auch in der hier vorliegenden Arbeit war
der Einsatz des Computers absolut notwendig.

B(z,y)
und Strudel, sowie das Auffinden von Grenzzykeln konnte mit Hilfe selbsterstell-

ter Programme fiir die Software Maple umgesetzt werden. In der folgenden Arbeit
werden die zugrundeliegende Theorie, die Ideen und Methoden, die Realisierung
sowie eine Bewertung der Ergebnisse betrachtet. Der entscheidende Punkt wird in
der Exaktheit der Ergebnisse zu suchen sein. Nach Poincaré und Frommer miissen
fiir das Auftreten eines Wirbels unendlich viele charakteristische Grofen der Glei-
chung 3 = —% verschwinden. Diese Grofen heifen Strudelgrofsen. Beruhend auf
einer algebraischen statt numerischen Berechnung, wie sie in der Arbeit von Mo-
ritzen [1] Anwendung fand, ist es nun méglich, beliebig viele Strudelgrofien exakt
zu berechnen. Dies wiederum ist notwendig um eine Klassifizierung in Wirbel und
Strudel vornehmen zu konnen. Der Spezialfall des Auftretens von Grenzzykeln ist
leider nicht mit rein mathematisch-analytischen Methoden untersuchbar, was aber
mit Hilfe graphischer Darstellungen gelingt. Dies ermdglicht es Grenzzykel nume-
risch beliebig genau zu lokalisieren.

Die Klassifizierung von Differentialgleichungen des Typs vy’ = —% 1'in Wirbel

1A(x,y), B(x,y) Polynome in x, y



Kapitel 2

Differentialgleichungen, Strudel und
Wirbel

2.1 Differentialgleichungen

Definition 2.1 (Differentialgleichung). Sei G C R? cine offene Teilmenge und

f:G—=R, (z,y) = f(z,y)

eine stetige Funktion. Dann heifst

y' = flz,y) (1.1)

eine Differentialgleichung erster Ordnung .

Definition 2.2 (L6sung einer Differentialgleichung). Unter einer Lisung ei-
ner Differentialgleichung von (1.1) versteht man eine auf einem Intervall I C R
definierte stetig differenzierbare Funktion

p: I =R
mit den Figenschaften
e Der Graph ¢ ist in G enthalten, d.h.

Fy={(z,y) e IxR:y=9p(z)} CG

o Fs qgilt
¢'(z) = f(z,0(x)) Vzel

Damit die zweite Bedingung tiberhaupt formuliert werden kann mujf die erste gestellt
werden.
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Bemerkung 2.3 (Zur Eindeutigkeit). Fir die Eindeutigkeil einer Losung wird
die Lipschitzbedingung bendtigt. Dieser Begriff und auch der Beweis der Eindeutig-
keit kann auf den Seiten 96ff in [4], Bd.Il, nachgelesen werden. Im weiteren sei der
FEinfachheit halber stets ausreichende Glattheit vorausgesetzt, was im Falle der hier
betrachteten Differentialgleichungen keine spektakuldre Forderung ist.

Definition 2.4 (¢, Startradius). Der Einfachheit halber werden spater als Start-
punkte, fiir die grafische Darstellung der Néiherung einer expliziten Losung, Punkte
auf der z-Achse mit den Koordinaten (Tyoora,0) gewdhlt. ro bezeichne nun die z-
Koordinate des Startpunktes.

Startradius sei ein Synonym fir ro .

Definition 2.5 (Stelle der Unbestimmtheit, Unbestimmtheitsstelle). Als
Stelle der Unbestimmtheit wird bei Differentialgleichungen der Form y' = —% die
Stelle an der A = B = 0 ist bezeichnet. Aufgrund der Betrachtung einer stark ein-
geschrinkten Gruppe von Differentialgleichungen, soll die Unbestimmtheitsstelle in
der Folge auch, Ursprung oder Null genannt werden.

Gleichgewichtspunkt oder kritischer Punkt sind weitere Bezeichnungen fiir diese Stel-

le in dem zu y' = —% dquivalenten System © =B, 7= —A.

Definition 2.6 (Intervalle). Seien a,b € R mit a < b, dann heifit
[a,b] =z €R:a<xz<b abgeschlossenes Intervall,
(a,b) ==z €R:a<z<b offenes Intervall,
[a,b) : =z €R:a<x<b (nach rechts) halboffens Intervall,
(a,b:=z€R:a<xz<b (nach links) halboffenes Intervall.
a,b heiffen hierbei Randpunkte des Intervalls I. |I| = b — a sei seine Linge. Aufler-
dem werden abgeschlossene Intervalle auch kompakte Intervalle genannt.

Definition 2.7 (Intervallschachtelung). Eine Intervallschachtelung ist eine Fol-
ge I, Iy, Is, ... kompakter Intervalle, kurz (I, ), mit den Eigenschaften:

1. I, CI, firn=1,2,3,...

2. Zu jedem € > 0 gibt es ein Intervall I,, mit einer Linge |I,| < €.

Die Definitionen von Pfaffscher Form, Richtungsfeld und autonomes System koénnen
bei Bedarf in Abschnitt 2.2 ,Autonome Systeme und Pfaffsche Formen“ der Arbeit

,Ein rekursives Verfahren zur Berechnung von Strudeln fiir Differentialgleichungen
der Form y' = —% um eine Unbestimmtheitsstelle“ von Moritzen [1]| nachgelesen

werden. Sie sind aber nicht unbedingt fiir das Verstdndnis der folgenden Kapitel
notig.
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2.2 Poincarésche Wirbelbedingung

Gegeben seien die reell analytischen Funktionen in z und y

A(r,y) =z +p(z,y), plz,y) = Zpi(x, Y),

Ble,y) =y +q(@y),  a@y) =2 aly), (2.2)

wobei p; und ¢; homogene Polynome vom Grad i sind. A(x,y) und B(z,y) sind
konvergente Potenzreihen in einer offenen Umgebung G von Null. Mit linearem An-
teil werden die homogenen Polynome ersten Grades aus A und B bezeichnet, d.h.
fiir A(z,y) ist der lineare Anteil x und fiir B(z,y) ist der lineare Anteil y. Diese
linearen Anteile sind das Struktur-Merkmal dieser Klasse von Differentialgleichun-
gen.

Definition 2.8 (Poincarésche Problem). Sei G C R?. Seien A, B wie in (2.2)
konstruiert. Die Pfaffsche Form

w:= A(z,y)dz + B(z,y)dy =0

iiber G sei requlir in G\ {0}. Das Poincarésche Problem' besteht in der Charak-
terisierung der Losungen von w = 0 in der Ndhe des kritischen Punktes 0. Nach
dem vorherigen Abschnitt sind die Losungen durch die Differentialgleichungen

, _dy  Az,y)

=2 = — B 2.
bzw.
dx B(z,y)
== Az, 0 2.4
a0 Az.y) (z,y) # (2.4)
bestimmd.

Definition 2.9 (Wirbel, Wirbelfall). Sei das Poincarésche Problem aus Defi-
nition (2.8) betrachtet. Sind in einer gelochten Umgebung G \ {0} des kritischen
Punktes 0 alle in G\ {0} liegenden Integralkurven geschlossen, so sei von Wirbel
gesprochen oder: es lige der Wirbelfall in 0 vor.

Definition 2.10 (Strudel, Strudelfall). Wie zuvor sei das Poincarésche Problem
aus Definition (2.8) betrachtet. Liegt nicht der Wirbelfall vor, so sei von einem
Strudelfall gesprochen bzw. es handle sich um einen Strudel. In [16] wird aufgezeigt,
daf 1m Strudelfall die Integralkurven Spiralen um den Nullpunkt bilden.

'H. Poincaré, Journal de Mathematiques 1885
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Es existiert keine Integralkurve in G, die in den Nullpunkt mit einer bestimmten
Richtung einmiindet, und eben diese Eigenschaft ist es, die auf die Klassifizierung
der Strudel und Wirbel als Lésungen von w = 0 fiihrt. Poincaré geht von der Voraus-
setzung aus, daf sich im Wirbelfall die Losungskurven als Niveaulinien F(x,y) = ¢
(¢ eine Konstante) darstellen lassen, wobei F(z,y) eine in einer Umgebung der
singuléren Stelle konvergente Potenzreihe ist?.

Durch Vergleich der Tangentenfelder zweier Differentialgleichungen, wobei minde-
stens eines geschlossene Integralkurven besitzt, schlofs Frommer auf die Poincaré-
schen Bedingungen fiir einen Wirbel, ohne dabei das Vorhandensein einer Funktion
F wie oben zu bendtigen.

Daf diese Bedingungen zugleich notwendig als auch hinreichend sind, wurde in [2],
§2 gerechtfertigt® und von Moritzen im Satz 2.13 endgiiltig bewiesen. Dies kann
weiter hinten in dieser Arbeit noch einmal nachgelesen werden.

2.3 Vergleichsdifferentialgleichung nach Dehn

Um die zur Klassifizierung in Strudel und Wirbel nétigen Bedingungen zu gewinnen,
schlug Dehn 1929 ein Verfahren basierend auf einer konstruierten Vergleichsdiffe-
rentialgleichung vor. Deren Losungen beschreiben in der Umgebung der singuldren
Stelle sicher geschlossene Kurven. Die Differenz zwischen gegebener und konstru-
ierter Differentialgleichung wird dann als Entscheidungsmerkmal fiir das Vorliegen
eines Wirbels oder Strudels verwendet.

Durch die vorgegebene Gestalt von A und B (2.2) kann von einem Nicht-Wirbelfall
unmittelbar auf den Strudelfall geschlossen werden. Dann laufen alle Integralkurven
von gy’ = —%, die in der Umgebung der singuldren Stelle starten, als Spiralen mit

positiver oder negativer Durchlaufrichtung des Polarwinkels ¢ in den kritischen
Punkt.

Um zur konstruierten Vergleichsdifferentialgleichung zu gelangen sei zunéchst

F(z,y)=2"+y*+ ) _Fiz,y) mit n > 3 (3.5)

i=3
mit F; homogenen Polynomen in z und y vom Grad :.

Somit erhilt man fiir die Ableitungen von F(z,y) nach x bzw. nach y

OF .

Fay) = O _ 00 o S Fafey) =
i=3
OF (x, "

Fy(z,y) := % =2y + ZFyi(x,y) =F,.
i=3

2Vergleiche [2] S. 397
3Die Beweisliicke auf S. 405 in [2] kann nach [15] geschlossen werden.
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Nach Frommer beruht nun das Verfahren* auf der Konstruktion einer Vergleichsdif-
ferentialgleichung v} := f(z,y), deren Losungen in der Umgebung des Ursprungs
sicher geschlossene Kurven darstellen, somit also Wirbel bilden. Gelingt es nun ei-
ne solche Vergleichsdifferentialgleichung so zu bilden, dak die Feldrichtungen der
Ausgangs- und der Vergleichsdifferentialgleichung nie in einer bestimmten Umge-
bung des Nullpunktes iibereinstimmen, so ist der Nachweis erbracht, daf nicht beide
gleichzeitig vom Wirbeltyp sind. Da diese Eigenschaft jedoch von der Vergleichsdif-
ferentialgleichung vorausgesetzt wird, mufl die urspriingliche Differentialgleichung
zwingend ein Strudel sein.

Sei fiir die Vergleichsdifferentialgleichung die Pfaffsche Form w, = Fydz+Fydy = 0,.
Somit liegt der Wirbelfall vor, bei dem die Niveaulinien von F' beschrieben werden.
Es folgt

dy  Fy

h=fay) =gl == A (3.6)
35,1 _ 1 — d_x - __Y F, 7& 0. (3-7)

flzy)  dy  F

Die Losungen von z; bzw. y; bilden sicher geschlossene Kurven in einer Umgebung
G \ {0}5. Da nun alles bereitsteht kann die Differenz aus (2.3) und (3.6) gebildet
werden

Yy —y=-

v Alzy) (_M)

B(z,y) Fy(z,y)
—A(z,y)Fy(z,y) + B(z,y) Fu(z,y)
B(z,y) Fy(z, )
wobei (B(z,y)Fy(z,y)) # (3.8)

bzw. die Differenz aus (2.4) und (3.7)

o ()

B( )F z,y) + A( y)Fy(z,y)
A(z,y) Fa(z, )
wobei (A(z,y)Fy(z,y)) # (3.9)

*Vergleiche [2] S. 398 ff
5[13] S. 21 f, Satz 3.2
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2.4 Rekursionsverfahren nach Frommer

Nachdem nun der Begriff der Vergleichsdifferentialgleichung eingefiihrt wurde, wird
nun das Rekursionsverfahren nach Frommer [2] vorgestellt, das die gesuchte Ver-
gleichsdifferentialgleichung der Form (3.5) liefert.

Im Anhang D findet man das Verfahren in einem Beispiel ausfiihrlich vorgerechnet.

Seien wie zuvor y' = —% (nach 2.2) und y; =

_ Fy (z,y)
Fy(way)

(nach 3.5) gegeben.

Die Differenz aus Ausgangs- und Vergleichsdifferentialgleichung sei nach (3.8)

oo _ —Al@yF(,y) + B,y @y _ Z
v~y = o y)F (5,) = 5 (4.10)

Hier stehen Z und N als Abkiirzungen fiir Zdhler bzw. Nenner. Mit Einfiihrung
von (Q 1akt sich der Zéhlerterm Z umformen zu

Z =—A(z,y)Fy(z,y) + Bz, y)Fy(z,y)

= > QP = Y QWy) = Q" (4.11)
n=3 i+j=n n=3 n=3
=:Q(")(z,y)

Nun sind die Koeffizienten des Polynoms F'(x,y) zu berechnen. Die Ableitungen
von F(z,y) nach z und y miissen zusammen mit A und B verschwinden.

Zerteilt man F'(z,y) in homogene Polynome F,(z,y), so soll fiir das n-te Polynom
vom Grad n (n > 0) gelten

F.(z,y) = Z Ag?)xiyj, i,j=0,...,n
t+j=n
Die Koeffizienten AZ(;L) stehen dabei in keinerlei Beziehung zum Polynom A(z,y).

Die Rekursion erfolgt iiber den Laufparameter n.

Da nach (3.5) fiir n <2 Fy(x,y) = Fi(z,y) =0 und Fy(z,y) = 2 +y? folgt, kann
die Rekursion mit n = 3 wie in [2] beschrieben beginnen.
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Wie auch bei Moritzen [1] dargestellt, zerfillt ein Rekursionsschritt im Wesentlichen
in:

1. C-Schritt: Mit p; und ¢ nach (2.2) wird angesetzt:

n—1

Q(n) = _any + yan + Z(_ka(n—k-l-l)y + QkF(n—k—l—l)w)- (412)
k=2

Fiir F,, werden die gesuchten AZ(?) -Koeffizienten in (zF,, +yF,;) angegeben.
Um die hintere Summation auszufiihren werden nur gegebene oder durch schon
berechnete Koeffizienten verfiigbare Ableitungen benétigt. Sie wird durchge-

fiihrt und weist jedem Ci(;-l) -Koeffizienten ein Wert zu, so daf fiir 7,7 =0,...,n
gilt:
n—1
Z CZ(]TL)xzy] = Z(_ka(n—k—H)y + QkF(n—k—l—l);c) (413)
i+j=n k=2

2. A-Schritt: Mit (4.13) ergibt sich nun fiir Q™ (4.12) die neue Darstellung:

QW = —aFy+yFa+ > CPaiy
i+j=n
= Z Agy)a:iyj + Z ngf)miyj, i,7=0,...,n

i+j=n i+j=n

Ist @™ Null, so lassen sich die neuen Koeffizienten von F, ausschlieklich aus
den homogenen Teilpolynomen von A und B und den aus fritheren Schritten
bereits ermittelten (F;)u<n—1) berechnen.

Folgendes gilt fiir die Q™ -Polynome:

Satz 2.11. Sei n € N ungerade und n > 3. F,(z,y) lGft sich so wihlen, daf
Qn(z,y) =0, also ein Nullpolynom ist.

Der konstruktive Beweis daf man immer solche Koeffizienten finden kann, 1455t
sich unter 3.2 in [1] nachlesen.

Satz 2.12. Sei n € N gerade und n > 3. F,(x,y) it sich so wihlen, daf
Q"™ bis auf die Koeffizienten von ™ und y™ immer zu einem Nullpolynom
wird.

Man findet den konstruktiven Beweis dal immer solche Koeffizienten gefunden
werden konnen unter 3.3 in [1].
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Mit Einfiihrung einer Zusatzbedingung werden die beiden noch fehlenden Ko-
effizienten gleichgesetzt. Thr gemeinsamer Wert wird Strudelgrofe genannt.
Wenn diese ebenfalls Null ist, macht sie Q™ zu einem Nullpolynom. Andern-
falls zeigt sie an, daf die Ausgangsdifferentialgleichung vom Strudeltyp ist.

Die Koeffizienten von F,, werden durch Losen eines linearen Gleichungssystems
ermittelt.

Nun kann von n auf n+1 iibergegangen werden. Abgebrochen wird die Rekursion,
wenn eine Strudelgréfe verschieden von Null im A-Schritt vorliegt. Ist dies nicht der
Fall, muf die Rekursion unendlich oft durchgefiihrt werden.

Es gibt zwar bereits Ansétze, dak bei einer Differentialgleichung des Poincaréschen
Problems mit endlichen Polynomen A und B bereits nach endlich vielen Stru-
delgréfen entschieden werden kann, ob ein Wirbel- oder Strudelfall vorliegt, aber
zum Zeitpunkt dieser Arbeit existieren noch keine bewiesenen Aussagen mit welcher

Strudelgrofe bei Vorliegen einer Ausgangsdifferentialgleichung abgebrochen werden
darf.

Die Aussagen zur Strudelgréfe formulierte Moritzen in [1] in seinem:
Satz 2.13 (Hauptsatz). Sei € > 0 und hinreichend klein. Zu jedem n € N, n > 4

und n gerade, gibt es homogene Polynome F3(z,y), ..., Fy(z,y) vom Grad 3,...,n,
so dafl mit

F(f,y):$2+y2+F3($,y)++Fn(.7),y)

der Ausdruck (—AF, + BF;) eine in |z| <€, |y| < e konvergente Potenzreihe

%
—AF,+BF, =
J

1
D; (27?4 y**?)+(Terme hoherer Ordnung > (n+1))
=1

ist. Insbesondere gilt dann die Darstellung als Taylorpolynom mit Restglied

n_q

— AF, + BF, = ZDJ' (x2j+2 + y2j+2) +

j=1

n+1 o+ " 1

k+l=n+1 0
Bes (jbergang von n zu n+ 2 bleiben F3, ..., F, ungeindert. Nur F,i1 und F, o
werden neu bestimmt. D; heifst die j-te Strudelgréf$e der Differentialgleichung y' =

—%. Das Vorzeichen von Dj ist eindeutig bestimmdt.

Beweis: Die Aussage folgt unmittelbar aus den Satzen 2.11 und 2.12.



Kapitel 3

Strudelgrofienberechnung mit
algebraischem Loser

3.1 Einfiihrung in die Problemstellung und Unter-
schied zu Moritzen

In Kapitel 2 dieser Arbeit wurde neben dem Begriff der Strudelgréfe auch die Ver-
gleichsdifferentialgleichung nach Dehn vorgestellt. Frommer entwickelte darauf ba-
sierend einen Algorithmus [2], der durch Berechnung von Strudelgrofen feststellen
kann, ob eine Differentialgleichung von strudeligem oder wirbeligem Typ vorliegt.
Kurz gefalit wird versucht eine wirbelige Vergleichsdifferentialgleichung zu dem Aus-
gangsproblem zu konstruieren. Dies gelingt wenn alle Strudelgréfsen verschwinden.
In der Praxis begniigt man sich damit nach einer hinreichenden Anzahl verschwin-
dender Strudelgréfen abzubrechen.

Moritzen erwihnt in Kapitel 4.3 seiner Diplomarbeit [1], daf mit algebraischen Lo-
sern, wie Maple oder Mathematica sie bieten, eine exakte Losung beliebiger aber
endlicher Iterationsschritte des Algorithmus moglich ist, das heifit endlich viele Stru-
delgroken exakt berechnet werden konnen.

In diesem Kapitel wird eben diese Umsetzung in Maple beschrieben, sowie ein Ver-
gleich der Ergebnisse und des Verhaltens des Algorithmus zu der Java-Umsetzung
von Moritzen [1] vollzogen. Der Unterschied der Werte wird dabei in der Exaktheit
zu suchen sein, wobei der Vorteil der Exaktheit, wie spater deutlich wird, zu Kosten
der Laufzeit erkauft wird.

Dank der exakten Berechnung tritt hier das Problem der Ausléschung und Kondi-
tionierung (vgl. Moritzen 4.2.2 [1]) nicht auf.

11
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3.2 Die Umsetzung im algebraischen Loser Maple

Hier findet sich nun die Umsetzung der Rekursion, also die Realisierung des Algo-
rithmus nach Frommer. Dabei werden einige Ausziige aus dem Quellcode aufgezeigt.
Der komplette Source ist im Anhang sowohl in gedruckter Form in A als auch auf
einem Datentriger unter B zu finden.

Wie in 2.4 vorgestellt wird der Algorithmus abgearbeitet. Lediglich die Anzahl der
zu berechnenden Strudelgrofen ist mit maxstrudel auf die Endlichkeit beschriankt.
Somit existiert eine endliche obere Iterationsschranke, da eine unendliche Berech-
nung niemanden etwas bringt.

Als Laufparameter fiir die Iteration wurde aktueller_grad verwendet. Er gibt an
fiir welchen Grad im vorliegenden Schritt die Koeffizienten berechnet werden.

C-Schritt

Im C-Schritt werden die Terme des eben zu verrechnenden Grades zusammengefafit.
Sie sind aus der Berechnung der Vergleichsdifferentialgleichung im vorhergehenden
Grad entstanden. Die Ergebnisse stellen die rechte Seite des danach zu losenden
Gleichungssystems dar.

Mit B steht ein ausreichend dimensioniertes Array zur Speicherung zur Verfiigung.
Der Buchstabe B wurde gewihlt, weil er in der Theorie nach Frommer (vergleiche
[2] Seite 400 ff) ebenfalls fiir die rechte Seite des linearen Gleichungssystems steht.
k,1,m und n sind lokale Laufvariablen. Der in diesem Schritt zu berechnende Grad
ist in aktueller_grad abgelegt. Die Koeflizienten des Ausgangsproblems sind in
den Arrays iiber p und q zu finden. dxA und dyA stellen die Ableitung nach x bzw. y
der Vergleichsdifferentialgleichung mit Werten aus dem vorhergehenden Schritt dar.

In B|ay, ay| wird der Koeffizient zu z* y® gespeichert.

# xrkkk C-Schritt stk
CSchritt:=proc()

global B:

local k,1,m,n:

for k from 0 to aktueller_grad do

for 1 from O to aktueller_grad do
for m from 0 to (aktueller_grad-2) do
for n from 0 to (aktueller_grad-2) do
if k+m+l+n=aktueller_grad then
if m+n>0 then
B[k+m,1+n] :=p[k,1]*dyA[m,n]+q[k,1]*dxA[m,n]+B[k+m,1+n];
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fi;
fi;
od;
od;
od;
od;
end:

Es wird hier die rechte Seite des linearen Gleichungssystems berechnet, indem jeweils
alle Terme zusammengefalt werden, welche fiir x und y die gleichen Potenzen be-
sitzen, nimlich z*¥*t™y*" Die Ergebnisse werden dann der Theorie entsprechend in
Byt m,i+n gespeichert. Mit diesen Werten kann nun die Berechnung der Koeffizienten
der Vergleichsdifferentialgleichung geschehen, der A-Schritt.

A-Schritt

Fir den A-Schritt miissen zwei Fille betrachtet werden, ndmlich ob der Grad, der
in diesem Moment berechnet wird, gerade oder ungerade ist. Dies ist deshalb nétig,
weil im ungeraden Fall ein eindeutig 16sbares Gleichungssystem vorliegt, wihrend
der gerade Fall sich in ein unterbestimmtes und ein iiberbestimmtes System aufteilen
laKt. Man hat also in einem Subgleichungssystem bei einer Variable die Moglichkeit
sie mit 0 zu besetzen (frei wihlbar, aber am einfachsten). Im anderen Subsystem
der Gleichung dagegen bestimmt die Unlosbarkeit den Strudelfall und somit den
Abbruch der Berechnungen.

Zunichst wurden die sich ergebenden Gleichungssysteme per Hand aufgelost (bis
zum 6. A-Schritt). Spéter fiir hohere Iterationen fanden die Formeln von Moritzen
[1] Anwendung.

Allgemein formuliert besitzt ein Gleichungssystem des A-Schrittes folgendes Ausse-
hen:

—1A@pm—1),1 + Bm-oo = 0
2An-22  + (=0A4w00 + Bwyi = 0
—3Awn-3  + (M=DAu-1 + Bu-ge = 0
—4An-ns + (M=2)An 92 + Bagz = 0
—(n=2)Asm2) +  4Aypg  + Bymy = 0
—(n=DAymay +  3Ams  + Bywy = 0
—(n=0)Am-0) + 24942  + Biw-y = 0
Aym-1y  + Bow-op = 0
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Fiir die ersten beiden A-Schritte sieht bedeutet dies konkret:

1. A-Schritt

Gegeben: Aufgeldst:
—Asn + B3y = 0 Aoy = Bsp
—2A19 + 3A30 + By = 0 Aoz = 3Bis + 2Bsg
—3A¢3 + 2431 + Bip = 0 A = —Bsp
Aip + Boz = 0 Azp = _%BZ,I %BO,S
2. A-Schritt
Gegeben: Aufgeldst:
—As + By = 0 Aps=0
—2A2,2 + 4A470 —+ B3,1 — 0 A2’2 = —%BLg
—3A1,3 + 3A371 + B2’2 — 0 A4,0 = _i(BL:; + Bl 3)
—4Ap4 + 2422 + Bz = 0 Aszq = é(—Bm +3Byo — 3Bo4)
A1z + Boa = 0 Ay 3= Byg— A3z1 — Boa)
Unterbestimmter Teil: Aga, Ao, Asg
Uberbestimmter Teil: Asqi, Ajs
Daraus resultierende Strudelgrofe: Dy =A3+ Bya

Unter Anhang C lassen sich die Gleichungssysteme fiir die A-Schritte 1-6 finden.

Ungerader A-Schritt

Zuerst wird der ungerade Fall betrachtet. Die zugrundeliegende Formel ist bei Mo-
ritzen [1] unter 3.15 auf Seite 17 mit Herleitung zu finden:

1 C(")
n— 22 24 2 n—27—1 -
A § 2o H 2 ET fiir [ ungerade,
n—l,0 — n—l— 1 Cén ”: —5—3 n-2j-1
_ 2 1, —21 —4)— 33
>ico o 1= "5, fiir @ gerade

Bei der Umsetzung dieser in Maple, wurden die Variablen im Quellcode teilweise
anders benannt. Die Laufvariable n heift wie schon zuvor aktueller_grad. In B ist
die rechte Seite des Gleichungssystems gespeichert, in A werden die zu berechnenden
Koeffizienten abgelegt. 1,1, j sind lokale Laufvariablen und Summe bzw. Produkt
dienen als lokaler Zwischenspeicher fiir zu bildende Summen bzw. Produkte.

# *xkk*x ungerader A-Schritt kkkkx
ASchrittungerade:=proc()
global aktueller_grad,B,A:
local 1,Summe,i,j,Produkt:
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for 1 from 0 to aktueller_grad do
Summe :=0;
if 1 mod 2 = 0 then
for i from 0 to (aktueller_grad-1-1)/2 do
Produkt:=1;
for j from i to (aktueller_grad-1-3)/2 do
Produkt:=Produkt*( (aktueller_grad-2*j-1) / (2%xj+1) );
od:
Summe : =Summe+
(B[2*i, aktueller_grad-2*i]*Produkt/(aktueller_grad-1));

od:
Alaktueller_grad - 1, 1]:=-Summe;
else
for i from 0 to (1-1)/2 do
Produkt:=1;

for j from i to (1-3)/2 do
Produkt:=Produkt*( (aktueller_grad-2*j-1) / (2%j+1) );

od:
Summe : =Summe+( B[aktueller_grad-2xi, 2*i]*Produkt / 1);
od:
Alaktueller_grad - 1, 1]:=Summe;
fi;
od;
end:

Nach Durchlauf dieses Programmabschnittes sind die A, ; fiir 7,5 > 0, aktueller_grad
ungerade und ¢ + j =aktueller_grad berechnet.

Gerader A-Schritt

Hier kommt es nun zu der bereits erwihnten Aufteilung, da das Gleichungssystem
in einen iiber- und in einen unterbestimmten Teil zerfillt.

Zunichst zum unterbestimmten System, zugrunde liegt wieder eine Formeln (3.25)
von Moritzen [1], Seite 20. Im Wesentlichen kann hier die Formeldarstellung aus dem
ungeraden Fall als Losung iibernommen werden, wenn beriicksichtigt wird, dafs der
Koeffizient A(()n,)L bereits mit Null vorbelegt wurde:

n—l

2 C(”z i 2 9
A,@l,l =— Z 2 7lzn— (lzz D H n 2 ], fiir [ > 1 gerade, (1=2,... n-2).

i=1 j=i

n—1-2




KAPITEL 3. ALGEBRAISCHE STRUDELGROSSENBERECHNUNG 16

Beim iiberbestimmten Subgleichungssystem ist es von Vorteil vorerst eine Hilfsva-
riable zu definieren (vergleiche 3.26 auf Seite 20 bei Moritzen [1]):

w . Tpn- (k-1 fir 0 < <9
a; ._H k1 ir 0 <1< 2m.

k=1

Diese wird von Moritzen anschliefend in 3.29 auf Seite 21 [1] folgendermafen einge-
setzt:

)
1 axmin{lfl nfl—l} 9.9
A(n) — . 20 2 S n—21,2t n
=9 min{l,n — 1} Z a; Z a; ’

=0 =541
fiir [ ungerade, (I =1,3,...,n—1).

Diese Formeln verwenden in Maple wieder die Laufvariable aktueller_grad statt
nund B bzw. A fiir die rechte bzw. linke Seite des Gleichungssystems. k,1,m,i,j sind
lokale Laufvariablen und Summe bzw. Produkt dienen als lokaler Zwischenspeicher
fiir zu bildende Summen bzw. Produkte. In dem Array a werden die zwischendurch
berechneten Klein-a“s global gespeichert.

Nachfolgend ist die Realisierung des gesamten geraden A-Schrittes in Maple aufge-
listet:

# **xxxx Klein_a Berechnung ¥ **x*
aberechnen:=proc()

global aktueller_grad,a:

local Produkt,k,i,m:

m:=floor (aktueller_grad/4):

al[0]:=1:
for i from 1 to m do
Produkt:=1;

for k from 1 to i do
Produkt:=Produkt*((aktueller_grad-(2+k-1))/(2xk-1));
od:
a[i] :=Produkt:
od:
for i from m+1 to 2*m+1 do
ali]:=a[(aktueller_grad/2)-il;
od:
end:
# xxkkx gerader A-Schritt kkkkxk
ASchrittgerade:=proc()
global aktueller_grad,a,B,A:
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local i,Produkt,Summe,j,1l:
aberechnen() :
A[0, aktueller_grad]:=0:
for 1 from O to aktueller_grad-1 do
Summe:=0;
if 1 mod 2 = 0 then
for i from 1 to (aktueller_grad-1)/2 do
Produkt:=1;
for j from i to (aktueller_grad-1-2)/2 do
Produkt:=Produkt*( (aktueller_grad-2xj) / (2%j) );
od:
Summe : =Summe+
(B[2*i-1, aktueller_grad-2*i+1]*Produkt/(aktueller_grad-1));
od:
Alaktueller_grad - 1, 1]:=-Summe;
else
for i from 0 to (1-1)/2 do
Summe : =Summe+B [aktueller_grad-2*i, 2*i]/al[il;
od;
for j from ((1-1)/2)+1 to aktueller_grad/2 do
Summe : =Summe-B [aktueller_grad-2*j, 2*jl/aljl;
od;
Summe : =Summe/min (1, aktueller_grad - 1);
Summe : =Summe*a [min( (1-1)/2, (aktueller_grad-1-1)/2 )];
Alaktueller_grad - 1, 1]:=Summe/2;
fi;
od;
end:

Ist dieser Teil vollzogen, so sind die A;; fiir 7,5 > 0, aktueller_grad gerade und
1+ j =aktueller_grad ermittelt.

Abbruchkriterium bzw. Strudelgrofienberechnung

Im eigentlichen Grundgeriist lduft die globale Variable strudel von 1 bis zur ange-
gebenen oberen Iterationsschranke maxstrudel. Die eingebaute Zeitmessung ist fiir
den Algorithmus an sich uninteressant und wird nur zur Abschétzung fiir die Dau-
er zukiinftiger Berechnungen verwendet. In jedem Schleifendurchlauf wird zunéchst
einmal die Prozedur Frommer aufgerufen (wird im Anschluf genauer beschrieben)
und danach eine Strudelgofe berechnet. Sollte diese # 0 sein, wird sofort zur ma-
ximalen Iterationsstufe gesprungen, was den selben Effekt hat wie ein normales
Erreichen dieses Status, die Schleife wird verlassen und das Programm beendet sich
nach Ausgabe und Abspeicherung der Ergebnisse.
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for strudel from 1 to maxstrudel do

anfang:=time() ;

Frommer () ;

# kkkkk Strudelgroesse dkkxx

Strudelgroesse[strudel] :=A[1,aktueller_grad-1]+B[0,aktueller_grad]:

print();

printf (‘\nStrudelgroesse[/d] = %s\n¢, strudel,

convert (Strudelgroesse[strudel], string) );
if Strudelgroesse[strudel]<>0 then
strudel:=maxstrudel:

fi:

printf (‘%f sec fuer diese Strudelgroesse benoetigt‘, (time()-anfang))
od:

Da nur in jedem zweiten Rekursionsschritt eine Strudelgréfsenberechnung Sinn macht,
werden in jedem Frommer-Aufruf zwei Schritte vollzogen. Wie man nachfolgend
sieht wird die globale Laufvariable aktueller_grad erhoht, Ableitungen gebildet,
der C-Schritt und dann der A-Schritt ausgefiihrt. Nach nochmaligem erh6hen von
aktueller_grad befindet man sich im geraden Fall. Auch hier werden die entspre-
chenden Prozeduren aufgerufen. Im Anschlufs daran erfolgt ein Sprung zuriick in das
aufrufende Grundgeriist, um nach der Berechnung der Strudelgréfe gegebenenfalls
wieder diese Prozedur aufzurufen.

Frommer :=proc ()

global aktueller_grad;
# *xxx*x aktuellen_grad erhdhen x*x*k**
aktueller_grad:=aktueller_grad+1:
# **xxx Ableitungen (ungerader Grad)*xx*x*
ableitung():
# #x*kx*k C-Schritt (ungerader Grad)x*xx*x
CSchritt():
# *xxxx A-Schritt (ungerader Grad) **x*x*
ASchrittungerade() :
# *kkkkk aktuellen_grad erhdhen *****
aktueller_grad:=aktueller_grad+1:
# *xkx*k Ableitungen (gerader Grad) *k**x
ableitung():
# #xkxk C-Schritt (gerader Grad) s*¥**x
CSchritt():
# **xxxx A-Schritt (gerader Grad) ¥*x*x
ASchrittgerade():

end:

b
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3.3 Beispiele mit Vergleich zu Moritzen

Moritzen hielt sich mit seinen Beispielen groftenteils an Frommer [2], da er hier
die exakten Ergebnisse kannte und somit seine Berechnungen einfach iiberpriifen
konnte. Im Folgenden werden die Unterschiede der JAVA-berechneten und der mit
Maple berechneten Werte dargestellt.

Hierbei wurden die JAVA-Ergebnisse aus der Diplomarbeit von Moritzen [1] iiber-
nommen und nicht neu berechnet.

<. 1 44z 4yt
Beispiel ¢y’ = P

Beispiel bei Moritzen von Seite 36.
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Abbildung 3.1: Startpunkt (0.08, 0)

Es handelt sich hierbei um einen Strudel.

Maple:

3. C-Schritt :+(2)*x~3%y~0+(-8)*x"2%y~1+(-4)*x~1*y~2+(-2) *x~0*y~3
3. A-Schritt :+(4)*x"~3%y~0+(2)*x~2%y~1+(2) *x~1*y~2
4. C-Schritt :+(4)*x~4*xy~0+(-12)*x"3%xy~1+(-24)*x~2*y~2
+(-12) *x~1*y~3+(-4) *x~0*y~4
4. A-Schritt :+(6)*x~4*y~0+(8)*x~3*%y~1+(6)*x~2%y~2
1. Strudelgroesse = -4
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JAVA:

3. C-Schritt: (-2.0%y~3 -4.0%x*y~2 -8.0%x"2%y +2.0%x"3 )

3. A-Schritt: (2.0*x*y~2 +2.0%x"2xy +4.0%x"3 )

4. C-Schritt: (-4.0%y"4 -12.0%x*y~3 -24.0%x"2%y~2
-12.0%x"3%y +4.0%*x"4)

4. A-Schritt: (6.0%x"2%y~2 +8.0%x"~3*%y +6.0%x"4 )

4.: 1. Strudelgroesse: -4.0

In diesem Beispiel sind die Werte noch gleich, da nur ganze Zahlen in der Berech-
nung auftreten und keine Briiche.

_ z+a*+2zy—y?

. . I -
Beispiel y' = T

Beispiel bei Moritzen von Seite 37.
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Abbildung 3.2: Startpunkt (0.3, 0)

Wie im vorhergehenden Beispiel liegt wieder ein Strudel vor.

Maple:

3. C-Schritt :+(-6)*x~2%y~1+(-2)*x~1xy~2+(2)*x~0*y~3
3. A-Schritt :+(2/3)*x~3%y~0+(-2)*x~1%y~2+(-2/3)*x~0*y~3
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C-Schritt :+(0)*x~3xy~1+(12)*x~2%y~2+(4) *x~1*y~3+(-4) *x~0xy~4

. A-Schritt :+(-1)*x~4*y~0+(-2)*x~2%y~2+(4)*x~1%y~3

Strudelgroesse = 0

C-Schritt :+(12)*x~4*xy~1+(-8)*x~3xy~2+(-20)*x~2xy"~3

+(0) *x~1*%y~4+(4) *x~0*y~5

5. A-Schritt :+(-28/15)*x~5*y~0+(4/3)*x"3%y~2+(-8/3)*x~2%y~3
+(-4)*x~1%y~4+(-16/15) *x~0*y~5

6. C-Schritt :+(16)*x~5xy~1+(-20/3)*x~4*y~2+(80/3) *x~3*y~3
+(44) *x~2%y~4+(-8/3) ¥x~1*xy~5+(-28/3) *x~0*y~6

6. A-Schritt :+(-40/9)*x~6%y~0+(14/15)*x~5*xy~1+(-16/3)*x~4*y~2
+(-2/3)*x~3%y~3+(4/3) *x~2%y~4+(42/5) ¥x~1*y~5

2. Strudelgroesse = -14/15

a = DD

JAVA:

3. C-Schritt: (2.0*%y"3 -2.0%x*y~2 -6.0%x"2%y )

3. A-Schritt: (-0.6666666666666666%y~3 -2.0xx*y~2
+0.6666666666666666*x~3 )

4. C-Schritt: (-4.0%y"~4 +4.0%x*xy~3 +12.0%x"2%y~2 )

4. A-Schritt: (4.0%x*y~3 -2.0%x"2%y~2 -1.0%x"4 )

4.: 1. Strudelgroesse: 0.0

5. C-Schritt: (4.0%y~5-20.0%x"2%y~3-8.0%x"3*%y~2 +12.0%x"4*y )

5. A-Schritt: (-1.0666666666666667*y"5 -4.0xx*y~4

-2.6666666666666665*x~2*y~3+1.3333333333333333*x"3*y "2
-1.8666666666666667*x~5 )

6. C-Schritt: (-9.333333333333332xy"6 -2.666666666666667*x*y~5
+44 . 0*x~2%y~4+26.666666666666664*x~ 3%y~ 3
-6.666666666666667*x~4*y~2 +16.0%x"5*y )

6. A-Schritt: ( +8.399999999999999*x*y"5
+1.3333333333333335*x"2%y"4-0.6666666666666687*x~3*y~3
-5.333333333333332*x~4*xy~2+0.9333333333333327*x"5*y
-4 .444444444444444%%76 )

6.: 2. Strudelgroesse: -0.9333333333333327

Hier liegen schon unterschiedliche Werte vor. Aber die Differenz ist noch sehr gering,
da die Berechnung wegen dem Strudelfall relativ friih abbrach. Im néchsten Beispiel
wird dies nicht mehr der Fall sein.
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Beispiel 3’ =
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Beispiel bei Moritzen von Seite 38.
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Abbildung 3.3: Startpunkt (0.085, 0)

Zum ersten Mal wird durch dieses Beispiel der Wirbelfall vertreten.

Der Ubersichtlichkeit wegen, werden in diesem Beispiel nur die ersten und der letzte
A- und C-Schritt angegeben. Dies gilt sowohl fiir die Maple- als auch fiir die JAVA-
Werte, da der Vergleich sonst zu umfangreich wiirde.

Maple:

3.
3.
4.

[N

C-Schritt
A-Schritt
C-Schritt

. A-Schritt
. Strudelgroesse = 0
. C-Schritt
. A-Schritt

. C-Schritt

. A-Schritt

1+ (2) *x~ 3%y~ 0+ (-8) *x~ 2%y~ 1+(-4) *x~1xy~2+(-2) *x~0*y~3
1+ (4) *x~ 3%y~ 0+ (2) ¥x~ 2%y~ 1+ (2) ¥x~ 1%y ~2
1+ (8)*x~4*y~0+(-16) *x~ 3%y~ 1+ (-24) *x~2%y~2

+(-16) *x~1xy~3+(0) *x~0xy~4

1+ (8) *x~4*xy~0+(8) *xx~ 3%y~ 1+(8) *x~2%y~2

:+(20) *x~5%y~0+(-40) *x~4*y~1+(-52) *¥x~3*y~2

+(-84) *x~2%y~3+(-32) *x~1*y~4+(-4) *x~0*y~5

:+(64/3) *x~5xy~0+(20) *x~4*y~1+(100/3) *x~3*y~2

+(28/3) *x~2xy~3+(4) *x~1*y~4+(-8/3) *x~0*y~5

:+(224/3) *x~6%y~0+(-512/3) *x~5*y~1+(-640/3) xx~4*y~2

+(-320) *x~3%y~3+(-560/3) *x~2xy~4+(-256/3) *x~1*y~5
+(16/3) *x~0%y~6

:+(208/3) *x~6%y~0+(224/3) *x~5xy~1+(368/3) xx~4*y~2
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+(160/3) *x~3%y~3+(128/3) *x~2*y~4+(-16/3) *x~1*y~5

2. Strudelgroesse = 0
3. Strudelgroesse = 0
4. Strudelgroesse = 0
5. Strudelgroesse = 0
6. Strudelgroesse = 0
7. Strudelgroesse = 0

18. C-Schritt :+(33552373140844544/13030875)*x~18*y~0
+(-64228049761567232/91216125) *x~17*y~1
+(-679846834318291456/91216125) *x~16%y~2
+(-3749044189534158848/91216125) *x~15%y~3
+(-10725365690054144/135135) *x~14xy~4
+(-90403244357012992/675675) *x~13*y~5
+(-218340519331351552/1403325) *x~12*y~6
+(-1569429841697567744/9823275) *x~11*xy~7
+(-1217469366340331008/9823275) *x~10*y~8
+(-55649465804812288/654885) *x~9*y~9
+(-424709731542015488/9823275) *x~8*y~10
+(-26884019038907392/1403325) xx~7*y~11
+(-7278436489590272/1403325) *x~6*y~12
+(-419789602958848/405405) *x~5*y~13
+(474702102157312/2027025) *x~4*y~14
+(11188305655236608/91216125) *x~3%y~15
+(4910453480432128/91216125) *x~2%y~16
+(569087953170944/91216125) *x~1*y~17
+(23285288937472/91216125) *x~0*y~18

18. A-Schritt :+(76239437659273216/91216125)*x~18%y~0
+(33552373140844544/13030875) *x~17*y"~1
+(654040914052675328/91216125) *x~16*y~2
+(1887684085152256/155925) *x~15%y~3
+(22385368117695488/1216215) *x~14*y~4
+(13814527416925184/675675) *x~13*y~5
+(376673284512783616/18243225) *x~12*y~6
+(3156157569910784/200475) *x~11%y~7
+(1404745994625680384/127702575) *x~10*y~8
+(53744395982397952/9823275) *x~9%y~9
+(45654487347405824/18243225) *x~8%y~10
+(1072542405446656/1964655) *x~7*xy~11
+(39756695134976/552825) *x~6*y~12
+(-91224974397952/868725) *x"5xy~13
+(-4164288169472/96525) *x~4*y~14
+(-1768767797456384/91216125) xx~3*y~15
+(-284543976585472/91216125) *x~2%y~16
+(-23285288937472/91216125) *x~1xy~17



KAPITEL 3. ALGEBRAISCHE STRUDELGROSSENBERECHNUNG 24

8. Strudelgroesse = 0
JAVA:

C-Schritt: (-2.0%x~0%y~3-4.0%x"1%y~2-8.0%x"2%y~1 +2.0%x~3%y~0 )
. A-Schritt: ( +2.0%x~1xy~2 +2.0%x~2*%y~1 +4.0%x~3%y~0 )
C-Schritt: (-16.0%x~1%y~3-24.0%x"2%y~2-16.0%x~3%y~1 +8.0%x~4*y~0 )
. A-Schritt: ( +8.0%x~2%y~2 +8.0%x"3%y~1 +8.0%x~4*y~0 )

: 1.Strudelgroesse: 0.0

C-Schritt: (-4.0%x~0%y~5-32.0%x~1xy~4-84.0%x"2%y"3

-52.0%x"3%y~2-40.0%x~4*y~1+20.0%x"5xy~0 )

5. A-Schritt: (-2.666666666666667*x~0%y~5 +4.0*%x"~1*y~4
+9.333333333333334*x"2*%y~3+33.333333333333336*x"3*y "2
+20.0%x~4*y~1+21.333333333333336*x"5*y~0 )

6. C-Schritt: (5.333333333333336%x"0*y~6 -85.33333333333334*x"1*y"5
-186.66666666666666*x~2*xy~4-320.0%x~3*%y"3
-213.33333333333337*x"4*y~2-170.66666666666669*x"~ 5%y~ 1
+74.66666666666669*x~6*y~0 )

6. A-Schritt: (-5.333333333333326%x"1%y"~5 +42.66666666666667*x"2*y 4
+53.333333333333336*x"3*y"~3+122.66666666666667*x~4*xy~2
+74.66666666666667*x~5*y~1+69.33333333333334*x~6*y~0 )

6.: 2.Strudelgroesse: 1.0658141036401503E-14

8.: 3.Strudelgroesse: -4.654054919228656E-13

10.: 4. Strudelgroesse: 1.6825651982799172E-11

12.: 5. Strudelgroesse: -1.011130734696053E-9

14.: 6. Strudelgroesse: 6.101254257373512E-8

16.: 7. Strudelgroesse: -2.4188339011743665E-6

18. C-Schritt: (+255276.01527684732*x~0*y~18

+6238896.391817856*x~1*y~17+5.383317346873322E7*x"~2*y"~16
+1.2265710317261745E8*x~3*y~15+2.3418660457831025E8*x~4*xy~14
-1.0354820561133813E9*x~5%y~13-5.18656511471368E9*x~6*y~12
-1.9157371983608627E10*x~7*y~11-4.323504447774773E10*x~8*y~10
-8.497593593501836E10*x~9*y~9-1.2393721710330211E11*x~10*y~8
-1.5976645687894174E11*x~11xy~7-1.555879923263383E11*x~12%y~6
-1.3379693544531308E11*x~13*y~5-7.936778547418646E10*x~14*y~4
-4.110067369704906E10*x~15%y~3-7.453143118261568E9*x~16%y~2
-7.041304348501549E8*x~17*y~1+2.574836543274774E9*x~18%y~0 )

18. A-Schritt: (-255276.01547755598*x~1xy~17

-3119448.195908928*x~2*y~16-1.9390955243950557E7*x~3*y~15

-4.314206857679007E7*x"4*y~14-1.0501018664751372E8*x~5*y~13

+7.19155160063867E7*x~6*y~12+5.459189554708574E8*x~7*y~11

+2.5025447719606586E9*x~8*y~10+5.471128109769684E9*x~9*y~9
+1.1000138365462494E10*x~10*y~8+1.5743397281020845E10*x~11xy~7
+2.0647296983553474E10*x~12%y~6+2.0445521022575706E10*x~13*y~5
+1.8405765524759567E10*x~14*y~4+1.2106359372471E10*x~15%y~3

g b ww



KAPITEL 3. ALGEBRAISCHE STRUDELGROSSENBERECHNUNG 25

+7.170233487255458E9%x~16%y~2+2.5748365432749753E9*x~17*y~1
+8.35810967186726E8*x~18%y~0 )
18.: 8. Strudelgroesse: -2.007086732191965E-4

Hier sieht man sofort den Vorteil der algebraischen Berechnung. Wiahrend die achte
Strudelgrofe aus dem JAVA-Programm deutlich ungleich Null ist, berechnet Maple
immer noch exakt den Wert Null. Da das vorliegende Beispiel einen Wirbelfall re-
préasentiert miissen alle Strudelgrofen Null sein.

. m—|—2m3+y3

. . ,_
Beispiel ¢y’ = T

Beispiel bei Moritzen von Seite 41.

e e, e T T T NN N \ ‘\

T T e e T T Y

fit W
i“f \H“\H

_1 H% w?H}
i i
MH '
AR
bL A NN

PRVERSRRY

LV NN

LAV

Abbildung 3.4: Startpunkt (0.3, 0)

Sehr schon erkennt man wieder den vorliegenden Strudelfall.
Maple:

C-Schritt :+(0)*x~2%y~1+(0)*x~0*y~3

. A-Schritt :

C-Schritt :+(-2)*x~3%y~1+(2)*x~1*y~3+(-2)*x~0*y~4
. A-Schritt :+(1)*x~3%y~1+(-1)*x~2%y~2+(1)*x~1*%y~3
Strudelgroesse = -1

=D DWW
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JAVA:

3. C-Schritt: ()

3. A-Schritt: ()

4. C-Schritt: (-2.0%y"4 +2.0%x*y~3-2.0%x"3%y )

4. A-Schritt: (1.0*x*xy~3-1.0%x"2%y~2 +1.0%x"3%y )
4.: 1. Strudelgroesse: -1.0

In diesem Beispiel sind die Werte wieder gleich. Da in der ersten Berechnung alles
Null ist (es sind ja keine quadratischen Terme vorhanden), liegen in der darauffol-
genden nur ganze Zahlen und keine Briiche vor. Mit dem anschliefenden Abbruch
ist noch keine Rundung nétig und die Werte sind fiir beide Berechnungen gleich.

. r+422y+y°

. . ,
Beispiel y' = 120y

Beispiel bei Moritzen von Seite 42.

Achtung! In der Arbeit von Moritzen [1] befindet sich in der Angabe ein Tippfehler.
Der Faktor 2 vor z® im Nenner wurde unterschlagen.

DT A N e e N NN U N Y
2L N g e SO N N
F A N T e e A
AR R
o Mot MO,
—a R
ﬂ\\% NN
O SN
AR RN
R AL
o, \-D.'- 4 RN
AR | S
AR U T
ARRERRERN - / A
NN NN NN

NN NN

AR

R

AR

NN NN NN

Abbildung 3.5: Startpunkt (0.42, 0)

Auch hier handelt es sich wieder um einen Strudel. Allerdings ist die Abweichung
so gering, daf die Linien eng beisammen liegen.
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Maple:

3. C-Schritt :+(0)*x~3%y~0+(0)*x~1%y~2

3. A-Schritt :

4. C-Schritt :+(4)*x~4xy~0+(-6)*x"2%y~2+(-2)*x~0xy~4

4. A-Schritt :+(4)*x~3%y~1+(2)*x~1xy~3

1. Strudelgroesse = 0

5. C-Schritt :+(0)*x~5%y~0+(0)*x~3*y~2+(0) *x~1*y~4

5. A-Schritt :

6. C-Schritt :+(0)*x~6%xy~0+(0)*x~4*y~2+(0)*x~2%y~4+(0)*x~0*y~6
6. A-Schritt :+(1/3)*x~6xy~0+(5)*x~4*xy~2+(2)*x~2%y~4

2. Strudelgroesse = 0

7. C-Schritt :+(0)*x~7*y~0+(0)*x~5%y~2+(0)*x~3%y~4+(0) *x~1*y~6
7. A-Schritt :

8. C-Schritt :+(4)*x~8%y~0+(2)*x~6*y~2+(-14)*x~4*xy~4+(-4) *x~2%y~6
8. A-Schritt :+(96/35)*x~7xy~1+(106/15)*x~5*y~3+(64/15)*x~3%y~5

+(44/35) *x~1%y~7
3. Strudelgroesse = 44/35

JAVA:

3. C-Schritt: ()

3. A-Schritt: ()

4. C-Schritt: (-2.0y"4-6.0%x"~2%y~2 +4.0%x"4 )

4. A-Schritt: (2.0*xxy~3 +4.0%x"3%y )

4.: 1. Strudelgroesse: 0.0

5. C-Schritt: ()

5. A-Schritt: ()

6. C-Schritt: (-4.0%x*y~5-12.0%x"3%y~3 +8.0%x 5%y )
6. A-Schritt: (2.0*x"2%y~4 +5.0%x~4xy~2 +0.33333333333333326*x~6 )
6.: 2. Strudelgroesse: 0.0

7. C-Schritt: ()

7. A-Schritt: ()

8. C-Schritt: (-4.0%x"2xy~6-14.0%x"4xy~4 +2.0%x"6*y~2

+3.999999999999999%x"8 )

8. A-Schritt: (1.2571428571428567*x*y"~7 +4.266666666666665%x~3*y~5
+7.0666666666666655*x~5%y~3 +2.7428571428571424*x"T*y )

8.: 3. Strudelgroesse: 1.2571428571428567

Da auch hier relativ frith der Abbruch durch eine nichtverschwindende Strudelgrofe
ausgelost wird, sind keine allzu grofen Unterschiede in den Werten festzustellen.
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r+42?y+y3+22%y2

Beispiel 3’ = —

Beispiel bei Moritzen von Seite 43.

y+2z3+xy2+2rty

(TR N L
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e
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In diesem Beispiel findet sich zur Abwechslung wieder ein Wirbelfall.

Abbildung 3.6: Startpunkt (0.4, 0)

28

Wie schon zuvor wird auch hier zugunsten der Ubersichtlichkeit auf Zwischenergeb-

nisse verzichtet.

Maple:

C-Schritt :
. A-Schritt :
C-Schritt :

Strudelgroesse =
Strudelgroesse =
Strudelgroesse =
Strudelgroesse =
Strudelgroesse =
Strudelgroesse =
Strudelgroesse =
Strudelgroesse =
. Strudelgroesse =
10 Strudelgroesse =
11. Strudelgroesse =

© 0O NG WN AW W

0

O O O O O O O O

. A-Schritt :+(4)*x~3%y~1+(2)*x~1%y~3
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12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
47 .
47 .
48.

48.

Strudelgroesse
Strudelgroesse
Strudelgroesse
Strudelgroesse
Strudelgroesse
Strudelgroesse
Strudelgroesse
Strudelgroesse
Strudelgroesse
Strudelgroesse
Strudelgroesse

C-Schritt :+(0)

A-Schritt

*X

O O O O O O O O o o

0

~25%y~22+(0) *x~23*%y~24+(0) *x~21%y~26

C-Schritt :+(128/714620417135625) *x~26%y~22

A-Schritt

+(-16/85754450056275) *x~24*y~24
+(-16/2143861251406875) *x~22%y~26

:+(128/16436269594119375) *x~25%y~23

+(16/49308808782358125) *x~23%y~25
23. Strudelgroesse = 0

(-2.0%x~0*%y~4-6.0%x"2%y"2 +4.0%x~4xy~0 )
(2.0%x~1%y~3 +4.0%x"3*%y~1 )

3. Strudelgroesse: -1.1102230246251565E-16

0.0
-2.5979849584765384E-15
0.0
-1.516359194062639E-14
.0
.544126330536161E-15
.0
.4519389952746118E-12
.0
.3101097901904932E-11
.0
-1.278980059765441E-10
0.0
-4.227684185053371E-9
0.0

O, O, O 0 O

JAVA:

3. C-Schritt: ()

3. A-Schritt: ()

4. C-Schritt:

4. A-Schritt:

4 1. Strudelgroesse: 0.0
6 2. Strudelgroesse: 0.0
8

10.: 4. Strudelgroesse:
12.: 5. Strudelgroesse:
14.: 6. Strudelgroesse:
16.: 7. Strudelgroesse:
18.: 8. Strudelgroesse:
20.: 9. Strudelgroesse:
22.: 10. Strudelgroesse:
24.: 11. Strudelgroesse:
26.: 12. Strudelgroesse:
28.: 13. Strudelgroesse:
30.: 14. Strudelgroesse:
32.: 15. Strudelgroesse:
34.: 16. Strudelgroesse:
36.: 17. Strudelgroesse:
38.: 18. Strudelgroesse:
40.: 19. Strudelgroesse:

-2.432166333046484E-9

29
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42 ..
44 . .
46. :
47 .
47 .
48.

48.

48. .

20. Strudelgroesse: 0.0

21. Strudelgroesse: 1.509389448302279E-6

22. Strudelgroesse: 0.0

C-Schritt: ()

A-Schritt: ()

C-Schritt:
(-0.00133128149340261*x~2%y~46-0.028864563840003594*x~4*y~44
-0.28713379504057046*x~6*y~42-1.6968933051262551%x~8*y~40
-6.265007461952673*x~10*y~38-12.592849770758939*x~12*y~36
+3.489531128148757*x"14xy~34 +120.54748148879348*x"~16%y~32
+465.1343703261745%x~18%y~30 +1094.0540295221565%x~20%y"~28
+1815.3872733122967*x~22%y~26 +2195.0996407122816%x~24*y"~24
+1900.4017581190478*x~26*y~22 +1069.7831053986677*x~28*y~20
+224.31665343722847*x~30%y~18-220.9471234990557*x~32*y"~16
-261.54425382420237*x~34*y~14-140.4697054022555%x~36%y~12
-43.65674114995073*x~38*y~10-7.04966645696048*x~40*y~8
-0.187710799678834*x~42*%y~6+0.09635274250230215%x~44*y~4
+0.00813412581876777*x"~46%y~2 +5.2684386519516154E-5%x~48*y~0 )
A-Schritt:

(1.5077066577490255E-5%x~1%y~47 +6.799678741815506E-4*x~3%y~45
+0.011892623635634675*x~5*xy~43 +0.1140738016246945*x"7*y~41
+0.7082132413043034*x~9*y~39 +3.080483988438228*x~11*y~37
+9.736212103305643*x~13*%y~35 +22.485192832503248*x~15%y~33
+36.55669894022434*x~17*y~31+35.164384043198936%x~19%y~29
-3.5374710604470003*x~21*y~27-83.08256486714632*x~23*y~25
-170.88655049563758*x~256%y~23-215.95527479698944*x~27*y~21
-193.2704784874291*x~29*%y~19-125.69212079672198*x~31xy~17
-58.05511909227935*x~33*y~15-17.408072358856796*x~35*y~13
-2.3198712233211576*x~37*y~11+0.4650809664978977*x~39%y~9
+0.27403402818150135%x~41*xy~7+0.04897555806858939*x~43*y~5
+0.0033005566186809967*x~45%y~3+3.760731994202589E-5%x~47*y~1 )
23. Strudelgroesse: 1.5077066577490255E-5

An diesem Beispiel sieht man, daf einige Summanden im C- und A-Schritt in der
JAVA-Realisierung aufgrund der ungenauen Berechnung nicht verschwinden, die
Vergleichsdifferentialgleichung also langer erscheint. In der weiteren Berechnung fiih-
ren diese dann auch zum falschen Schluf, es ldge ein Strudel vor.
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z4+z" +228y—y'!
y— 2010y 411

Beispiel 3’ = —

Beispiel bei Moritzen von Seite 44.
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Abbildung 3.7: Startpunkt (0.85, 0)

Einen sehr schén nach innen drehenden Strudel findet man in diesem Beispiel.

Maple:

C-Schritt :+(0)*x~1xy~2

. A-Schritt :

C-Schritt '+(0)*x‘2*y‘2

. A-Schritt

Strudelgroesse =0
C-Schritt :+(0)*x"3%y~2

. A-Schritt :

. C-Schritt :+(0)*x~4*y~2

. A-Schritt :
Strudelgroesse = 0
C-Schritt :+(0)*x~5xy~2

. A-Schritt :

C-Schritt :+(0)*x~6%xy~2

. A-Schritt :+(1/4)*x~8%y~0
. Strudelgroesse = 0

. C-Schritt :+(0)*x~7*xy~2
A-Schritt :

10 C-Schritt :+(-4)*x"8*%y~2

QOQOCO(DOO\I\IM@@(H(HI—*##OOOO
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10. A-Schritt :+(2/9)*x~9%y~1+(-2/3)*x~7*y~3+(-14/15) *x~5*y~5
+(-2/3)*x~3%y~T7T+(-2/9) *x~1xy~9
4. Strudelgroesse = -2/9

JAVA:

C-Schritt: ()

. A-Schritt: ()

C-Schritt: ()

. A-Schritt: ()

: 1. Strudelgroesse: 0.0

C-Schritt: ()

. A-Schritt: ()

C-Schritt: ()

. A-Schritt: ()
: 2. Strudelgroesse: 0.0
C-Schritt: ()

. A-Schritt: ()

C-Schritt: (-2.0%x"7*xy~1 )

. A-Schritt: ( +0.25%x"8%y~0 )

: 3. Strudelgroesse: 0.0

C-Schritt: ()

A-Schritt: ()

. C-Schritt: (-4.0%x"8%y~2 )

. A-Schritt: (-0.2222222222222222*x~1%y"~9
-0.6666666666666666*x~3*y~7-0.9333333333333332*x"5*y"~5
-0.6666666666666666%x~7*xy~3+0.2222222222222222*x~9*y"~1 )

10.: 4. Strudelgroesse: -0.2222222222222222

W W 00NN OOO OO b wWww

=
O O

Wieder einmal sind die Unterschiede nur gering, da relativ friih eine Strudelgrofe
# 0 auftritt.

Entgegen der Aussage im Ausblick 5.3 bei Moritzen [1] kann das letzte Beispiel
(ohne linearen Anteil) y' = —% nicht ohne weiteres mit dem Programm
berechnet werden. Hierzu sind neue Formeln fiir den A-Schritt nétig. Die Entwick-
lung dieser, ihre Implementierung und Verwendung an einigen Beispielen ist Teil der

Diplomarbeit von Jiirgen Opel [12].
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3.4 Laufzeit, Komplexitiat und Ausloschung

Die Komplexitét bleibt eigentlich unveréndert, da der Algorithmus nur an die Pro-
grammiersprache angepaft wurde. Die Anzahl der Schleifen in Abhéngigkeit von der
Iterationsstufe ist anndhernd gleich. Lediglich die Initialisierung fiel etwas ausfiihr-
licher aus, dafiir bietet die Realisierung aber auch mehr Wahlmdéglichkeiten, sogar
die Eingabe von Differentialgleichungen ist mdglich. Fiir weitere Betrachtungen sei
auf Kapitel 4.2 in der Arbeit von Moritzen [1] verwiesen.

Die Laufzeit ist, wie schon zu Beginn des Kapitels erwihnt, um einiges héher im
Vergleich zu der Realisierung unter JAVA. Dies liegt einfach an den komplexeren
Berechnungen die in Maple stattfinden, da jede Zahl exakt behandelt wird. Briiche
bleiben erhalten und werden nicht in Dezimalbriiche umgewandelt. Dadurch ist in
jedem Schritt mit wachsendem Aufwand eine Uberpriifung auf Verrechenbarkeit der
neuen Ergebnisse nétig. Dies fiihrt letztendlich zu der deutlich héheren Laufzeit. Es
soll aber nochmals darauf hingewiesen werden, daf dies nicht auf eine hohere Anzahl
von Rechenschritten zuriickzufiihren ist - diese blieb unveréndert - sondern lediglich
durch die langsamere, aber exakte Berechnung in Maple verursacht wird.

Das grofle Problem der Numerik, die Ausléschung, wurde hier umgangen. Durch die
algebraische Berechnung gibt es keine Fehler, die sich fortpflanzen konnen. Deshalb
kénnen im Wirbelfall auch so viele exakte Nullen berechnet werden, wie gewiinscht
sind.

Allerdings ist hier Vorsicht geboten. Man sollte sich langsam an die gewiinschte
Grokenordnung herantasten. Zur Zeit der Erstellung dieser Diplomarbeit dauerte die
Berechnung bis zu einer 100ten Strudelgrofe mehrere Tage. Es treten mitunter grofie
Datenmengen auf, weil jeder Koeffizient aus einem Bruch zweier moglicherweise
hundertstelliger Zahlen besteht. Um unnétige Berechnungen von Strudelgrofen zu
vermeiden, wire es nun interessant zu wissen, wieviele fiir ein bestimmtes Problem!
berechnet werden miissen, um sicher auf den Wirbelfall schliefen zu konnen. An
einem Ansatz, eine derartige Aussage treffen zu konnen, arbeitet zur Zeit Dr. Hans-
Christian von Bothmer?.

Irein quadratisch, kubisch, biquadratisch oder beliebig
2Lehrstuhl Mathematik VIII, Fakultiit I, Universitit Bayreuth



Kapitel 4

Grenzzykel

4.1 Eigenschaften und Definition

Was ist ein Grenzzykel?

Lauft man in einer Differentialgleichung mit Strudelcharakter! bei zwei verschiede-
nen Startpunkten los (z.B. zwei benachbarte Punkte auf der x-Achse), so erwartet
man eigentlich, daff man in beiden Fillen in die selbe ’Richtung’ strudelt, d.h. sich
relativ dem Ursprung nihert oder von diesem entfernt. Nun kann es aber auch sein,
daf die beiden Teillosungen? aufeinander zulaufen (vergleiche Abbildung 4.1), bzw.
voneinander weg (vergleiche Abbildung 4.2). Zu zwei unterschiedlichen Startpunk-
ten ndhert sich also eine Umlaufbahn dem Ursprung und die andere entfernt sich
von diesem. Tritt dieses Phinomen auf, so gibt es in einer Umgebung des Ursprungs
zwei Bereiche mit unterschiedlichem Verhalten. Die Grenze zwischen diesen Beiden
wird von einem Grenzzykel dargestellt, der keines der beiden Verhalten annimmt,
sondern sich exakt auf dieser Grenze bewegt und diese nicht verlafit. Es handelt sich
hierbei also um eine geschlossene Kurve. Je nachdem, welches Verhalten auf inneren
Seite des Grenzzykels, bzw. der duferen vorliegt, liegt ein anziehender?® bzw. absto-
fender* Grenzzykel vor.

Auf der néchsten Seite findet sich je eine Grafik fiir jeden Typ. Die Grenzzykel wer-
den durch dickere Linien dargestellt, und Pfeilspitzen markieren die Strudelrichtung
der Spuren. Der einfacheren Darstellbarkeit wegen, wurde ein Kreis fiir die Form des
Grenzzykels gewahlt. Dies ist allerdings nicht allgemein der Fall, wie man spéter in
den Beispielen 4.4 sieht.

!das Richtungsfeld erzeugt in einer begrenzten Umgebung um die Unbestimmtheitsstelle aus-
schlieflich Strudel, wobei hier als Unbestimmtheitsstelle nur der Ursprung betrachtet werden soll

2der Weg, den man zuriicklegt, wenn man im Richtungsfeld einer Differentialgleichung bei einem
beliebigen Startpunkt loslduft, ist Teil der Losung fiir eben diesen Startpunkt. Auch Spur genannt

3die beiden Teillssungen laufen auf den Grenzzykel zu

“die beiden Teillssungen laufen vom Grenzzykel weg

34
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Mathematischer formuliert, sieht das so aus:

Sei

eine Differentialgleichung mit Strudelcharakter, d.h. 37:4 > 0: D;%# 0. Mittels
der Formel von Seite 404 bei Frommer |2] - die Einfithrung von Polarkoordinaten -
erhilt man eine Differentialgleichung der folgenden Form

or _, Z(recos(p), rsin(p))sin g + N(rcos(p), rsin(p)) cos ¢
0 Z(recos(p), rsin(p)) cos p — N(rcos(p), rsin(p)) sin ¢

Z sin 4N cos ¢
Z cosp—Nsingp °

oder in gekiirzte Schreibweise: r' = r
Sei 0(¢)ezakt €ine Losung dieser Differentialgleichung. Nun kann man die stetige
Funktion® 9(7¢)egakt = 7o — 0(27)ezars einfiihren, die den Abstand zwischen dem
Startpunkt (79, = 0) und dem Endpunkt (71, = 27) auf der x-Achse angibt.

Fiir positive Werte der Funktion, also ¥(7¢)ezakt > 0 oder 7o > 0(27)ezakt , strudelt
man offensichtlich zum Ursprung hin, im Gegensatz dazu fiir ¥(ro)ezqre < 0 von
diesem weg.

Jede Nullstelle von 9(7g)ezakt stellt somit eine geschlossene Kurve dar. Diese wird
nun Grenzzykel genannt.

Definition 4.1 (Grenzzykel). Sei ' eine auf Polarkoordinaten transformierte
Differentialgleichung mit Strudelcharakter und o(p)egar: eine dazugehirige Lisung.
Dann werden die zu den Nullstellen der Funktion ¥ (7o)ezakt = o — 0(27)ezakt geho-
rigen geschlossenen Kurven als Grenzzykel bezeichnet.

Bemerkung 4.2 (Grenzzykelradius). Ab sofort wird der Schnittpunkt eines Grenz-
zykels mit dem positiven Teil der z-Achse als Grenzzykelradius bezeichnet entspre-
chend dem bisherigen Startradius ry. Fs ist aber zu beachten, daf trotz der Ver-

wendung des Begriffs Radius, es sich bei einem Grenzzykel nicht zwingend um einen
Kreis handelt!

5Strudelgrofen D; nach Kapitel 2, Seite 10
6da o stetig ist, weil es Losung einer Differentialgleichung ist, ist auch 1 stetig.
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4.2 Kriterium fur die Existenz

Folgende Situation liegt hier vor:

y__z+pe,y€)
y+a(z,y,e)

mit einem Parameter ¢ € R und analytischer Abhéngigkeit in |z| < €, |y| < €, €] <
€0, d.h.

P,y €)= > pulz’y' = > puartyte

vtu>2 v+p>2,A>0
— 2N v, oA
Q(xayae) - E QUU(E)x Yy = E QuuaZ Y €
v+up>2 v+u>2,A>0

mit in |z| < €, |y| < €0, |€] < € kompakt gleichméfig absolut konvergenten Potenz-
reihen. Dann kénnen wir die Strudelgrofen D, (e) (n > 1) berechnen, die in |¢| < €
analytisch von e abhingen. Sei ng = n(e) der minimale Index mit D, (¢) # 0, wo-
bei ng(€) = +o0o zugelassen ist.

Satz 4.3 (Existenz von Grenzzykeln). Es gebe ein endliches minimales ng(0)
mit Dypy)(0) # 0. Es gebe ein € € (—€g,€0) — {0} und ein endliches minimales
no(€), 1o(€) < no(0) mit Dpye)(€) #0. Es sei

Dn()(()) (O)Dno(é) (é) < 0.

(7$+p($7y7€))

Dann ezistiert fir die auf Polarkoordinaten transformierte Gleichung y' = W)

namlich

r_ gl((pae)+g2(¢76)+"'
1+ hl((p, 6)7" +h2(§0,€)7"2 -+ .-

)

eine 2w - periodische Liosung, der Grenzzykel.
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Beweis

Ohne Einschréankung sei

D, (0) <0, die Spirale dreht sich heraus,

D5 (€) > 0, die Spirale dreht sich herein.

Fir Q = Q, (e, k1,m) = {|e|] < €, 0 <719 < K1, 0 < ¢ < 27+ n} gilt die dort
kompakt gleichméfkig absolutkonvergente Entwicklung

9]

_ 2 A v __ E v

T(Qp, To, 6) - CL)\N,,G 901‘7“0 - w,,(go, E)7’,0'
Au>0,0>1 v=1

Es ist 7(0,79,€) = ro. Sei

o0
o(ro,€) = r(2m, 19, €) = Zwy(%r, erg.
v=1

w(TOa 6) =To— Q(T(Ja E)a

so dafl

¢(T070) < 07 ’(/J(TO: g) > 07 0< o < K1,

ist. Insbesondere gibt es dann, aufgrund der Stetigkeit von (rg,€) in 7y einen
Punkt (rf,€) mit ¢(rf,€) =0 und 0 < |r§| < K;.
O
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4.3 Graphisches Auffinden

Bevor man einen Grenzzykel sucht, sollte man einen Anhaltspunkt zur moglichen
Existenz haben. Die folgenden Voraussetzungen sind hierbei hilfreich.

Fiir eine Schar von Differentialgleichungen der Form

f_ _T+p(,y€)
y+q(,y,€)

existiert fiir ¢ = 0 ein endliches, minimales ng(e) € N, so daf gilt D, )(e) =
Dyo0)(0) # 0. Desweiteren gebe es ein geeignet kleines” €, ebenfalls ein minima-
les ng(€) € N mit Dy (€) # 0 und ng(€) < ng(e) =mne(0). Nun wird nur noch
ein Vorzeichenwechsel der ersten nichtverschwindenden Strudelgréfsen bendtigt, also
Dno(e)(g)Dno(é) (g) <0.

Nun fithrt man nach [2| Seite 404 eine Approximation der Losung der Differential-
gleichung in der Funktion

r(ip, 0, €) = rows () + rowa(p) + - -

ein. Diese wird nun gleich in einer weiteren Funktion verwertet. (ry) mit

V(ro) =19 — (27,70, €) = Crrg + Cor + - - -

gibt den Abstand zwischen einem Startpunkt S auf der x-Achse mit den Polarko-
ordinaten (79, = 0) und einem Endpunkt E auf der x-Achse mit den Polarkoor-
dinaten (71, = 27) an.

Mit der Gleichwertigkeit von D; = 0 und C; = 0 V ¢ - wird in Kapitel 3 bei [14]
gezeigt - liegt also fiir €, ein Vorzeichenwechsel der Funktion (rq) vor.

Aufgrund der vorliegenden Stetigkeit hat ¢(ry) eine Nullstelle. Dies bedeutet aber
fiir die Differentialgleichung, dafs fiir das ry der Nullstelle eine geschlossene Kurve -
der Grenzzykel - existiert.

“geeignet klein, weil sonst der mégliche Grenzzykelradius aukerhalb des Bereiches mit bestimm-
baren Verhalten der Differentialgleichung liegt
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Um nun einen Grenzzykel zu finden sucht man eben diese Nullstelle, die die Grenze
zwischen zwei Bereichen unterschiedlichen Verhaltens darstellt. Auf der einen Seite
strudelt man fiir ¢ (ro) > 0 nach auRen und auf der anderen fiir 1(ry) < 0 nach
innen.

Will man nun die Suche mathematisch 16sen, so ergibt sich das Problem eine Appro-
ximation einer Losung explizit anzugeben. Auch bei Frommer findet sich hier kein
weiterer Ansatz, nur eine Beschreibung der dufleren Form einer durch sukzessive
Approximation gewonnenen Niaherung

2 3
r:r0w1+r0w2+r0w3+--- .

ohne aber weiteres iiber die Abhéingigkeit der w “s von der eigentlichen Differential-
gleichung zu sagen.

So verbleibt als Moglichkeit zur Suche nach der Nullstelle noch die Intervallschach-
telung. Mit der Modifikation lediglich nach endlicher Zeit, wenn man mit der Ge-
nauigkeit des Ergebnisses zufrieden ist, abzubrechen, entsteht ein brauchbarer Al-
gorithmus.

Zu Beginn der Suche wihlt man sich Startpunkte auf der x-Achse und vollzieht von
diesen ausgehend genau einen Umlauf bis man sich wieder auf der x-Achse befindet.
Sollte man fiir einen Startpunkt genau auf diesen wieder zuriickgelangen, so hat man
den Grenzzykel gefunden und andere Startpunkte geben Aufschluf iiber den Typ
(anziehend oder abstofend). Sehr wahrscheinlich findet man aber den Grenzzykel
nicht auf Anhieb. In diesem Fall nimmt man zwei Startpunkte mit unterschiedli-
chem Verhalten®. Sollte nur der gleiche Typ gefunden worden sein, versucht man
es ndher am Ursprung und weiter weg, solange bis zwei geeignete gefunden wur-
den. Hat man das gewiinschte Startpunktpaar (unterschiedliches Strudelverhalten)
beginnt die Intervallschachtelung. Man ermittelt fiir einen Punkt, der in der Mitte
der beiden liegt, das Verhalten, und ist so in der Lage ein Intervall, das nur halb so
grof ist, zu bilden, wobei die beiden Intervallgrenzen immer unterschiedliches Ver-
halten aufweisen miissen. Rekursives Anwenden l&ft die Intervallgrenzen beliebig
nahe zueinander laufen, und somit den Startpunkt des Grenzzykels in gewiinschter
Exaktheit ermitteln.

In dem Fall der vorliegenden Diplomarbeit wurde versucht, das Ganze mit Maple zu
16sen. Jedoch stellte sich das Problem, daf Maple in diesem Zusammenhang keine
Polarkoordinaten erlaubt. Ein Verzicht auf diese, bedeutet aber auch, daf man an-
statt eines Phasenwinkels von 27 nun einen Zeitpunkt ¢ bendtigt, der wieder exakt

8d.h. fiir einen nihert man sich dem Ursprung nach Umlaufen und fiir den anderen entfernt
man sich von diesem
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zur x-Achse zuriickfiihrt. Dieses ¢ wiederum konnte nur niherungsweise mit den
in Maple integrierten Algorithmen® berechnet werden. Leider ist keines dieser Ver-
fahren in der Praxis zu gebrauchen, da keine (mir bekannte) Methode exakt einen
Umlauf vollzieht, also wieder auf der x-Achse landet. Deshalb wurde die Idee derart
modifiziert, dak man einfach mehrmals (hinreichend oft) den Ursprung umlduft und
sich den Verlauf der Teillosung plotten 1aft. Bei ausreichender Anzahl der Umléu-
fe ist das Verhalten fiir den Startpunkt sehr leicht zu erkennen und offensichtlich.
Man sollte ohne weiteres erkennen konnen, ob eine Bewegung nach innen, also zum
Ursprung hin, oder nach aufen vorliegt. Der Rest des Verfahrens, also die Inter-
vallschachtelung mit mehreren Punkten, bleibt wie gehabt, und die Intervallgrenzen
konvergieren von beiden Seiten an den rechten Schnittpunkt des Grenzzykels mit
der x-Achse.

Die Genauigkeit hingt eigentlich nur von der vorhandenen Rechenzeit bzw. -kapazitit
ab. Je ndher man an den Grenzzykel herankommt, umso mehr Umléufe sind nétig,
daf das Verhalten ohne weiteres noch erkennbar ist, da sich in einer kleinen Um-
gebung des Grenzzykels die Umlaufbahnen sehr viel langsamer bewegen. Dadurch
kann sich die Bestimmung eines Grenzzykelradius auf 3 Nachkommastellen auf einem
aktuellen Rechnersystem (700 MHz) durchaus iiber eine Stunde bis hin zu einigen
Stunden erstrecken.

4.4 Beispiele und Fallstudien

Man kann zwei Typen von Grenzzykel unterscheiden, Anziehende und Abstofende.
Diese Unterteilung gibt es bei Frommer noch nicht. Im Folgenden wird zuné&chst
das Beispiel aus seiner Arbeit|2] genauer untersucht und im Anschluf daran einige
selbst erstellte Beispiele fiir beide Typen vorgestellt.

Um das Strudelverhalten eines Graphen in einer Abbildung zu erkennen, sucht man
den angegebenen Startpunkt im Koordinatensystem und betrachtet dann die weite-
re Entwicklung. Bei einigen Beispielen ist die Geschwindigkeit der Radiusianderung
jedoch so gering, dafs der Startpunkt nicht auf den linken oder rechten Rand der
Kurve festgelegt werden kann. Hier findet man dann eher den Endpunkt, denn der
von Maple zuletzt gezeichnete Teil ist auch der Deutlichste. Das Ende des Graphen
ist also die Linie mit den klar erkennbaren Farben, wihrend der Startpunkt aufgrund
der Uberlagerungen kaum sichtbar ist.

Derart geriistet sollte es kein Problem sein in den folgenden Abbildungen die Grenz-
zykel zu finden und auch deren Typ zu bestimmen.

92.B. rkf45 (Fehlbergs 45ter Ordnung-Runge-Kutta-Verfahren), Gear-Methode oder klassisch
(Punkt-zu-Punkt)
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Abstofsende Grenzzykel
Beispiel von Frommer

Frommer geht in seiner Arbeit [2]| bei
der Betrachtung von Grenzzykeln nur
auf die folgende Differentialgleichung
ein:

1 _$+m2+2a:y—y2
Yy y—2zy+y>

Diese Differentialgleichung besitzt
keinen Grenzzykel. Aus den Abbil-
dungen 4.3 und 4.4 kann man erken-
nen, dak das Verhalten um die Unbe-
stimmtheitsstelle gleich ist. Die Dif-
ferentialgleichung ’strudelt’ nach au-
Ren, bis sie bei einem Radius von ca.
0,36 im Chaos ihre Gleichméafigkeit
verliert (vgl. 4.4).

Strudelgrofe Dy =0

Strudelgrofe Dy = —%

Durch Einfiihrung eines € erhilt
die Differentialgleichung die erweiter-
te Form:

1 z+(l4+e)z®+2zy—y®
vy = y—2zy+y°

Hier ist Strudelgrofe D, =

W

Fiir verschiedene positive € treten
hier dann aufgrund des vorliegenden
Vorzeichenwechsels der ersten nicht-
verschwindenden Strudelgrofe nun
Grenzzykel an verschiedenen Stellen
auf. Diese werden im Folgenden be-
trachtet.
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Abbildung 4.4: Startpunkt ( 0.25 / 0)
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Abbildung 4.5: Startpunkt ( 0.11 / 0)
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Abbildung 4.6: Startpunkt ( 0.14 / 0)
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erhalt man als erste nicht verschwin-
dende Strudelgroke

In der Grafik 4.5 sieht man, daf sich
der Strudel dem Ursprung fiir Star-
tradien 7y < 0.11 ndhert. Dieses Ver-
halten liegt auch noch fiir ry = 0.12
vor, doch ist es in der Grafik auch
mit stark erhohtem Rechenaufwand
kaum zu erkennen.

Dagegen laft Bild 4.6 einen Stru-
del erkennen, der sich von der Unbe-
stimmtheitsstelle (0,0) fiir Startradi-
en ry > 0.14 entfernt.

Somit liegt der Startradius des
Grenzzykels bei ry ~ 0.13.
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Fiir

erhalt man als erste nicht verschwin-
dende Strudelgrofse

Gegeniiber dem vorhergehenden Bei-
spiel kann man in Darstellung 4.7 um
einiges deutlicher erkennen, daf sich
der Strudel fiir Startradien ry < 0.18
zusammenzieht.

Wohingegen in Abbildung 4.8 der
Strudel sich fiir Startradien ro > 0.20
ausdehnt.

Der Grenzzykelradius betriagt also
Ty ~ 0.19.
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Abbildung 4.10: Startpunkt ( 0.26 / 0)
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erhalt man als erste nicht verschwin-
dende Strudelgroke

Wieder kann man in Bild 4.9 deutlich
erkennen, dafs sich der Strudel dem
Ursprung fiir Startradien ry < 0.24
nihert ...

.. und fiir Startradien ry > 0.26 das
entgegengesetzte Verhalten aufweist
(vgl. Abb. 4.10).

Bei ry & 0.25 befindet sich der Star-
tradius des Grenzzykels.
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Fiir

o=

erhalt man als erste nicht verschwin-
dende Strudelgrofse

Sehr schon kann man in Abbildung
4.11 diesmal die Bewegung des Stru-
dels in Richtung des Nullpunktes fiir
Startradien 79 < 0.3102 erkennen.

Fiir Startradien r, > 0.3103 sieht
man in der Grafik 4.12 sogar das
Ende des strudeligen Verhaltens.
Nach mehreren Umlédufen verliert der
Graph die Gleichméfbigkeit und ver-
schwindet im ’Chaos’.

Man kann den Schnittpunkt des
Grenzzykels mit dem positiven Teil
der x-Achse also bei ¢y ~ 0.31025 fin-
den.
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Fir

_ 13
48

erhalt man als erste nicht ver-
schwindende Strudelgréfe

In der Darstellung 4.13 zieht
sich der Graph fiir Startradien
ro < 0.3335397747 zusammen.

In Abbildung 4.14 fiir Startra-
dien ry > 0.3335397748 kann
man gerade noch einen Umlauf
erkennen, ehe das gleichméfige
Verhalten verloren geht.

Der Startradius des Grenzzy-
kels liegt somit bei 7y =
0.33353977475. Dies ist auch
der duferste gefundene Grenz-
zykel. Fiir grofere e konnte
keine geschlossene Integralkur-
ve mehr gefunden werden.
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Fiir

erhalt man als erste nicht verschwin-
dende Strudelgrofse

- 3
D, = 3.

Unverdndert erkennt man in Bild
4.15 fiir Startradien r, < 0.36006
das dem Ursprung zustrebende Ver-
halten.

Dagegen kann aus der Grafik 4.16 fiir
Startradien ry > 0.36007 leider keine
Aussage mehr getroffen werden. Der
Graph erreicht keinen ganzen Umlauf
mehr, er verlafit schon zuvor die Stru-
delbahn.

Da das Verhalten fiir Startradien
ro > 0.36007 nicht dem benétigtem
Strudeln entspricht, kann in diesem
Beispiel und auch fiir € > % keine
Aussage beziiglich Grenzzykeln ge-
macht werden.
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Abbildung 4.16: Startpunkt ( 0.36007 / 0)
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Abbildung 4.18: Startpunkt ( 0.3827 / 0)
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erhalt man als erste nicht verschwin-
dende Strudelgroke

1
5

In Abbildung 4.17 strudelt der Graph
fir Startradien r, < 0.3826 wie

erwartet zur Unbestimmtheitsstelle
hin.

Wie schon am Ende des vorherge-
henden Beispiels festgestellt wurde,
kann man in der Darstellung 4.18 fiir
Startradien r¢ > 0.3827 nichts iiber
Grenzzykel aussagen.
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20

Eigene Beispiele fiir abstofiende Grenzzykel

I _w+(1+e)z4y+$6y
y y+$y4

Fir ¢ = 0 erhdlt man D; = 0,

Dy =0 und D3=—%.

Fiir € # 0 erhélt man als erste nicht
verschwindende Strudelgréfe

DQZ— .

ten

Fiir e = —i kommt es also zum bend-
tigten Vorzeichenwechsel der ersten
nicht verschwindenden Strudelgrofe,
und es kann ein Grenzzykel existie-
ren.

In der Grafik 4.19 sieht man, daf sich
der Strudel der Unbestimmtheitsstel-
le fiir Startradien ry < 0.632 néhert.

Dagegen laft Bild 4.20 einen Stru-
del erkennen, der sich von der Un-

bestimmtheitsstelle fiir Startradien
ro > 0.633 entfernt.

Somit liegt der Startradius des
Grenzzykels bei 7y ~ 0.6325.

F—m e e e e P

Abbildung 4.20: Startpunkt ( 0.633 / 0)
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Abbildung 4.21: Startpunkt ( 0.65 / 0)
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Abbildung 4.22: Startpunkt ( 0.66 / 0)

o1

r_ _m+(1+e)z4y3+m8y
y - y+w3y4

Fiir ¢ = 0 erhidlt man D; = 0,

DQZO, D3:O und D4:—$

Fiir € # 0 erhilt man als erste nicht
verschwindende Strudelgréfe

Fiir € = —% kommt es also zum be-
notigten Vorzeichenwechsel der er-
sten nicht verschwindenden Strudel-
grofe, und es existiert moglicherwei-
se ein Grenzzykel.

In Abbildung 4.21 sieht man, dafs
sich der Strudel der Unbestimmt-
heitsstelle fiir Startradien ry < 0.65
ndhert. Dagegen lafit 4.22 einen
Strudel erkennen, der sich von der
Unbestimmtheitsstelle fiir Startra-
dien 7y > 0.66 entfernt.

Deshalb betriagt der Grenzzykelradi-
us 79 ~ 0.655.
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Anziehende Grenzzykel

r _z+(1+e)m4y—$6y
y = y+ay?

Fiir ¢ = 0 erhdlt man D; = 0,
Dy, =0 und D3:%

Fiir € # 0 erhélt man als erste nicht
verschwindende Strudelgrofe

DQZ— .

ot|en

Fiir e = % kommt es also zum beno-
tigten Vorzeichenwechsel der ersten
nicht verschwindenden Strudelgrofe,
und es kann ein Grenzzykel existie-
ren.

In den Darstellungen 4.23 und 4.24
kann man sehr schon erkennen, daf
sich der Strudel von beiden Seiten ei-
ner geschlossenen Kurve ndhert, dem
Grenzzykel.

Der Grenzzykel hat also einen Star-
tradius von 79 ~ 0.63.

02

L L
et e e P B
= -.:ﬁ-h"“x"’&“\a\*\\\ "

e e e e e

& T e
£ e e
L L

R 1=

Abbildung 4.23: Startpunkt ( 0.55 / 0)

P ffcﬂ—c' =x —-a—hmmhammx T

Abbildung 4.24: Startpunkt ( 0.75 / 0)
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Abbildung 4.26: Startpunkt ( 1.1 / 0)

93

r_ _m+(1+e)a:2y—$6y
y - y+zy2

Fir ¢ = 0 erhdlt man D; = 0,
D2:0 und D3:%

Fiir € # 0 erhélt man als erste nicht
verschwindende Strudelgrofe

D1=— .

wlm

Dieses Beispiel besitzt die Beson-
derheit, dal durch die Einfiihrung
des € nicht eine Strudelgrofe frii-
her, sondern gar zwei Iterationen
eher abgebrochen wird. Trotzdem der
Vorzeichenwechsel zwischen der er-
sten und dritten Strudelgréfe vor-
liegt, existiert ein Grenzzykel.

Mit € = i wird der bendétigte Vor-
zeichenwechsel der ersten nicht ver-
schwindenden Strudelgrofe erreicht.

Wie zuvor kann man auch in den Ab-
bildungen 4.25 und 4.26 gut sehen,
dak sich der Strudel von beiden Sei-
ten einer geschlossenen Kurve niahert,
dem Grenzzykel.

Dieser schneidet die x-Achse bei un-
gefdhr bei x = 0.95.
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4.5 Betrachtung des Nullstellengebildes der Funk-
tion ¢ (rg, €)

Imm Folgenden wird nun das Nullstellengebilde der Funktion (ry, €) betrachtet. Im
Gegensatz zur praktischen Methode der Suche nach einem Grenzzykel wird hierzu
nicht auf ein einziges e eingeschrinkt, sondern eine kontinuierliche Menge unter-
sucht. Das heifit, man sucht zu einer Schar von Differentialgleichungen der Form

y__z+p(e,y€)
y+a(z,y,¢)

die entsprechende Menge Grenzzykel. Jedem dieser Grenzzykel kann vermutlich ge-
nau ein Wertepaar (7o, €) zugeordnet werden. Diese Tupel erlauben eine Veranschau-
lichung des Nullstellengebildes der Funktion (g, €).

Hier wird nun aus dem Beispiel zu Grenzzykeln in Frommers Arbeit [2| die Schar
von Differentialgleichungen gebildet:

o+t 0r 42y -y

- eeR
Y y — 2zy + y?

welche dann zur Betrachtung herangezogen werden. Die folgenden diskreten Werte-
paare wurden in 4.4 ermittelt.

€ To
0 7 Grenzzykel, also vermutlich 0
5% 0.13
55 0.19
i 0.26
5 0.31
13 ~0.27 0.33

48

% =0.375 A Grenzzykel, vermutlich r so grof,
daf hohere Terme storen
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Diese Tupel lassen eindeutig auf die Form des Nullstellengebildes schliefen, und man
erhilt folgende Grafik:

Nullstellengebilde

0,40 -
0,30 -
0,20 -
0,10 -

0,00 I T —r¢E
0,00 0,10 0,20 0,40

Abbildung 4.27:

In der Abbildung 4.27 werden zwei Aspekte deutlich:

1. Die Grafik erweckt den Anschein, daf bei einer Anndherung von € an 0, auch
ro 0 entgegenstrebt, das heiflt der Grenzzykel zieht sich im Ursprung zusam-
men, oder

limry(e) = 0.

e—0
Dies wiirde auch mit der Aussage Frommers iiber Grenzzykel in [2]| iiberein-
stimmen. Niher an dem Ursprung gelegenere Punkte als fiir € = 51—0 konnten
zum Zeitpunkt der Erstellung der Diplomarbeit nicht berechnet werden, da der
damit verbundene Zeitaufwand zu grofs wiirde. Die Rechenzeit fiir eine Grafik
in dieser Nihe betriigt auf einem aktuellen Computer!? iiber eine Stunde.
Nicht nur aus den Tupeln kann die Aussage iiber die dufere Form des Nullstel-
lengebildes abgeleitet werden, sondern auch in den Grafiken zu 4.4 wird dies
deutlich. Man kann erkennen, dal das Verhalten fiir ¢ = 0, dem auferhalb
eines Grenzzykels fiir € # 0 entspricht.

0wenn Maple auf einer mit 700 Mhz getakteten CPU luft
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2. Bei einer ausreichenden Entfernung e¢ vom Ursprung kann kein Grenzzykel
mehr gefunden werden, das Verhalten der Differentialgleichung wird unbe-
stimmbar noch bevor die Strudelbahnen einen Grenzzykel erreichen.

Sei e > 0:

V€ < €maz : 3 Grenzzykel
d€maz € R
V€ > €mas : P Grenzzykel

Im hier untersuchten Beispiel kann unter Beriicksichtigung der Rechen- und
Zeichengenauigkeit davon ausgegangen werden daf bei einer Wahl von € > %
kein Grenzzykel mehr existiert. Fiir 0 < e < g dagegen existiert fiir jedes e
ein Grenzzykel. Nun bleibt noch das Intervall [13, 2) (in Abbildung 4.27 der
grau unterlegte Bereich) zu betrachten. Hier findet sich dann das obige €4,

welches das letzte e darstellt fiir das ein Grenzzykel existiert.

Eine Verallgemeinerung dieser Aussagen iiber das Nullstellengebilde von ) (rg, €) fiir
eine beliebige Schar der Form

f_ T+ p(a,y€)
y+q(z,y,¢€)

kénnte noch einmal eingehender untersucht werden. Es wird sich wahrscheinlich am
qualitativen Aussehen des Nullstellengebildes im Vergleich zu dem hier vorgestellten
nicht viel dndern, lediglich eine Stauchung oder Streckung des vorliegenden Graphen
wird auftreten.

Man kann vermuten, daf auch fiir jede derartige Schar von Differentialgleichungen
lim, ,o7o(e) = 0 gilt und ein €,,,, existiert. Nun wire es zum Beispiel mittels
impliziter Funktionen'’ méglich dies zu zeigen. Dazu werden die Voraussetzungen
des Beweises zum Satz aus 4.3 benotigt:

oo

o(ro,€) = r(2m, 19, €) = Zwu(%r, e)rg.

v=1
Y(ro, €) = 1o — 0(10,€) = 1 — w1 (27, €)1 — wo (27, 6)7‘8 ———

Desweiteren sei 7g(¢) eine Abbildung, die jedem e den entsprechenden Grenzzykel-
radius 7o '? zuordnet, quasi eine Funktion iiber die Nullstellen von % (r, €).

siehe hierzu Kapitel 8 in [4] Band 2
2fiir jedes dieser Paare gilt 1(rg,€) =0
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o7

Um nun zu zeigen, daf lim. ,o7y(e) = 0 gilt, ist es nach dem Satz iiber implizite

Funktionen ausreichend, wenn g—i\mzo,ezo # 0 gilt.

oY do(ro; €)

s -1

87“0 (TO’ 6) 87’0

81/) - v—1

8—T0(r0, e)=1-— ;Vw,,(%r, erg

%(ro, €) =1 —w(2m,€) — 2we(2m, €)r9 — . ..
87‘0

Fiir ro =0 und e = 0 ergibt sich somit

9]
3—2(0’0) =1— w;(2m,0).

Mit der Forderung

oY
8—7‘0|T0:0’€:0 7é O

erhilt man die neue Bedingung
wy(2m,0) # 1.
Nun kann dies nach [8] auf dem komplexen Polyzylinder
Qc = Qc(eo, k1,m) = {le| < €, [ro| < &1, || < 27 +n}
mit Hilfe der Cauchyschen Integralformel durch
w1 (27, 0)| < (k1 — 8)"H(M (27 +n)KT + K1 — 9)
bzw. fiir 6 — 0 durch

i (2, 0)| < M (27 + )y +1

mit einer Konstanten M abgeschitzt werden, womit das gewiinschte Ziel aber nicht
erreicht wird und daher mit diesem Beweisansatz kein Ergebnis erzielt werden kann.

Die oben getroffene Vermutung bleibt also als solche bestehen, ein geeigneter Be-

weisansatz muf noch gefunden werden.



Anhang A

Quellcode

# xxkkx Diffgl. einlesen *¥xxkx
Einlesen:=proc()
global Poly_A, Poly_B, p, q, maxstrudel;
local i, j, Hilfs_A_, Hilfs_B_;
printf(‘\nMaximale Strudelgroesse eingeben\n \n‘);
if expertmode=0 then
printf (¢ (Zuerst mit einem Wert <10 testen)\n ©);
fi;
maxstrudel:=parse(readline(terminal));
init ) ;
printf (‘\nDifferentialgleichung der Form -A/B\n‘);
printf(‘\nA eingeben\n®);
if expertmode=0 then
printf(‘zB: x+2xx~2%y+(1/3)*x~2%xy~2+3~(1/2)*x~2xy~3\n ©);
fi;
Poly_A:=simplify(parse(readline(terminal)));
Poly_A:=-Poly_A:
printf (‘\nB eingeben\n‘);
if expertmode=0 then
printf (‘zB: y+2*x"2xy+(1/3)*x~2%y~2+3~(1/2)*x~2%y~3\n ¢);
fi;
Poly_B:=simplify(parse(readline(terminal)));
for i from 1 to degree(Poly_A) do
pli,0] :=coeff(Poly_A, x~i);
pli,0] :=subs(y=0, pl[i,0]);
pl0,i]:=coeff(Poly_A, y~i);
pl0,i] :=subs(x=0, p[0,il);
od:
for i from 1 to degree(Poly_B) do
qli,0] :=coeff(Poly_B, x~i);
qli,0] :=subs(y=0, ql[i,01);
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ql0,i] :=coeff (Poly_B, y~i);
q[0,i] :=subs(x=0, q[0,il);
od:
for i from 1 to degree(Poly_A) do
Hilfs_A_:=coeff(Poly_A, x~i);
for j from 1 to degree(Poly_A) do
pli,jl:=coeff(Hilfs_A_, y~j);
od:
od:
for i from 1 to degree(Poly_B) do
Hilfs_B_:=coeff(Poly_B, x~i);
for j from 1 to degree(Poly_B) do
qli,jl:=coeff(Hilfs_B_, y~j);

od:
od:
ql[0,0]:=0;
pl0,0]:=0;

end:

# *kxxx Speicherprozdur ¥k
Speichern:=proc()
global Poly_A, Poly_B, p, q, maxstrudel, dateiname, grad_A, grad_B;
local i, j, fp;
grad_A:=degree(Poly_A);
grad_B:=degree(Poly_B);
printf(‘\nDateinamen zum Abspeichern angeben :\n ¢);
dateiname:=readline(terminal);
dateiname:=‘dgls/‘.dateiname;
fp:=fopen(dateiname, WRITE, TEXT):
fprintf(fp, ‘maxstrudel:=Jd;°‘,maxstrudel):
fprintf (fp, ‘\ngrad_A:=)d;°‘,grad_A):
fprintf (fp, ‘\ngrad_B:=d;°‘,grad_B):
for j from O to degree(Poly_A) do
for i from O to degree(Poly_A) do
fprintf (fp, ‘\nplid,%d]:=Vs;¢,i,j, convert(pli,jl,string)):
od:
od:
for j from 0 to degree(Poly_B) do
for i from 0 to degree(Poly_B) do
fprintf (fp, ‘\nqld,%d]:=¥s;¢,i,j, convert(qli,jl,string)):
od:
od:
fclose(fp);
end:
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# *xxk*x Datei laden *¥*x
Lade:=proc()
global dateiname;
local dgls;
printf (¢ \n);
if expertmode=0 then
printf(‘Folgende Dateien aus dem Unterverzeichnis "dgls" koennen
geladen werden:\n \n‘);
fi;
dgls:=ssystem(‘dir dgls /b /on‘);
printf(‘%s‘,dgls[2]);
printf(‘\nDateinamen zum Laden angeben :\n °);
dateiname:=readline(terminal) ;
dateiname:=‘dgls/‘.dateiname;
# *xx*x*k quasi nur Strudelgroesse einlesen *k**x
read (dateiname) ;
# ®kkkx Startinitialisierung *¥kx
initQ):
# **k*%*% p’s und q°s erneut einlesen da ueberschrieben !!! s xxx*x
read(dateiname) :
Poly_bau();
end:

# *+xxxx Initialisierungen *¥xxx
init:=proc()
global p, q, A, B, aktueller_grad, dxA, dyA, maxstrudel:
local 1i,j:
for i from 0 to 2*maxstrudel+3 do
for j from 0 to 2*maxstrudel+3 do

pli,jl:=0;
qli,jl:=0;
od:
od:
Al2,0]:=1:
A[1,1]:=0:
Af0,2]:=1:

aktueller_grad:=2:

for i from 0 to 2*maxstrudel+3 do
for j from 0 to 2*maxstrudel+3 do

B[i,jl:=0;

od;

od;

for i from 0 to 2*maxstrudel+3 do
for j from 0 to 2*maxstrudel+3 do
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dyAli, jl:=0;
dxA[i, j1:=0;
od:
od:
end:

# xxx*xx Ableitungen von Gross_F **kkx

ableitung:=proc()
global dyA,dxA:
local 1i:

for i from 0 to (aktueller_grad-2) do

dyA[i, aktueller_grad-2-i]:=

(aktueller_grad-1-i)*A[i, aktueller_grad-1-il;
dxA[i, aktueller_grad-2-i]:=(i+1)*A[i+1, aktueller_grad-2-i];

od:
end:

# xxkkk C-Schritt sk
CSchritt:=proc()

global B:

local k,1,m,n:

for k from 0 to aktueller_grad do

for 1 from O to aktueller_grad do
for m from O to (aktueller_grad-2) do
for n from 0 to (aktueller_grad-2) do
if k+m+l+n=aktueller_grad then

if m+n>0 then

iv

B[k+m,1+n] :=p[k,1]*dyA[m,n]+q[k,1]*dxA[m,n]+B[k+m,1+n];

fi;
fi;
od;
od;
od;
od;
end:

# *kxxx ungerader A-Schritt ks
ASchrittungerade:=proc()
global aktueller_grad,B,A:
local 1,Summe,i,j,Produkt:
for 1 from 0 to aktueller_grad do
Summe:=0;
if 1 mod 2 = 0 then

for i from 0 to (aktueller_grad-1-1)/2 do
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Produkt:=1;
for j from i to (aktueller_grad-1-3)/2 do
Produkt:=Produkt*( (aktueller_grad-2xj-1) / (2xj+1) );
od:
Summe : =Summe+
(B[2*i,aktueller_grad-2*i]*Produkt/(aktueller_grad-1));

od:
A[aktueller_grad - 1, 1] :=-Summe;
else
for i from 0 to (1-1)/2 do
Produkt:=1;

for j from i to (1-3)/2 do
Produkt:=Produkt*( (aktueller_grad-2*j-1) / (2%j+1) );

od:
Summe : =Summe+( B[aktueller_grad-2*i, 2*i]*Produkt / 1);
od:
Alaktueller_grad - 1, 1]:=Summe;
fi;
od;

end:

# **xxxx Klein_a Berechnung *xxx*
aberechnen:=proc()

global aktueller_grad,a:

local Produkt,k,i,m:

m:=floor (aktueller_grad/4):

al[0]:=1:
for i from 1 to m do
Produkt:=1;

for k from 1 to i do
Produkt:=Produkt* ((aktueller_grad-(2xk-1))/(2¥k-1));

od:
a[i] :=Produkt:

od:

for i from m+1 to 2*m+1 do
ali] :=a[(aktueller_grad/2)-il;

od:

end:

# **xxxx gerader A-Schritt *kkxx
ASchrittgerade:=proc()
global aktueller_grad,a,B,A:
local i,Produkt,Summe,j,1l:
aberechnen() :
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A[0, aktueller_grad]:=0:
for 1 from O to aktueller_grad-1 do
Summe :=0;
if 1 mod 2 = 0 then
for i from 1 to (aktueller_grad-1)/2 do
Produkt:=1;
for j from i to (aktueller_grad-1-2)/2 do
Produkt:=Produkt*( (aktueller_grad-2*j) / (2%j) );
od:
Summe : =Summe+
(B[2*i-1,aktueller_grad-2*i+1]*Produkt/(aktueller_grad-1));
od:
A[aktueller_grad - 1, 1] :=-Summe;
else
for i from 0 to (1-1)/2 do
Summe : =Summe+B [aktueller_grad-2*i, 2x*i]/al[i];
od;
for j from ((1-1)/2)+1 to aktueller_grad/2 do
Summe : =Summe-B[aktueller_grad-2*j, 2*jl/aljl;
od;
Summe : =Summe/min(1l, aktueller_grad - 1);
Summe : =Summe*a [min( (1-1)/2, (aktueller_grad-1-1)/2 )1;
Alaktueller_grad - 1, 1]:=Summe/2;
fi;
od;
end:

# *xxxx Ergebnisausgabe in Datei ****x
ausgabeindatei:=proc()
global aktueller_grad, A, B, Strudelgroesse:
local i,j,fp, erg_datei:
printf (‘\n\nDateinamen zum Speichern der Ergebnisse angeben :\n \n‘);
if expertmode=0 then
printf(‘(Diese werden im Unterverzeichnis "ergs" gespeichert)\n °);
fi;
erg_datei:=readline(terminal);
erg_datei:=‘ergs/‘.erg_datei;
fp:=fopen(erg_datei, WRITE, TEXT):
fprintf (fp, ‘Aktueller Grad = ¢):
fprintf (fp, convert(aktueller_grad,string) ):
for j from 3 to aktueller_grad do
for i from O to j do
fprintf (fp, ‘\nA[/dl[%d] = ¢,i,j-i):
fprintf(fp, convert(Ali,j-il,string) ):
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fo

od:

od:

for j from 3 to aktueller_grad do
for i from 0 to j do

fprintf(fp, “\nB[kd][%d] = ¢,i,j-1):
fprintf(fp, convert(B[i,j-il,string) ):
od:
od:
for j from 1 to (aktueller_grad/2)-1 do
fprintf (fp, ‘\nStrudelgroessel[ld] = ¢,j):
fprintf (fp, convert(Strudelgroessel[j],string)):
od:
fprintf (fp, \n\n skxkkkscksskckkkokkskkokkkkskkomkkoRokookoRookkkkkk \n\n‘) :
r i from 3 to aktueller_grad do

fprintf (fp, ‘\n%d. C-Schritt :¢,i):
for j from 0 to i do
if B[aktueller_grad-j,jl<>0 then
fprintf (fp, ‘+(%s)*x~%d*y~%d‘, convert((B[i-j,jl),string),i-j,j):
fi:
od:
fprintf(fp, ‘\n%d. A-Schritt :¢,i):
for j from O to i do
if A[i-j,jl1<>0 then
fprintf (fp, ‘+(Us)*x~Y%d*xy~%d‘, convert((A[i-j,jl),string),i-j,j):
fi:
od:
if (i mod 2 = 0) then
fprintf (fp, ‘\n)d. Strudelgroesse = ¢,(i/2)-1):
fprintf (fp, convert(Strudelgroessel[(i/2)-1],string)):
fi:

od:

fclose(fp):

end:

#
Fr

gl

*kkkkk Frommer Algorithmus okkkk*
ommer : =proc ()

obal aktueller_grad;

# *xxx*x aktuellen_grad erhdhen x*x*k**
aktueller_grad:=aktueller_grad+1:

# #xkx*k Ableitungen (ungerader Grad)**x*x
ableitung():

# *x+*x C-Schritt (ungerader Grad)****x
CSchritt():

# *xx#x A-Schritt (ungerader Grad) s**xx*x
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ASchrittungerade():
# **k*k* aktuellen_grad erhOhen *****
aktueller_grad:=aktueller_grad+1:
# *xkx*x Ableitungen (gerader Grad) ****x
ableitung():
# **x*x*x C-Schritt (gerader Grad) **k*x
CSchritt ) :
# *xxxx A-Schritt (gerader Grad) x¥**x
ASchrittgerade():

end:

# xxkkx Testausgabe *xkkx
Testausgabe:=proc ()
global p, q, maxstrudel, grad_A, grad_B:
local 1i,j:
printf(‘\nMaximale Anzahl Strudelgroessen : %d‘ ,maxstrudel):
printf(‘\nA = ¢):
for j from 0 to grad_A do
for i from O to grad_A do
if p[i,j]1<>0 then
printf (‘+(%s)*x~%d*y~%d‘, convert((-p[i,jl),string),i,j):
fi:
od:
od:
printf(‘\nB = ¢):
for j from 0 to grad_B do
for i from O to grad_B do
if ql[i,j]1<>0 then
printf (‘+(%s)*x~%d*xy~%d‘, convert(qli,jl,string),i,j):
fi:
od:
od:
printf(‘\n ‘):
end:

# x%kkk Polynom zusammenbauen **kkx*
Poly_bau:=proc()
global Poly_A, Poly_B, p, q, maxstrudel, grad_A, grad_B:

local 1i,j:
Poly_A:=0;
Poly_B:=0;

for j from 0 to grad_A do
for i from O to grad_A do
Poly_A:=Poly_A+pl[i,jl*x~ixy~j;
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od:

od:

for j from 0 to grad_B do
for i from O to grad_B do

Poly_B:=Poly_B+q[i,jl*x~i*xy~j;

od:

od:

end:

# *xxxx grafische Ausgabe *¥*xx
Grafik:=proc()
global Poly_A, Poly_B;
local Fkt_A, Fkt_B, Diagramm, max_t, achse, \
Xx_axe, y_axe, x_start, y_start, xy_start, schrittweite;
printf(‘\nMaximales t angeben\n \n°‘);
if expertmode=0 then
printf (‘ (Zunaechst ein kleines t (<10) waehlen,
da Berechnung schneller!)\n ¢);
fi;
max_t:=readline(terminal) ;
printf (‘\nAchsenlaenge angeben\n \n‘);
if expertmode=0 then
printf (¢ (Hier waere 1 ein Vorschlag)\n ¢);
fi;
achse:=readline(terminal) ;
printf(‘\nx(0) angeben\n \n°);
if expertmode=0 then
printf (¢ (X-Koordinate des Startpunktes - innerhalb
der Achsenlaenge waehlen !)\n ‘);
fi;
x_start:=readline(terminal) ;
printf(‘\ny(0) angeben\n \n‘);
if expertmode=0 then
printf (¢ (Y-Koordinate des Startpunktes - innerhalb
der Achsenlaenge waehlen !)\n );
fi;
y_start:=readline(terminal) ;
printf(‘\nSchrittweite angeben\n °);
if expertmode=0 then
printf (¢ (Schrittweite zunaechst 0.4 waehlen, spaeter
evtl. verfeinern)\n ¢);
fi;
schrittweite:=readline(terminal) ;
max_t:=‘t=0..°‘.max_t;

ix
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x_axe:=‘x=-‘.achse.‘..‘.achse;

y_axe:=‘y=-‘.achse.‘..‘.achse;

xy_start:=‘[[x(0)=‘.x_start.‘,y(0)=‘.y_start.‘1]*;

schrittweite:=‘stepsize=‘.schrittweite;

max_t:=parse(max_t);

x_axe:=parse(x_axe);

y_axe:=parse(y_axe);

xy_start:=parse(xy_start);

schrittweite:=parse(schrittweite);

Fkt_A:=unapply(Poly_A,x,y);

Fkt_B:=unapply(Poly_B,x,y);

with(DEtools):

Diagramm:=DEplot ([diff (x(t),t)=-Fkt_B(x,y), \
diff(y(t),t)=-Fkt_A(x,y)], [x(t),y(t)], \
max_t, x_axe, y_axe, xy_start, schrittweite, \
linecolour=sin(t*Pi/2), \
color=[.3*y(t)*(x(t)-1) ,x(t)*(1-y(t)),.11);

print (Diagramm) ;

end:

# **xxxx Hier beginnt quasi das main Programm k*x
Digits:=100:
menu:=0:
while menu=0 do
menu:=1:
while menu=1 do
printf(‘\nl fuer Eingabe‘);
printf(‘\n2 fuer Laden\n \n‘);
menu_wahl :=readline(terminal) ;
if menu_wahl = ‘1° then
Einlesen();
Speichern();
Testausgabe () ;
menu:=2;
elif menu_wahl = ‘2¢ then
Lade();
Testausgabe () ;
menu:=2;
else
printf(‘\nFalsche Eingabe - nochmal !\n‘);
fi;
od:
while menu=2 do
printf(‘\nl1 fuer Berechnung‘);
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printf(‘\n2 fuer Grafische Ausgabe\n ¢);

menu_wahl :=readline(terminal) ;

if menu_wahl = ‘1¢ then

for strudel from 1 to maxstrudel do
anfang:=time() ;
Frommer () ;
# *xxxx Strudelgroesse *¥kxx
Strudelgroesse[strudel] :=
A[1,aktueller_grad-1]+B[0,aktueller_grad]:

print();
printf(‘\nStrudelgroessel[%d] =
%s\n¢,strudel, convert (Strudelgroesse[strudel] ,string));

if Strudelgroesse[strudel]<>0 then
strudel:=maxstrudel:
fi:
printf(‘%f sec fuer diese Strudelgroesse benoetigt®,
(time() -anfang));
od:
# *xxxx Ausgabe in Dateil *¥kxx
ausgabeindatei():
menu:=3;
elif menu_wahl = ‘2°¢ then
Grafik();
menu:=3;
else
printf(‘\nFalsche Eingabe - nochmal !\n ¢);
fi;
od:
while menu=3 do
printf(‘\nl das Ganze nochmal‘);
printf(‘\n2 Ende\n °);
menu_wahl:=readline(terminal) ;
if menu_wahl = ‘1¢ then

menu:=0;
elif menu_wahl = ‘2¢ then

menu:=4;
else

printf(‘\nFalsche Eingabe - nochmal !\n );
fi;

od:
od:



Anhang B

Datentrager

Auf dieser CD-ROM befinden sich der Quellcode fiir die Strudelgrofenberechnung in
Maple, die Eingabedateien fiir die Beispiele und die zugehérigen Ergebnisse, sowie
die gesamte Diplomarbeit im PDF-Format und ein PDF-Viewer.

In der Datei readme.txt findet sich eine Anleitung um das Programm in Maple
laufen zu lassen.

xii



Anhang C

Gleichungssysteme

1. A-Schritt

Gegeben: Aufgelist:
—As; + B3y = 0 Ay = Bsy
=241 + 3A30 + By1 = 0 Aoz = 3B12 + 3Bs
—3Ap3 + 241 + Bip = 0 A1 = —DBsp
Aip + Byz = 0 Asg = —3Bs1 - 3By
2 eindeutige Systeme: Az, Aoz und
A9, Az
2. A-Schritt
Gegeben: Aufgeldst:
—Asz + Bspy = 0 Apa=0
—2A429 + 4A40 + B3y = 0 Ago = —%31,3
—3A13 + 3431 + By — 0 Agg = —i(Bl,:& + Bi3)
—4A0s + 2435 + Bz — 0 Az = é(—B2,2 + 3By — 3By 4)
Az + Byg = 0 A3 = Byy— A3 — Byy)
Unterbestimmter Teil: Apa, Az, Aag
Uberbestimmter Teil: Asqi, A s
Daraus resultierende Strudelgrofie: D, =A,35+ Bya

xiil
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3. A-Schritt

Gegeben:
—Ayn + Bsy =
—2143’2 + 5A5,0 + B4’1 =
=343 + 4A41 + By =
—4A1,4 + 3A372 + B2,3 =
—5A0,5 + 2A273 + B1’4 =
Ay + Bys =
2 eindeutige Systeme:
4. A-Schritt
Gegeben:
—As + Bso =
—2A4p + 64690 + Bs1 =
—3A33 + B5As1 + Byy =
—4A9, + 4A40 + Bz =
—5A1,5 + 3A373 + B2’4 =
—6A0,6 + 2A274 + B1’5 =
Az + DByg —

Unterbestimmter Teil:
Uberbestimmter Teil:

Daraus resultierende Strudelgrofe:

5. A-Schritt

Gegeben:

—Ag + Brg =
—2A459 + TA70 + DBs1 —
—3A43 + 6461 + DBsa —
—4As4 + 5Asp + DBiz —
—5A2,5 + 4A473 + B3’4 =
—6A1,6 + 3A374 + B2’5 =
—TAy7 + 2Ay5 + DBig —

Aig + Bor =

2 eindeutige Systeme:

SO O OO oo S OO O OO

SO ODO O o oo

xiv

Aufgelost:
Ay = Bsyp
Agz = %(4144,1 + B;p)
Ags = %(2142,3 + Bi4)
A1y = —DBys
Azo = %(4141,4 By 3)
Aso = £(2432 — Bu1)
Ay, Ags, Aps und
A1y, Az, Asp
Aufgelost:
A0,6 =0
Agy = %(—Bl,s)
Agp = i(4A2,4 — Bsj3)
Ago = %(2144,2 — Bs 1)
As1 = —+5(—=5Bso + Buz + Baa + 5Bqg)
Azz = %(5145,1 + Bp)

A5 =—As51+ Bso — Bog

Ao, Ao s, Asz, Ao
A5,17 A3,37 A1,5
Dy =Ai5+ Byg

Aufgelost:
Agy = B7 0
Ay = £(Bsa+ 646,)
Ags = z(Bsa +4A43)
Aor = 7(Big +2A25)
Aig = —Bo,7
A3y = L(—Bays+6A16)

, §( Bys+4A3.4)
Az = z(=Bs,1 + 245)

A6,1, A4,3, A2,5, A0,7 und
Al,Ga A3,4) A5,25 A?,O
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6. A-Schritt

Gegeben:
—A7; + Bggy — 0
—2A462 + 8Ago + Brp = 0
3453 + TA7; + DBga = 0
—4A4,4 + 6A672 + B5,3 = 0
—5A3,5 + 5A573 + B4,4 = 0
—6A2,6 + 4A474 + B3,5 = 0
—TA17 + 3A35 + DBy = 0
—8A0’8 + 2A2,6 + Bl’7 = 0
Az + Byg = 0
Aufgelist:
Ao,g =0
Asg = 5(=Biy)
Aya = i(—Bsﬁ +6As6)
Ao = %(—35,3 +4A44)
Ago = g(=Br1 +2462)
Ass = 35(35Bs — 35Byg — 5Bag + 3Bu4 + 5B 2)
Asz = %(738,0 —TByg — 3A35 — Bag + Bs2)
A7q = %(738,0 —TByg —3As35 — Bag)
A7 =—A71+ Bsy— Bog
Unterbestimmter Teil: Aog, Aog, Aua, Ag2, Asp
Uberbestimmter Teil: Ass, As s, A7, Arr
Daraus resultierende Strudelgréfe: D3 = A7, — Bgy

Allgemeines A-Gleichungssystem

—1A@p_1),1 + Bm-oo = 0
—2A(n_2),2 + (TL — O)A(n—O),O + B(n—l),l = 0
—3A(n_3),3 + (TL — 1)A(n_1),1 + B(n_z),g = 0
—4An-na + (n=2)Aw-22 + Bu-asz = 0
—(n—=2)Ay ) + 4A4 (n—a) + Bim-zy = 0
—(n=1)Ay -1y + 3 A3 (n-3) + By = 0
—(n—0)Ao,(n—0) + 245 (n—2) + Biym-1y = 0
1A1 (n 1) + Bomo = 0



Anhang D

Beispiel zur
Strudelgrofienberechnung

Frommers erstes Beispiel, Seite 406 [2]

Ausgangsproblem:
x4y A
vy = y+z2-292 — B

J=%=_(z+42?+y?) =-A

t=%=y+a"-2") =B

Ansetzen der Vergleichsdifferentialgleichung

F = Ao+ Az + Ao 1y + Aspz? + Arzy + Agoy® + Asoz® + Ag12%y...
v=—7

= U= —Fp = =22+ X, Fr,(2,y))

g1=9 = F =2y + 5" Fy(z,y)

Mit der Notation der autonomen Systeme liegt Gleichheit der beiden Differential-
gleichungen vor, wenn die Determinante 0 ist

det( .t ) =1y — 11y = —yr1 +1y12 =0
Yy U

—AF,+ F,B=0

—(z+ 4 + ) Ey + (y+ 22 — 21 F, =0

xvi
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(42 + )2y + T, F(a,) + (5 + 2% — 222+ Y, Foy(a,y)) = 0

_(2$y + 8.’,172:_(/ + 2y3 + :L.Fyli + 4$2Fy3 + yszS + xFygrad>3 + 4x2Fygrad>3 + yQFygrad>3) +
2-7;y + 2x3 - 4'7"y2 + yFJJS + $2F$3 - 2y2F1'3 + szgrad>3 + x2Fzgrad>3 - 2y2Fzg7'ad>3 = O

Zunéchst verschwinden die xy-Terme. Um nun weiterhin die Gleichung zu erfiillen
sollen alle Terme deren Summe der Exponenten gleich 3 ist verschwinden.

1. C-Schritt

Im ersten C-Schritt kann bei diesem Problem nichts zusammengefafit werden.
C-Schritt: —8z%y — 2y3 + 223 — 4xy?

1. A-Schritt

Jetzt kommen noch die Terme mit den Ableitungen von F hinzu:
—82%y — 2y — xFy, + 22° — day® + yFy,

Und so erhélt man als einen Teil der obigen Gleichung:

—8z%y — 2y3 — x(Ag 7% + 241 22y + 3A03Y?)

+ 223 — dzy? + y(A1 2y + 24212y + 3A342%) =0

Man entwickelt das folgende Gleichungssystem und erhilt so die A “s:

I 2% @ 2—A,,=0 Ay =2

I 2%y : —8—2A4;,+3A430=0 mit IV — A3 =4
I1I $y2 o —4— 3A0,3 + 2A2,1 =0 mit I — A0,3 =0
v y3 T =24 ALQ =0 — Al,g =2

2. C-Schritt

Nun werden die eben berechneten Koeffizienten von F eingesetzt und die Terme mit
den Summen der Exponenten gleich 4 verrechnet.

—42?F,, — y*F,, + 2*F,, — 2y*F,, =
(—4.’E2 - y2) (A2,1$2 + 2A1,2:cy + 3A0,3y2) + (.’E2 — 2y2) (A1’2y2 + 2A2,1$y + 3143,0.1‘2) =
(—4z? — y*)(22? + 4zy) + (22 — 2¢%)(2y? + 4oy + 122%)

C-Schritt: 4z* — 1223y — 242%y? — 12213 — 4y*
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2. A-Schritt

Zu dem C-Schritt kommen nun noch die Ableitungsterme von F:

,’L‘Fy4 = —.T(A3,1$3 —+ 2142,2.’13'2@/ + 3A173.’I)y2 + 4A0,4y3)
YFy, = y(Ai3y° + 2A000y° + 3A512%y + 4A402°)

und so erhalt man:

4zt — 122°%y — 242%y* — 122y® — dy* + 2 F,, + yF,, =0

xviii

4ot — 1223y — 2422%y? — 1229 — dy* — 2(A310% + 2A290%y + 3A; 32y + 440 ,49°) +

y(A1,3y3 -+ 2A2,23}'y2 -+ 3A371.’L'2y + 4A4,0.’E3) = 0

Und wieder entsteht ein Gleichungssystem. Diesmal 145t es sich aber in einen unter-

(I, IV) und einen iiberbestimmten (I, III, V) Teil trennen.

I fE4 —A3,1 +4=0
11 $3y : —2A2’2 — 12+ 4144’0 =0
111 $2y2 =24 — 3A173 + 3143’1 =0
v LEy?’ =12 — 4A074 + 2142’2 =0
A% y4 =44 A173 =0

Der iiberbestimmte Teil ist nicht erfiillbar!

Gleichsetzen von I und V liefert: A;3 =8+ As;.

Eingesetzt in III ergibt sich: As; = 8.

Dies wiederum in I eingesetzt liefert die erste Strudelgrofe D; = -4.
— Es liegt also der Strudelfall vor!
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