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Einleitung

Die klassische Potentialtheorie beschéftigt sich mit dem Laplace-Operator A, ge-
nauer gesagt, mit Losungen der Potentialgleichung in G oder dessen Auflenraum G,
die auBlerdem gewisse Randbedingungen erfiillen. Nach diesen unterscheidet man
das Dirichlet— und das Neumann-Problem. G sei dabei eine offene, beschriankte und
glattberandete Teilmenge des IR® mit duBerer Normale. 8G sei kompakt. G und
O0G sollen héchstens endlich viele Zusammenhangskomponenten besitzen. Der ilte-
ste Ansatz zur Untersuchung dieser Randwertaufgaben besteht darin, dafl man sie
in Integralgleichungen umformt, die sogenannte Integralgleichungsmethode. Damit
zeigt man sehr elegant unter anderem Existenzsétze fiir die Losung obiger Probleme.

In dieser Arbeit befassen wir uns nun mit den Integraloperatoren auf dem Rand
von G, die bei der Losung des Dirichlet— und des Neumann—Problems auftreten,
siehe [13, S. 15-17]. Dies sind: der Integraloperator L des Dirichlet—Problems, der
Integraloperator K des Neumann—Problems und die Einschrinkung der Lésung des
Neumann-Problems oder des Einfachschichtpotentials auf den Rand von G, die wir
mit M bezeichnen. L ist die Einschrinkung des Doppelschichtpotentials auf 8G.

Die Randintegraloperatoren K, L und M sind nicht nur in verschiedenen Riumen
kompakt, sondern haben auch eine mefibar regularisierende Wirkung. Wie in [13,
S. 56] gezeigt, gilt zum Beispiel

K(L®(8G) C CY%aa),
L(L®(8G) C C'Y*(aG).

Es stellt sich nun die Frage: Wie stark verbessern K, L und M genau? Das Ziel dieser
Arbeit ist zu zeigen, daB die Randintegraloperatoren der klassischen Potentialtheorie
in den Raumen holderstetiger Funktionen die Regularitit gerade um 1 verbessern,
wenn der Rand von G hinreichend glatt ist; das heifit es gilt

(0.1) K,L,M € L(C**(8G),C*"'**(8@))), ke INU{0},a € (0,1),

sofern G von der Klasse C**° ist. Bei der Aussage fiir M reicht als Voraussetzung
schon 8G von der Klasse C*t4, Das Thema dieser Diplomarbeit stellte Herr Professor
von Wahl. Ich danke ihm fiir viele, wertvolle Hinweise und die Betreuung der Arbeit.

Mit den obigen Aussagen, die vermutlich das bestmégliche Ergebnis liefern, kann
man unter anderem leicht Sitze iiber das Neumann-Problem aus Sitzen iiber das




Dirichlet-Problem herleiten. Man muf} jedoch dazu, wie eben bemerkt, starke Voraus-
setzungen an den Rand von G stellen. Dies ist der allgemeine Nachteil der Integral-
gleichungsmethode.

Die Regularitdtsverbesserungen (0.1) sind seit lingerem bekannt, insbesondere fiir
das Einfachschicht— und das Doppelschichtpotential. Lichtenstein verweist dazu in
einem Enzyklopadieartikel iiber die Potentialtheorie [9, S. 199-206] unter anderem
auf eine Arbeit von Korn aus dem Jahr 1907, siehe 7, S. 15-18]. Die Beweise sind
jedoch nicht leicht nachzuvollziehen Sie scheinen nicht ganz vollstindig zu sein. In
[8, S. 42] zeigt Leis einen weiteren Beweis fiir die Aussage L(C*(8G)) C C+*(8G).
Dieser Beweis ist jedoch nicht auf K und M anwendbar, weil die Eigenschaft benutzt
wird, da8 Le fiir ¢ konstant von vornherein bekannt ist.

Wir stellen hier eine systematische Methode vor, um die Randintegraloperatoren
der klassischen Potentialtheorie bestmdglich auszuwerten. Unser Beweis von (0.1)
beruht auf der endlichen Taylorentwicklung der Integralkerne und der Behandlung
der dadurch entstehenden Hauptterme mit Hilfe einer Verallgemeinerung der Un-
gleichung von Holder-Korn-Lichtenstein—Giraud in lokalen Koordinaten. Wir gehen
dabei analog zu von Wahl vor, der in [12, S. 17-21] mit der Taylorentwicklung die
regularisierende Wirkung von K und M in den Sobolev—Riumen untersucht. Statt
der Holder-Korn-Lichtenstein-Giraud Ungleichung benutzt von Wahl den Satz von
Calderon-Zygmund. Einen Beweis der Ungleichung von Hélder—Korn-Lichtenstein—
Giraud zeigen Bers und Schechter in [1, S. 222-224, 244-245]. Indem wir diese
Aussage verallgemeinern, bewaltigen wir hier zusammen mit der Taylorentwicklung
das eigentliche Problem des Beweises von (0.1), ndmlich die Tatsache, daf die Ablei-
tungen der Integralkerne von K, L und M singulér sind.

Schliefllich geben wir noch einen kurzen Uberblick auf die Gliederung dieser Ar-
beit. Nachdem wir im ersten Kapitel einige allgemeine Bezeichungen und Hilfsmittel
zusammengestellt haben, beschiftigen wir uns im zweiten und dritten Kapitel mit
holderstetigen Funktionen und schwach singuliren Integraloperatoren. Dabei werden
die Schwierigkeiten beim Beweis von (0.1) deutlich. In den néchsten drei Kapiteln
folgt dann der eigentliche Beweis von (0.1). Das vierte Kapitel beinhaltet die lo-
kale Umformung der Kerne von K, L und M mit der endlichen Taylorentwicklung.
Im fiinften Kapitel zeigen wir die benétigte Verallgemeinerung der Ungleichung von
Holder-Korn-Lichtenstein—Giraud. Das sechste Kapitel fafit die Ergebnisse dann zur
Aussage (0.1) zusammen. Als Anwendung fithren wir im letzten Kapitel an einem
Beispiel vor, wie man Séitze des Dirichlet—Problems auf Satze des Neumann-Problems
ibertragt.




Kapitel 1

Allgemeine Bezeichnungen und
Hilfsmittel

In dieser Arbeit ist G immer eine offene, beschrinkte Teilmenge des IR® mit kompak-
tem und glattem Rand. Der duflere Normalen-Einheitsvektor n(£) existiere fiir alle
€ € 0G. G und G sollen nur endlich viele Zusammenhangskomponenten besitzen.
Mit IN bezeichnen wir die Menge der natiirlichen Zahlen ohne 0, mit IR* die Menge
der positiven reellen Zahlen. K,(z) steht fiir die offene Kugel im JR" um z € IR mit
Radius r > 0. |.| ist der Betrag, e; der i—te Einheitsvektor im IR*, 1 <1i < n. [.,.] ist
das Kreuzprodukt, < .,. > das Skalarprodukt im IR3. Unter A beziechungsweise 84
verstehen wir den Abschlufl beziehungsweise den Rand einer Menge A. Konstanten
werden stets durch die Buchstaben ¢, ¢, ¢;, c3,... dargestellt. Wenn sich der Wert ei-
ner Konstante im Verlauf einer Rechnung &ndert, unterscheiden wir dies nicht durch
eine andere Bezeichnung. Wichtig sind ndmlich nur die Eigenschaften der Konstante,
nicht der genaue Wert. Eine Folge a,, kennzeichnen wir durch die Schreibweise (a,).
Fiir Integraloperatoren und deren Kerne werden dieselben Bezeichnungen verwendet.
Y= (7y---y) und ¥ = (71,...,7,) sind immer Multiindizes im IR". Fir 4 < v
definieren wir den Binomialkoeffizienten

) =1

=y +... 4,
D'y ] a'Yl 3‘/1:. ah"

oz T Bz Oz ...0z

Weiter setzen wir

Dabei ist 3/0z; die i—te partielle Ableitung und 8% /8z)* die v;~fache Hintereinander-
ausfithrung von 9/0z;, ¢ = 1,...,n. Hingt eine Funktion von zwei Vektoren z und
z ab, sind mit 8/8z;,D],... die partiellen Ableitungen beziiglich des ersten Vektors,
mit 8/8z;, D7, ... dagegen die partiellen Ableitungen beziiglich des zweiten Vektors




gemeint. supp(f) steht fiir den Trdger der Funktion f, also den AbschluB der Menge
aller Punkte des Definitionsbereichs von f, deren Funktionswert # 0 ist.

Sei Q C IR" offen. Sei U C IR" offen und beschrinkt. Sei £ € IV U {0}. C*(Q) ist die
Menge der auf Q k-mal stetig differenzierbaren Funktionen. Mit C*(U) bezeichnen
wir die Menge aller auf U k-mal stetig differenzierbaren Funktionen, deren Ablei-
tungen bis zur Ordnung k zusétzlich stetig auf den Rand von U fortgesetzt werden

konnen. Fiir f € C*(U) ist die Norm definiert durch

Ifllor@ = >_ sup|D"f(z)|

lyi<k =z€U

Der Raum C*(f2) besteht aus den beliebig oft stetig differenzierbaren Funktionen

-auf Q.

Wir stellen jetzt grundlegende Definitionen und Eigenschaften iiber Hyperflichen
und die Integration auf Hyperflichen zusammen (fiir weitere Einzelheiten siehe [4,
S. 128-160]). Ein wichtiges Beispiel fiir eine kompakte Hyperfliche im IR® ist nach
Definition der Rand von G ([4, S. 151]).

Sei M C IR" eine (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit oder Hyperfliche; das
bedeutet: M 148t sich lokal als Nullstellengebilde einer differenzierbaren Funktion be-
schreiben, deren Gradient # 0 ist. Wenn diese Funktion k—mal stetig differenzierbar
ist (k € IN), sagt man auch: M ist von der Klasse C*. Fiir Untermannigfaltigkeiten
gilt die Aussage ([4, S. 134])

Satz 1.1 M C IR" ist genau dann eine (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit
der Klasse C*, wenn es zu jedem Punkt £ € M eine offene Umgebung V C M, eine
offene Menge U C IR™ und eine Abbildung z € C*(U) gibt, die U homéomorph auf

V abbildet und deren Funktionaldeterminante mazimalen Rang hat.

Sei T eine Abbildung mit den im obigen Satz beschriebenen Eigenschaften. Man
nennt T eine Karte oder eine lokale Parameterdarstellung der Hyperfliche M. U ist

die Parameterumgebung der Karte. Zu T definieren wir die Funktionen
gi,.‘i:U—’m’l Si,an—l, durch

9i.5(u) == i 0z,

v=1

az,
o, (u) - Bu'(u)’ uecU.

J

Die Determinante der positiv definiten Matrix (g; ;) heifit Gramsche Determinante
von M beziiglich der Kartez: U — V.

Wir definieren nun das Integral iiber einer kompakten (n — 1)-dimensionalen Unter-
mannigfaltigkeit M C IR". Sei dazu f : M — IR eine Funktion. f heifit integrierbar
dber M, wenn es zu jedem { € M eine offene Umgebung V; in M gibt, so daf fiir
eine Karte 7 : U — V; mit Gramscher Determinante g die Funktion f(Z(.))/g(.)
tiber U integrierbar ist. Weil M kompakt ist, kénnen wir dann aus {V; | € M} eine




endliche Uberdeckung (Vi,...,Vy) von M auswihlen. Seien Z;:U; - V; die zu V;
gehorenden Karten mit Gramscher Determinante g; fiir j = 1,..., N. Wir nennen
(%;,U;,V;), 1 £ j < N einen Atlas von M. Weiter sei ((1,...(n) eine dem Atlas
untergeordnete Teilung der Eins, das heifit:

0<¢ <1,

Cj C 090/(M),
supp(; C V; firl<j <N,

cey
R (2%
( -, ‘:fi' el

%/\'**‘ .
N
und ) (i(€) =1 fiir alle £ € M.

Man setzt dann

N
JEGLEDY / (), 5(0)) /() .
M j=1

Diese Definition ist unabhingig von der Auswahl der Karten, der Uberdeckung von
M und der Teilung der Eins.

Wir erwdhnen noch zwei Sétze {iber die Integration auf Untermannigfaltigkeiten ([4,
S., 155]).

Satz 1.2 Sei r eine positive reelle Zahl, M C IR" eine Hyperfliche.
Dann ist auch M, := {r-£|€ € M} eine (n—1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit.
Fir eine Funktion f : M, — IR, die dber M, integrierbar ist, gilt

[ #©) a0 = [ £(r-myrn- aq,.

Den Satz von Gauf} ([4, S. 155]) verwenden wir in der folgenden Form:

Satz 1.3 Sei A C IR* kompakt mit glattem Rand und U C IR™ offen mit A C U.
Fir z € 0A sei vy(z) die i-te Komponente des dufieren Normalen-Einheitsvektors
im Punkt z. Sei f : U — IR stetig differenzierbar.

Dann gilt firi=1,...,n

oz, = /f(:c)u,(:c) dQ

Wie schon bemerkt, ist G ein Beispiel fiir eine kompakte Hyperfliche im IR3. Fiir
OG wihlen wir in dieser Arbeit einen speziellen Atlas (U; z;,%;(U;)),1 <j < N. Die
Parameterumgebungen U; seien dabei fiir unsere welteren Uberlegungen hinreichend
kleine Kreise um 0. Die Ka.rten z; seien auf U; definiert und von derselben Regularitit

wie 0G. Das heifit: Es gilt T, € C’k(l_fj), fa.]ls 3G von der Klasse C* ist, k € IV.




Weiter gelte noch fiir feste, offene &; C IR? mit U; C U;, j = 1,..., N, daB auch
(U;,%5,T;(U;)), 1 < j < N ein Atlas fiir G ist. Die Parameterumgebungen U; seien
ebenfalls Kreise um 0. Diese zusétzlichen Eigenschaften kénnen wir nach den obigen
Ausfithrungen ohne Einschrinkung voraussetzen.

Als néchstes definieren wir die Rdume holderstetiger Funktionen. Einige wichtige
Eigenschaften dieser Ridume findet man im zweiten Kapitel.

Seien im folgenden 2 C IR" offen, U C IR" offen und beschrinkt Weiter seien k €
IN U {0} und a € (0,1). Wir nennen f € C%Q) hilderstetig zum Ezponenten o auf
einem Kompaktum K C IR", falls f der Bedingung

Ha,lc[f] (= sup M

z,z'ek Im - ml'a
z#z!

< 400

geniigt. Wenn H, 5[f] < +oo gilt, bezeichnen wir f € C°(U) als hilderstetig zum
Ezponenten a. Sind keine Verwechslungen méglich, schreiben wir auch nur H,[f].
Mit C**+*(Q) kennzeichnen wir nun die Menge der Funktionen aus C*(£2), deren k—te
Ableitungen auf jedem Kompaktum X C Q hélderstetig zum Exponenten « sind.
Ck+*(U) ist dagegen der Raum aller Funktionen aus C*(U), deren k—te Ableitungen
holderstetig zum Exponenten « sind. Als Norm von C%{U) setzen wir wie iiblich * *

1flls+a@ = I floxg) + max Ha[Df].

Der Raum C*+*(8@) besteht aus den Funktionen X auf 8G mit A o Z; € C*+*(T;)
fiir alle j =1,...,N. Die Grofe

N
[Mlgraaay = 211X 0 Filloraaga;)
J=1

fiihren wir als Norm von C***(9G) ein. Die Norm hingt von der Wahl des Atlanten
ab.

Abschlieend kommen wir zu den wesentlichen Definitionen aus der Potentialtheorie.
A ist der Laplace-Operator. Mit K, L und M bezeichnen wir Integraloperatoren auf
dem Rand von G. Genauer ist fiir \,u € C°(8G) und ¢ € 8G:

KNE) =5 [ o= (1) Ae) do,

r

oG
L) = 5= [ o (1) (&) e,
aG

Dabei ist 7 := | — ¢'| und 8/9n beziehungsweise 8/0n’ sind die Ableitungen in
Richtung der dufleren Normalen im Punkt ¢ beziehungsweise ¢’. K ist also der Inte-
graloperator des Neumann—Problems, L der Integraloperator des Dirichlet—Problems




und M die Einschrinkung der Ldsung des Neumann-Problems mit Belegung oder
Dichte A auf den Rand von G. Dies sind die Randintegraloperatoren, die in der
klassischen Potentialtheorie vorkommen.

Weiter ist fiir alle £,¢' € 9G, £ # ¢

K(6€) = +5-7 1{,,3<n(5),5~5' >,
LEE) = —gmrrmg <EhE—¢>
und damit
K(6¢) < |£_—'£'|
L(£,¢) < o

1€ — ¢l

mit einer positiven Konstante ¢ ([13, S. 35-38]). K, L und M sind also schwach
singuldre Integraloperatoren.



Kapitel 2

Die Raume holderstetiger
Funktionen

In diesem Kapitel beschiftigen wir uns mit den Riumen hélderstetiger Funktionen,
soweit es fiir diese Arbeit von Interesse ist.

Seien im folgenden U C IR" offen und beschrinkt, k € IV U {0} und «,8 € (0,1).
Satz 2.1 C**(U) und C***(8G) sind Banachriume.

Beweis: Sei f, eine Cauchyfolge in C*+*(U). Es ist zu zeigen, daB (f,) in C**+=(T)
konvergiert. (f,) ist offensichtlich auch eine Cauchyfolge in C*(U). Nach [11, S. 27]
konvergiert (f,) in C*(U) gegen ein f € C*(U). Deshalb geniigt es nach Definition
der C***(U)-Norm zu beweisen, daB fiir |y| = k

(2.1) HD"(fo— )] 50, n—oo

gilt. Sei also [y| = k und € > 0 beliebig. Dann gibt es ein N(¢) € IN, so da8 fiir alle
n,m € IN mit n,m > N(e):

Ha[D‘Y(fn - fm)] < ”fn - fm”C’Ha(ﬁ) <e.
Damit gilt fiir alle z,2’ € U,z # z' und n,m > N(e):
1D fa(#) = D) ~ (Dfuls!) = DUfunla )] _

|z — |

Wir lassen nun m — oo gehen und erhalten
D7 fo(z) = D7f(2) = (D fa(2) = DYf(2))] _
lz — 2|
fiir alle z,z' € U,z # z'. Daraus folgt (2.1) und f € C***(T), das heiBt insgesamt,

C*+*(U) ist ein Banachraum. Daf auch C*t*(8Q) vollstindig ist, folgt dann nach
Definition von C**(8Q) direkt. o

Wir untersuchen nun die Beziehung der Riume hélderstetiger Funktionen zueinander.




Satz 2.2 Set 8 < a. Dann st

(2.2) ckte(T) c C*A(T) c C*(D).

Ist U zusdtzlich konvez, gilt

(2.3) ckY( D) c c*(D).

Weiter gilt

(2.4) C*(8G) C C**(8G) C C**P(8G) C C*(8G).

Beweis: Die zweite Inklusion von (2.2) ist klar. Sei f € C***(U). Wir brauchen nur
zu zeigen, daB die k-ten Ableitungen von f holderstetig zum Exponenten B sind. Da
B/a >0 und 1 — B/a > 0 gilt, haben wir fiir alle z,z' €U,z #z' und |[y| =k

ID'f(z) = D f(=) _ (ID"f®) = DTN s prn v gl
[z —z'|f = ( e — o] ) |D"f(z) — D"f(=")]

(”J‘:ncﬂu(ﬁ))ﬁ/m (2 "f”Ck(ﬁ))l_ﬁ/a.

(A

Damit ist (2.2) bewiesen.

Sei jetzt U konvex und f € C***(U). Nach dem Mittelwertsatz gilt
D" - D7 f(z'

o D@ =D

:,:’ea lm - z,l
z#z’

00 fir |y} = k.

Indem man nun die obige Argumentation fiir 8 := o und « := 1 durchfiihrt, folgt
f e cH=(D).

(2.4) ergibt sich sofort aus (2.2) und (2.3). O

Die Riume holderstetiger Funktionen sind multiplikativ abgeschlossen:

Satz 2.3 Sei U konvez. Seien f,g € C*t*(U). Dann ist auch f-g € C*+(U) und
mit einer positiven, von f und g unabhdngigen Konstante ¢

1 - llorsa@y < ellfllorra l9llcrra) -

¢ hangt von k und n ab. Eine entsprechende Aussage gilt fur die Raume C**+*(8G).

Beweis: Es reicht, die Aussage des Satzes fiir C*+%(U) zu beweisen. Wir erhalten

Hf-g) = sup ‘f(“’)g(w)—f(x)g(a;;)irfl(lf)g(w’)—f(fv’)g(z')l
< mp (1 M) ¢ s (o K2
<

Hf“co(l_}) Holg] + Hgl|C°(I7) H.{f].
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Daraus ergibt sich die Behauptung fiir k£ = 0:

If-gllca@ = Wfllco@) I9lloo@) + 1 flloo@ Halgl + l9llo Half]
< Nfllea@) lgllca@)-

Die Behauptung fiir £ € IV leiten wir nun aus der obigen Abschitzung und der
Produktregel her. Fiir 1 < |y| < k gilt mit einer positiven Konstante ¢

ID"(f - Dllcoy < e 2 ID fllgo@ 1P glloom)

i<y

< c||fllcera 9llcrsa -
Fiir |y| = k folgt

ID"(f - 9llca@ < ¢ D IDf- D" g|ica
<y
< e D7 fllga@ 1D 79llcac
F<v

< | fllerrag 9llora@

mit einer positiven Konstante c. Die vorletzte Ungleichung ist erfiillt, weil nach
Satz 2.2 DYf, D""7g € C*(U) auch fir |7, |y — 4| < k gilt. Insgesamt haben wir nun
die Aussage des Satzes fiir k € IN gezeigt. a

Bei dem obigen Beweis kann man besonders deutlich sehen, dal bei Aussagen iiber
C***—Funktionen die Aufgabe immer im wesentlichen darin besteht, die Behauptung
im Spezialfall k£ = 0 nachzuweisen.

Schliellich befassen wir uns noch mit zwei Approximationsaussagen, denn die in die-
ser Arbeit zu beweisenden Sitze fiir C***-Funktionen kénnen nicht direkt hergeleitet
werden.

Lemma 2.4 Sei f € C***(IR") mit supp(f) C U.
Dann ezistiert eine Folge f, in C®(IR™) mit supp(f,) C U fiir alle n € IN, so daf8

1o = Fllosy = O, n = oo,
Iallossay < I fllgsays ~ m € V.

Beweis: Eine Folge mit den Eigenschaften des Satzes konstruiert man mit Hilfe von
Glattungsoperatoren.
Sei ¢ € C*(IR") mit supp(p) C K1(0), o >0 und [ o(z)dz = 1.

R

Far € > 0 setzen wir

0@ =% [e () i) dy, =
U

£

11




Damit gilt nach [15, Satz 1.1.2]
J.f € C=(R")
supp(J.f) C U fiir € hinreichend klein,
I Jef = fllesy — 0, e—0.
Weiter ist fiir |y| < k
1 z—y
(D"Jf)(z) = — 9( . ) D f(y) dy,

en

= / o(z)D" f(z — ez) dz, z € IR".
Re

Daraus ergibt sich direkt
1D Jefligra@y < 1D fllorra -

Die Folge J1 f,J L fy... erfiillt also die Behauptung, wenn m € IN hinreichend grof
ist. O

Lemma 2.5 Sei f, eine Folge in C***(U), die in C°(U) gegen ein f konvergiert.
Sei || fallgr+amy < ¢ fiir alle n € IN mit einer positiven Konstante c. Dann gilt

(2.5) f e C**(U) und ||fllgrsam < ¢
mit derselben Konstante c. Ferner gilt noch
(26) Y o = Fllovsy =0 fir B < e

Beweis: Die Ableitungen von f, bis zur k—ten Ordnung sind gleichmiBig beschrinkt
und gleichgradig stetig, da die Abschdtzung

[ fallerta@y < e

fiir alle n € IN mit einem a > 0 gilt. Nach dem Satz von Arzeld—-Ascoli (siehe [11,
S. 29]) kénnen wir ohne Einschrinkung annehmen, daB8 (f,) in C*(U) konvergiert,
und zwar gegen f € C*(U) wegen der Vollstindigkeit von C*(TT). Wir wihlen eine
Teilfolge f,;, so dal auch (H,[D"f,;]) fiir alle |y| = k konvergiert. Dann haben wir:

||f||c'=+a(z7) = ”f”C"(t_I) + fﬁg Ho[D"f]
| D7 fa(z) — D7 fu(2')]

= lim |/ fallox@ + max sup lim
Y= ’

n—oo | |—k z,z G[_f n—eo |CC - z/‘a
z#£z’
. . |D7fnj(2:) - D‘anj(z/)l
< ,}1_{{30 ”fn”ck(t‘f) + f,ﬂi”k{ n}'l—gloo :’32-, |z — z'|
z#z!
= ol orrney

12




womit (2.5) gezeigt ist. Weiter gilt fiir alle 2,2’ € U,z # ' und |y| = k
|DY(fn = f)(=) = D*(fa — £)(=")]

o= oP |
_ (ID‘Y(fn — f)(lw) - Il)[1(fn - f)(ml)l)ﬂ/a ID‘Y(fn - (=) - D (fa. — f)($/)|l—ﬁ/a

1-8/a

< (Mallorse + [ Flgra) ™™ 2 (p DY(f - f)(:c)l)
€

< ¢ (1o = fllos) ™"

mit einer von z,z’ unabhingigen Konstante c. Also ist auch die zweite Aussage des
Satzes bewiesen. O

Gemaf der Definition der Holderstetigkeit, haben wir in den Beweisen dieses Kapitels
den Quotienten
£ (=) = f(=)|

|z — z'|]«

fiir ein f € C°(U) immer global, also fiir alle z,z’ € U,z # z' nach oben abgeschitat.
Die Halderstetigkeit ist jedoch eine lokale Eigenschaft. Das bedeutet: Es geniigt,
die Beschrinktheit des Quotienten fiir alle z,z' € U mit 0 < |z — z'| < ¢ fiir € > 0
beliebig nachzuweisen, denn fiir [z —z'| > ¢ ist der Quotient trivialerweise beschrinkt.

Dies werden wir beim Beweis der re ularisierenden Wirkung von K, L und M auf
g g ?
Ck —Funktionen ausnutzen.
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Kapitel 3

Schwach singulire
Integraloperatoren

Die Randintegraloperatoren K, L und M sind schwach singuldr und damit in C°(8G)
kompakt. Dies wird fiir K und L in [13, S. 39] nachgewiesen. Grundlegend ist dabei
die erste Aussage ([4, S. 85-86]) von

Hilfssatz 3.1 Seien a € IR und r € IR*. Dann gilt fir Integrale im IR™

de = ¢, 79, falls a < n,
oler 121°
2|<r
1
de = cyr"7°, falls a > n.
alor 12
z|>r

Die positiven Zahlen ¢; und ¢, hdngen von n und a ab.

Wir beweisen jetzt einige fiir diese Arbeit wichtige Aussagen iiber schwach singulire
Integraloperatoren. Diese sind jedoch fiir die gewiinschte Regularititsverbesserung
von K, I und M in den Réumen hélderstetiger Funktionen noch nicht ausreichend,
weil die Ableitungen der Integralkerne, wie man sich leicht {iberzeugen kann, singulir
sind. Der obige Hilfssatz ist also nicht anwendbar.

Seien im folgenden U C IR" offen, beschrinkt und konvex, 0 < 8 < n und die
Abbildung S € C%U x (IR™ \ {0})) ein schwach singulérer Kern zum Ezponenten
n — 3. Das bedeutet: Es gibt eine positive Zahl ¢, so da fiir alle z € U und
z € IR™\ {0}

[

5,2 < 1o

gilt. Wir erkliren den zugehdrigen schwach singuliren Integraloperator S als Abbil-
dung zwischen geeigneten Funktionenrdumen durch

Sf(@):= [ S(z,2—9)f(w)dy, =zeT.
2
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Die Funktion f auf IR" sei dabei so gewidhlt, dal Sf wohldefiniert ist. Dies ist zum
Beispiel fiir eine stetige Funktion mit kompaktem Triger wegen Hilfssatz 3.1 der Fall.

Zuerst approximieren wir den Kern § durch stetige Funktionen auf U x IR". Sei 7
eine Folge in C*(IR) mit den Eigenschaften:

m(t) =0 fir ¢t < 1/21,
0<mt) <1 fir 1/21 <t < 1/1,
m(t) =1 fir t > 1/1.

Fir | € IV definieren wir

| S(=,2)m(lz]) falls (z,2) € U x (R"\ {0}),
Sile,2) = { 0 g falls 2 € U, 2 o,

Damit ist S; € C%(U x IR™). AuBerdem gilt

{0 falls |z| < 1/21,
Si(z,z) = { S(z,z) falls |z| > 1/1

und wir erhalten
Lemma 3.2 Sei f € C°(IR") mit supp(f) C K,(0), r > 0.
Dann ist S;f € C°(U) firl € IN und
”Slf—Sf”Co(ﬁ) - 0, l = oo.
Beweis: Sei [ € IN und ¢ > 0 vorgegeben. Weil S; auf U x K,(0) gleichmiBig stetig

ist, gibt es ein §(g) > 0, so daf fiir alle y € K,(0) und z;,z; € U mit |z — z,| < §
gilt

|Si(z1, 21 —y) — Si(z2, 22 —9)| < '6‘,

wobei k := ||fllgozmy [ dy. Fiir 21,22 € U mit |z; — z,| < § ergibt sich also
K. (0)
Sif(e1) = Sif(e)| < [ 1Si@1,21 = ¥) = Si(es, 2z = y)] 1£(w)] dy
R»

€
< Wlogemy [ @
K.(0)
= E&.

Demnach gilt S;f € C°(U). Fiir z € U haben wir weiter mit einer positiven von z
unabhingigen Konstante ¢ nach Definition von S;

5if(2) = S£@) < [ ISz,2 — y) - S(z,2 — )| f(¥)] dy
R"

< Mooy [ 152 —v)ldy

je—yl<1/l
1
S
z_
e Y
< ¢c(1/D5.
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Daraus folgt:
”Slf"‘s.f”coaj)SC(I/l)ﬁ—)O, | — oo.

Satz 3.3 Sei f € C°(JR") mit supp(f) C K,(0), r > 0. Dann ist Sf € C°(U) und

15 llco@ < ellfloo iy

mitl einer positiven, von f unabhdngigen Konstante c. ¢ hingt von n, r und S ab.

Beweis: Nach Lemma 3.2 ist Sf stetig in U. Da U beschrinkt ist, kénnen wir ein

7 € IRt wihlen mit
K.(0) C K:(z)

fiir alle « € U. Damit erhalten wir fir z € U

Sf@) < [ IS - ylIf)ldy

K.(0)

1
< ——d —_—
< ¢ / L 11l co im0

le—y|<F

< ¢(F)P 1l oo @3)

mit einer positiven, von z und f unabhingigen Konstante c.

a

Unter bestimmten Bedingungen fiihrt S auch hélderstetige Funktionen in hélder-
stetige Funktionen iiber. Wir behandeln dabei nur den Fall 8 > 1. Nicht so weit

reichende Aussagen gelten aber auch fiir 0 < 8 < 1.

Satz 3.4 Seien B > 1 und a € (0,1). Zusdtzlich gelte fir alle z,z',2" € U und

z € R*\ {0}

(3.1) S(z,.) € CY{(R™\ {0})

(3.2) 'aa S(z, z) —TTtil—ﬁ’ 1<i<n,
(3.3) |S(z',2) — S(2",2)| < ¢ !w;z_ﬂlj

mit einer positiven Konstante c. Sei f € C*(IR™) mit supp(f) C K.(0), r > 0.

Dann gilt Sf € C*(U) und

(3.4) ”Sf”ca(t‘f) Sec ”fHCa(K,(o)) y

Hierbei ist c eine positive, von f unabhingige Konstante. ¢ hingt jedoch von n, a, 7

und S ab.
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Beweis: Wegen Satz 3.3 geniigt es zu zeigen, daf fiir alle =, z" € U
1Sf(') = S£(=")] < elz’ — 2"|* || fll gagierey)

mit einer positiven Konstante c gilt. Seien also z,z" € U beliebig. Sei § := |z’ — 2.
Dann haben wir

Sf) - Sf(=") = [(S(ae' —y) - S(z",2' ~ v)) f(v) dy
2

+ [(S@",2' —y) - S(z",2" - y)) f(y) dy.

-Das erste Integral schitzen wir mit Voraussetzung (3.3) ab. Beim zweiten Integral
kénnen wir uns auf Kerne der Form S(z,.) mit einem z € U beschrinken und den
néchsten Satz anwenden. Damit ergibt sich

SHE) = SHE < o8 [ o 1f)ldy+ 8 W]

K- (0)
< ¢ ”f”ca(r(o))

mit einer positiven Konstante ¢, die die gewiinschten Eigenschaften hat. O

Fir S € CY(U x (IR™\ {0})) ergibt sich (3.3) nach Satz 2.2, wenn es eine positive
Konstante ¢ gibt, so daf§
b3}

89:;
firzeU,z€ R*\ {0} und 1 <1 < n gilt.

< ¢
= |zP

S(z, z)

Satz 3.5 Sei 8 > 1. Sei S € CY(IR*\ {0}). Weiter gelte fir alle z € IR™ \ {0} mit

einer positiven Konstante ¢

. c
(3.5) 15(2)] < 2B’

d - c .
(36) azi S(Z) W_l—_—ﬁ-, 1 S 1 S n.
Sei f € C*(IR™) mit supp(f) C K,(0), » > 0.
Dann ist g definiert durch
(3.7) 92) = [ 3@ -9y, =€l

R

aus C*(U). Auferdem gilt
(3.8) 9llca@ < cllfllca

mit einer positiven Konstante c, die von n, a, r und S abhdngt, aber nicht von f-
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Beweis: Weil sich Satz 3.3 auch auf g {ibertragen 148t, brauchen wir uns nur mit
H,[g] zu befassen. Damit wir dabei die Holderstetigkeit von f ausnutzen kénnen,
formen wir g folgendermaflen um:

39 9= [ - (W) - @) dy+ 1) [ 5 -y)dy.

-8 K+ (0)
Seien nun z',z" € U mit § := |2’ — z"| < 1 (vgl. Ende von Kapitel 2). Es gilt

[ 5@ -9 (F@) - 1@ dy - [ 56" ~v) (f) - f") dy =L+ L + I +

R" R

mit
L = ) /I ) 5(z' — ) (f(v) - (=) dy,
L = ) y/m (" — y) (f(=") - £(v)) dy,
I = | / " $(2' - ) (f(=") - f(=')) dy,
L /yl 26(5(:6'—3/)—§(w”—y))(f(y)—f(w”))dy-

Dabei ist 7 € IRt so gewahlt, daB8 K,(0) C K;(z) fiir alle z € U gegeben ist.
Nun ergibt sich

c 1 [+ 3
Ll <’ [ ol v
|2’ —y|<26 y
< ¢§*P H,[f]
< ¢é* H,[f).

Wenn man beriicksichtigt, daB |z" —y| < |2" — 2|+ |z’ —y| < 36 fiir y mit |z’ —y| < 2§
gilt, erhilt man eine analoge Aussage fiir |I;|. Weil das Integrationsgebiet beschrinkt
ist, 1aBt sich auch |I3| durch denselben Term nach oben abschitzen. Beim letzten
Integral wenden wir den Mittelwertsatz und (3.6) an. Fiir ein " = 2’ + t(z" — z')
mit ¢ € (0,1) haben wir
c
le" —y[*dy

F>|2'-y|>26

L] < |z’ — 2" Half]

[+
Izl _ yln-i-l—ﬂ—a

< ¢é Half] dy

>z —y|>26
c

IA

cé Hulf] o —gpi-= dy
f='~y|>26

8% H,[f].

IN
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Die zweite Abschdtzung beruht darauf, daB wir fiir y mit |z’ — y| > 26 folgende
Ungleichungen erhalten:

2z" —y| > 2lz' —y|—2|z' — "
> o' —y| + 26 — 2|z’ — "]
> |z’ —y|+26 —2|z' — 2"
= |-yl
2" —yl < Jo' = 2"+ o' —y]
< 26+ -yl
< 2lz' -yl

‘Damit haben wir gezeigt, dafl der erste Summand von (3.9) als Funktion von z aus
C*(U) ist. Konnen wir dies auch fiir das Integral des zweiten Summanden beweisen,
folgt mit Satz 2.3, daB8 g aus C*(U) ist.

Wir behandeln dabei ohne Einschrinkung den Fall 8 = 1, denn fiir ein 8’ > 1 gilt

1 B 1
|z —y[F |z -yl

Y e —

|z — y|rt

fiir alle z € U und y € K,(0) mit einer positiven Konstante c. Weiter verwenden wir
Schlufifolgerungen wie bei den Abschitzungen von I, I, und I, ohne ausdriicklich
darauf hinzuweisen.

Seien z/,2" € U. Sei § := |2’ — z"|. Dann gilt:

[ 3" -y) - 3" - ) dy

K.(0)
< [ BBE-9-SE"-ld+ [ 186 —v) - 56" -yl
[='—y] <25 > let—y[>26
)
< ¢é*+ / LA dy
|z" — yl?
> |e!—y|>28

< 8%+ ch 1n(2"—6)
< ed?
denn der Logarithmus wichst schwicher als jede Potenz.
Neben g € C*(U) erhalten wir insgesamt auch (3.8). a
Wir beenden dieses Kapitel mit einer einfachen Approximationsaussage.
Lemma 3.6 Sei f, eine Folge in C°(IR™) mit supp(f,) C K,.(0) fir n € IN, die

gleichmdfig gegen ein f € C’O(E"_) mit supp(f) C K,.(0) konvergiert, r > 0.
Dann konvergiert auch (Sf,) in U gleichmdpig gegen Sf.

19




Beweis: Wir wihlen wieder ein 7 € IR, so da$8 K,(0) C K:(z) fir alle z € U gilt.
Dies liefert fiir ¢ € U

1Sfa(=) = $1@) < [ 15(2,2 = 9)l|faly) — F¥)]dy

K,(0)

1
< —————dy | fa = flloomo)
S c / [z — yP yllfa = flc (Kr(0))

[z—yl<F

< cllfn = flleovgmy

mit einer positiven, von z unabhingigen Konstante c. Daraus folgt die Behauptung.
0
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Kapitel 4

Umformung der Kerne von K, L

und M

Wir haben im vorigen Kapitel festgestellt, dafl die Kerne von K, L und M zwar
schwach singuldr, ihre Ableitungen jedoch singuldr sind. Es ist natiirlich nicht
moglich, diese Singularitit zu verringern. Man kann aber durch Umformungen er-
reichen, dal man lokal eine zusétzliche Eigenschaft, ndmlich positive Homogenitit,
erhilt. Wenn eine stetige Funktion positiv homogen vom Grad —m ist, besitzt sie
eine Singularitit vom Grad m, m > 0. Dabei ist eine Funktion f nach Definition
positiv homogen vom Grad —m, wenn fiir alle z aus dem Definitionsbereich von f
die Aussage
Ff(Az) = A" f(z) fir A >0

gilt. Mit dieser Eigenschaft kann man die Singularitit in den Griff bekommen. Dar-
auf gehen wir im 5. Kapitel ein. Dort zeigen wir auch genauer, dal die positive
Homogenitit eine zusitzliche Eigenschaft ist.

Wie erreicht man nun, dafl die Kerne von K, L und M positiv homogen vom Grad
—1 werden? Weil wir dies nur lokal, also in der N&he der Singularitit, benétigen,
steht uns der Satz von Taylor zur Verfiigung.

Satz 4.1 Sei U C IR" offen und konvez. Weiter sei f € C*(U).
Dann gilt fir y,y' € U:

, ~1 9 o f , ,
)~ 1) = mZ=1 m! il,...%.:nq 0z; ,...,0%; (y)(yil TYa) e (yim ™ Vi)
N Y e

5y + ty —y))(1 -~ 1)* dt

0%y, --,02;,
(U, = %) oo Uiy, — Yiran)-

Man spricht von der Taylorentwicklung von f an der Stelle y' um y bis zur k. Ordnung.
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Beweis: Wir fithren die Aussage des Satzes auf die Taylor—Formel fiir Funktionen
einer Verdnderlichen zuriick. Dazu betrachten wir die Abbildung

g: [Oall — R
9(t) == f(y + t(y' — v))-

Weil f (k + 1)-mal stetig differenzierbar ist, ergibt sich mit vollstindiger Induktion
und der Kettenregel, da g (k + 1)-mal stetig differenzierbar ist.
Genauer gilt fiir t € [0,1]] und m =1,...,k + 1:

O
§ am / /
-—-%(y +Hy' — ), — %) e (Y — Yim)-

gt =

- Bz,- mytt e
Die Taylorentwicklung von g um 0 an der Stelle 1 lautet nun

(m)(0 1§

g m

m(! Y1 -0y + = / g= () (1 — t)* dt.
0

9(1) - 9(0) = Z;

Daraus folgt unmittelbar die Behauptung. o

Wir werden jetzt die Kerne von K, L und M mit dem Satz von Taylor lokal in eine
Summe umformen (vergleiche {13, S. 17-21]), worin der erste Summand beziiglich der
zweiten Variable positiv homogen vom Grad —1 ist, der zweite Summand dagegen mit
seinen ersten partiellen Ableitungen beziiglich der zweiten Variable schwach singular.
Dieser bereitet also nach dem vorigen Kapitel keine weiteren Probleme.

Sei im folgenden Z : U — OG eine lokale Karte des im ersten Kapitel eingefiihrten
Atlanten von 8G. Dies besagt zusitzlich: U C IR? ist konvex und hinreichend klein.
Falls 8G von der Klasse C* ist, gilt 7 € C*(U). Weiter kénnen wir Z zu einer
C*(IR*)-Funktion mit kompaktem Triger fortsetzen.

Zuerst betrachten wir einen in K, L und M vorkommenden Term und formen ihn
lokal so in eine Summe um, dafl ein Summand positiv homogen ist.

Lemma 4.2 Sei G von der Klasse C*. Dann gilt fir u,u' € U:

(4.1) Z(u) — Z(u')] = (Z1(u, v — v') + Ta(u,u — u'))l/z,
wobet
' 2 65 65 I 1
Li(u,u—d) = ,',,Zz:l < 8ug(u)’ a—uJ(u) > (u; — u;)(uj — u;),
2 oz . | 8z
Zo(u,u —u') = 2 < —(u), [ 77— (v +t(u' —u))(1 —t)dt >
2( ) i,j,zkal Bu; 0/ Bujauk (
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(wi = wi)(w; — ;) (), — u)
22: Po8%T
+ < / (u +t(u' — w))(1 — ) dt,
igkl=1 7§ Ou;0u;
|8

J Burdu, (u+tu —u))(1 —t)dt >

(i — wa)(u) — ;) (up — ue)(ug — w).

Weiter gilt fir alle u,u' € U und A > 0:

(4.2) Ti(u, Mu — u')) = X2 B (u,u — '),
(43) —hu =l < Bauu— )] S el -
(4.4) [Z2(u,u — u)| < colu — o',
(4.5) clslu C P < B — ) + Sy u — u)| < eslu — P,

mit positiven, von T abhdngigen Konstanten c,, ¢, und cs.

Beweis: Seien u,u’ € U. Wir haben
|Z(u) — 2(w)| = (< Z(w') - 7(u), 2(u') — 3(u) >)"2.

(4.1) folgt nun aus der Taylorentwicklung von z € C*(V) bis zur 1. Ordnung und
den Eigenschaften des Skalarprodukts wie Additivitit und Symmetrie. V C IR? sei
dabei offen, konvex und beschrankt mit U C V.

Die Aussage (4.2) ist klar.

Weil die Matrix

(6:5) = (< %(u),(%(u) >)

positiv definit ist, gilt die erste Ungleichung von (4.3). Die zweite Ungleichung von
(4.3) ist erfiillt, da die partiellen Ableitungen von T stetig sind.
Wir erhalten fiir alle u,u’ € U mit positiven Konstanten ¢ und &

1Z2(uyu —w')] < clu—uPP+éu—ut
< (c+éd)|u—u'.
Dabei ist d der Durchmesser der Parameterumgebung U. Entsprechend ergibt sich

der zweite Teil von Aussage (4.5). B
Aus (4.3) und (4.4) folgt fiir alle u,u’ € U mit positiven Konstanten ¢ und é&:

|Z1(w,u —w') + Ba(u,u —v')| > clu—u? —clu—u'?
> (c—éd)|u—u')?
1
2

Eclu —u'|?,
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wenn wir die Parameterumgebung U so klein wihlen, daf§ fiir den Durchmesser d die
Abschitzung éd < %c gilt. Man sagt dazu auch: U wird so klein gewihlt, dafl 3,
stets X, iiberwiegt. O

Als nachstes behandeln wir den Kern M.

Satz 4.3 Sei k € IN U {0} und 8G von der Klasse C*+4,
Dann gilt fir alle u,u’' € U,u # '

(4.6) M(Z(u),2(u')) = Hy(u,u — v') + Rpr(u,u — u'),
so dap fir |y| < k (beachte fir die Schreibweise S. § unten)
(4.7) D} Hy € C*(U x (IR*\ {0})),
(4.8) DY Ry € C*(U x (IR?\ {0})).
Auferdem gilt fir allew € U, z € R*\ {0}, |y| < k und 1,5 = 1,2
(4.9) DY Hy(u,Az) = A7' DY Hy(u,z) fir A >0,
(4.10) |D? Rp(u,2)] < ¢,
(4.11) 1;; DI Ry(u,z)] < ¢,
8? c
. 7 < —
(4 12) 8Z{a$jD=RM(u,Z) — ]ZI,
17 c
a3 v <
(4' ) aziD:cRM(u)z) —_— IZI’
8? ¢
. v < —
(4 14) aziaszz RM(U,Z) - Iz|2

mit einer positiven, von M und T abhdngigen Konstante c.

Beweis: Seien u,u’ € U,u # u'. Mit Lemma 4.2 gilt
M(z(v),2(v)) = (Iz(v) —=(x)))
= (Zy(w,u — o) + By(u,u — u'))" V2
Um (4.9) und (4.6) zu erreichen, setzen wir wegen (4.2)

1
(Za(uyu — u))t/?’
1 1
(Z1(u,u — v') + By(u,u — uw'))/? B (Z1(u,u — u'))l/?
T? — (T + )2
(21 + 22)1/2 2}/2

1
=282 [(Z1 +t8,)" 12 dt
0

Hy(u,u —v') =

Ry(u,u —u') :=

(21 + 22)1/2 2}/2
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Dabei steht X; bzw. I, fiir ¥;(u,u’ —u') bzw. Zy(u,u — u’). Die letzte Umformung
ergibt sich nach dem Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung.

Mit den Ableitungsregeln erhalten wir sofort die gewiinschten Regularitatseigenschaf-
ten von Hps und Ry, weil 8G von der Klasse C*** ist. In Hps kommen namlich nur
die ersten partiellen Ableitungen von T vor, in Ry die ersten und zweiten partiellen
Ableitungen von Z. Auch (4.9) ist erfiillt, denn Ableitungen von Hys nach der ersten
Variable &ndern nichts an den Eigenschaften der zweiten.

Wir wenden uns nun der Abschitzung von Rps und seinen Ableitungen zu. Das
Problem dabei ist die Singularitit in der zweiten Variable. In Lemma 4.2 haben wir
schon einige Terme nach oben bzw. nach unten abgeschitzt. (4.5) gilt natiirlich auch
fiir ¥; +1%,, t € [0,1]. Also existiert eine positive, von T und M abhingige Konstante
¢, so daB fiir alle v € U und z € IR?\ {0}

~1 _1
2P(zP)t _ Jefreh

c
(=)3(lz?)7  |2?3+2

|Ry(u,2)| <

Anhand der obigen Rechnung sieht man, wie der Exponent von |2} mit Hilfe von
Lemma 4.2 ausgerechnet wird. Gem&fl den Rechenregeln fiir Potenzen erniedrigen
sich dabei die Rechenstufen. Potenzieren wird zu Multiplizieren, Multiplizieren zu
Addieren, Dividieren zu Subtrahieren. Weiter halten wir fest: Addieren und Subtra-
hieren, auch im Nenner eines Bruches, wird zu Minimieren, sofern U so klein gewihlt
wird, dafl der Term mit dem kleinsten Exponenten bei der Abschitzung den oder die
anderen iiberwiegt. Dies zeigt man wie im Beweis von Lemma 4.2.

Wir befassen uns jetzt mit der Ableitung von Rjs nach der zweiten Variable. Es ist

klar, daB fir alle wu € U, z € IR*\ {0} und i = 1,2

0 c / oo Y A
lazixl(u’z) = /}zh’ cr= t Aoy N
a ;/ G / . 2L v, 1{/'

lé—z—izg(u,z) < {Z%CIZI | ,'

T

gilt. Der Exponent von |z| bei der Abschétzung von ¥; und ¥, nach oben verringert
sich also nach einer Ableitung bzgl. der zweiten Variable um 1. Mit den Ableitungs-
regeln und den obigen Bemerkungen kann man leicht allgemein zeigen, daf sich dies
letztlich auch fiir Ry, ergeben muf}, weil Rp; nur aus Termen der Form ¥; und %,
besteht. Die Ableitung des Zihlers bzw. Nenners von Ry nach der zweiten Variable
konnen wir durch c|z|* bzw. durch c|z[* nach oben abschitzen, indem wir die Ket-
tenregel und die Produktregel benutzen. Dabei ist

min{2 + 2(—1/2),3 + 2(-3/2) + 1} = 1,
b = min{2(-1/2)+1+2-1/2,2-1/2 +2(-1/2) +1} = 1.

Dies ist gegeniiber dem Exponenten bei der Abschitzung des Zahlers bzw. Nen-
ners eine Verringerung um 1. Das Minimum, eine Folge der Produktregel, ist nicht
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notig, denn auch die Exponenten der jeweiligen Faktoren werden nach einer Ablei-
tung bzgl. der zweiten Variable um 1 kleiner. Dasselbe Verhalten zeigt sich bei der
Ableitung der Potenzen. Damit haben wir als Exponent bei der Abschitzung von
8/0z;Rp, 1 = 1,2, mit der Quotientenregel die Zahl

min{l +2,2+1}—2-2 = 3—4 =-1.
Analog kann man alle im Satz angegebenen Abschitzungen von Rjs und seinen Ab-
leitungen nachweisen. O

Die im obigen Satz aufgefithrten Eigenschaften sind natiirlich nicht vollstindig, fiir
unsere Zwecke aber ausreichend. Insbesondere miissen wir fiir Hy; und seine Ab-
leitungen keine Abschitzungen angeben, denn diese ergeben sich aus der positiven

Homogenitdt und den Regularitatsbedingungen einfacher (vergleiche dazu Lemma 5.1
und Lemma 5.2).

Zur Behandlung von K und L ist eine héhere Regularitit von 8G erforderlich.

Satz 4.4 Sei k € IV U {0} und 8G von der Klasse C**%.
Dann gilt fir alle u,u' € U,u # '

(4.15) K(zZ(u),z(u")) = Hx(u,u — v') + Rg(u,u — u'),

(4.16) L(Z(u),z(u")) = Hr(u,u — v') + Rp(u,u — u'),
wobei fir |[y| <k

(4.17) D} Hyg,D} Hy € C¥(U x (IR*\ {0})),
(4.18) D] Rg,D] Ry € C*(U x (IR*\ {0})).

Auferdem gilt fir alle w € U, z € R*\ {0}, |y| < k und 7,7 = 1,2

(4.19) DY Hg(u,Az) = X 'DYHg(u,z)  fir A >0,
(4.20) ID7 Rx(u,2)| < ¢
(4.21) | aiiD;’RK(u,z) < ¢
(4.22) az?;mjD;’RK(u,z) < é
(4.23) aiDZRK(u,z) < i—z_l’
(4.24) aj;szZRK(u,z) < l—zcl_z

mit einer positiven, von K und T abhdngigen Konstante c. Analoge Aussagen gelten

f'l:l:T‘ HL und RL.
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Beweis: Seien u,u’ € U,u # u'. Wir setzen wieder Lemma 4.2 ein und verwenden
die Abkiirzungen I, := Xi(u,u — u'), Ty 1= Yo (u,u — u').

Zuerst befassen wir uns mit dem Kern von K. Es gilt

1 1

K(?E(u),i(u')) = _57_[. |E(u) _ E‘(ul)‘s

< n(Z(u)), z(v') —(u) > .

Fiir den ersten Faktor konnen wir Lemma 4.2 benutzen. Um im zweiten Faktor einen
Summanden zu erhalten, der beziiglich v — u' positiv homogen ist, entwickeln wir T
nach Taylor bis zur 2. Ordnung. Der erste Summand der Taylorentwicklung steht

namlich senkrecht zu
oz oz

o (4)r 5 ()

9z

n(e(w) =+ Th
o () )]

dem Normalenvektor in Z(u).

Wir definieren jetzt Hx und Ry so, daB (4.15) und (4.19) giiltig sind:

Hr(uu—v) == _l—l_i<"(“( ) oz (u) > (u) — we)(w — ;)
o T 4 E:1;/2 i,j=1 e Ou;0u; U i T W) \%; — Uj),
R(uu—w) = Rauyu—w) + Rafto =)
mit
N o= -1 11
lwu=w) = ((21 T 5,) 0 2‘1/2>
: oz , ,
(i§=31 < n(i(u))’ 5u.;3uj (u) > (ui - ui)(uj — ‘U.j)) y
Ry(u,u—u') = 1 1

T (B 4 5,)3

( > / < n(z(u)), ﬂ%ﬁ(u +t(u' —u)) > (1 —-t)%dt

itj'k:]‘ Q

(o~ )~ ) — ) ).

Um zu zeigen, dafl Hx und Rk die Behauptung erfiillen, miissen wir nach den
Erklirungen im Beweis des letzten Satzes nur noch die Abschitzung (4.20) mit Hilfe
von Lemma 4.2 nachweisen. Nach (4.5) ist offensichtlich fiir alle w € U,z € IR*\ {0}

|Ra(u,z)| < ¢
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mit einer positiven Konstante c¢. Der Fundamentalsatz der Differential- und Inte-
gralrechnung liefert

1 1 (B4 m,)
(Bi+ E,)37 (3,)32 (B; + B,)32 53/

1
-3%, ({(21 +t%,)Y2 dt

(B1 + Ba)22 2}/°

Es gilt nun insgesamt (4.20), denn fiir R, ergibt sich mit obiger Rechnung als Expo-
nent von |z| die Zahl (3 +27) - (22 +23)+2=4-6+2=0.

Nun betrachten wir den Kern von L.

L(z(uv),z(v)) = %lf(“) _li(u,ﬂa < n(z(v)),z(v') — 2(x) >
1 1

= R s < ") - nEw),3w) ~ 5w >

27 |z(u) — T(u
— K(2(u),z(v)

Wir entwickeln die Funktionen im obigen Skalarprodukt bis zur 1. Ordnung und
setzen

B =) = (3 < ontelh pn) > o~ w)a - v9)

t,9=1
— Hg(u,u — u')
, 1 1 1
RL(u,u —u ) = o ((21 T 22)3/2 - 2:13/2)
2 oz , ,
[ (10 o) > (o = ) )
1,5=1 J
1 1
+

27 (3 + 22)3/2

oz
(,,,, ‘. a ”(z(““(“ —u)))(1 —t)dt,a—uk(u) >
Ch w)(u- ~u3)(w} ~ k)
+ Z n(Z(u)), / 8s, (u +t(u' — u))(1 —t)dt >

t,5,k=1

( ut)(uﬁ )(uk—uk)

1
n </
[1]

1,7,kI=1

n(:c(u + (' - u)))(1 — t) dt,

Ou;
Poo?
, Ou,Ou;

n(ZT(u + t(u' —u)))(1 - t)dt >
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(= )ty 5)(h ~ )~ )

— Rg(u,u —u').

Weil in der Normalen schon eine Ableitung vorkommt, besitzt L dieselbe Struktur
und damit dieselben Eigenschaften wie K. O
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Kapitel 5

Eine Verallgemeinerung der
Ungleichung von
Hoélder—Korn—Lichtenstein—Giraud

Wir verallgemeinern in diesem Kapitel eine in [1, S. 222-224, 244-245] bewiesene
Abschitzung, die unter dem Namen Ungleichung von Hélder—-Korn-Lichtenstein—
Giraud bekannt ist. Diese Verallgemeinerung kénnen wir auf die im vierten Kapitel
bei der Umformung entstandenen homogenen Terme anwenden.

Es sei U C IR™ offen, beschrinkt und konvex. Sei a € (0,1). Sei H eine Abbildung
auf U x (IR™\{0}).

Als erstes prazisieren wir die Voraussetzungen, die wir an H stellen miissen.

Voraussetzung H, : Firz € U und 1 < 1,7 < n gelte

(5.1) B € 0V(T x (B™\{0})),
(52) 5 (2:) € R\ (0}),
(5.3) e, € C°0 X (R\{0)),
(5.4 5ee: € OO X (B\{o),
(5.5) A(z,.) € CHRM{0}),
8H _

(5.6) 2L e oo x (o)),
(5.7) TH ¢ oo@ x (R\{0})),

02;0z;
H(z, .) sei positiv homogen vom Grad —(n — 1), das heifit
(5.8) H(z,\2) = X"V H(z,2)  fir alle A > 0 und z € IR™\{0}.
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Weiter gelte fir z,z + he U, z€ R"\{0} und 1 <i<n

oH oH |R|*
(5.9) l-——afb‘i (z+h,z) - 52 (z,2)] < ¢ =

ol |h|®
(5.10) 37, (z+ h,z)— oz, (z,2)] < ¢ T2

mit einer positiven Konstante c.

Zunichst ziehen wir einige einfache Folgerungen aus den Eigenschaften (5.1) - (5.8).

Lemma 5.1 H gentge der Voraussetzung H,.
" Dann sind firz € U und 1 < 1,5 <n:

H
g;—(:c, .) positiv homogen vom Grad —(n — 1),
oH 5
—(z,.) und positiv homogen vom Grad n,
0 i a 1UL5
o' H
(z,.) positiv homogen vom Grad —(n +1).
82,‘325

Beweis: Die obigen partiellen Ableitungen von H sind nach Voraussetzung H, wohl-
definiert.
Sei z € U,z € IR"\{0}, und A > 0. Nach Definition der partiellen Ableitung ergibt

sich:

oH L H(z + he;y A2) — H(z,)\z)
9a; (z,Az) = %1_{}(1) .
(?_8) A—(n—l) lim H(m + hei’ Z) _ ‘H(m’ Z)
B h—+0 h
) {
= A (n-1) 5:_6—'-(3,:5).

Dadurch ist die erste Aussage des Lemmas fiir € U bewiesen, da 8H /dz; nach (5.3)
stetig auf U x (IR*\{0}) ist.
Weiter gilt fir z € U:

oH - H(z, Az + he;) — H(z,)\z)
E:(:c, Az) = }‘1_r'r(1) -
. N .
(58) \~(n-1) 1 lim H(z,z + e;) — H(z,2)
A\ hoso t;—
8H
= A —
o7 (z,2)




Allgemein kann man entsprechend beweisen, daB die partielle Ableitung einer Funk-
tion, sofern sie existiert, positiv homogen vom Grad —(k + 1) ist, falls die Funktion
selbst positiv homogen vom Grad —k ist. Damit folgen auch die restlichen Aussagen
des Lemmas fiir =z € U. ‘ a

Mit Hilfe von Lemma 5.1 untersuchen wir das Singularititenverhalten von H und
seinen Ableitungen.

Lemma 5.2 H genige der Voraussetzung H,.
Dann gilt fir alle z € U und z € IR™\{0}:

- c
H <
l (z’ Z) - IZIn—l’
8H c
= < -
6z 7| = T
OH c
<
az;B:cj(z’z) = z?’
oH c
< =
BZ,‘ (Z},Z) — Izl,n)
8H c .
aziazj(m,z) < W, 1<14,5<n,
mit einer positiven Konstante c.
Beweis: Es gilt
- - z
|B(2,2)| = |H(=, Izlm)
(5.8 (1) | 7 z
= e (e, )
| |c " fir alle z € U und z € IR™\{0},
zZ|""

da H als stetige Funktion auf der kompakten Menge U x {z € R"||z| = 1} beschrankt
ist.

Mit Lemma 5.1, (5.3), (5.4), (5.6) und (5.7) zeigt man analog die restlichen Aussagen
des Lemmas. o

Gilt zum Beispiel H € C?(TU x (IR"\ {0})), so sind nach Satz 2.2 und Lemma 5.2 die
Voraussetzungen (5.9) und (5.10) erfiillt.

Eine entscheidende Folgerung aus der Homogenitit von H ist:
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Lemma 5.3 Es gelte die Voraussetzung H,.
Setz €U undr >6>0. Dann gilt:

)i g
/ —(z,2)dz =0, 1<i<n.
its 0%

Damit folgt insbesondere:

8H : oH
/ (z,2)dz = lim / 3 (z,2)dz =0,

oz e %
2|26 r>[z|>6
oH , oH
/ -a—z—i-(:c, z)dz = %I_I'Ié o7, (z,2)dz =0,
r2lz] r>|z|26
. o7
aH(z,z) dz = lim H(:c,z) dz =0, 1<i:<n.
A 0z; AN 9z;
r>|z|>6

Die Integrale fir § — 0 ezistieren tm Hauptwert.

Beweis: Sei 1 < i < n. Weil 8H/8z; stetig auf U x IR™\{0} ist, erhdlt man nach
dem Satz von GauB flirzc € Uundr > 6§ >0
8H 5 i A i
/ S (2,2)dz = / H(z,6) S da - / H(z,f)%dﬂ.
r>[z[>6 % 8K, (0) T 8K 5(0)

Dabei sind ¢/r fiir [{| = r und —¢/§ fiir |¢| = § die duBleren Normalen—Einheitsvek-
toren der Menge {{ € IR*|r > |¢| > §}. Da die Sphiren um 0 im IR" (n — 1)-dimen-
sionale Untermannigfaltigkeiten sind, ergibt sich mit Satz 1.2:

/ gg(m,z)dzzr”'l / I;T(:c,rn)n,-dﬂ—é"_l /ﬁ(m,&n)mdﬂ.
> |26 = 8K (0) 8K, (0)

Daraus folgt wegen (5.8), d. h. wegen der Homogenitit von H, die Behauptung. O

Nun kommen wir zum Hauptergebnis dieses Kapitels, zu einer Verallgemeinerung der
Ungleichung von Hélder-Korn-Lichtenstein~Giraud.

Satz 5.4 Sei ¢ € C*(IR") mit supp¢ C K.(0), r > 0. H erfille die Voraussetzung
H,.
Dann ist die durch

(5.11) Ve)i= [ H(s,s-y) )y, =ze,

definierte Funktion ¥ aus C'**(U), und es gilt die Abschitzung:
(5.12) ||‘I’“01+a(z7) <c “¢“C°(r@))

mit einer von ¢ unabhdngigen und von H, r, n, a abhdngigen, positiven Konstante
c.
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Beweis: Um die Behauptung zu beweisen, miissen wir ¥ partiell differenzieren,
beziehungsweise zuerst zeigen, daB8 ¥ partiell differenzierbar ist. Dies ist direkt nicht
moglich, weil der Integralkern schwach singuldr zum Exponenten n — 1 ist. Wie wir
im weiteren Verlauf des Beweises sehen werden, erweist sich auch eine Approximation
von ¢ durch stetig partiell differenzierbare Funktionen als wichtig.

Deshalb betrachten wir zunéchst fir m,! € IV die Funktionen ¥,,; definiert durch

(5.13) Uni(2) = [ (2,2 —y)mle - y)) pm()dy, z€T.

Dabei sei die Folge n; wie in Kapitel 3 definiert und ¢, sei eine Folge aus C*°(IR") mit
kompaktem Tréger in K,(0), die gleichméafigin K,(0) gegen ¢ konvergiert. Auflerdem
gelte:

(5.14) ”¢"‘“C°(r(0)) < ||¢||C°(m) fir alle m € IN.

Eine solche Folge existiert nach Lemma 2.4.

Aus Voraussetzung (5.1) und der Definition von 7; folgt mit der Kettenregel: Der
Integrand von ¥,,; ist eine nach x stetig partiell differenzierbare Funktion auf U x IR".
(Die Funktionswerte fiir z = 0 spielen als Nullmenge keine Rolle.) Ferner hat der
Integrand durch den Faktor ¢,, kompakten Triger. Indem man den Mittelwertsatz
und den Satz von Lebesgue anwendet, ergibt sich, da8 V.., partiell differenzierbar
ist. Genauer gilt fir z € Uund 1 <4 < n:

8:91::'1("’) - R/n 33'; (ﬁ(%w —y) m(le - yl)) ¢m(y) dy

8 -
= /am'H(w,:c—y)m(lm—yl)¢>m(y)dy
R" %

N R/ aa (B(z,2 - y)mlz - y))) m(y) dy

0

= az'ff(:c,:c ) 771(|23 —y|)¢m(y) dy
R 1
& /A
ok (B(z,2 — y)mlz ~ y))) ém(y)dy
8 -
= / ﬁH(m,z —y)m(lz — y|) dmly) dy
Rﬂ- 1
. Odm
+ /H(z,:c ~y)m(lz —yl) 8({;- (v) dy.
. 1

Dabei wurde die Kettenregel und bei der letzten Umformung (¢, ist stetig partiell
differenzierbar) der Satz von Gaufl verwendet. Ein Randintegral tritt hierbei nicht
auf, weil der Integrand kompakten Triger hat.

Nach Lemma 5.2 sind H und 8H /0z; schwach singulire Kerne. Lemma 3.2 besagt
daher: die auf U stetigen Funktionen ¥,,; und 8¥,,;/8z; konvergieren fiir | — oo
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gleichmaBig in U; d. h. ¥,,; konvergiert in der C*(U)-Norm gegen ein ¥,, € C*(T),

weil C!(U) vollstindig ist. Damit gilt nun fiir z € U wieder mit Lemma 3.2

Un(z) = JimWi(e) = [ Ao,z ~9)6n(y) dy,
i

ov,, . 0V
azi (23) - llirgi azi (z)
BfI 'y a¢m
= [ amme=94) dy+R[ H(z,2~y) 52() dy.

¥,, konvergiert nach Lemma 3.6 gleichmiflig gegen ¥. Konnen wir ¥,, in der
.C'*2(U)-Norm nach oben durch ¢ ||4)|| ca(B ) abschitzen, ist die Behauptung wegen
Lemma 2.5 nachgewiesen, sofern ¢ den Bedingungen des Satzes geniigt.

Aus Satz 3.3 erhalten wir direkt

Sc ||¢m||00(x,(o))
co(0)
und aus Satz 3.4 mit (5.2), (5.9) und Lemma 5.2

[ B,z y) dnl) dy

oH
s 5:c—,-(z’ L= y) ¢m(y) dy

SC ”¢m”Ca(r(0_5), 7:=1,...,'n.
c=(0)
c ist dabei eine positive Konstante. Auf Grund von (5.14) bleibt also noch

Odm
aq; (y)dy

(5.15) S C II¢m|IC°(K.-(O))’ 7 = 1,...,71,

c=(0)

zu zeigen. Auch die Aussage des Satzes iiber die Konstante ist erfiillt, wie man aus
Satz 3.3, Satz 3.4 und dem folgenden sofort entnimmt.

/ﬁ(z,x—y)

Um (5.15) herzuleiten, schlieflen wir bei der Integration die Singularitit erst einmal
aus. Seienz € U,1 <i<nund ! € IN. Aus dem Satz von Gaufl folgt:

¢

~

o
(5.16) H(z,z —y) ——(y) dy
|=—y|/zl/z Oy
8H - i — Y
= azi(w,w—y)¢m(y)dy+ / H(z,w—y)¢m(y)z1/ly dQ
fz—y|>1/1 le—yl=1/1
= f O (212 = 3) (s dy + [ A2 = 3) () — dul=)) o an
= 92, 5% V) 6nm(y) dy 12— Y) (Im(y) — ém i
le—y[>1/1 le—yl=1/1
+ pm(2) / A(z,z —y) zil;ly‘ do.
le—yl=1/1
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Weiter gilt:

H(z,2 = 3) (#n(v) — dn(2)) 17" 40
le—yl|=1/1

= [ @O Gne -0 - dnla)) a0

l¢l=1/1

- / A(z, )(qu(x —)—¢,,.(a:))m(1/l)"“dﬂn
Inl=1

L[ B Gnle =] - @) mdn,.
8K1(0)

Nach dem Satz von Lebesgue konvergiert das letzte Integral fiir [ — oo gegen Null,
da der Integrand wegen der Stetigkeit von H und ¢,, nach oben beschrinkt ist und
fiir | — oo punktweise gegen Null konvergiert.

Wie oben ergibt sich
A~ Ty —

H(z,z —y) 1/1% dQ = / fI(m,n)mdQ,
le—yl=1/1 8K1(0)

so dafl dieses Integral unabhéngig von [ ist.

Obwohl 8H /8z; gemiB Lemma 5.2 singulr ist, existiert nach (5.16) und den obigen
Rechnungen

oH
(5.17) 92, Y) $m(y) dy
Ru
im Hauptwert, und es gilt insgesamt:
8¢m OH
(5.18) / Az =) 2@y = [ G —9)dnv)dy

+ ¢>m(:c) / ﬁ(:c,n) n; dQ).
8K, (0)

Mit (5.1) folgt sofort aus Satz 2.3

#n() [ H(m)mdn
8K, (0)

< ¢ [|$mll ey
co)

denn es ist sogar
H(.,n)n: dQ € ci(0),
8K1(0)

weil die Singularitit keine Rolle spielt.
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Nun wenden wir uns dem ersten Summanden in (5.18) zu. Er ist wegen (5.18) als
Funktion von z in U stetig. Wir schétzen ihn jetzt in der C*(T)~Norm nach oben
ab (vergleiche dazu auch die Beweise von Satz 3.4 und Satz 3.5). Bei den folgenden
Rechnungen werden wir Lemma 5.3, die letzten zwei Aussagen von Lemma 5.2 und
Hilfssatz 3.1 verwenden, ohne dies im einzelnen immer anzugeben. Lemma 5.3 dient
hauptsichlich dazu, die zu betrachtenden Integrale auf Integrale mit geringerer Sin-
gularitdt zurickzufithren, um Hilfssatz 3.1 anwenden zu konnen. Dabei gehen dann
n und « in die Konstante ein.

Als erstes beschiftigen wir uns mit der Abschitzung des Betrages. Wir spalten den
Integrationsbereich auf und integrieren zuerst iiber eine Kugel um z € U.
Es gilt:

oH OH
| ar@e =@y = | [ (o2 - 5)(nly) ~ du(=) dy
[z-yl<1 ' Je—y|<1 '
Sl w) — du(z)]
< |/l P O REMOIEY
1
cH,\¢m ——d
< cH,l¢ ]|x—4<1 P
< cHy[dm].

Bei der Integration iiber den Auflenbereich der Kugel um « € U nutzen wir aus, daf
¢m kompakten Triger hat. Hier erkennt man auch, dafl die Konstante abhingig von
r ist. Wir erhalten

/ Z_Z(z,z—y)qu(y)dy < ¢ / ()] dy

—_ n
lz—y|>1 jz—yl>1 |2: yl

c / |6m(y)| dy

VAN

IN

C ||¢"‘”C°(K,(0)) / dy
K.(0)

AN

¢ ||¢m“c°(x,(o))-

Damit haben wir
8H

(5.19) o
RnR»

(z,2 — y) pm(y) dy < ¢ [|fmllca @)
co D)

gezeigt, weil die obigen Abschitzungen fiir alle z € U gelten.

Schliefllich zeigen wir noch
oH
8z,~

Rn

OH
(z'y2' — y) dm(y) dy — / 5(2”, 2" — y) dm(y) dy
R‘"’ 1

< el =2 Wnlour  firalle',a" € T,
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Seien also ' und z” zwei beliebige Punkte in U, sei § := |z’ — z"|. Dann gilt nach
Lemma 5.3

(5:20) ‘ZH( o'~ 4) d(v)dy — [ I (o (v) dy
Lo
= ‘ZH ~9)n0)dy ~ [ T (e, 2"~ 4) bm(2) dy

R»

0H
+ / E.-(z”,;c' _ y) ¢>m(y) d‘y - / g(wu,z” . y) (¢m(y) . ¢m($”))dy
R * Be i

- Wir betrachten die ersten beiden und die letzten beiden Integrale auf der rechten
Seite der Gleichung (5.20) getrennt.

Die beiden ersten Integrale unterscheiden sich nurin der ersten Variablen von 8H /8z;.
Wir kdnnen Voraussetzung (5.10) einsetzen. Dadurch entstehen die Faktoren §* und
c¢/lz' — y|*. Indem wir weiter vorgehen wie bei der Behandlung des Betrages, ergibt

sich
IER
< o[ —E—lonly)ld ]
= nWldy + W, [,

< ¢é? ||dm “ca(Kf(O)) ’

(v) dy — / (w" z' — Y)dm(y) dy

< \x-4)

Wir befassen uns nun mit den beiden letzten Integralen in Gleichung (5.20). Um
bei ihrer Abschitzung den Faktor §* zu erhalten, verwenden wir diesmal bei der
Aufspaltung des Integrationsgebietes IR eine Kugel um z’ mit Radius 26.

oH , , |, oH  ,
5, DAy~ [ T2 = 9) (Bnly) ~ (") dy
o' ~yl<2s or—yl<2s
aH
< (2",2" — ) (dm(y) — dm(2))| d
j='-yl<26 #
aﬁ " n n
+ 55 (252" = 9) ($m(y) — $m(z"))| @
j=' —yl<26 !

c '’ a
< Halpnl [ mm i vty Balbal [ e ity
2! ~y|<26 [=" =] |='—y| <26 =" —yl
v Yy

1 1
< ¢ Hy[dm] / Tz 4y + ¢ Ho[ém] T amea W
" =’ — yl o= =yl
2'—y|<26 " —y|<36
< ¢8% Ha[pm)-
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Bei der vorletzten Umformung haben wir den Integrationsbereich des zweiten Inte-
grals vergroflert, denn fiir y mit |2’ — y| < 26 gilt |z" ~ y| < |=" — 2’| + |2’ — y| < 36.

Bei der Integration iiber den Auflenraum der Kugel kommt es wegen Hilfssatz 3.1
zusitzlich darauf an, die Integrale auf ein Integral mit groSerer Singularitit zuriick-
zufithren. Dies ist auch der Grund, weshalb wir die Integrale zusammen betrachten.
Nach dem Mittelwertsatz gilt nidmlich

oH oH
az (z", zI _ y) _ 8z (m”’ 2:ll _ y) S Iz”l — y|n+1 |ml _ z/I
fiir ein " = &' + t(z"” — ') mit ¢ € (0,1). Dann ist
20—yl > 2~ y| - 2’ — "]
> |z’ —y|+26 — 2|z’ — 2"
= |z’ —yl, falls |z’ — y| > 26.
Also folgt fiir y mit |z’ — y| > 26
aﬁ n 1 8ﬁ n n 66
R O e

und wir erhalten

oH oH
[ 5 nse@dy— [ G =) (Gnlv) - dn(a) dy

=’ ~y|>28 =’ —y|>26

(aH ("' — y) = 2L (g, o _ y)) (6m(¥) = bm(=") dy

0z; 0z;
Je'~y|>26
1
< c§ oo | #m(2") = $m(¥)] dy
j='—y|>26 =~
1 a
< ¢é Hydm) R n+1|:c"—y| dy
[ —y|>26 |x _yl
1
< csHa[¢m] |:c’—y|"+1‘°‘ dy
|z’ —y|>26
< et g
= c5aHa[¢m].

Fir y mit |z’ —y| > 26 haben wir |” —y| < §+ |2’ —y| < 2|z’ — y|, womit die vorletzte
Abschitzung erklirt ist.

Insgesamt haben wir jetzt nach (5.18) die Aussage (5.15). Daraus folgt die Behaup-
tung. O

Wir iibertragen noch Satz 5.4 auf C*¥**~Funktionen, k € IN.
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Satz 5.5 Sei ¢ € C**(IR") mit supp¢ C K,(0), r > 0. Die Abbildungen DJH
genigen der Voraussetzung H,, |v] < k.
Dann st die durch

(5.21) V)= [ A(,o-y)d)dy, =€l

definierte Funktion ¥ aus C**1**(U), und es gilt die Abschdtzung:
(5.22) [¥llcrsrsa@ < € 18l oera@rm

mit einer von ¢ unabhdingigen und von H, r, n, k, a abhdngigen, positiven Konstante
c.

Beweis: Wir benutzen den Beweis von Satz 5.4, das heifit die dort beschriebenen
Schluiweisen.

Gemif Lemma 2.4 wihlen wir eine Folge ¢,, aus C*°(/R") mit kompaktem Triger in
K,(0), die in C*(K,(0)) gegen ¢ konvergiert und die Bedingung
(5.23) “¢m“ck+a(x,(o)) < ”¢”ck+a(x,(o)), m e IN

erfillt. Mit der Folge n; aus Kapitel 3 definieren wir fiir m,l € IV die Funktion |
wie folgt

Uni() = [ B,z ~y)nlle - y) dmly)dy, 2 €T

Sei |y| < k+1 und z € U. Nach Voraussetzung folgt aus dem Beweis des letzten
Satzes und der Produktregel, da$ ¥,,,; € C*+!(U) und

Ds(a) = 32 (1) [ D282 ~3)mlle ~ ) D7 o)

gelten. Dabei ist fiir |7| < k + 1 nach Voraussetzung und Lemma 5.2 D7 schwach
singulir. Lemma 3.2 und die Vollstindigkeit von C*(U) liefern nun, da8 ¥,,; in
C*(U) gegen ein ¥,, konvergiert. Es gilt genauer

Dn(e)= ¥ (1) [ Difi(ee ) D™ gu(s) o

y<y \Y

Ist |y — 4| < k und |¥]| = 0, folgt aus Satz 3.3

< el D77 bmllgoioy
co(U)

/ H(z,z —y) D" $u(y) dy
s

¢ “¢m“00(1{,(o))
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mit einer positiven Konstante c.

Fir |y — 4| < k und |[7| > 1 kénnen wir, weil Di~«H fiir ein i € {1,...,n} die
Voraussetzung H, erfiillt, Satz 3.4 anwenden und erhalten

< ¢ “D’Y_& qu”Ca(m)
c(0)
<

[ Difi(z,2 —y) D" $u(y) dy
R»

¢ ”‘ﬁm”cua(r(o))-

Falls |y — 4| = k 4+ 1 mit 4; — 4; > O fiir ein 1 € {1,...,n} gilt, schlieBen wir analog
zum Beweis von (5.15) mit einer Anwendung des Satzes von Gaufl. Es folgt

/ H(z,z —y) D" $u(y) dy
mﬂ

< e[ D" bl ey
co(U)

< ¢ I!¢m||ck+a(x,(o))'

Indem wir die Abschitzungen zusammenfassen, haben wir insbesondere

”‘I’m“cuwa(ﬁ) < C||¢m”ck+a(m)
(5.23)
< ¢ ”¢”C"+a(r(o))'
Es ist offensichtlich, daB ¢ aufler von den in Satz 5.4 angegebenen Gré8en noch von k
abhingt. Satz 3.4 und der Beweis von (5.15) besagen zusitzlich, da ¥,,, € C*+1+(T))
ist. Weil ¥,, nach Lemma 3.6 in U gleichmifig gegen ¥ konvergiert, ergibt sich mit
Lemma 2.5 die Behauptung. 0
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Kapitel 6

Die regularisierende Wirkung von
K, L und M

Die bisherigen Ergebnisse ermdglichen uns jetzt zu beweisen, dafl K, L und M in den
Riumen holderstetiger Funktionen die Regularitit um 1 verbessern, falls der Rand
von G hinreichend glatt ist.

Satz 6.1 Seien k € IN U {0},a € (0,1) und 8G von der Klasse C*t4,
Dann gilt fir alle A € C***(8G):

(6.1) M) € C*1*=(0G),
(6.2) ”M)\“Ck+1+a(3c) <c ”)‘”CH‘!(BG)

mit einer positiven von X unabhdngigen Konstante c. Die Konstante hdngt jedoch
von M, k, o und dem zugrundeliegenden Atlas von G ab.

Beweis: Seien (U;,%;,%Z;(U;)), 1 < j < N und (U;,7;,7;(U4;)), 1 < j < N die
im ersten Kapitel eingefiihrten Atlanten von 0G. Sei ((1,...,({n) eine dem zweiten
Atlas untergeordnete Teilung der Eins. Sei g; die Gramsche Determinante von z;,

7j=1,...,n.
Es gilt fiir A € C***(8G)

My = [ M(,€)AE)dn

> [ MO750) M) G(@5() o) .

Wir zeigen von jedem Summanden einzeln, daf§ er aus C**1+%(8G) ist und schitzen
ihn, wie im Satz beschrieben, in der C**1**(8G)-Norm nach oben ab. Daraus folgt
dann die Behauptung.
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Sei also 1 < 7 < N beliebig. Weiter sei

(6.3) ¢5(w) := AE;(w)) Gi(=5(w) Voi(w), W €U;.

Nach Definition von C**1*%(9@G) betrachten wir fiir i = 1,..., N die Funktionen
(6.4) [ M), 75(0)) #5(u) du’
U;

auf U,.

Ist 1 = j, wenden wir Satz 4.3, die lokale Darstellung von M, an. Nach Wahl des
Atlanten von 8G ist U; hinreichend klein. Wir haben damit fiir u € U;

©5) [ M), 7)) ¢i(w') d

= / Hpy(u,u — v') @;(u’) du' + / Rpy(u,u — u') ¢;(u') du'.
U;

U;

Es ist {; € C=(8G) und supp(¢;) C z;(U;). Wir setzen z; € C***(U;) zu einer
C*+4(IR*)-Funktion mit kompaktem Triger fort. Dann gilt nicht nur supp(¢;) C U;,
sondern nach den Eigenschaften hélderstetiger Funktionen auch ¢; € C**4(IR?). Aus
den im Satz 4.3 angegebenen Eigenschaften folgt, dal Hy; die Voraussetzungen von
Satz 5.4 bzw. von Satz 5.5 erfiillt. Demnach ist das erste Integral auf der rechten
Seite von (6.5) aus C**1+*(T;) und wir erhalten mit einer positiven Konstante c

[ Baaluyu — o) ¢5(u') du < cllésllorreqy):

CHita(D;)

Die in Satz 4.3 genannten Eigenschaften besagen auerdem, dafl eine analoge Aussage
fiir Ry gilt. Dies leitet man mit Satz 3.4 einfach her. Approximationen, wie bei den
Beweisen der Sitze 5.4 und 5.5, sind nicht nétig. Nach dem Satz von Lebesgue kann
man Ableitung und Integration vertauschen, weil die bei der Ableitung entstehenden
Integralkerne nach Satz 4.3 schwach singuldr sind. Damit ergibt sich, daf (6.4) fiir
i = j aus C**1+%([;) ist. Genauer gilt:

(6.6) / M(z5(.), 75(w')) (') du

IA

¢ ||¢j||ck+a(z7,)
Ckt1+a(U))

cllXoZjllgrrag)

(VARVA

[+ HA”CH’“(aG))

weil die Faktoren (;(Z;(.)) 1/g;(.) von ¢; nach oben beschrinkt sind.
Sei nun ¢ # j. Wir konnen ohne Einschrénkung annehmen, daf

dist(?c",-(ﬁ,-),ij(b_lj)) =6;>0
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gilt, denn fiir ¢ = j ist die Aussage schon bewiesen, und wegen U; C U; haben wir

dist(z;(U;),z;(8U;)) > 0. Weil M schwach singulir ist, folgt

(6.7) | [ M(5(.), m5(w) 45(u") du < = [1gitw)ldu
U; Cr+1+a() 2 Ck+ita(T;)
< clldilloo@,y
< cl[Meo(ac)-

Wir haben jetzt fiir ¢ = 1,...,n gezeigt, daBl (6.4) aus C**1**(T;) ist. Mit den
Abschitzungen (6.6) und (6.7) ist damit, wie am Anfang des Beweises erklirt, die
Behauptung nachgewiesen. O

Ein entsprechender Satz gilt auch fiir K und L. Allerdings unter der Voraussetzung,
dafl die Regularitit des Randes von G um 1 héher ist.

Satz 6.2 Sei k € IN U {0}, € (0,1) und 8G von der Klasse C*+5,
Dann gilt fiir alle A, u € C**(8G):

(6.8) KM\, Ly € C**1+2(5@),
(6.9) [ K Al[crsr+agag) < € | Allortagacy »
(6.10) [Lellgrsrsapey < € [ Mlortaqac)

mit etner positiven von X\ und p unabhingigen Konstante c. Die Konstante hdngt
jedoch von K, L, k, a und dem zugrundeliegenden Atlas von 8G ab.

Beweis: Wir schlieBen analog zum Beweis von Satz 6.1. Statt Satz 4.3 setzen wir
Satz 4.4 ein. Dies ist nach der Voraussetzung iiber G méglich. o
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Kapitel 7

Anwendungen

Mit den in dieser Arbeit gezeigten Regularitétseigenschaften der Randintegralopera-
toren der klassischen Potentialtheorie kann man Aussagen iiber das Dirichlet- und
das Neumann-Problem beweisen, mufl aber starke Voraussetzungen an den Rand von
G stellen. Ein Beispiel dafiir ist die Arbeit [5].

Auflerdem kann man Aussagen iiber das Neumann—Problem auf Aussagen iiber das
Dirichlet—Problem zuriickfithren. Wir zeigen an einem Beispiel, wie man dabei vor-
geht.

Fiir das Dirichlet-Problem ist folgender Satz bekannt (siehe [1, S. 236]):

Satz 7.1 Sei 8G von der Klasse C***: Sei u € C***(@) eine Lisung des Dirichlet-
Problems A
u=20 in G,
(D) u=f  auf 8G

fir f € C*(8G). Dann gilt mit einer positiven Konstante c

[D*ullgaiy < € | flloasagac -
Ein ahnlicher Satz gilt fiir das Neumann-Problem:

Satz 7.2 Sei G von der Klasse C°. Sei u € C*G) N CYG) eine Lésung des

Neumann—Problems

Au=0 in G,
N o
(V) a—u:g auf 0G
n

mit einem zuldssigen g € C'1*(8G). Dann gilt mit einer positiven Konstante c

| D*ullcagay < ¢ l9llcr+acaay -
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Beweis: Die fiir diesen Beweis nétigen Sitze aus der Potentialtheorie findet man
zusammengefaft in {13, S. 15-17], eine ausfiihrlichere Darstellung mit Beweisen zum
Beispiel in [16, S. 104-107, 111-118] oder [11, §186].

Das Einfachschichtpotential

we) = [ MO, aed,
G

mit Dichte A € C%(9G) 16st das Neumann—Problem (N) genau dann, wenn X der

Integralgleichung

1
(7.1) A-KX\= g

‘in C*(0G) geniigt. In diesem Fall gilt nach Satz 6.2
KX e C'*(8G).

Aus (7.1) folgt dann
A e CH(8G),

da g € C'*%(8@) vorausgesetzt ist. AuBlerdem haben wir u|8G = M), denn M ist
definiert als Einschrinkung der Lésung des Neumann-Problems auf den Rand von
G. Wir konnen daher Satz 6.1 auf A anwenden. Es gilt

uldG € C**(9G)

und
(7.2) 418G ca+asa) < € [Mlor+agae)

mit einer positiven Konstante c. Als Losung von (N) ist u natiirlich auch Lésung von
(D) mit Vorgabe f = u|8G. Also gilt u € C?**(G). Nach Satz 7.1 und (7.2) ergibt
sich daher:

(7.3) | D*ullcaqey < ¢ Ml cr4a(ac) -

Wir miissen nun noch A nach oben durch g abschitzen, und zwar in der C'**~Norm.
A ist Losung der Integralgleichung (7.1). Da K im Banachraum C'**(8G) kompakt
ist, konnen wir die Riesz-Schauder—Theorie und insbesondere die Fredholmsche Al-
ternative im Banachraum benutzen (siehe [2, S. 183]).

Sei N der Nullraum des Operators I — K in C'*%(8@). N ist ein endlichdimensio-
naler Banachraum.

Falls N' = {0} ist, erhalten wir nach [14, Hilfssatz I11.3.4] sofort die gewiinschte
Abschitzung und mit (7.3) die Aussage des Satzes, denn es gilt

|IA||CI+Q(3G) S C IlA —_ KAIIC1+°(3G) = '|g”CI+a(3G)

mit einer positiven Konstante c.

Sei nun N # {0}. Dann haben wir nach [2, S. 183]

(7.4) ,}gf, A+ h||ct+u(ac) <clA- K/\||01+a(ac) =c ||9”01+a(aG)
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mit einer positiven Konstante c. Sei (h,) eine Folge in A/ mit
A+ Rullgrsagae) — inf [|A + hllgiteoqy, v — oo

Insbesondere ist dann (]|A + hy||c14a(aq)) und damit auch (I1Bo |l g1+a(agy) beschrinkt.
Ohne Einschrinkung kénnen wir deshalb annehmen, daf (h,) in N gegen ein hg
konvergiert, weil AV ein endlichdimensionaler Banachraum ist. Es gilt demnach

. (7.4)
(7.5) 1A+ hO”cHa(aG) = ;g}'/”)\ + h”CHa(aG) Sec “9“01+a(3G) .

Mit u 16st auch @ definiert durch

i) = [ g O e, zca

das Problem (N), da die Dichte von @ die Integralgleichung (7.1) erfiillt. Die Argu-
mentation wie am Anfang des Beweises fiir u liefert fiir % entsprechend

(7.6) 1 D%a|gazy < 1A + hollgr+agagy -

Weil v und 4 sich als Losungen des Neumann-Problems (N) auf jeder Zusammen-
hangskomponente von G nur durch eine Konstante unterscheiden (siehe [13, S. 81])
ergibt sich insgesamt mit (7.6) und (7.5)

’

D%l ca(

¢ ||9”cx+a(ac) .

“Dz"‘”mw) =
<
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