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Vorwort

“Ja, wir werden alles, alles noch ci nmal in Irage stellen. Und
wir werden nicht mit Siebenmeilensticfeln vorwértsgehen, son-
dern im Schneckentempo. Und was wir heute finden, werden
wir morgen von der Tafel streichen und erst wieder anschreiben,
wenn wir es noch einmal gefunden haben. Und was wir zu finden
wiinschen, das werden wir, gefunden, mit besonderem Miffjtrauen
ansehen.”

Bertolt Brecht, Leben des (aliler

In dieser Arbeit wird ein Briickenschlag gewagt zwischen zwei Disziplinen der Mathe-
matik, zwischen denen in den meisten mathematischen Instituten in der Regel schon
von vornherein eine gewisse raumliche Trennung besteht, dic sich dann leider allzuoft
bis in die praktische Arbeit hinein fortsetzt: Gemeint sind reelle Analysis und (alge-
braische) Topologie. In der vermeintlichen Unvereinbarkeit dieser Gebiete, die sich
gleichsam vom Start weg im Kontrast der Begriffe Stetigkeit und Differenzierbarkeit
manifestiert, bestand fiir mich aber gerade der besondere Reiz der Themenstellung,
durfte ich doch einen thematischen Bogen spannen, dessen Breite fiir eine Diplomar-
beit eher uniiblich ist.

Die Voraussetzung dafiir war jedoch die Aufgeschlossenheit, die mein Betreuer,
Herr Prof. Dr. Wolf von Wahl, dieser disziplinaren Gratwanderung gegeniiber an
den Tag legte. Entsprechend dankbar bin ich ihm dafiir, dal er mich mit seinem
«mathematischen Einfithlungsvermégen” hier an genau der richtigen Stelle “gepackt”
und mir dieses vielversprechende Thema gestellt hat. Die hilfreiche und produktive
Zusammenarbeit lieB von meiner Seite keine Wilnsche offen und war insbesondere
menschlich iiberaus angenehm.

Ein auslosendes Moment fiir diese Arbeit steuerte auch Herr Prof. Dr. Hans-
Christoph Grunau bei: Im gemeinsamen Hauptseminar mit Herrn von Wahl wurde
mir nicht zuletzt durch seine Initiative ein mit weitestgehendem Freiraum verbun-
denes Vortragsthema gestellt, in dessen Ausarbeitung sich im Nachhinein betrachtet
die Wurzeln dieser Arbeit finden. Und insbesondere in den letzten acht Wochen,



vi Vorwort

in denen ich die Arbeit noch einmal fast vollig neu konzipiert und umgestellt habe,
hatte er immer Zeit fiir Diskussionen und gab mir so wertvolle Impulse.

Bill Gardiner danke ich herzlich fiir seine “technische Hilfe” , mit der er mich bei der
Abfassung der Arbeit im Schriftsetzsystem TEX vor allem bei der Erstellung und Ein-
bindung der Diagramme und Figuren unterstiitzt hat. Dariiber hinaus fand er immer
wieder aufmunternde Worte fiir mich und gab mir insbesondere unschitzbare Hilfen
im Zuge der Vorbereitung meines sich nun anschlieBenden Promotionsvorhabens.

Stark profitiert habe ich sowohl von der materiellen als auch “ideellen” Unterstiit-
zung, die ich von seiten der Studienstiftung des deutschen Volkes wiahrend meines i
Studiums erfahren durfte. Namentlich mochte ich hier meinen Vertrauensdozenten,
Herrn Prof. Dr. Max Herberhold, sowie Herrn Dr. Ulf Lange, meinen Referenten aus
Bonn, erwihnen. Die umgingliche und gleichzeitig verbindliche Art, mit der Herr
Lange mir stets begegnet ist und die sich nicht zuletzt auch auf einer “gemeinsamen”
Sommerakademie zu einer personlichen Verbindung weiterentwickelt hat, habe ich nie
als selbstverstindlich empfunden.

Herrn Prof. Dr. Frank-Olaf Schreyer danke ich fiir seine mit viel Engagement
durchgefithrte Anfingerausbildung, die mich im Endeffekt erst zu einem Studium
der Mathematik gebracht hat.

SchlieBlich mochte ich Angelika Weil einfach fiir ihre Geduld und fiir das Ver-
stindnis danken, mit dem sie mich die ganze Zeit iiber begleitet hat. Nicht zuletzt
zeigte sic mir auch immer wieder auf, wieviele andere schone Dinge es neben der
Mathematik gibt.

Einen tiefen Dank schulde ich auch Christiane Griineberg. Indem sic in schwieri-
geren Zeiten stets das Grobste auf sich nahm, erméglichte sic mir im Endeffekt dieses
Studium.

Bayreuth, im Juli 1998 Michel Griineberg

Verweissystem

Eine Bemerkung zum Verweissystem: Grundsitzlich werden alle Definitionen, Satze,
Hilfssiitze cte. kapitelweise fortlaufend durchnumeriert. Um cin schuelleres Auffinden
des zitierten Sachverhalts zu erméglichen, habe ich mich bemiiht, stets auch den
zugehorigen Abschnitt zu benennen.

Eine Ausnahme beziiglich der Numerierung stellt lediglich das “Grundlagen-Kapi-
tel” 2 dar: Aufgrund der Linge der hier auftretenden Abschnitte — die im Prinzip
jeweils ein eigenes Kapitel darstellen, was dem topologischen Teil aber ein unverhilt-
nismiBig grofes Gewicht in der Gliederung gegeben hitte — crfolgt die Numerierung
hier jeweils abschnittsweise. Da klar scin diirfte, wie ein Zitat von der Form “siche
Satz 2.2.1” zu verstehen ist, sollte das zu keiner Verwirrung fithren. Verweise inner-
halb des Kapitels 2 werden in der Form “Definition 4.17 vorgenommen, was natiirlich
Definition 1 in Abschnitt 2.4 meint: innerhalb cines Abschnittes wird das Zitat direkt
ohne erneute Nennung des Abschnitts angegeben.
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1 )

Finfihrung

1.1 Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit untersucht das Zusammenspiel recller Analysis und Topolo-
gie am Beispiel des Raums Neumannscher Felder, einer wichtigen Klasse von Vek-
torfeldern aus der Potentialtheorie. Es stellt sich heraus, dafl bei diesem Funk-
tionenraum eine topologische Zusammenhangseigenschaft “hoherer Ordnung” die
entscheidende Rolle spielt, namlich die Struktur der ersten Homologiegruppe des
zugrundeliegenden Bereiches und seines Komplements. Neben den erhohten analyti-
schen Schwierigkeiten, die die Neumann-Felder verglichen mit den Dirichlet-Feldern
mit sich bringen, tritt somit das zusatzliche Problem auf, die relevante topologische
Grofle, die erste Betti-Zahl, analytisch zuganglich zu machen.

Daher beschrinken wir uns fiir den Grofiteil dieser Arbeit auf analytische Verallge-
meinerungen von Henkelkorpern, die wir in Abschnitt 2.1 prizise beschreiben. Diese
“zuldssigen Mengen” haben den Vorteil, daf sie eine explizite Bestimmung von Betti-
Basen der ersten Homologiegruppen im Innen- als auch Aufienraum ermdoglichen, die
zusatzlich in einer analytisch zu beschreibenden Weise “dual” zueinander sind, was
nichts anderes als eine analytische Fassung der betreffenden Aussage aus dem Alexan-
derschen Dualitdtssatz fiir die ersten Betti-Zahlen darstellt. Insofern haben sich diese
Grundbereiche als die geeigneten generischen Falle erwicsen, um die Auswirkung
der ersten Homologiegruppen auf den Raum Neumannscher Felder exemplarisch zu
studieren.

Um die gruppentheoretischen und topologischen Grundlagen, die unserer Meinung
nach fiir den Bereich der Analysis relevant sind, geschlossen zur Verfiigung zu haben,
stellen wir diese in den Abschnitten 2.2 bis 2.4 zusammen. Die ganze Darstellung
ist dabei von vornherein auf Anwendungen in der Analysis ausgerichtet, was sich
insbesondere darin auflert, daff wir in Abschnitt 2.4 die etwas unbekanntere kubische
anstelle der klassischen simplizialen singularen Homologictheorie bringen. Es wird
sich im Verlauf der Arbeit herausstellen, dafl dies die geeignete Homologieversion fiir
analytische Anwendungen darstellt.
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In den Abschnitten 3.1 und 3.2 fithren wir das wesentliche analytische Hilfsmittel,
das unserer Auffassung nach am Schnittpunkt zwischen der ersten Homologiegruppe
und der Analysis steht, ein, das sog. “Verschlingungsintegral”, und zeigen, daf} es
zu einer Bilinearform auf der ersten Homologiegruppe einer offenen Menge des R®
und ihres Komplements ausgebaut werden kann. Als erste Anwendung dieses Kalkiils
zeigen wir in Abschnitt 3.3, wie eine aus der Theorie berandeter 3-Mannigfaltigkeiten
bekannte Aussage iiber die erste Betti-Zahl schnell mit Hilfe dieses Hilfsmittels
gewonnen werden kann, ohne auf tieferliegende topologische Sitze zuriickgreifen zu
miissen. Abschnitt 3.4 ist ein Exkurs in die geometrische Topologie der Dimensionen
2 und 3 und weist auf die Probleme hin, die auftreten kénnen, wenn in der Dimension
3 zu schwache topologische Voraussetzungen gestellt werden. Insbesondere soll dies
die von uns vorgenommene Eingrenzung der Topologie zulissiger Mengen plausibel
machen.

Die Abschnitte 4.1 und 4.3 haben die explizite Bestimmung der Fundamentalgrup-
pen und ersten Homologiegruppen des Innen- und Aufienraums zuldssiger Mengen
zum Inhalt; dabei befinden sich die zugehorigen Betti-Basen in einer schon eingangs
erwahnten dualen Relation zueinander, die durch das Verschlingungsintegral aus-
gedriickt wird. Den Aussagen fiir den Aufienraum liegt dabei die Fundamentalgruppe
einer Verschlingung, also ein Resultat aus der elementaren Knotentheorie, zugrunde,
das wir in Abschnitt 4.2 beschreiben und das auch fiir die Wohldefiniertheit der in
3.2 eingefiihrten Bilinearform benétigt wird. Dieses Hilfsmittel vermeidet insbeson-
dere die Anwendung des Alexanderschen Dualititssatzes fiir die Homologiegruppe
des Aufienraums und ermoglicht insofern eine elementarere Herleitung.

In Abschnitt 5.1 stellen wir die notwendigen potentialtheoretischen Grundlagen
zusammen, die fiir die Konstruktion einer Basis fiir den Raum Neumannscher Felder
benotigt werden. Eine solche wird schlieBlich in Abschnitt 5.2 auf dem Innen- und
AuBlenraum zuldssiger Mengen konstruiert, wobei sowohl dic explizite Kenntnis der
ersten Homologiegruppen dieser beiden Bereiche als auch die durch das Verschlin-
gungsintegral vermittelte duale Relation der zugehérigen Betti-Basen wesentlich ein-
gehen.

In Kapitel 6 abstrahieren wir die vorhergegangenen Betrachtungen und widmen
uns dem Problem, das den Kern unserer Untersuchungen darstellte: eine analyti-
sche Charakterisierung fiir die erste Betti-Zahl zu finden, was ja im Falle der null-
ten Betti-Zahl, also bei der Zahl der Wege-Komponenten, problemlos méglich ist.
In Abschnitt 6.1 schlagen wir eine entsprechende Charakterisierung vor und geben
mogliche Beweisansitze, in deren Rahmen wir auch zeigen, daf} jede eindimensionale
Homologieklasse durch eine Linearkombination regulirer Jordankurven der Klasse
C*® reprisentiert werden kann. Abschnitt 6.2 rechtfertigt, wieso unser Vorschlag
sinnvoll ist, denn wir zeigen, daf§ aus der in 6.1 angegebenen Charakterisierung die
Dualitatsaussage fiir die ersten Betti-Zahlen aus dem Alexanderschen Dualititssatz
gefolgert werden kann, was also auch einen analytischen Beweis dieser Aussage geben
wiirde. Schlielich zeigen wir in Abschnitt 6.3 auf, dafl die Charakterisierung der
ersten Betti-Zahl die gewlinschte Verallgemeinerung der Basiskonstruktion aus Ab-
schnitt 5.2 auf Innen- und Auflenraum belicbiger offener beschrinkter Mengen mit
endlich vielen Wege-Komponenten und mit glattem und orientierbarem geschlosse-
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nen Rand aus endlich vielen Komponenten leisten wiirde. Insbesondere wiére es nicht
mehr erforderlich, die Topologie dieser Mengen zu spezifizieren, und daher scheint
diese Charakterisierung in der Tat das richtige Werkzeug zu sein, das die erste Ho-
mologiegruppe mit der Analysis verkniipft. :

Da unsere bisher betrachteten zuldassigen Mengen aufgrund der in Kapitel 4 er-
folgten Untersuchungen unsere Charakterisierung aus Abschnitt 6.1 erfiillen, ermuti-
gen diese Ergebnisse insbesondere dazu, sie als definierende Eigenschaft einer neuen
Klasse von Mengen zu verwenden, fiir die die Basiskonstruktion aus Abschnitt 5.2
ebenfalls gilt. Damit ist eine erste Verallgemeinerung des bisher betrachteten gene-
rischen Falles zuldssiger Mengen erreicht.

Zunachst geben wir jedoch in den beiden nachfolgenden Abschnitten eine Uber-
sicht iiber den topologischen und analytischen Kontext, in dem sich unsere gesamten
Betrachtungen bewegen.

1.2 Dualitatssatze

“Topologie ist Stetigkeitsgeometrie; sie handelt von denjenigen Eigenschaften ge-
ometrischer Gebilde, welche bei ‘topologischen’, d.h. eineindeutigen und in beiden
Richtungen stetigen, Abbildungen erhalten bleiben — von Eigenschaften also, welche
jedenfalls nichts mit GroBenverhiltnissen zu tun haben — und sie handelt auch von
den stetigen Abbildungen selbst.” ! “[Sie hat sich] nicht nur zu einer bedeutenden,
sondern auch zu einer aulerordentlich umfangreichen mathematischen Disziplin ent-
wickelt; die wichtigsten Resultate dieser Iintwicklung harren ciner Darstellung, die
gleichzeitig in die Vergangenheit und in die Zukunft weist...” ?

Mit dieser Beschreibung der Topologie eroffnen P. Alexandroff und H. Hopf ihr
heute als Klassiker geltendes Werk iiber die bis zu seinem Erscheinungsdatum (1935)
bekannten topologischen Resultate. Auch wenn die Darstellung fiir heutige Mafistabe
etwas schwerfillig anmutet, sagt ein modernes Buch iiber algebraische Topologie —
zumindest dann, wenn es nicht am Adjektiv des Titels ersticken will — nichts anderes
als Alexandroff und Hopf iiber das Hauptproblem der Topologie aus: Im Zentrum
steht das Homdomorphieproblem. Vorgelegt seien zwei topologische Riume X und
Y; man entscheide, ob diese homéomorph sind, in Zeichen X = Y. Eine Variante
davon ist das Klassifikationsproblem: Gegeben sei eine gewisse Klasse topologischer
Riume (z.B. die der geschlossenen Flichen). Man klassifizicre diese Raume nach
Homoomorphie.

Um diese Probleme angehen zu konnen, benotigt man somit moglichst “feine”
Unterscheidungsmerkmale in der Kategorie der topologischen Réaume, also Eigen-
schaften, die einer moglichst kleinen Klasse von topologischen Raumen zukommen
und die sich unter Homoomorphismen nicht dndern, sog. Homdomorphieinvarianten.
Die vielleicht intuitivste und elementarste derartige Invariante ist die Anzahl der

Alexandroll/lopf [2], Binleitung S. 1.
2 A.a.0., Vorwort S. VII.
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Zusammenhangskomponenten, in die ein topologischer Raum zerfallt. Dies ist je-
doch offenbar eine sehr grobe Invariante. Angestoflen durch Riemann, Betti und vor
allem dann Poincaré, wurden daher zum Ende des letzten und Beginn dieses Jahrhun-
derts neue algebraische Objekte eingefithrt: die Homologiegruppen Hy(X) eines to-
pologischen Raumes X zu den Dimensionen £ > 0. Diese sind per Konstruktion
homoomorphieinvariant und haben die Eigenschaft, daf§ die O-dimensionale Homolo-
giegruppe Ho(X) eine freie abelsche Gruppe darstellt, deren Rang gerade gleich
der Zahl der Weg-Zusammenhangskomponenten von X ist (vgl. Abschnitt 2.4). In
“verniinftigen” topologischen Raumen, in denen Zusammenhangs- und Weg-Zusam-
menhangskomponenten zusammenfallen, stellen die Ringe der héheren Homologie-
gruppen somit gewissermafien hoherdimensionale Analoga zu der obigen elemen-
tarsten topologischen Invariante dar: Sie prazisieren, was man unter “Zusammen-
hangseigenschaften hoherer Ordnung” verstehen konnte.

Dies soll an einem klassischen Beispiel demonstriert werden, dem Problem der
Wohldefiniertheit der Dimension einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit (“Invarianz
der Dimension”): Fir n # m gilt R™ 2 R™. Wir benotigen dazu die “hoheren
Zusammenhangseigenschaften” einer n-Sphare, wie sie sich in ihren Homologiegrup-
pen ausdriicken. Diese rechnet man zum Beispiel mit Hilfe einer Mayer-Vietoris-
Sequenz im Falle n > 0 zu H,,(S™) 2 Z und Hi(S™) = 0 fiir £ # 0,n aus; siehe etwa
Stocker /Zieschang [28], Beispiel 9.4.12 (d) S. 232. Seinun o.E. m > 0, denn fiir m = 0
ist die Aussage klar. Wire R™ = R™, so folgte durch Ubergang zur Einpunktkom-
paktifizierung S™ = S™. Mit der Homdomorphieinvarianz der Homologiegruppen
erhielten wir also Hy(S™) = Hi(S™) fiir alle k. Im Falle n # m fithrt dies jedoch
auf einen Widerspruch.

Wir sehen hier exemplarisch, wic erst die volle Homologie, also “subtilere” topolo-
gische Eigenschaften, zum gewiinschten Resultat verholfen haben. In manchen Si-
tuationen ist jedoch auch die Homologie noch nicht fein genug. In der zweiten Halfte
der 30’er Jahre wurde daher die Cohomologie-Theorie entwickelt, deren Urspriinge
iiblicherweise Alexander, Whitney, Cech und Kolmogoroff zugeschricben werden.
Auch hier ordnet man, wie im Zuge der Homologietheorie, topologischen Raumen
abelsche Gruppen zu, die k-dimensionalen Cohomologicgruppen H*(X). Hierfiir gibt
es verschiedene Zuginge, die in geringfligig anderen Eigenschaften resultieren, sich
jedoch auf “verniinftigen” Réiumen (zum Beispiel parakompakten Hausdorffraumen,
die lokal kontrahierbar sind) als isomorph erweisen. Fiir cine Diskussion dieser De-
tails vgl. Spanier [27], Sec. 6.9 S. 338 ff., dort insbesondere die Korollare 5 und 7.

Der grofie Vorteil der Cohomologie ist, dafl sie die Einfithrung zusatzlicher Struk-
turelemente in Form von Operatoren wie etwa des “cup”-Produkts erlaubt, die
zu noch feineren Invarianten fithren (siche fiir ein Beispicl Stocker/Zieschang [28],
Beispiel 15.3.6 (¢) S. 389). Thr Nachteil ist eine grofere geometrische Unanschaulich-
keit (vgl. Massey [19], Sec. XII.5 S. 316 ff. fiir den Versuch einer geometrischen
Interpretation von Coketten), weswegen wir auf sie im folgenden nicht zuriickgreifen.
Von besonderer Bedeutung ist die Cohomologie-Theorie jedoch auch deswegen,weil
sie vermoge des Satzes von de Rham eine Verbindung zur Analysis und theoreti-
schen Physik herstellt (siche Bott/Tu [4], Introduction, 5.8 fiir ein Beispiel). Da wir
im Rahmen unserer Betrachtungen ein besonderes Augenmerk auf Zusammenhinge
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zwischen Analysis und Topologie legen, wollen wir dieses Resultat kurz angeben.

Bezeichne dazu M eine (im Sinne der C°°-Eigenschaft) differenzierbare Mannig-
faltigkeit und H%, (M) deren aus der Analysis bekannte k-dimensionale de Rhamsche
Cohomologiegruppe; siche etwa Forster [8], S. 230 und Bott/Tu [4], S. 21 fiir die Ver-
allgemeinerung auf eine Mannigfaltigkeit. H k(M;R) ist die k-te Cohomologiegruppe
mit Koeflizienten in R; vgl. Massey [19], Chap. XII fiir dicses Konzept. De Rhams
Satz lautet dann:

Satz (De Rham): Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Dann gilt:
Hip(M) = H*(M;R). O

Einen Beweis findet man zum Beispiel in Massey [19], Appendix A S. 407 ff. Wir
bemerken an dieser Stelle, dafi Mannigfaltigkeiten nach der hier verwendeten Defi-
nition dem Zweiten Abzihlbarkeitsaxiom geniigen und somit automatisch parakom-
pakt sind, worauf auch in Jénich [16], Abschnitt 8.5 S. 153 hingewiesen wird. Nach
Spanier [27], loc.cit. kommt es also nicht darauf an, welche Cohomologietheorie
(mit Koeflizienten in R) verwendet wurde, so daf wir im Kontext differenzierbarer
Mannigfaltigkeiten die de Rham-Cohomologie als generischen Typ fiir “Cohomolo-
gie” ansehen diirfen. Dieser Standpunkt wird beispiclsweise auch in Bott/Tu [4]
elngenominen.

Homologie und Cohomologie stellen die wichtigsten Konstruktionen der algebrai-
schen Topologic dar und liefern eine grofie Zahl an Invarianten. Dic Bedeutung
von Dualititssitzen liegt nun darin, daB sie Aussagen iiber Zusammenhinge inner-
halb der Homologie und Cohomologie kompakter, orientierbarer Mannigfaltigkeiten
in den “dualen” Dimensionen n und n— k aussprechen. Dadurch werden tiefliegende,
die geometrisch-topologische Struktur dieser Mannigfaltigkeiten betreffende Eigen-
schaften aufgedeckt, namlich Restriktionen enthiillt, denen die fundamentalen topo-
logischen Invarianten Homologic und Cohomologie unterworfen sind.

Als zentraler Dualititssatz, von dem aus alle weiteren derartigen Sétze abgeleitet
werden, wird heute der Dualititssatz von Poincaré angeschen. Eine Begriindung
hierfiir mag Bott/Tu [4] liefern, wo dieser Satz als Dreh- und Angelpunkt der gesam-
ten Darstellung fungiert. Ferner ist in der Situation differenzierbarer Mannigfaltig-
keiten der zentrale Mechanismus dieser Dualitét die vertraute Operation der Integra-
tion, was fiir die Verbindung zu anderen Gebieten der Mathematik von Bedeutung
ist. Der Satz lautet:

Satz (Poincaré-Dualitit): Sei M eine kompakte orienticrbare Mannigfaltigkeit der
Dimension n. Dann gilt fiir alle k:

HY(M; R) = H,_i(M; R). 0

Hierbei haben wir die klassische topologische Formulierung gewihlt, bei der der Iso-
morphismus durch das sog. “cap”-Produkt der algebraischen Topologie (Masscy [19],
Sec. XIIL3 S. 328-329) vermittelt wird. Um die Bedeutung der Integration bei
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dieser Dualitit herauszustellen, bietet es sich an, den Satz geringfiigig anders zu
formulieren; siche dazu (5.4) in Sec. L5 (S. 44) von Bott/Tu [4]. Ferner sei betont,
daB “Mannigfaltigkeit” ohne Zusatz offene Mengen des R™ als Parameterbereiche
unterstellt, also eine unberandete Mannigfaltigkeit bedeutet. '

Natiirlich war das nicht die Form, in der Poincaré dieses Resultat urspriinglich for-
muliert hat. Vielmehr schrieb er 1895 in seiner “Analysis Situs” (siehe Poincaré [23]):
“Pour une variété fermée, les nombres de Betti égalements distants des extrémes sont
égaux.” Dies wurde auch in Seifert/Threlfall [26], § 69 S. 245 so libernommen: “Die
k-te Bettische Zahl einer orientierbaren geschlossenen Mannigfaltigkeit stimmt mit
der (n — k)-ten iiberein (k =0,1,...,n); die Torsionskoetlizienten der Dimension k
sind gleich denen der Dimensionn —k—1 (k=0,1,...,n — 1).”

Bis etwa 1930 waren nimlich nicht die Homologie- und Cohomologie-Gruppen,
sondern die daraus gewonnenen Invarianten, die Betti-Zahlen und Torsionskoeffizien-
ten (vgl. Abschnitt 2.2), die Objekte vorrangigen Interesses (das anderte sich erst
unter dem Einflu Emmy Noethers Ende der 20’er Jahre). Und nicht die Poincaré-
Dualitit, sondern ein anderer Satz wurde als “einer der schonsten und folgenreichsten
Sitze der Topologie” ® und als eine der “wichtigsten topologischen Entdeckungen
der letzten Jahrzehnte” 4 bezeichnet, die “die Kenntnisse von den Lageeigenschaften
eines (krummen) Polyeders im n-dimensionalen Raume in ciner iiberraschenden und
bis heute nicht iibertroffenen Weise bereichert” ® hat: der 1922 vom Amerikaner
James W. Alexander publizierte und spiter nach ihm benannte Alezandersche Du-
alitdtssatz.

Ganz grob gesprochen, setzt der Alexandersche Dualititssatz in seiner fiir Anwen-
dungen wichtigsten Version Homologiegruppen einer kompakten oder triangulier-
baren Teilmenge A des R™ mit Cohomologiegruppen des Komplements R™ \ 4 in
dualen Dimensionen zueinander in Beziehung. In seiner Originalarbeit [1] betrachtete
Alexander die Einpunkt-Kompaktifizierung S™ von R™ und darin einen Polyeder, d.h.
eine triangulierbare Teilmenge A (was fiir uns immer die Existenz einer endlichen Tri-
angulierung bedeutet). In heutiger Terminologie sagte scin Hauptsatz, Theorem Y
in Nr. 11 seiner Veroffentlichung, dann aus:

Satz (Alexander-Dualitit; “Ur-Form”): Sei A C 5™ ein Polyeder. Dann stimmen
fiir alle 0 < k < n — 1 die Rénge der folgenden Homologicgruppen, die in dieser
Situation gleich ihren Dimensionen als Z,-Vektorrdume sind, iiberein:

H()(A, Zg) und Hn_l(S" \A,Zz) &b Z?)

Hi(A;Zy) und Hp_ 1 (S™\ A; 4Z2)  fiir k # 0,n — 1, sowie
Hﬂﬁl(A; Zg) EBZQ Uﬂd Ho(Sn \A, Zz) J

Dabei erklirt sich die Fallunterscheidung dadurch, daf§ wir den Begriff der sog. redu-
zierten Homologiegruppe vermeiden wollten, der alle drei Fille beinhaltet.

3 Seifert /Threlfall [28], FuBnote 47 S. 325.
1 Alexandroff/Hopf [2], Kapitel X1.4 Nr. 7 S. 449.

(3

Y A.a.0., Einleitung S. 10.
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Ubertriagt man diesen Satz von der S™ in den R™, gelangt man zu der “klassischen”
Form des Alexanderschen Dualititssatzes, wie sie Eingang in den Grundlehren-Band
Alexandroff/Hopf (2] gefunden hat; siche S. 440 loc.cit. Dieser Version wird unser
vorrangiges Interesse gelten: -

Satz (Alexander-Dualitat; “klassische Form”): Sei A C R"™ triangulierbar. Es be-
zeichne py(A) := Rang(Hy(A)/ Tor Hy(A)) die k-te Betti-Zahl von A; vgl. hierzu
Abschnitt 2.2. Fiir alle 0 < k < n — 1 gilt dann:

Pe(A) = pn_rx_1(R™\ A) fiirk #n—1 und
pn-—](A) :?)O(RH\A) — 1. [___]

Um nun den Satz in moderner Fassung formulieren zu koénnen, benétigt man entwe-
der den Begriff der relativen Homologie oder eine der weiter oben angesprochenen
Versionen von Cohomologie, namlich Alexander-Spanier-Cohomologie. Wir ziehen
den ersten Begriff vor und bemerken, ohne eine genaue Definition relativer Homolo-
gie zu geben, daf man mit Hilfe einer zu einem Raumpaar (M, A) gehérigen lan-
gen exakten Homologiesequenz (siche z.B. Massey [19], Sec. VIL5 S. 169-172) die
Aussagen beziiglich der Betti-Zahlen, wie sie im “klassischen” Alexanderschen Satz
auftreten, leicht erhilt; vgl. Stocker/Zieschang [28], Beispicl 14.8.7 S. 380. Bezeich-
net H,(M, A) die g-te relative Homologiegruppe des Raumpaares (M, A), kénnen
wir formulieren:

Satz (Alexander-Dualitit; “moderne Form”): Sei M eine zusammenhingende ori-
entierbare und triangulierbare Mannigfaltigkeit der Dimension n und A C M ein
Teilpolyeder. Dann gilt fiir alle k:

HY(M\ A) = H,_(M, A). 0

Fiir einen Beweis dieser Version von Alexander-Dualitit siche Abschnitt 14.8 S. 376 ff.
aus Stocker/Zieschang [28]. Die spezielle Wahl M = S™ fithrt dann auf die ein-
gangs angesprochene Variante fir Anwendungen im R™. Der Vollstindigkeit hal-
ber sei erwahnt, daf man auf die Voraussetzung der Triangulierbarkeit von A auch
verzichten und den Satz fiir eine kompakte, zusammenhingende und orientierbare
Mannigfaltigkeit M und eine kompakte Teilmenge A C M formulieren kann; ins-
besondere braucht A kein Teilpolyeder von M zu sein. Fiir cine derartige Verallge-
meinerung vgl. Massey [19], Sec. XIV.6 S. 370-375.

In dieser Arbeit soll das Augenmerk jedoch auf die “klassische Form” des Alexan-
derschen Dualitiitssatzes gelegt werden, da die Betti-Zahlen selbst — und damit der
Dualitiitssatz in seiner “klassischen Form” — unmittelbaren Einflufl auf ein anderes
Gebiet der Mathematik haben: die Potentialtheorie. Dies soll im folgenden Ab-
schnitt kurz angedeutet werden; den Einfluff der ersten Betti-Zahl auf den Raum
Neumannscher Felder werden wir in Kapitel 5 studieren.
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1.3 Bedeutung der Betti-Zahlen in der Potential-
theorie

Ein wichtiges Problem, das die Physik an die Theoric partieller Differentialglei-
chungen herantriigt — man denke etwa an die Teilgebicte Elektrodynamik mit den
Maxwell-Gleichungen oder die Hydrodynamik —, ist das folgende: Es seien die
Quellen £ und Wirbel 7y eines Vektorfeldes v sowie gewisse Randbedingungen vorgege-
ben. Die Aufgabe ist es, aus diesen Daten das Vektorfeld v zu rekonstruieren.

Wir wollen diese Aufgabe prézisieren. Dazu bezeichne (-, -) das euklidische Ska-
larprodukt im R® und - x - das Vektorprodukt, d.h. zua,b € R? ist axb der cindeutig
bestimmte Vektor, so daB fiir alle z € R® gilt: (a x b,z) = det (a, b, x).

G sei eine beschriinkte zulissige Menge, wie sie in Abschnitt 2.1 definiert wird. ¢
sei eine Holder-stetige Funktion, v ein Holder-stetiges Vektorfeld auf G zum jeweils
gleichen Exponenten a € ]0,1[. Als Randdaten fordern wir cin ebenfalls Holder-
stetiges Tangentialfeld v* auf G (d.h. ist n die duflerc Normale beziiglich G, so
gelte (n,v*) = 0 auf G) bzw. eine Holder-stetige Funktion €* auf G, nach wie
vor beziiglich des obigen Exponenten «. Dann lautet das Dirichletsche Problem (D)
bzw. Neumannsche Poblem (N) fiir inhomogen-harmonische Vektorfelder:

Gesucht ist cin v € C*(G,R¥) N CH*(G, R?) mit:

dive=¢€¢ inG, dive=¢€¢ inG,
(D) rotv=+ in G, bzw. (N) rotv =25 G,
—(nxv) =~" auf 8G, —(n,v) =€ auf 0G.

Offenbar spiclen bei diesen Problemen die folgenden beiden Funktionenraume eine
analoge Rolle wie der Kern einer Matrix bei einem inhomogenen Gleichungssystem
in dem Sinne, da8 sie die Nichteindeutigkeit der Losungsmengen von (D) bzw. (N)
regieren: Wir definieren den reellen Vektorraum der Dirichletschen Felder in G als

Y(G):={y|ye CY(G,R*) NCYG,R?), divy =0, roty =0, nxy=0}
und den reellen Vektorraum der Newmannschen Felder in GG als

Z(G) == {z |z € CY(G,R*) N C*(G,R?) fiir cin p €]0,1[,
divz=0, rotz=0, (n,2) =0}.

Dann gilt offensichtlich, wenn wir auf die Frage der Regularitit der Losung zu diesem
Zeitpunkt keinen Wert legen: v ist eine Losung von (D) genaun dann, wenn dies
v+ y fiir alle y € Y(G) ist, und analog lést v das Problem (N) genau dann, wenn
das fir alle z € Z(G) mit v + 2z der Fall ist. Um Eindeutigkeit bei den Losungen
dieser Probleme erwarten zu kénnen, muf man sich also dimg Y (G) bzw. dimg Z(G)
zusitzliche Bedingungen vorgeben. In der Tat gilt: Falls die rechten Seiten der
Probleme (D) bzw. (N) gewissen Integrabilititsbedingungen gentigen, darf man im
Falle des Dirichlet-Problems dimg Y (G) Ergiebigkeiten und beim Neumann-Problem

et
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dimg Z(G) Zirkulationen vorschreiben (in die jeweils die Losung v involviert ist)
und erhilt daraus Existenz- und Eindeutigkeitssitze. Fiir Einzelheiten siehe die
Siitze 1.3.2 (S. 111), 1.3.4 (S. 121) und 1.3.8 (S. 143) in von Wahl [29].

Uns interessiert jedoch in erster Linie die Tatsache, daf§ diec Dimensionen der Rau-
me Y (G) und Z(G) allein von der Topologie der zuldssigen Menge G abhingen: Man
kann zeigen (von Wahl [29], Satz 1.3.5 S. 124), daf

dimg Y'(G) = p2(G)

gilt, wobei pz(G) wie oben die zweite Betti-Zahl von G bezeichnet und nach dem
Alexanderschen Dualititssatz pa(G) = po(R3 \ G) — 1 gilt. Is sei betont, da8 G
fiir dieses Resultat lediglich als beschrinkte offene Menge des R? mit orientierbarem
und geschlossenen stetig gekriimmten Rand vorausgesetzt zu werden braucht, also
keine zusitzlichen topologischen Forderungen an G gestellt werden miissen (aufler
der Standardvoraussetzung natiirlich, dai G und G aus jeweils endlich vielen Wege-
Komponenten bestehen sollen). Der technische Grund ist, da bei der Behandlung
des Dirichletschen Problems (D) — mit dessen Hilfe eine Basis fiir Y (G) konstruiert
werden kann — zusitzliche Integrabilititsbedingungen fiir die Normalkomponente
einer Losung von (D) zur Verfiigung stehen, also zusitzliche analytische Information,
die fiir eine Konstruktion von Losungen ausreicht; siche von Wahl [29], Satz 1.3.3
S. 113. Der tieferliegende Grund mag darin gesehen werden, dafl die topologische
Eigenschaft, die bei der Konstruktion dieser Losungen eingeht, im wesentlichen die
Zahl der (beschrinkten) Zusammenhangskomponenten des Komplements von G ist,
also lediglich “Zusammenhang O-ter Ordnung” — und damit eine Bigenschaft, die

~

H(G) := {f; | he CI(G), gradh = 0 in E, h(z) — 0 fiir || — oo |

wobei wir G := R3\ G gesetzt haben.

Um im Falle des Raumes Neumannscher Felder ein analoges Resultat zu gewinnen,
mufl man dagegen etwas vorsichtiger sein und die Topologic der Menge G prizisieren.
Dies ist eines der Hauptanliegen dieser Arbeit und erfolgt, wic oben angekiindigt, in
Abschnitt 2.1. Dann liBt sich beweisen (siche Kapitel 5), dafl

dimg Z(G) = p1(G)

gilt, und wir sehen, daf im Falle der Neumannschen Felder cine “Zusammenhangs-
cigenschaft hoherer Ordnung” in Form der Grofie py (G) = Rang (H:(G) / Tor H,(G))
eingeht, die (vorliufig) analytisch nicht ausgedriickt werden kann. Dies erklart die
Notwendigkeit zusitzlicher Voraussetzungen an die Topologie des Gebiets, um in der
Lage zu sein, eine explizite Basis von Z(G) zu konstruieren.

Zusammenfassend ersehen wir also aus diesen Resultaten: Das Mafl der Nichtein-
deutigkeit der Probleme (N) und (D) wird bestimmt durch dic erste und zweite Betti-
Zahl von G, jene topologischen Grofien also, iiber die der Alexandersche Dualitatssatz
in seiner “klassichen Form” Aussagen ausspricht. Diese Beobachtung eines Zusam-
menspiels von reeller Analysis und Topologie war der Ausliser fiir die vorliegende
Arbeit.



2

Topologische Vorbereitungen

2.1 Definition zulassiger Mengen G

Wir haben in Abschnitt 1.3 der Einleitung gesehen, daf§ die einfachste topologische
Invariante, die Zahl der Zusammenhangskomponenten (die bekanntlich fiir offene
Teilmengen des R™ mit den Weg-Zusammenhangskomponenten iibereinstimmen),
analytisch erfafit werden kann als die Dimension eines Unterraums des Raums stetig
differenzierbarer Funktionen. Dies hatte zur Konsequenz, daff sowohl Losungen des
Problems (D) als auch, davon ausgehend, eine Basis fiir den Raum Dirichletscher
Felder konstruiert werden kann, ohne mehr als die Zahl der Komponenten iiber die
Topologie des zugrundeliegenden Bereichs zu kennen.

Fir Zusammenhangseigenschaften von “erster Ordnung” verfiigen wir nicht iiber
eine vergleichbare analytische Charakterisierung (vgl. jedoch Kapitel 6). Daher sind
zu diesem Zeitpunkt neben analytischen auch topologische Voraussetzungen an den
betrachteten Bereich zu stellen, um zu Resultaten iber den Raum Neumannscher
Felder zu kommen. Diese formulieren wir in diesem Abschnitt.

Als Vorbereitung dazu fithren wir die benétigten topologischen Konstruktionen ein;
cine Referenz liefert Kapitel 3 in Janich [16] oder Abschnitt 1.2-1.4 in Stécker/Zie-
schang [28].

Quotiententopologie

Zuniichst zum Begriff der Quotiententopologie: Wir betrachten eine Aquivalenz-
relation ~ auf einem topologischen Raum X. Wie tiblich bezeichne [z] € X die
Aquivalenzklasse des Punktes z € X und X / ~ den zugehorigen Quotientenraum
aller Aquivalenzklassen auf X. Mit Hilfe der kanonischen Projektion m: X — X/ ~,
x +— 7(x) = [z] versehen wir ihn mit der Struktur eines topologischen Raumes,
der sog. Quotiententopologie, indem wir U C X/~ genau dann offen nennen, wenn
7~ (U) offen in X ist.

Die Quotiententopologie ist also die feinste Topologie (d.h. die mit den meisten
offenen Mengen) auf X/~ beziiglich der = stetig ist.
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Topologische Summe von Raumen

Als niichstes prizisieren wir, was es heifit, die disjunkte Vereinigung zweier topologi-
scher Riaume zu bilden. Sei dazu Y ein weiterer topologischer Raum. Die disjunkte
Vereinigung oder Summe von X und Y wird gebildet durch die formale Konstruktion

X+Y:=Xx{0} UY x{1},

wobei wir X und Y in der offensichtlichen Weise als Teilmengen auffassen konnen.
Jedes U ¢ X + Y ist also von der Form U = A+ B mit A C X und B C Y,
und wir nennen U genau dann offen, wenn A offen in X und B offen in Y ist.
Insbesondere stimmen dann die durch X +Y auf den Teilraumen X und Y induzierten
Teilraumtopologien mit den urspriinglichen Topologien dieser Raume tiberein.

Der entstehende topologische Raum ist die topologische Summe von X und Y.
Offenbar stimmt sie fiir disjunkte X und Y mit dem Raum X UY’, versehen mit der
Topologie von X auf X und der Topologie von Y auf Y, tiberein.

Verkleben von topologischen Raumen

Eine der wichtigsten Anwendungen des Quotientenraumbegriffs stellt das Zusam-
menkleben topologischer Riume mit Hilfe von Klebeabbildungen dar: X und Y seien
wie oben topologische Riume, X C X ein abgeschlossener Teilraum und ¢: Xo — Y
cine stetige Abbildung. Wir betrachten die durch z ~ ¢(x) fir alle z € X gegebene
Relation auf X + Y und setzen sie zu einer Aquivalenzrelation ~ auf X + Y fort.
Die zugcehorigen Aquivalenzklassen sind dann also entweder einpunktig (udmlich in
dem Fall, daf z € X + Y weder in X, noch in ¢(Xp) liegt) oder von der Form
e '({y}) +{y} € X +Y fiir alle y € p(Xo). Mit

Y U, X i= (X +Y)/~

bezeichnen wir den zugehorigen Quotientenraum. Da in diesem alle © € Xo mit
ihrem Bildpunkt ¢(z) identifiziert sind, ist die Sprechweise iiblich, dal YU, X durch
Verkleben des Raumes X mit Y mittels der Klebeabbildung ¢ entsteht. Da unter ~
keine zwei verschiedenen Punkte von Y miteinander identifiziert werden konnen, ist
die kanonische Abbildung ¥ < X +Y - Y U, X injektiv, und weil fiir alle V. C Y
die Beziehung 7(V) = n(Y) N7w(A + V) mit behcblgcm offenen A € X gilt, wobei
wegen der Stetigkeit von ¢ die Menge 7~ Hm(V)) = ¢~ (V) +V offen in Xo + Y fiir
offenes V ist, sehen wir, daf§ die durch Y’ U, X auf TT(Y) induzierte Teilraumtopologie
gerade aus allen 7(V) mit V C Y offen besteht. Also gilt:

Bemerkung 1: w|y:Y — Y U, X ist eine Einbettung. O

Uns interessiert vor allem die Situation, in der ¢ Homoomorphismus von Xg auf
Y = p(Xp) ist. Sei dann 9: Yy — X, dessen Umkehrung. Dann werden durch

“p ~ p(z) fiir alle z € X" und “y ~ P(y) fir alle y € Yy offenbar die gleichen
Aquivalenzrelationen auf X + Y erzeugt, so daf also Y U, X = X Uy Y gilt. Be-
merkung 1 zeigt somit:
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Bemerkung 2: Ist ¢ Homéomorphismus, so sind X und Y vermdoge |y und 7|y
inY U, X eingebettet. Wir diirfen in dieser Situation also X und Y als Teilriume
des verklebten Raums auffassen und XY C Y U, X schreiben, wobei wir X und Y
mit ihren Bildern 7|x (X) bzw. 7|y (Y') unter der Einbettung identifizieren. 0

Ankleben eines Henkels

Wir verwenden im folgenden die iiblichen Notationen D™ := {z € R™ | |z| < 1}
fiir den n-dimensionalen Einheitsball und S™~! = {z € R" | |z| = 1} = D™ fiir
die (n — 1)-dimensionale Einheitssphire. I bezeichne stets das Intervall [0,1]. Aus
technischen Griinden benétigen wir ferner noch den “leicht vergrolerten” Einheitsball

D :={zeR"||z|<1+¢€},

wobei € > 0 eine beliebige, festgewihlte reelle Zahl nahe 0 sei. Dadurch werden wir
prizisieren konnen, was unter dem anschaulich klaren Begriff einer abgeschlossenen
Umgebung eines Henkels an einem Henkelkorper zu verstehen ist.

Nun betrachten wir den 3-dimcusionalen Einheitsball D* und zwei disjunkte Ein-
bettungen fy, fo: D? — S? = 9D?, d.h. fiir deren Bilder gelte f1(D?) N fo(D?) = 0.
Sei dann

1
Di:={ filx) | lal <5},

wobei 4 = 1. 2. Wir wollen den Zylinder D? x [ iiber die “Klebestellen” D, ¢ dD?
mit D3 verkleben. Dazu seien beliebige Homéomorphismen ¢p: D? x {0} s Dy
vom “Boden” des Zylinders auf Dy und q9: D? x {1} = Dy vom “Deckel” des
Zylinders auf Do gegeben, die also einen Homdéomorphismus ¢ auf der Vereinigung
von “Deckel” und “Boden” nach DUD; definieren. Dann ist D*U, (DZ x I') definiert,
und die Verklebung

Vi := D*u,, (D* x I).

bei der wir zur Vereinfachung der Notation auch die Einschrinkung der Klebeabbil-
dung ¢ auf (D?* x {0}) U (D? x {1}) mit dem Symbol  bezeichnet haben, heifit
Henkelkérper mit einem Henkel. V) ist in natiirlicher Weise Teilraum vom Raum
D* U, (D? x I), den wir mit V, . bezeichnen wollen und der als ein Henkelkorper
aufgefafit werden kann, dessen Henkel cine abgeschlossene Umgebung des Henkels
von V) darstellt.

Indem man weitere disjunkte Einbettungen fs, f4 nach D3\ (Dy U Dy) C Vi
betrachtet, kann man in analoger Weise einen nachsten Henkel ankleben und erhalt
einen Henkelkorper Vi, mit zwei Henkeln; induktiv fortfahrend liefert das nach g
Schritten einen Henkelkorper V,, mit g Henkeln, der Teilraum des Raumes V, . ist.
V, e werden wir manchmal auch den zu V, gehorigen Henkelkorper mit abgeschlos-
sener Umgebung der Henkel nennen.

Damit sind alle Vorbereitungen abgeschlossen, um die folgende Definition zulassiger
Mengen geben zu kénnen als in den R? differenzierbar cingebettete Henkelkorper,
deren Rand gewisse analytische Regularitiatseigenschaften erfiillt:
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Definition 1 (zulissige Menge): Es gebe eine stetig differenzierbare Einbettung
F:V, . — R® des Henkelkorpers mit abgeschlossener Umgebung der Henkel in den
R3. Dann heifit

G := F(V,)\ 8(F(Vy))

zulissige Menge des R®, wenn die folgenden topologischen und analytischen Voraus-
setzungen erfiillt sind:

(i) R3\ F(D3) ist einfach zusammenhingend.

(ii) Zu jedem der g angeklebten Henkel gibt es einen Ball I3; C R3, so daB die B;
fir 1 < i < g paarweise disjunkt sind und die homéomorphen Bilder der Henkel
mit abgeschlossener Umgebung unter der Einbettung I jeweils in genau einem
B; enthalten sind.

(iii) OG = O(F(V,)) ist geschlossen (d.h. kompakt und unberandet) und orientierbar
sowie von der Klasse C?, also stetig gekriimmt.

Mit G := R®\ G bezeichnen wir stets das Komplement vom Abschluf G = F(V,).

Voraussetzung (iii) wird dabei benétigt, um das Neumann-Problem fiir die Laplace-
Gleichung auf G 16sen zu konnen (vgl. Abschn. 5.1); die Voraussetzungen (i) und (ii)
erkliren sich durch die Untersuchungen in Abschnitt 4.3. SchlieBlich bemerken wir
noch, daf alle folgenden Betrachtungen auch fiir endliche Vereinigungen zuldssiger
Mengen gemiB Definition 1 durchgefithrt werden kénnten; da die Zahl der Zusam-
menhangskomponenten im Falle der Neumannschen Felder jedoch nicht die primér
interessicrende topologische GroBe ist, wiirde dies lediglich cinen erhohten Schreib-
aufwand mit sich bringen.

Wir schlieBen mit einer Bemerkung beziiglich der Funktion der folgenden drei
Abschnitte. Um bei den im Rahmen dieser Arbeit angestellten Betrachtungen,
dic sich im Grenzbereich zwischen reeller Analysis und Topologie bewegen, eine
moglichst geschlossene Darstellung zu erreichen, ist der Rest des Kapitels einer
iiberblicksartigen Zusammenstellung der wichtigsten Konzepte aus der Homotopie-
und Homologietheorie gewidmet. Natiirlich verzichten wir dabei nahezu ausschlief-
lich auf Beweise und versuchen vielmehr, eine Art axiomatischen Standpunkt einzu-
nehmen. Um dabei die Darstellung so fliissig wie moglich zu gestalten, schicken wir
die benétigten Hilfsmittel und Begriffe aus der Gruppentheorie im folgenden vorweg.

2.2 Gruppentheoretische Hilfsmittel

In diesem Abschnitt werden die wichtigsten Konstruktionen aus der Gruppentheorie
zusammengestellt, auf denen die Homologie- und Homotopictheorie basieren. Da wir
vor allem an den Eigenschaften dieser Konstruktionen interessiert sind, referieren
wir sie in Form der universellen Abbildungsprobleme, die sic lésen, und skizzieren
jeweils nur kurz, wie man die Gruppen tatsichlich erhalt. Dieser Zugang deckt sich
am besten mit unserem axiomatischen Ansatz und hat zudem den Vorteil der Kiirze
und Eleganz.
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Freie abelsche Gruppen

Der gesamten Homologietheorie liegt das Konzept der freien abelschen Gruppe auf
einer gegebenen Menge S zugrunde. Die definierende universelle Eigenschaft ist die
folgende:

Definition 1: Sei S eine beliebige Menge. Eine freie abelsche Gruppe auf der Menge
S ist eine abelsche Gruppe F' zusammen mit einer Abbildung ¢: S — F, so daff die
folgende universelle Eigenschaft gilt:

Zu jeder abelschen Gruppe A und jeder Abbildung +:S — A gibt es genau einen
Homomorphismus f: I — A, so daff das folgende Diagramimn kommutativ ist:

Daf diese Eigenschaft eine freie abelsche Gruppe auf S in der Tat bis auf Isomorphie
charakterisiert, ist die Aussage des folgenden Hilfssatzes, der eine mehr oder weniger
unmittelbare Folgerung aus der Eindeutigkeit des Homomorphismus f ist, der in der
universellen Eigenschaft freier abelscher Gruppen auftritt:

Hilfssatz 1: Seien F' und F' freie abelsche Gruppen auf der Menge S beziiglich der
Abbildungen ¢: S — F bzw. ¢':S — F'. Dann gibt es cinen eindeutig bestimmten
Isomorphismus h: F' — F', so daf§ das folgende Diagramm kommutativ ist:

O]

Nun wire noch zu zeigen, dafl zu einer gegebenen Menge S in der Tat ein Paar (F, @)
ezistiert, das die universelle Eigenschaft in Definition 1 erfiillt und somit eine freie
abelsche Gruppe auf S darstellt. Da wir vorrangig an den Eigenschaften der alge-
braischen Objekte interessiert sind, verweisen wir fiir den vollstindigen Existenzbe-
weis auf Massey [19], Sec. I1I1.3, und skizzieren ihn hier nur, um eine Vorstellung von
den Objekten aus F' zu vermitteln:

Man stelle S als (abzdhlbare oder tiberabzdhlbare) Familie S = {z; | 7 € I}
dar (z.B. tiber sich selbst indiziert); dann ist S disjunkte Vereinigung der Mengen
S; := {z;}. Es bezeichne n - z; die Abbildung S; — Z, x; +— n. Nun sei F; die von
1 -z; in der additiven abelschen Gruppe Abb(S;, Z) erzeugte zyklische Untergruppe,
d.h.

Byl y=q{nwlne )

il
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Dann ist klar, da8 F; die freie abelsche Gruppe auf der Menge S; beziiglich der
“Inklusionsabbildung” ¢;: S; — F;, z; — 1 - z; ist. Jetzt setzt man

F:=@R

el

und mufl sich nur noch tiberlegen, daf§ in dieser Situation einer Partition der zu-
grundeliegenden Menge S die direkte Summe der freien abelschen Gruppen auf den
Partitionselementen wieder eine freie abelsche Gruppe ist, und zwar auf der Menge
S beziiglich der Abbildung ¢: S — F mit ¢|s, := 1; © ¢;, wobei 1n;: F; — F den
natiirlichen Monomorphismus von einem direkten Summanden in die zugehorige di-
rekte Summe bezeichnet.

Wir bemerken an dieser Stelle, daf§ die Abbildung ¢ aus der vorangehenden Kon-
struktion injektiv ist. Daher kann jedes Element x; € S mit seinem Bild ¢(z;) € F
identifiziert werden. Dann kann S als Teilmenge von F' aufgefait werden. Insbe-
sondere kann man sich jedes Element g € F ecindeutig reprisentiert denken in der
Form

g=mn1-%Tiy +Na- Ty, +---4+Ng - 24,

mit k& € N und paarweise verschiedenen Indizes i; € I, n; € N, falls g # 0, wobei
wegen der Einbettbarkeit von I in Abb(S, Z) der Ausdruck als Summe von Abbil-
dungen angesehen werden kann. Da andererseits jede solche Summe ein Element aus
F reprasentiert, folgt, dafl /' durch die Menge ¢(S) = S erzeugt wird.

Eine besondere Situation entsteht offenbar dann, wenn die betrachtete Menge S
Teilmenge einer Gruppe G ist. Falls dann namlich die freie abelsche Gruppe F' auf
S isomorph zu einer Untergruppe von G ist, braucht dic obige Summe nicht mehr
als Summe von Abbildungen in Abb(S, Z) aufgefait zu werden, sondern kann direkt
in G gebildet werden. Falls sogar F' = G gilt, verdient das cine eigene Notation:

Definition 2: FEine Gruppe G heifit eine freie abelsche Gruppe, falls es eine Teil-
menge S C G gibt, so daf G die freie abelsche Gruppe von S beziiglich der Inklu-
sionsabbildung ¢: S < G ist.

In dieser Situation heifit S eine Basis von G und erfiillt offenbar cine (und damit
alle) der folgenden diquivalenten Bedingungen:

(i) Alle z € S haben unendliche Ordnung, und G ist dic (innere) direkte Summe
der zyklischen Untergruppen (x) mit x € S.

(ii) Jedes von 0 verschiedene Element g € G hat eine Darstellung der Form g =
ZJ:GS ng x, wobei ny € Z und n, = 0 fiir alle bis auf endliche viele z € S ist.
Diese Darstellung ist (bis auf die Reihenfolge der Summanden) eindeutig.

(iii) Die Menge S erzeugt G und ist linear unabhingig, d.h.:

Aus nyzy +nozg + - +px =0 mit 1, ..., € S und ny,...,nx € Z folgt
ny =ng = --- =mn; = 0.

Die Machtigkeit von S heifit der Rang von G, in Zeichen: Rang(G) := | S|.
Insbesondere ist eine freie abelsche Gruppe also isomorph zu 79 Rare(©) - jer direkten
Summe von Rang(G) Kopien von Z.
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Man kann zeigen, da der Rang einer freien abelschen Gruppe unabhingig von
der Auswahl der Basis und damit wohldefiniert ist, was im Falle, dafl S endliche
Menge ist, elementar moglich ist (Massey [19], Lemma I11.3.4 und Corollary I11.3.5),
fir beliebige S jedoch mit mehr Aufwand verbunden ist und wir daher hier auf
Scheja/Storch [24], Satz 25.3 verweisen.

Die Bedeutung freier abelscher Gruppen besteht u.a. darin, daf sie sich in gewisser
Hinsicht wie Vektorraume verhalten, was schon Punkt (iii) in Definition 2 angedeutet
hat.  Auch wenn diese Analogie nicht iiberstrapaziert werden darf, ibertragen sich
doch zwei bekannte Resultate aus der Theorie der Vektorriume wie folgt auf den
Fall freier abelscher Gruppen:

Hilfssatz 2: Es gilt:
a) Sei G eine freie abelsche Gruppe und G’ C G eine Untergruppe. Dann ist auch
G' frei abelsch, und es gilt Rang(G’) < Rang(G).
b) Sei f:G — H ein Homomorphismus zwischen freien abelschen Gruppen von
endlichem Rang. Dann gilt:

Rang(G) = Rang(Kern f) + Rang(Bild f).

Beweis: Fir Teil a) verweisen wir auf Scheja/Storch [24], Satz IILB.3, bei dessen
Beweis mafigeblich das Zornsche Lemma eingeht.
Teil b) erhilt man, indem man Lemma 51.10 aus Scheja/Storch [25] auf die exakte
Sequenz
0— Kemnf — G 4, Bild f — 0

anwendet, wobei zu bemerken ist, da8 abelsche Gruppen in natiirlicher Weise als
Moduln iiber Z aufgefait werden kénnen und somit die obige Sequenz cine exakte
Sequenz von Z-Moduln ist, die nach Teil a) endlichen Rang besitzen. Nach Bemer-
kung 25.2 aus Scheja/Storch [24] stimmt Rangz(G) aus dem benutzten Lemma 51.10
gerade mit dem Begriff des Ranges einer freien abelschen Gruppe iiberein, so daf} die
Behauptung folgt. ]

Struktur von endlich erzeugten abelschen Gruppen

Homologiegruppen sind in den wichtigsten Anwendungen in aller Regel endlich er-
zeugte abelsche Gruppen. Fiir diese Gruppen liegt ein uinfassendes Klassifikations-
resultat vor, das wir im folgenden anfiihren wollen; insbesondere definieren sich
durch dieses Resultat die Begriffe Betti-Zahl und Torsionskoeffizienten einer endlich
erzeugten abelschen Gruppe (und nur in diesem Kontext macht es iiberhaupt Sinn,
diese Begriffe zu verwenden).

Der Vollstindigkeit halber bringen wir zuniichst ein Strukturresultat, das sich fast
unmittelbar aus der universellen Eigenschaft freier abelscher Gruppen ergibt und fiir
jede abelsche Gruppe, auch nicht endlich erzeugte, zur Verfiigung steht. Sei namlich
S BErzeugendensystem der abelschen Gruppe A (mit S = A gibt es ein solches immer)
und 7 die freie abelsche Gruppe auf S beziiglich der Abbildung ¢:S — F. Sei
t:5 < A die Inklusion. Nach der universellen Eigenschaft freier abelscher Gruppen
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gibt es dann genau einen Homomorphismus v: F' — A mit ¢ = vyp. Insbesondere ist
v auch surjektiv, da S die Gruppe A ja erzeugt, und wir haben:

Hilfssatz 3: Jede abelsche Gruppe A ist epimorphes Bild einer freien abelschen
Gruppe, d.h. zu A gibt es eine freie abelsche Gruppe F und einen Epimorphismus
v F —» A. Jedes von 0 verschiedene Element r € Kernv heifit eine nichttriviale
Relation innerhalb der Menge S von Erzeugern, die F' zugrunde liegt. 0

Damit kommen wir zum Struktursatz endlich erzeugter abelscher Gruppen und der
Definition von der Betti-Zahl einer solchen Gruppe. Wir erwahnen noch, daf§ wir
mit Tor G die Torsionsuntergruppe der Gruppe G bezeichnen, also die Menge aller
Elemente von G, die endliche Ordnung besitzen. Ist Tor G = {0}, nennen wir G
torsionsfrei — per Konstruktion gilt dies z.B. fiir die Quotientengruppe G / Tor G.
Im Falle Tor G = G heiit G Torsionsqruppe; z.B. ist jede endliche abelsche Gruppe
Torsionsgruppe. Mit dieser Notation kénnen wir formulieren:

Satz 1 (Struktur endlich erzeugter abelscher Gruppen):
Sei G eine endlich erzeugte abelsche Gruppe. Dann gelten die folgenden Aussagen:

a) TorG und G/TorG sind ebenfalls endlich erzeugt, und G ist isomorph zur
direkten Summe TorG @ G/ TorG. Also ist die Struktur von G vollstindig
bestimmt durch deren Torsionsuntergruppe Tor G und torsionsfreie QQuotien-
tengruppe G/ Tor G.

b) Jede endlich erzeugte torsionstreie abelsche Gruppe 1st cine freic abelsche Grup-
pe von endlichem Rang.

¢) Jede endlich erzeugte abelsche Torsionsgruppe ist isomorph zu einer direkten
Summe Cy @ Co @ - - & Cy. Dabei ist jedes C; eine endliche zyklische Gruppe
der Ordnung t;, also C, = Z,,, und die t; bilden eine Teilerkette [ta] -~ |tn
(d.h., t; teilt t,y, firi =1,...,n—1). Ferner sind die Zahlen t; durch die
Torsionsgruppe eindeutig bestimint. O

Fiir einen Beweis verweisen wir auf Satz 39.8 in Scheja/Storch [24]; die Teilbarkeits-
aussage fiir die ¢; 1aBt sich dem Hauptsatz fiir endlich erzeugte Moduln iiber Haupt-
idealringen in § 61 von Scheja/Storch [25] entnehmen.

Auf der Grundlage von Satz 1 1i8t sich nun folgende Definition geben:

Definition 3 (Betti-Zahl, Torsionskoeffizienten): Sei G eine endlich erzeugte abel-
sche Gruppe. Es seien n,t; fiir Tor G gemiB c) aus Satz 1 gewihlt (also sind diese
Zahlen eindeutig durch G bestimmt). Ferner setzen wir p := Rang(G/ Tor G ). Dann
heiit p die Betti-Zahl und t,,...,t, die Torsionskoeflizienten von G. Insbesondere
besitzt G also die Struktur

G2’ ol ®L, ® - DLy,

Elemente by, ba, ..., b, € G, deren Restklassen eine Basis der freien abelschen Gruppe
G/ Tor G bilden, heifien eine Betti-Basis von G, und die Elemente ¢y, c2,...,Cn
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sind eine Torsionsbasis von G, falls Tor G die innere direkte Summe der von ihnen
erzeugten zyklischen Untergruppen ist.

Damit beenden wir die Zusammenstellung der fiir die Homologietheorie benétigten
gruppentheoretischen Grundlagen.

Freies Produkt von Gruppen

Wir wenden uns nun den Konstruktionen zu, die in der Homotopietheorie, insbeson-
dere im Kontext der Fundamentalgruppe, Anwendung finden werden. Alle Gruppen,
die im folgenden auftreten, kénnen dabei abelsch oder nicht-abelsch sein, solange
nicht etwas Gegenteiliges ausgesagt wird. Um die Fundamentalgruppe komplizier-
terer topologischer Raume ausrechnen zu koénnen, ist die folgende Konstruktion, die
wir wieder tiber ihre universelle Eigenschaft definieren, zentral:

Definition 4: Sei { G; | i € I} eine Familie von Gruppen, so daB fiir jedesi € I ein
Homomorphismus ¢;: G; — G von G; in eine feste Gruppe G gegeben ist. Genau
dann heifit G das freie Produkt der Gruppen G; (beziiglich der Homomorphismen
@i ), wenn die folgende universelle Eigenschaft gilt:

Zu jeder Gruppe H und jeder Familie von Homomorphismen 1;:G; — H (i € I)
gibt es genau einen Homomorphismus f: G — H, so dal§ das folgende Diagramin fiir

alle 1 € I kommutativ Ist:

Notation: Ist I endlich, also 0.E. I = {1,...,n}, bezeichnen wir das freie Produkt G
der Gruppen G; mit G := Gy * G * --- * G, oder auch |[|-,.,, Gi, im allgemeinen

Fall mit .
G o= H Gl‘.
el

Ahnlich dem Fall freier abelscher Gruppen (Hilfssatz 1) charakterisiert diese Eigen-
schaft das freie Produkt von Gruppen bis auf Isomorphie in dem folgenden Sinne:

Hilfssatz 4: Seien G und G’ freie Produkte der Familic { G; |1 € I} von Gruppen
beztiglich der Homomorphismen ¢;: G; — G bzw. ¢.:G; — G'. Dann gibt es einen
eindeutig bestimmten Isomorphismus h: G — G’, so daf} das folgende Diagramm fiir

alle 1 € I kommutativ ist:
G
P

G h

1/
T

STa

[ SR R
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Der Existenzbeweis fiir das freie Produkt von Gruppen ist insofern algebraisch auf-
wendiger als der fiir freie abelsche Gruppen, als etwas Sorgfalt auf die Definition
der Gruppenverkniipfung auf G verwandt werden muf (die Gruppen G; brauchen a
priori iiberhaupt nichts miteinander zu tun zu haben!). Die grundlegende Idee ist
hier, die Menge W aller Worter auf der Vereinigung der G; zu betrachten. Auf dieser
operiert jedes G; effektiv und kann also als Untergruppe der symmetrischen Gruppe
Sw auf W aufgefaBt werden. Dann setzt man G := (Gi | @ € I') € Zw, und damit
ist klar, daB die Verkniipfung auf G algebraisch nichts anderes als die Komposition
von Permutationen auf W ist. Ferner ist ¢;: G; < G die Inklusionsabbildung (jedes
G, kann also als Teilmenge von G begriffen werden), und aufgrund der Konstruktion
von G kann jedes von 1 verschiedene Element g € G in eindeutiger Weise als Produkt

g=9192---9n

dargestellt werden, wobei die Faktoren Elemente der Gruppen G; und alle von 1
verschieden sind sowie keine zwei aufeinanderfolgenden Faktoren derselben Gruppe
angehoren. Insbesondere gelten fiir das Produkt zweier Elemente von G in dieser
Darstellung die gewohnten Multiplikationsregeln.

Die Details der Konstruktion sind in Massey [19], Sec. I11.4 ausgefiihrt; dort findet
sich auch der Nachweis, daf das Paar (G,{¢: | i € I}) dic universelle Eigenschaft
von Definition 4 erfiillt. Wir konnen uns damit der letzten Konstruktion zuwenden,
die wir im Rahmen der Homotopietheorie benotigen:

Freie Gruppen

Fundamentalgruppen topologischer Raume haben hiufig i Struktur einer freien
Gruppe auf einer Menge S mit gewissen Relationen; vgl. das gesamte Kapitel 4. Die
universelle Eigenschaft, die freie Gruppen definiert, ist vollig analog zu der fiir freie
abelsche Gruppen in Definition 1:

Definition 5: Sei S eine beliebige Menge. Eine freie Gruppe auf der Menge S (oder
eine durch S erzeugte freie Gruppe) ist eine Gruppe F' zusammen mit einer Abbil-
dung ¢: S — F, so daB die folgende universelle Eigenschaft gilt:

Zu jeder Gruppe H und jeder Abbildung :S — H gibt es genau einen Homomor-
phismus f: F' — H, so daB das folgende Diagramm kommutativ ist:

P
H

Der Vollstindigkeit halber sei auch hier die Eindeutigkeitsaussage erwahnt, die eben-
so analog zu der fiir freie abelsche Gruppen lautet:
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Hilfssatz 5: Seien F' und F' freie Gruppen auf der Menge S beziiglich der Ab-
bildungen ¢: S — F bzw. ¢':S — F'. Dann gibt es cinen eindeutig bestimmten
Isomorphismus h: F' — F'| so daf das folgende Diagramm kommutativ ist:

O

Der Existenzbeweis fiir freie Gruppen verwendet dieselbe Methode wie der fiir freie
abelsche Gruppen mit dem einzigen Unterschied, daff statt der direkten Summe
zyklischer Gruppen hier deren freies Produkt verwendet wird:

Ist S gegeben, schreiben wir wieder S = {z; |1 € I} = J,.; Si mit S; := {z;} als
disjunkte Vereinigung ihrer Elemente und bezeichnen mit F; die von z; erzeugte zyk-
lische Untergruppe. Um eine Abgrenzung zu freien abelschen Gruppen zu erreichen,
zichen wir jedoch im folgenden eine multiplikative Notation vor, da unser Ergebnis
in dieser Situation i.a. eine nicht-abelsche Gruppe darstellen wird: Dazu sei eine
Silbe auf dem Alphabet S ein Ausdruck der Form (z;,n) € S x Z, und wir schreiben
dafiir suggestiv ' := (z;,n). Fir Silben 2 auf einem ecinelementigen Alphabet S;
™™ dann leicht eine Gruppenstruktur

LIT

laBlt sich durch die Definition z7 - 2" = z
cinfithren, und es ist

Fi=(z})=(a} |nel}

eine unendliche zyklische Gruppe, die wir als zyklische Gruppe des Elements z;
ansehen konnen (und die natiirlich zu der zyklischen Gruppe, die wir im Zuge der
Konstruktion freier abelscher Gruppen definiert haben, isomorph ist, weswegen wir ‘
die gleiche Notation gewéhlt haben).

Dies ist nun offenbar die freie Gruppe auf der Menge S; beziiglich der “Inklusion”
i S; = K, x;— 1,11 (Hier bemerken wir ohne Beweis, dafl dieser Fall einer einele-
mentigen Grundmenge S5; von Erzeugern der einzige ist, in dem die freie und die freie
abelsche Gruppe iibereinstimmen.) Jetzt bilden wir das freie Produkt

F = H*Fi

=y

|
|
i,

und verwenden analog zum Fall freier abelscher Gruppen das Ergebnis, daff das
freie Produkt einer Familie freier Gruppen auf den Elementen der Partition einer
gegebenen Menge wieder eine freie Gruppe darstellt, und zwar auf der gesamten
Menge. Insbesondere ist F' also freie Gruppe auf der Menge S beziiglich der Ab-
bildung ¢:S — F'| definiert durch ¢|g, := 7 0 ¢; mit dem im vorigen Abschnitt
erwahnten Monomorphismus 7;: F; — F von einem Faktor F; des freien Produkts F
in das Produkt, der Bestandteil der universellen Eigenschaft aus Definition 4 ist.
Mit den Betrachtungen des letzten Teilabschnitts iiber das freie Produkt von Grup-
pen ist dann auch klar, wie man sich die Elemente von ' vorzustellen hat: Jedes
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von 1 verschiedene Element g € F besitzt eine eindeutige Darstellung der Form

mnoy Mk

PARLT B

g=2%; Ty -

mit z;,, iy, - - -, Ti, € S, so daB jeweils z;; # zi;,, gilt und die n; € Z \ {0} sind.
Einen solchen Ausdruck nennen wir auch ein reduziertes Wort in den Elementen von
S und vereinbaren, daf die Identitat 1 von F' durch das leere Wort reprisentiert
wird. SchlieBlich stellen wir noch fest, dafl die Abbildung ¢ injektiv ist und daher
jedes z; € S mit @(x;) = 7} identifiziert werden kann. Insbesondere wird dann die
freie Gruppe F' von der Menge S erzeugt.

Die Einzelheiten der hier skizzierten Konstruktion finden sich in Sec. IIL.5 von
Massey [19]. Wir gehen nun noch auf einen anderen Aspekt ein, der fur unsere Be-
lange von besonderem Interesse ist: Aufgrund der zwischen der Fundamentalgruppe
und ersten Homologiegruppe eines zusammenhingenden topologischen Raumes be-
stehenden Verwandtschaft (sieche Abschnitt 2.4) ist es wichtig zu wissen, welcher Zu-
sammenhang zwischen der freien und der freien abelschen Gruppe auf einer gegebe-
nen Menge S besteht.

Um diesen formulieren zu kénnen, bezeichnen wir wie iiblich mit [z,y] := zyz~'y ™!
den Kommutator zweier Elemente x, i einer gegebenen Gruppe G; dieser ist genau
dann 1, wenn z und y in G kommutieren. Der Ausdruck

(G, G| == ([z,y] | z,y € G)

bezeichnet die von allen Kommutatoren in G erzeugte Untergruppe; es ist leicht
zu sehen, daB [G, G] Normalteiler von G ist, da die Konjugation eines Kommuta-
tors wieder einen solchen ergibt. Daher ist die Quotientengruppe G** := G/ [G, G]
wohldefiniert und heit die abelsch gemachte Gruppe G*P. Der erwihnte Zusammen-
hang, dessen Beweis wir hier ausfiihren wollen, da er in Massey [19] ausgelassen ist,
lautet dann: '

Hilfssatz 6: Sei F' eine freie Gruppe auf der Menge S beziiglich der Abbildung
p:S — F. Es bezeichne m: F' — F/ [F,F] = F?*" die natiirliche Projektion von F
auf die Quotientengruppe. Dann ist F*® eine freie abelsche Gruppe auf S beziiglich
der Abbildung mp: S — F2P.

Beweis: Es sei A eine beliebige abelsche Gruppe und : S — A eine Abbildung. Wir
miissen einen Homomorphismus f: F2 — A finden, so dafl das Diagramm

Fnb

[

g f

l
[
v
A

T
k

kommutiert, und zeigen, daf dieser eindeutig bestimmt ist. Mit Hilfe der universellen
Eigenschaft der freien Gruppe F, angewendet auf die Gruppe A und die Abbildung
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1, finden wir zunachst einen (eindeutig bestimmten) Homomorphismus f: F' — A,
so daf} der linke Teil des folgenden Diagrammes kommutativ ist:

Weil A abelsch ist, gilt jedoch f([F, F]) = 1, und f induzicrt daher einen Homomor-
phismus

f: F?® = F/[F,F] — A, [z]— f(lz)) = f(z),

d.h. es gilt f = fox. Im obigen Diagramm kommuticrt mit dieser Definition von
f also auch die rechte Seite und damit das gesamte “infere” Diagramm, so dafl die
Existenz gezeigt ist.

Giibe es nun noch einen weiteren Homomorphismus g: 1" — A mit ¢ = gomyp, so
setzen wir g :== gow. g: F' — A erfiillt dann ebenfalls dic universelle Eigenschaft der
freien Gruppe F', und wegen der Eindeutigkeit des entsprechenden Homomorphismus
folgt ¢ = f und daraus g = f. 0

In Verallgemeinerung von Definition 2 nennen wir cine Ciuppe I frete Gruppe. falls
es eine Teilmenge S von F gibt, so da§ I die freie Gruppe auf S beziiglich der
Inklusionsabbildung ¢: S < F'ist. S ist dann cine Basis von /7, und die Machtigkeit
von S heiBit der Rang von G. Auch im Falle freier Gruppen kann man zeigen, dafl
der Rang eine wohldefinierte Grofe ist.

In Hinblick auf Abschnitt 4.2 beenden wir unsere Zusammenstellung gruppentheo-
retischer Hilfsmittel mit dem Begriff der Prasentation ciner Gruppe. Um dabei den
Begriff einer nichttrivialen Relation auf einer Gruppe definicren zu konnen, benotigen
wir das folgende Resultat, das das Analogon von Hilfssatz 3 fiir beliebige Gruppen
darstellt und das man vollig entsprechend unter Ausnutzung, der universellen Eigen-
schaft der freien Gruppe auf einer Menge beweist:

Hilfssatz 7: Jede Gruppe G ist epimorphes Bild einer freien Gruppe. Genauer: Ist
S irgendein Erzeugendensystem von G und F' freie Gruppe auf S, dann bestimmt
die Inklusion S < G einen eindeutig bestimmten Epimorphismus v: F' —» G Jedes
von 1 verschiedene Element v € Kernv heifit eine nichttriviale Relation innerhalb
der Menge S von Erzeugern von G. O

Ist nun {r;} ¢ Kernv irgendeine Familie von Relationen fiir 7, so heifit eine weitere
Relation r cine Folge oder Konsequenz der Relationen {r,}, wenn 7 im kleinsten
Normalteiler N ({r;}) von I? enthalten ist, der die Familic {r;} umfaBt (in mancher
Literatur wird dieser Normalteiler auch der Normalisator der Familie genannt).
Falls nun jede Relation 7 € Kernv Konsequenz der Menge {r;} ist, so gilt offen-
bar Kernv = N({?'j}), und die Gruppe G ist dann bis auf Isomorphie durch dic

.

e ——
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Menge S der Erzeuger und durch die Familie {r;} von Relationen bestimmt, denn

dann gilt wegen F' = (S)
G =(S)/ N({r;})-

Eine Familie von Relationen mit dieser Eigenschaft nennen wir daher wollstindiges
System von Relationen und schlieBen den Abschnitt mit der folgenden Definition:

Definition 6: Eine Prisentation auf einer Gruppe G ist ein Paar (S, {r;}) beste-
hend aus einem Erzeugendensystem S von G und einem vollstindigen System von
Relationen zwischen diesen Erzeugern. Falls sowohl S als auch {r;} endlich sind,
heifit die Prisentation endlich und G in diesem Fall endlich prasentierbar.

2.3 Homotopie

In diesem Abschnitt fassen wir die wichtigsten Begriffe und Definitionen aus der ele-
mentaren Homotopietheorie zusammen, die wir im Rahinen unserer Untersuchungen
benostigen; auf Beweise wird dabei ganzlich verzichtet. Wir beginnen gleich mit dem
zentralen Begriff des Abschnitts:

Homotopiebegriff

Im folgenden bezeichnen X und Y stets topologische Riume und I := [0,1] das
Einheitsintervall.

Definition 1: Es seien f,g: X — Y zwei stetige Abbildungen. Dann heiflen f und
g homotop, in Zeichen f ~ g, falls es eine stetige Abbildung H: X x I — 'Y gibt, so
daff H(-,0) = f und H(-,1) = g gilt. H ist dann eine Homotopie von f nach g und
definiert eine Schar von Abbildungen h, := H(-,t): X — Y fiir alle t € I, die wegen
der Stetigkeit von H allesamt stetig sind.

Sei nun A C X ein abgeschlossener Teilraum, so dafi fla = g|a gilt. Es gebe eine
Homotopie H von f nach g mit der zusitzlichen Eigenschaft H(a,t) = f(a) = g(a)
fiir alle a € A und t € I. In diesem Fall heifien f und g homotop relativ A, in
Zeichen f ~ g rel A. Offenbar werden die Punkte in f(A) = g(A) bei einer relativen
Homotopie nicht bewegt.

Die wichtigste Eigenschaft des Homotopiebegriffs ist die folgende (siehe Stocker/Zie-
schang [28], Satz 2.1.2 S. 48 fiir den Beweis):

Hilfssatz 1: Die Eigenschaften “Homotopie” und “Homotopie relativ A” definieren
beide Aquivalenzrelationen auf der Menge der stetigen Abbildungen von X nach Y

bzw. auf der Menge derartiger Abbildungen, die auf dem Teilraum A libereinstim-
mern. tJ

Diese Beobachtung ermoglicht die Konstruktion der Fundamentalgruppe, mit der wir
(einschlieBlich ihrer grundlegenden Eigenschaften) fortfahren.
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Fundamentalgruppe

Ausgangspunkt fiir unsere Betrachtungen ist die Menge
QUX,z) :={~v]|v:I— X ist stetig und v(0) = v(1) =z }

aller geschlossenen Wege auf X mit Anfangs- und Endpunkt z, der sogenannte Schlei-
fenraum auf X zum Basispunkt x. Dafl dabei alle Wege iiber das Einheitsintervall
I parametrisiert aufgefaffit werden, hat lediglich technische Griinde und stellt fiir
unsere Belange keine Einschriankung dar, denn ist w: [a,b] — X ein beliebiger Weg
mit w(a) = w(b) = z, so ist 4: I — X, definiert durch v(¢) := w((1 — t)a + tb), ein
Weg mit [ als Parameterintervall und Spy = Spw. Wir wollen solche Wege, die
durch orientierungstreue Parameterwechsel auseinander hervorgehen, miteinander
identifizieren.

Die folgenden beiden Wege spielen im weiteren Verlauf cine besondere Rolle: Ist
v € X, z), so ist der riickwdrts durchlaufene oder kurz inverse Weq v~1 definiert
durch y™1: I - X, v71(t) :=~v(1 —¢). Firallez € X ist £&;: T — X, &.(t) =z der
konstante Weg in z.

Mit Hilfe des Homotopiebegriffs gehen wir nun zu einem Quotientenraum auf
(X, z) tiber: Wir nennen zwei Wege o, 7 € Q(X, ) weghomotop genau dann, wenn
o ~ 7 rel 01 gilt (wobei OI = {0, 1} ist), wenn es also eine den Basispunkt o ¢ X
festlassende Homotopie H:1 x I — X gibt mit H(-,0) = o, H(-,1) = 7 und
H(0,t) = H(1,t) = z fiir alle £ € I. Zur Vereinfachung der Notation bezeich-
nen wir fortan auch die Wegehomotopie mit dem Symbol ~ und unterdriicken die
relative Natur des Homotopiebegriffs; da wir im Zusammenhang mit Wegen keine
anderen Homotopien verwenden, sollte dies zu keinen Verwechslungen fithren. Nach
Hilfssatz 1 ist dann jedenfalls der Quotientenraum (X, x)/~ der Homotopieklassen
geschlossener Wege durch  wohldefiniert. Solche Homotopicklassen notieren wir mit
eckigen Klammern in der Form [-].

Um zum Begriftf der Fundamentalgruppe zu kommen, fithren wir nun ein algebra-
isches Element in die bisher rein geometrischen Betrachtungen ein: Zu zwei Wegen
o, 7 € X, x) sei der Produktweg o+ 71: I — X gegeben durch

 [o(2t) fiir 0 < ¢ < 1/2,
T = {T(2t~ 1) fiir1/2 <t <1,

also durch “Hintereinanderdurchlaufen” der Wege. Die Tatsache, dafl der Quotien-
tenraum (X, z)/~ durch die Verkniipfung * mit der Struktur einer Gruppe versehen
wird, ist die Aussage des folgenden Hilfssatzes, dessen samtliche Teile in Sec. I1.3 von
Massey [19] gezeigt werden:

Hilfssatz 2: Die Verkniipfung * ist wohldefiniert auf Homotopieklassen geschlosse-
ner Wege; es ist also o * 7 ~ ¢’ #+ 7/, falls 0 ~ ¢' und v ~ 7'. Dabher ist die durch
[o] * [7] := [0 * 7] fiir 0,7 € X, z) erklirte Operation wohldefiniert und hat die
folgenden Eigenschaften:

[ TR T
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(i) (Assoziativitit) Fiir alle o,7,w € X, z) gilt

([o] * [7]) * ] = o] * ([7] * [w])-

(ii) (Neutrales) Fiir alle o € Q(X, z) gilt

o] *[£:] = [0] und [&:]*[o] = [a].
(iii) (Inverse) Fiir alle o € X, ) gilt

o] * 07" =[&] und [o7']*[o] = [&]: O

Auf der Grundlage dieses Hilfssatzes kann damit die folgende Definition gegeben
werden:

Definition 2: Sei (X,z) ein topologischer Raum mit Basispunkt z. Dann ist die
Menge
“ (X, %) = UK, x)f=

eine Gruppe beziiglich der Multiplikation [o] * [7] := [o * 7], genannt die Fundamen-
talgruppe oder 1. Homotopiegruppe von X zum Basispunkt x.

SchlieBlich enden wir mit den wichtigsten Eigenschaften der Fundamentalgruppe.
Zunichst zur “Unabhingigkeit” der Fundamentalgruppe vom Basispunkt (siehe nach
wie vor Sec. I1.3 in Massey [19]):

Satz 1: Sei X wegzusammenhingender topologischer Raum, T,y € X verschiedene
] Punkte und p ein Weg von « nach y. Dann induziert die Konjugationsabbildung

pt: m(X,z) — m(X,y), [ ey pl =0t ([7])

einen Isomorphismus m (X, z) = m(X,y) der Fundamentalgruppen auf X zu den
Basispunkten x bzw. y. O

Dieser Satz ist die Grundlage dafiir, daB wir haufig dic Angabe des Basispunktes
‘1 der Notation der Fundamentalgruppe unterdriicken werden und damit stillschwei-
gend meinen, da wir ihn fiir unsere aktuellen Zwecke “gecignet” wihlen.

Um die im nichsten Teil zitierten Resultate richtig einordnen zu kénnen, brauchen
wir die folgende Eigenschaft stetiger Abbildungen beziiglich der Fundamentalgruppe
(Sec. 11.4 in Massey [19]):

Satz 2: Scien (X, z) und (Y,y) topologische Riume mit Basispunkt und f: X —Y
cine stetige basispunkterhaltende Abbildung (d.h. f (x) = y). Dann induziert f
einen Homomorphismus

fo: m(X,z) — m(Y, Y)
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von Fundamentalgruppen durch die Zuordnung

[+ fu(B]) =1[f o],
der gelegentlich auch mit 7,(f) bezeichnet wird. O

Sind hierbei f,g: X — Y homotope Abbildungen relativ {x}, ist unmittelbar klar,
daB f. = g. gilt. Wir sehen aulerdem, daff die von Homoomorphismen induzierten
Abbildungen Isomorphismen zwischen den betreffenden Fundamentalgruppen sind.
Einen wichtigen Spezialfall stellt ferner die Situation dar, daf X’ C X ein Teilraum
und die betrachtete Abbildung die Inklusion ¢ ist. Dann ist klar, da§ ¢+, im allge-
meinen weder injektiv noch surjektiv zu sein braucht; aus dem wegweisen Zusam-
menhang der Mengen I und I x [ folgt jedoch sofort:

Hilfssatz 3: Ist X' die Wegekomponente von (X, z), dic x enthalt, dann induziert
die Inklusion ¢: X' < X einen Isomorphismus

e (X, ) =, m (X, z). m

Homotopietyp und Homotopiedquivalenz von Raumen

Die folgenden Ausfithrungen sind einer der wichtigsten Eigenschaften der Funda-
mentalgruppe gewidmet: Sie ist nicht nur eine Invariante des Homdomorphietyps,
sondern sogar des Homotopietyps. Dieser Begriff ist eine Verallgemeinerung der De-
finition eines Homoomorphismus; in dieser wird namlich dic Gleichheitsbezichung
durch die Homotopierelation ersetzt:

Definition 3: Eine stetige Abbildung f: X — Y zwischen zwei topologischen Rau-
men heiit eine Homotopiciquivalenz, in Zeichen f: X =, Y, wenn es eine stetige
Abbildung g: Y — X gibt, genannt Homotopie-Inverse von f, so dafi go f ~idx und
fog ~ idy. Insbesondere ist eine Homotopie-Inverse also nur bis auf Homotopie
eindeutig bestimmt.

Zwei Riaume X und Y, zwischen denen es eine Homotopieiquivalenz gibt, heifien
vom gleichen Homotopietyp; Notation: X =~ Y.

Wie zu Beginn des Teils angesprochen, liegt die Bedeutung dieses Begriffs in dem
folgenden Satz, dessen Beweis sich in Sec. IL.8 von Masscy [19] findet:

Satz 3: Ist die Abbildung f: X =, Y eine Homotopiciquivalenz, so ist der in-
duzierte Homomorphismus f,: m (X, x) 2 iy (Y, f(x)) fiir alle z € X ein Isomor-
phismus. Zusammen mit Satz 1 folgt somit: Wegzusammenhingende Riume vom
gleichen Homotopietyp besitzen isomorphe Fundamentalgruppen, und zwar bei Jeder
Wahl der Basispunkte. O

Die fiir unsere Zwecke wichtigste Homotopieiquivalenz wird vermittelt durch Defor-
mationsretrakte:

L N R N
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Definition 4: Sei A C X ein Teilraum.

(i) A ist ein Retrakt von X, wenn es eine stetige Abbildung r: X — A (genannt
Retraktion) gibt, so da8 fiir alle a € A gilt: v(a) = a.

(ii) A heift Deformationsretrakt von X, wenn es eine Retraktion r: X — A und
cine Homotopie H: X x I — X gibt, so daf$

H(z,0) = } ) :

fiir alle x € X.
H{z;1) = r(z)
Falls sogar H(a,t) = a fiir allea € A und t € I gilt, heiit A strenger oder auch
starker Deformationsretrakt.
Ist 1: A < X die Inklusion, so gilt T ot = ida, und die Existenz von H ist gleich-
hedeutend mit ¢ or =~ idy (im Falle eines strengen Deformationsretraktes sogar
Lor ~ idx rel A). Also ist v eine Homotopiedquivalenz (mit Homotopie-Inverser
r), und nach Satz 3 besitzen X und A isomorphe Fundamentalgruppen fiir jeden
Basispunkt = € A.

Fundamentalgruppe der Kreislinie

Hier zitieren wir nur kurz dieses sicherlich wichtigste Beispiel einer nichttrivialen
Fundamentalgruppe und verweisen filr einen Beweis auf Massey [19], Sec. IL5 und
V.3 (letzterer Abschnitt enthélt die bendtigte Theorie der Uberlagerungsraume):

Satz 4: Die Fundamentalgruppe der Kreislinie St st frei zvklisch, erzeugt von der
Homotopieklasse des Weges I — S 1t exp2mit:

m(Sh, %) = 7. 0

Seifert—van Kampen

7um AbschluB dieses Abschnitts bringen wir eines der wichtigsten Hilfsmittel zur
Berechnung der Fundamentalgruppen komplizierterer topologischer Raume: den Satz
von Seifert und van Kampen. Er beschreibt die Fundamentalgruppe der Vereinigung
sweier Riume mit Hilfe der Fundamentalgruppen jedes dieser beiden Raume und
ihres Durchschnitts unter geeigneten Voraussetzungen.

Dieser Zusammenhang wird dabei, wie schon in Abschnitt 2.2, mit Hilfe einer
aniversellen Eigenschaft beschrieben, der die gesuchte Fundamentalgruppe geniigt.
Insbesondere folgt daraus mit den in 2.2 angerissenen Methoden sofort, dafi die der-
artige Beschreibung die betreffende Fundamentalgruppe bis auf Isomorphie charak-
terisiert. Eine fiir unsere Zwecke ausreichende Version des Satzes von Seifert—van
Kampen entnehmen wir Sec. 14c aus Fulton (10]:

Satz 5 (Secifert-van Kampen): Sei X wegzusammenhingender Raum, und seien U,
V wegzusammenhingende offene Teilraume mit X = U UV, so daB U NV nichtleer
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und ebenfalls wegzusammenhangend ist. In U NV sei ein beliebiger, fortan fester
Basispunkt x aller im folgenden betrachteten Fundamentalgruppen gewahlt, der in
deren Notation unterdriickt wird. Weiter seien in dem Diagramm

/Trl(U) \‘

1(UNV) w31 (X)

N

alle aufgefiihrten Abbildungen induziert durch die Inklusionen der jeweiligen Teil-
rdume. Dann gilt: Fiir jede Gruppe G und alle Homomorphismen hy: m(U) — G
und hy: 7 (V) — G, so dafl das Diagramm

/'\

m(UNV)

\/

kommutativ ist, gibt es einen eindeutig bestimmten Homomorphismus
h: m(X) — G

mit hoj; = hy und ho j, = hy. h ist also die eindeutig bestimmte Wahl eines
Homomorphismus, der das Diagramm

\lﬂ
/

zu einem kommutativen Diagramm vervollstindigt. O

h

Wl(UﬂV) LX) s

Da wir die benétigten gruppentheoretischen Konstruktionen in Form ihrer universel-
len Eigenschaften gebracht haben, macht der Beweis der niichsten Folgerung keine
grofie Miihe:
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Folgerung: Seien X, U, V,UNV wie im Satz von Seifert-van Kampen. Ist U NV
einfach zusammenhingend, so ist m1(X) das freie Produkt der Gruppen 7 (U) und
71(V) beziiglich der Homomorphismen ji: 11 (U) = m(X) und jo: w1 (V) — m1(X).

Beweis: Wegen m1(U NV) = {1} sind sowohl i als auch 7, der triviale Homomor-

phismus, und das Diagramm
m1(U)
m(UNYV) C

Ti'l(V)

1
I

ist folglich fiir jede Gruppe G mit beliebigen Homomorphismen by, hy kommutativ.

DaB dann nach Seifert—van Kampen stets ein eindeutig bestimmter Homomor-
phismus h: m(X) — G mit ho j; = h, und h o jo = hy existiert, bedeutet nach
Definition 2.4 gerade, da8 m (X) das freie Produkt von (U) und m (V) beziiglich
j1 und 7 ist. O

9.4 Homologic und Definition der Betti-Zahlen

Wir kommen nun zu einer Zusammenstellung der grundlegenden Konzepte der Ho-
mologietheorie. In der Einleitung haben wir bereits versucht zu illustrieren, daff man
die Homologiegruppen als eine Realisation des Konzepts auffassen kann, Zusammen-
hangseigenschaften hoherer Ordnung eines topologischen Raumes zu messen. Im
Hinblick auf die Art und Weise, in der wir die Homologicgruppen nutzen wollen
(siche Abschnitt 3.2, dort insbesondere den “Satz von Stokes” fiir das Integral iiber
— spater Homologicklassen reprasentierende — differenzierbare Wiirfel), bringen
wir die Theorie auf der Grundlage singulirer Wiirfel anstelle der klassischen Darstel-
lung mittels singularer Simplizes; dies erleichtert die Anwendung des Satzes von
Fubini erheblich. Vom logischen Standpunkt macht das keinen Unterschied, da die
resultierenden Homologie- und Cohomologietheorien in jeder Hinsicht isomorph sind,
was wir hier natiirlich nicht zeigen, jedoch das Kernargument skizzieren. Fir eine
Einfithrung der singuliren simplizialen Homologie verweisen wir auf Kap. 9 aus Stok-
ker /Zieschang, [28]; alle hier aufgefiihrten Satze der kubischen singularen Homologice-
theorie werden in Massey [19], Chap. VII und VIII gezeigt.

Singulare Homologie

Im folgenden schildern wir die Konstruktion singuliarer Homologiegruppen und stellen
deren grundlegende Bigenschaften zusammen. Dazu bezeichne wie iiblich X einen
topologischen Raum und I := [0, 1] das Einheitsintervall.
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Jede stetige Abbildung I': I* — X, wobei k > 0, I° := {pt} und
IF=[0,1]x--x[0,]]cRF  (k>1)

der k-dimensionale Wiirfel im R* ist, nennen wir einen singuliren k-Wiirfel, kurz
k-Wiirfel. (.(X) sei dann die freie abelsche Gruppe auf der Menge aller k-Wiirfel in
X, deren Elemente nach Abschnitt 2.2 alle ganzzahligen Linearkombinationen von
k-Wiirfeln sind. Falls es ein 2 mit 1 < i < k gibt, so daBl der Wiirfel I': I* — X als
Funktion der i-ten Koordinate konstant ist, nennen wir I' degeneriert; es sei Dy (X)
die von allen degenerierten k-Wiirfeln erzeugte Untergruppe in Qi (X). Insbesondere
st dann Do(X) = {0}, und ein degenerierter 1-Wiirfel ist nichts anderes als ein
konstanter Weg in X.
Wir setzen nun fiir £ > 0

Cr(X) = Qr(X)/Di(X)

und nennen diese Gruppe die Gruppe aller (kubischen) k-Ketten auf X. Die Nicht-
beriicksichtigung degenerierter Wiirfel ist dabei der Preis, den die Verwendung kubi-
scher anstelle simplizialer Ketten erfordert, um auf dem Homologie-Level isomorphe
Objekte zu erhalten. Im Anschluff an die Definition der Homologiegruppen gehen
wir auf diesen Aspekt noch einmal kurz ein.

Der zentrale Schritt im Zuge der Konstruktion der Homologiegruppen ist nun die
Definition des Randoperators @, der prizisiert, was unter orientierten Rindern von
Ketten zu verstehen ist. Zunichst zum Begriff der Seite cines k-Wiirfels T': T8 — X
(k > 1): Darunter verstehen wir fiir 1 <4 <k und s € {0,1} den (k — 1)-Wiirfel

a:F Ik_] —* X'l (tli"'}tk—l) F== F(t],...)’-i__],.‘i,ti,.. -:ltk—l);
die 2k Seiten eines k-Wiirfels sind also die Einschrinkungen von I’ auf die 2k Seiten
von I¥. Dann ist der Rand von T' der (k — 1)-Wiirfel
k .
ar := Y "(—1)¥(8°T - 9\T).
i=1

Wegen (D (X)) C Dy_y(X) fiir alle k > 1 ist 0 auch fiir ecine k-Kette wohldefiniert
und setzt sich wegen der universellen Eigenschaft freier abelscher Gruppen (vgl.
Definition 2.1) fiir alle £ > 1 zu einem Homomorphismus

Oh: Cr(X) — Cr—1(X)

von Kettengruppen fort. Wir setzen noch formal Ci(X) := {0} firr k < 0 und 9 = 0
(trivialer Homomorphismus) fiir alle & < 0. Eine elementare Rechnung zeigt dann:

Hilfssatz 1: Fiir alle k € 7 gilt:

f)k—l o E)k = 0. (]

e
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Wir nennen nun alle k-Ketten mit verschwindendem Rand k-Zyklus oder geschlossen
und solche k-Ketten, die als Rander von (k + 1)-Ketten auftreten, k-Randketien,
berandend oder nullhomolog, und notieren die betreffenden Untergruppen wie folgt:

Zi(X) :=Kemm0x und By(X):=DBild Ohet1-

Nach Hilfssatz 1 ist Br(X) C Zk(X), und daher kann die folgende fundamentale
Definition gegeben werden:

Definition 1 (Homologie): Fiir alle k € Z heifit die Quotientengruppe

- _ Kern(9: Ci(X) — Cr-1(X))
Hy(X) = Zk,(X)/Bk(X) = Bild(@kH; G () — C'k(X))

die k-te Homologiegruppe von X; k-Zyklen, die die gleiche Homologieklasse repra-
sentieren, sind homolog.

Im Falle, daB8 Hy(X) endlich erzeugt ist, wird deren Betti-Zahl (vgl. Definition 2.3)
dic k-te Betti-Zahl von X genannt, in Zeichen py(X) := Rang(H(X)/ Tor Hi(X)),
und ihre Torsionskoeffizienten heiien auch k-dimensionale Torsionskoeffizienten von
X.

Damit konnen wir nun kurz erkliren, wieso es erforderlich war, bei dem gerade
skizzierten Aufbau der kubischen singularen Homologietheorie die degenerierten sin-
guliren Wiirfel zu ignoricren. Siche dazu Punkt (iii) in der nachfolgenden Be-
merkung; zuvor erwiahnen wir noch:

Bemerkung 1:

(i) Die Definition der k-ten Betti-Zahl und k-dimensionalen Torsionskoeflizienten
ist nach dem Struktursatz 2.1 fiir endlich erzeugte abelsche Gruppen sinnvoll.

(ii) Alle kompakten Mannigfaltigkeiten besitzen endlich erzeugte Homologiegrup-
pen. Denn nach Sec. IV.8 aus Dold [6] sind diese Riume sog. “Euklidische
Umgebungsretrakte” (engl. “Euclidean neighborhood retract”), so dafi deren
Homologiegruppen nach Prop. V.4.11 loc.cit. endlich erzeugt sind.

(iii) Sei X = {pt} einpunktiger Raum. Dann ist C.(X) = {0} fiir alle k > 1, da in
diesem Falle alle k-Wiirfel entartet und daher in der Kettengruppe 0 sind, und
somit Hy(X) = {0} fiir k # 0. Klar ist ferner Ho(X) = Z. Dieses Ergebnis, das
sog. “Dimensionsaxiom”, gilt auch im Falle simplizialer singulirer Homologie
(Stécker/Zieschang [28], Satz 9.1.10 S. 219), und die Betrachtungen in Sec. 4.8
aus Spanier [27] zeigen die Isomorphie der zugehorigen Homologictheorien auf
einer hinreichend groflen Klasse topologischer Raume.

Hiitten wir Cr(X) = Qr(X) fiir alle k > 0 gesetzt, hitte dies auf Hp(X) = Z
fiir alle k > 0 gefiihrt, und wegen der Verletzung des Dimensionsaxioms ware
die Isomorphie zur singuliren simplizialen Homologic verlorengegangen.

Die Eigenschaften singuliirer Homologiegruppen besitzen teilweise Analoga aus der
Theorie der Fundamentalgruppe; wir stellen sie nun zusammen, soweit wir sie in
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unserem Rahmen benétigen. Sofern nicht anders angegeben, finden sich die Beweise
in Chap. VII von Massey [19].

Zunachst ist klar, da8 fiir jede k-Kette I': I¥ — X das Bild I'(Z*¥) in genau einer
Wegekomponente von X liegt, denn I* ist wegzusammenhingend. Daraus folgt auch
schon:

Hilfssatz 2: Essei X = J,., X; die Zerlegung von X in Wegekomponenten. Dann
ist fiir alle k € 4 die Homologiegruppe Hy(X) kanonisch isomorph zur direkten
Summe @B, ; He(X;)- O

Der Ausgangspunkt fiir die Interpretation der Homologicgruppen als Ma8 fiir héhere
Zusammenhangseigenschaften ist die Bedeutung der 0-ten Homologiegruppe, die wir
deswegen beweisen:

Satz 1: Fiir jeden topologischen Raum X ist die Homologicgruppe Ho(X) eine freie
abelsche Gruppe, deren Rang gleich der Anzahl der Wegekomponenten von X ist.

Beweis: Wegen Hilfssatz 2 geniigt der Fall, dafi X wegzusammenhiingend ist. Sei
ferner X # § und z € X. Dann bezeichne ¢, den durch z bestimmten 0-Wiirfel,
der gleichzeitig 0-Kette ist. Weil der Rand eines jeden 1-Wiirfels v: I — X gerade
(1) =~(0) ist und Anfangs- und Endpunkt von v beide in X liegen miissen, berandet
¢y nicht. Andererseits ist jede 0-Kette der Form ¢, mit y # 2 zu ¢, homolog, denn
in X existiert cin Weg von 2 nach y, der eine 1-Kette mit Rand ¢, — ¢, definiert.
Da eine beliebige 0-Kette eine Z-Linearkombination derartiger 0-Ketten ist, folgt
Hy(X) = Z, erzeugt von der Homologieklasse von ¢, O

Gegeniiber den von einer stetigen Abbildung induzierten Homomorphismen von Ho-
mologiegruppen verhalten sich diese in gleicher Weise wic die Fundamentalgruppe,
was die beiden folgenden Sitze ausdriicken:

Satz 2: Es sei f: X — Y eine stetige Abbildung zwischen topologischen Réiumen
und k € Z. Dann wird durch fu(T') := foT fiir alleT € Q.(X) ein Gruppenhomo-
morphismus fy: C(X) — Cr(Y) vermittelt. Wegen O o fy = fy o Ok induziert dies
einen Homomorphismus der Homologiegruppen, der mit

for Hi(X) — Hy(Y)

bezeichnet wird. Ist g: X — Y eine weitere stetige Abbildung und gilt f ~ g, so
stimmen die induzierten Homomorphismen tiberein, d.h. es gilt f, = g,. 0

Aus diesem Satz folgt sofort die folgende wichtige Invarianzeigenschaft der Homolo-
glegruppen:

Satz 3: Falls die Abbildung f: X =5 Y eine Homotopiciquivalenz ist, so ist der
induzierte Homomorphismus f.: Hy(X) S F H(Y') der Homologicgruppen fiir alle

k € 4 ein Isomorphismus. O

Insbesondere besitzen also Riaume, die einen gemeinsamen Deformationsretrakt ent-
halten, isomorphe Homologicgruppen. — Zum Schlufl dieses Teils erwihnen wir nur
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kurz, daB es auch in der Homologietheorie ein Resultat gibt, das die gleiche Rolle
wie der Satz von Seifert—van Kampen beim Studium von Fundamentalgruppen spielt:
die lange exakte Homologie-Sequenz von Mayer—Vietoris. Sie beinhaltet Aussagen
iiber die Zusammenhinge der Homologiegruppen von der Vereinigung X = UUV
sweier offener Mengen, den Mengen U und V selbst sowie deren Durchschnitt U N v,
und zwar unter relativ schwachen Voraussetzungen an die beteiligten Teilraume.
Insbesondere braucht UNV nicht mehr wegzusammenhéngend zu sein. Wir verweisen
auf Massey [19], Sec. VIIL5 fiir die Formulierung und den Beweis des Satzes.

Fundamentalgruppe und erste Homologiegruppe

Der Satz, den wir in diesem Teil bringen, besagt, dafl im TFalle wegweise zusam-
menhingender Raume die erste Homologiegruppe vollsténdig von der Fundamental-
gruppe des betrachteten Raums bestimmt wird. Dies ist insofern angenehm, als der
Homotopiebegriff und damit die Fundamentalgruppe der Anschauung zuganglicher
sind als die Definition homologer Ketten, die zudem auch noch sehr singular ausse-
hen kénnen. Entsprechend héufig werden wir diesen Satz im folgenden auch nutzen,
dessen Beweis sich in Sec. VIIL7 von Massey [19] findet.

Sei also z € X Basispunkt von 71 (X, z) und [y] € m(X,z). Dann kann 7y als
1-Kette in X aufgefafit werden und ist als geschlossener Weg mit Aufpunkt z sogar ein
1-Zyklus. Also reprisentiert eine Homologieklasse in Hy (X). Wir erhalten so eine
kanonische Abbildung h: m (X, z) — H1(X). Man kann zcigen, daf diese Abbildung
sogar ein Gruppenhomomorphismus ist, also wohldefiniert auf den Homotopieklassen
und vertriiglich mit den jeweiligen Gruppenverkniipfungen * und +. Insbesondere
muB h damit auf dem Kommutator [m1(X, ), m (X, z)] von mi (X, x) verschwinden,
da H,(X) abelsch ist. Also induziert h einen kanonischen Homomorphismus von der
abelsch gemachten Fundamentalgruppe 71(X,z)*® nach H, (X ). Fiir diesen gilt nun
das folgende Resultat:

Satz 4: Sei X wegweise zusammenhingender Raum. Dann ist der kanonische Ho-
momorphismus von (X, 2)*P nach Hy(X ) ein Isomorphismus, also

m(X,2)** = Hy(X). 0

Homologiegruppen differenzierbarer Ketten

Wir schliefen das Kapitel mit einer technischen Bemerkung iiber Homologiegruppen,
die uns erlauben wird, diese Gruppen auch analytisch zu nutzen, genauer, iiber Ho-
mologieklassen von k-Wiirfeln zu integrieren. Dies macht natiirlich nur dann Sinn,
wenn dic Wiirfel differenzierbare Abbildungen sind, und das hier zitierte Resultat
sagt gerade aus, daf die gesamte Homologicgruppe Hy (M) einer (im C°°-Sinne) dif-
ferenzierbaren Mannigfaltigkeit M allein mit Hilfe differenzierbarer Wiirfel bestimmt
werden kann.

Doch zuvor prazisieren wir dic Begriffe. Ein k-Wiirfel T I — M, wobei k = 1,
heiBe differenzierbarer k- Wairfel oder kurz O - Wiirfel, wenn es eine offene Umge-
bung U von I k in R* gibt, auf der sich I' zu einer differenzierbaren Abbildung der
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Klasse C* fortsetzen lifit. Dann sei Cg°(M) := Q3°(M)/Dg®(M) die freie abelsche
Gruppe auf der Menge aller nicht-degenerierten differenzierbaren k-Wiirfel auf M.
0-Ketten seien definitionsgemasf differenzierbar. Offenbar bildet der Randoperator 0
differenzierbare k-Ketten auf differenzierbare (k — 1)-Ketten ab. Also kénnen' wir
0 auf die Gruppen C°(M) einschrinken und so die k-te Homologiegruppe differen-
zierbarer Ketten als

Kern(8: Cg°(M) — CR (M)

HIE (M) = 22 M) (B ) o= s O (M) — G (b))

definieren. Dann lautet der schon angesprochene Satz, der in § 2 von Appendix A
aus Massey [19] bewiesen wird:

Satz 5: Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Dann gilt fiir alle k € Z: Die
Inklusionsabbildung
C (M) — Ci (M)

von Kettengruppen induziert einen Isomorphismus der zugehorigen Homologiegrup-
pen, d.h. es ist
HE(M) = Hy (M)

fiir alle k € 7. ]
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Das Verschlingungsintegral

3.1 Die Verschlingungsform

Nachdem das vorangehende Kapitel nahezu ausschlieBlich topologisch gepriigt war,
soll nun die Aufgabe in Angriff genommen werden, dic Briicke zur Analysis — und
hicr insbesondere zum Raum Neumannscher Felder — zu schlagen; erste in diese
Richtung zielende Vorbereitungen wurden dabei schon beim Vorzug der kubischen
gegeniiber der simplizialen singuldren Homologictheorie sowie bei den Bemerkungen
iiber Homologicgruppen differenzierbarer Ketten im letzten Teil des vorigen Kapitels
deutlich.

Unser Hauptwerkzeug bei diesem Unterfangen stellt cine Pfaffsche Form dar, die
man heute im wesentlichen nur noch in der Potentialtheorie ansiedelt, deren weit
iiber die Analysis hinausgehende Niitzlichkeit jedoch schon GauB nicht verborgen
geblieben ist, wie aus einem seiner Fragmente aus dem Jahre 1833 hervorgeht (siche
GauB [11], S. 605 — das Fragment ist als Nr. 4 unter dem Titel “Zur mathema-
tischen Theorie elektrodynamischer Wirkungen” erschienen — und vor allem den
lesenswerten Artikel Epple (7] fiir den historischen Kontext). Wir werden im Rah-
men dieser Arbeit wieder und wieder zu ihr zuriickkehren und wollen in diesem
Kapitel die dazu nétigen technischen Grundlagen legen.

Definition 1 (Verschlingungsform): Es sei~y: [0,1] — R? cin stetig differenzierbarer
geschlossener Weg, dessen Ableitung wie tiblich mit % bezeichnet sei. Wir betrachten
das zum Vektorpotential

L)

— [ ——~—dt, xze€R*\Spn,
A J |z — y(¢)]

A(z) =

zugehorige Vektorfeld

v(z) :=rot A(z), xz€ R*\Sp~.
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Dann heifit die durch v auf R®\ Sp~ induzierte 1-Form
w(y) :=vdz+vody +v3dz

die zum Weg v gehérende Verschlingungsform.

In dem Falle, da8 v regulirer Weg ist, fiir alle ¢ € [0, 1] also ¥(t) # 0 gilt, bezeichnen
wir fiir einen Kurvenpunkt = = (t) € Sp+y mit
7(¢)

() 1=

[5(t)]

den Tangenten-Einheitsvektor an die Kurve; dies definiert eine stetige Abbildung
7:Spy — R®. Dann gilt offenbar fiir das Vektorpotential A, das die Verschlingungs-
form von v definiert, A

1 T(z')

- ar |z — |
Y

A(z) ds(z'), zeR’\Spy,

hierbei bezeichnet das auftretende Integral die Integration beziiglich des Bogenele-
ments (siche Forster [8], Kap. 18 S. 210 ff.), jeweils iiber die Komponenten des
Vektorfelds genommen, das im Integranden auftritt. Dies spielt jedoch fiir unsere
weiteren Betrachtungen keine Rolle und sei nur der Vollstindigkeit halber erwihnt.
Weiter bemerken wir:

Bemerkung 1:

(i) Ausgeschrieben lautet das Vektorfeld v aus Definition 1 (wobei r := |z — 2’| fiir
cinen Kurvenpunkt ' = ~(t) stehe):

1

L 30 x (e =1(1) ,

73

U(z) = ppm
0

(ii) Die Verschlingungsform lafit sich in naheliegender Weise auch fiir stiickweise
stetig differenzierbare Wege definieren, indem beziiglich einer geeigneten Zer-
legung von I in Teilintervalle integriert wird.

Anhand der in der vorangehenden Bemerkung ausgeschricbenen Definition des Vek-
torfeldes, das der Verschlingungsform zugrundeliegt, konnen wir dieses physikalisch
interpretieren: Offenbar lantet der Integrand wegen der Beziehung dvy(t) = (t) dt
(jeweils liber die Komponenten genommen):

dy(t) x (x —~(t))
473 )
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Dies ist gerade der Ausdruck, der im Kklassischen “Satz von Biot-Savart” aus der
Magnetostatik auftritt (siche z.B. Gerthsen [12], Gleichung (7.38) aus Abschn. 7.2.5
S. 343), und beschreibt danach die Stirke des Magnetfeldes im Punkte z, das vom
am Ort ~(t) befindlichen «Einheits-Stromelement” dry(t) erzeugt wird. Also kann das
Integral v(z) entlang des gesamten Weges « als die Stirke des Magnetfeldes am Ort
1 angesehen werden, das um den durch Sp~ beschriebenen Leiter entsteht, wenn er
von einem konstanten Strom der Starke 1 durchflossen wird. Im iibrigen war diese
Interpretation auch schon Gauf bekannt; wieder verweisen wir auf Epple [7].

39 Ausbau der Verschlingungsform zu einer Bilinearform

Das Hauptziel in diesem Abschnitt ist die Einfithrung einer symmetrischen Bilinear-
form (im folgenden auch “Verschlingungsintegral” genannt)

H(G) x Hi(G) — 1

auf dem kartesischen Produkt der ersten Homologiegruppen einer zuldssigen Menge
und ihres Komplements (die ja beide in natiirlicher Weise die Struktur eines Z-Moduls
tragen, was den Namen «Bilinearform” rechtfertigt). Dies soll mit Hilfe der im
vorigen Teil eingefiithrten Verschlingungsform geschehen. Bevor wir mit den dazu
bendtigten technischen Vorbereitungen beginnen, sammeln wir zunichst weitere Ei-
genschaften dieser 1-Form bzw. des durch sie definierten Vektorfeldes auf R?\ Sp~.
Zuniichst zeigt man durch elementare Rechnung;:

Hilfssatz 1: Das zur Verschlingungsform eines stetig differenzierbaren geschlossenen
Weges gehérende Vektorpotential A und Vektorfeld v sind harmenisehe Vektorfelder

der Klasse C=(R3\ Sp~), -d-;h- es gilt
un

div A = 0, zet-A=0 bzw. dive =0, rotv =0. 0

Fiir den nichsten Hilfssatz benutzen wir den Kalkiil von Differentialformen in der
folgenden Form: Wir fassen die Standardbasis {dx,dy,dz} des Vektorraums der 1-
Formen auf einer offenen Menge U im R3 formal zu einem Vektor d3 := (dz, dy, dz),
dem sog. “vektoriellen Streckenelement”, zusammen und verfahren analog mit der
Standardbasis {dyAdz, dzAdz, dzAdy} des Vektorraums der 2-Formen auf U: Aus der
letzteren bilden wir das “vektorielle Flichenelement” dS := (dyAdz,dzAdz, dz Ady).
Sind a, b: U — R? geeignete Vektorfelder, kann man also jede 1- bzw. 2-Form auf U
durch formale Skalarproduktbildung in der Form

w) = a-d§ bzw. wy =b-dS

notieren, und es gilt )
d(a-ds) =rota-dS
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fir stetig differenzierbares a. Aus dem vorangehenden Hilfssatz folgt also wegen
w(y) =wv-ds

Hilfssatz 2: Die Verschlingungsform w(vy) eines stetig differenzierbaren Weges ~
ist geschlossen, und es gilt w € Q'(R3 \ Sp~y), was wie iiblich den Vektorraum der
unendlich oft differenzierbaren 1-Formen auf R® \ Sp~ bezeichnet. O

SchlieBlich zitieren wir noch eine weitere Eigenschaft, die den im vorherigen Abschnitt
eingefiihrten Namen “Verschlingungsform” rechtfertigt und auch erklirt, warum
wir die angekiindigte Bilinearform in suggestiver Weise mitunter als “Verschlin-
gungsintegral” bezeichnen werden. Ein Beweis dieses Ergebnisses findet sich in
von Wahl [30] (dort Satz 2.10) oder auch Martensen [18] (Satz 1.4 S. 33); den Begriff
des regularen Hyperflichenstiickes verstehen wir hierbei im Sinne des Beginns von
§ .1 in von Wahl [29] (S. 21 loc.cit.).
0 1 ey loar
Hilfssatz 3: Sei v ein stetig |differenzierbarer geschlossener Weg. Weiter gebe es
ein regulares Hyperflichenstiick, das durch Sp~y berandet wird. Dann gilt fiir einen
weiteren geschlossenen Weg 4 ‘it Spy N Spy = 0: Durchsetzt ¥ den Weg ~ genau
einmal, d.h. schneidet Sp+ die Spur des von v berandeten Hyperflichenstiicks in
genau einem Punkt, so ist
/ w(y) = +1
4

Jje nach dem Durchlaufsinn von . Falls v von 4 nicht durchsetzt wird, ist der Wert
dieses Integrals 0. 0

Damit wenden wir uns nun der Konstruktion der angestrebten Bilinearform zu. Auf
der Grundlage der gerade zitierten Resultate ist klar, wic das geschehen soll: Sind
zwei Homologieklassen aus Hy(G) baw. H;(G) durch sic repriisentierende 1-Zyklen
v € C1(G), 9 € C1(G) gegeben, so stellen diese geschlossene Wege dar. Nach
Satz 2.4.5 diirfen wir annchmen, dafl diese Wege sogar aus der Klasse c*([o, 1])
sind. Also liegt es nahe zu definieren:

(o (31 = [ wis),

5

wobei w(7y) die zum Weg 4 gehorige Verschlingungsform ist und wir fortan Homolo-
gieklassen, wenn nétig, mit spitzen Klammern in der Form {-} notieren, um sie von
Homotopieklassen zu unterscheiden. Um nun einzusehen, daf diese Setzung Sinn
macht, sind natiirlich einige Uberlegungen anzustellen, dic der Inhalt der nichsten
Hilfssitze sind.

Zunachst stellen wir uns dem Problem der Wohldefiniertheit: Wechseln wir zu
einem Weg in derselben Homologicklasse, darf sich der Wert des Verschlingungsinte-
grals nicht dndern. Falls die entsprechenden Reprisentanten zueinander homotop
sind, ist dies ein bekannter Satz aus der Theorie Pfaffscher Formen (siche etwa
Forster [8], Satz 18.5 S. 205), da wir in Hilfssatz 2 bemerkt haben, daf die Ver-
schlingungsform geschlossen ist. Nun ist Homologie aber cin schwiicherer Begriff
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als Homotopie, was noch in den Abschnitten 4.2 und 4.3 illustriert werden wird
(die dort betrachtete Fundamentalgruppe einer Verschlingung zeigt, dafl “Homolo-
gie” nicht notwendig “Homotopie” impliziert), so da wir ein analoges Resultat fir
den Homologiebegriff bendtigen. Es bedeutet keinen wesentlichen Mehraufwand,
ein solches Ergebnis nicht nur fiir die erste Homologiegruppe, sondern fiir Homolo-
giegruppen beliebiger Dimensionen bereitzustellen. Da dies zudem von gewissem
theoretischen Interesse ist, widmen wir uns diesem Problem nun in einem kurzen
Einschub.

Auf der Grundlage von Satz 2.4.5 arbeiten wir dazu von Anfang an in der Gruppe
Cg° (M) der differenzierbaren k-Ketten auf einer glatten Mannigfaltigkeit M. Sei w
cine stetige k-Form auf M. Dann wollen wir das Integral von w {iber eine beliebige
solche k-Kette erkliren. Wie iiblich reicht es, dazu einen differenzierbaren k-Wiirfel
I': I¥ — M zu betrachten. Ziehen wir w mit Hilfe von I’ zuriick, erhalten wir eine
Top-Form auf einer offenen Menge im R*. Daher macht die folgende Setzung Sinn:

/Pw = /ﬂr T*{ua)-

Die Grundlage, diese Definition auch auf Homologieklassen auszudehnen, stellt nun
das folgende angekiindigte Resultat dar, das wir in suggestiver Weise “Satz von
Stokes” fiir k-Wiirfel nennen wollen. Dies suggeriert die Formulierung sofort, auch
wenn das wichtigste Hilfsmittel im Beweis der Satz von Fubini ist. Dadurch zeigt
der Beweis aber in exemplarischer Weise auf, warum die kubische singulare Homolo-
pictheorie fiir analytische Zwecke viel besser als die singulire simpliziale Theorie
gecignet 1st.

Satz 1 (“Stokes fiir k-Wiirfel”): Sei M differenzierbare Mannigfaltigkeit, w stetig
differenzierbare (k—1)-Form auf M und I': I k _, M differenzierbarer k-Wiirfel. Dann

gilt:
/dw=/ w.
r ar

Beweis: Zunichst gilt wegen der Regularitit von I’

[ao= [ T - [, a0

Hierbei ist ['*w eine stetig differenzierbare (k — 1)-Form auf einer offenen Umgebung
V von I*¥ C R, besitzt also eine Basisdarstellung der Form

k
F*wZZfidIl/\dilig/\.../\d/gi/\.../\dmk

i=1

mit geeigneten Koeffizientenfunktionen f; € CY(V,R). Somit folgt

k
d(Tw) = (Z(—l)i“] %) dzy Adza2 A ... A dxy,
i=1 ‘1

ufi
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und Ausintegration der jeweils i-ten Komponente im ¢-ten Summanden nach dem
Satz von Fubini ergibt

* S i—1 aft
fd(r w)=> (-1) o dT1 A A day

Ik i=1 Ik
!
=Z(—1)i—l/(fi(~--,$i—1,1,il«'i+1,---)
i=1 k-1

—fi(...,ﬂ:i_l,o.,ﬂ:i.}_l,...))(i'l'] A...Adz: A ... Adxy

k
22(—1)1 / (fi(tl,...,ti-l,ogti)"'}tk—l)
i=1

Ik-l
= filBip- < shii ol bty gy Sty A ool g,

wobei im letzten Schritt die Variablen dem (k —1)-dimensionalen Integrationsbereich
durch eine Umbenennung angepafit wurden. Wir betrachten nun fiir 2 = 1,. ..,k die
Abbildungen

61,5 Ikﬂl _>Ik) (tl)'-')tkﬁl) — (tlx"'7f'i*]1't;:tia"';tk—l):

wobei s € {0,1}. Insbesondere gilt dann T = 35 (—1)/(I'0 62 — T 0 8}). Fiir die
auBere Ableitung der j-ten Komponente (67); von 67 erhalten wir

(itj fir1<j<i-—1,
dtj_l firi+1< 35 <k,

Deswegen gilt aber fiir den Riickzug von I'*w vermoge ¢6; gerade
(53)*(1“‘*’) = Filli oo BTy St « 1 Eeni J OB A - oo Rt g,

und unsere Rechnung setzt sich wegen der Linearitit des Riickzugs und seiner be-
kannten Funktoreigenschaften wie folgt fort:

fd(I‘*w) :i(—l)* f ((5?)*(1“@) —(éf)*(F*w))

:i(—l)i / ((Poé?)*w—(lﬂorﬁf)*w)

Jk—1

~ f (é(—l)"(h T m;)) "

Jk—

= /(ar)*w:fw.

[k-1 ar
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Daraus ergibt sich aber die behauptete Formel. 0
Damit haben wir wie gewiinscht:

Folgerung: Ist w stetig differenzierbare geschlossene k-Form auf M, so héingt fiir
jeden geschlossenen k-Wiirfel I': I* — M (und also auch jeden k-Zyklus) der Wert
des Integrals [,w nur von der Homologieklasse von I' ab. 0

Inbesondere ist somit die Bilinearform ((-,-)) als Funktion des ersten Arguments
wohldefiniert. Daf} sie auch im zweiten Argument unabhingig von der Wahl des ho-
mologen Reprasentanten ist, folgt dann durch Zuriickfithrung auf das erste Argument
mit Hilfe ihrer Symmetrie, die wir nun zeigen:

Hilfssatz 4: FEs seien v und 4 zwei stetig differenzierbare geschlossene Wege mit

SpyNSpy = 0. Dann gilt
[otn= [ wi.
5 v

Beweis: Mit Hilfe von Bemerkung 1 aus Abschnitt 1 erhalten wir fir den Riickzug
von w(vy) im Punkt ¢ € [0, 1]

(ﬁrﬂﬂﬂﬂ:</ﬁ&)xzg:vundﬂ§@>dt

0

T g o
:/<ﬂﬂxha%wm)ﬁwvdﬁﬂ

473
0

so daf} sich mit dem Satz von Fubini ergibt:

Jwtn = / (5)"w()

07 0
[ 1140 x (1) - ()
Z//<7 Z e 1 ,f}(f.’)> dt dt’
T
¢9 .
= (v'w($))#)
= [wii)
5
Dies wollten wir einschen. O

Soweit die Nachweise von der Wohldefiniertheit der Bilincarform

(.- ) Hi(G) x H\(G) — 7
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beziiglich ihrer Argumente und von ihrer Symmetrie betroffen sind, haben wir diese
nun erbracht. Es bleibt noch die Ganzzahligkeit ihrer Werte zu zeigen. Um dies
einzusehen, miissen wir die sog. Fundamentalgruppe einer Verschlingung studieren,
was wir auf Abschnitt 4.2 verschieben wollen. Mit dem dort zitierten Resultat folgt
die Ganzzahligkeit dann sofort aus Hilfssatz 3.

Wir schliefen mit einer Bemerkung zur physikalischen Interpretation von {(-,-))
und damit zu einer weiteren Rechtfertigung des Namens “Verschlingungsintegral”.
Dazu nehmen wir den Gedankengang vom Ende des Abschnitts 1 auf und schen
w(y) = v-d§ wieder als die 1-Form des Magnetfeldes an, das um den mit konstanter
Stromstirke 1 durchflossenen Leiter herrscht, der durch Sp~ beschrieben ist (un-
sere Wege mogen die iiblichen Voraussetzungen erfiillen). Da das Kurvenintegral
einer 1-Form per Konstruktion die physikalische Arbeit des zugehorigen Feldes ent-
lang des Integrationsweges beschreibt, kénnen wir daher ] w(7y) als diejenige Arbeit
auffassen, die das Magnetfeld um den Leiter verrichtet, wenn sich ein fiktiver mag-
netischer Monopol der “magnetischen Ladung 17 in diesem Feld entlang des Weges
Spv bewegt. (Experimentell ist dies, wenn auch nur fiir ebene Wege, etwa durch
eine in einen Korken gesteckte KompaBnadel zu realisieren, die auf einer Fliissigkeit
in der Nihe des stromdurchflossenen Leiters schwimmt.) Beriicksichtigen wir nun
die bekannte wirbelfeldartige Geometrie eines solchen Feldes, ist klar, daB eine von
Null verschiedene Arbeit nur aus solchen Wegen der Probeladung resultieren kann,
die “parallel” zum Feld des Leiters verlaufen, mit anderen Worten: die mit dem
Leiter auf “nichttriviale Art” verschlungen sind. Dies erklirt den Namen “Ver-
schlingungsintegral” fiir die Bilinearform; Hilfssatz 3 stellt nichts anderes als eine
mathematische Prazisierung dieser physikalischen Zusammenhinge dar.

3.3 Eine erste Anwendung: Angabe ciner unteren
Schranke fiir die erste Betti-Zahl ciner eingebetteten
berandeten 3-Mannigfaltigkeit

Als erste Anwendung unseres im letzten Abschnitt eingefiihrten Kalkiils auf den
eindimensionalen Homologiegruppen von einer offenen oder vom Abschluf} einer offe-
nen Menge des R? und des Komplements konnen wir nun cine Abschitzung beweisen,
die die erste Betti-Zahl einer in den R® eingebetteten berandeten 3-Mannigfaltigkeit
zu der Zahl ihrer Henkel in Beziehung setzt. Der Begrift cines Henkels fiir eine be-
liebige berandete 3-Mannigfaltigkeit lat sich wortwortlich aus Abschnitt 2.1 iiber-
nehmen mit dem einzigen Unterschied, da§ wir dort dic Henkel an den Rand des
3-dimensionalen Einheitsballes geklebt haben, den wir nun durch eine beliebige be-
randete 3-Mannigfaltigkeit ersetzen. Deren Rand bildet in natiirlicher Weise eine
(unberandete) 2-Mannigfaltigkeit, so dafi wir in vollig analoger Weise iiber Einbet-
tungen des 2-dimensionalen Einheitsballes Henkel ankleben kénnen — insbesondere
mit abgeschlossener Umgebung. Selbstverstandlich soll dabei jeder Henkel an eine
Zusammenhangskomponente der Mannigfaltigkeit angeklebt werden. Mit diesen Vor-
bereitungen kénnen wir nun formulieren:
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Satz 2: Es sei M eine berandete 3-Mannigfaltigkeit, die sich stetig differenzierbar
in den R® einbetten lasse. Weiter bezeichne g die Anzahl der Henkel von M. Dann
gilt fiir die erste Betti-Zahl von M:

p(M) > g.

Beweis: Ohne Einschriinkung setzen wir M als zusammenhiingend voraus. Insbeson-
dere ist M als lokal wegzusammenhangender Raum dann auch (global) wegzusam-
menhingend. Es sei F: M %, M' c R? die Einbettung von M nach R®. Zu jedem
der g Henkel von M konnen wir ein Paar (7i,7;) von Wegen mit Spy: € M "\ oM’
bzw. Sp; C M’ := R®*\ M’ finden, das den Voraussetzungen von Hilfssatz 3 aus Ab-
schnitt 2 geniigt, und zwar wie folgt: Es sei vi,) der Weg mit Spur F ({0} x I'), wobei
0 € D? und der betrachtete i-te Henkel durch Ankleben des Zylinders D? x I ent-
standen sei. (Um die Notation einfach zu halten, indizieren wir diesen Zylinder nicht
weiter.) D.h., ;1 verlauft “innerhalb” des i-ten Henkels von M’. Wegen des zu Be-
ginn begriindeten Wegzusammenhangs einer zusammenhingenden Mannigfaltigkeit
gibt es weiter einen Weg ;2 mit Spyi,2 C M'\ F(D? x I) und ;2(0) = ¥:1(1),
~i2(1) = 7i,1(0). Dann setzen wir i = ¥i,1 * 7.2, wobei wir bemerken, dafl wegen
der Differenzierbarkeit der Einbettung i stiickweise stetig differenzierbar ist. Nun
sei 4; der Weg mit Spur F (an X {%}), der also von der Klasse C*! ist und nach
Konstruktion das Hyperfliichenstiick mit Spur F (D? x {}}) berandet. Insbeson-
dere erfiillt das Paar (7;,;) somit die Voraussetzungen von Hilfssatz 3 des vorigen
Abschnitts.

Haben wir zu jedem der g Henkel ein derartiges Paar geschlossener Wege gewihlt,
das offenbar als Paar aus Hy(M') x H (M"Y aufgefaBit werden kann, so gilt sogar
aufgrund der speziellen Wahl der Reprisentanten

({w)s (353) = bis-

Daraus folgt, dal die Homologieklassen (), {r2h - {1et € Hi(M "y Z-linear un-
abhiingig (und damit insbesondere von unendlicher Ordnung) sind und folglich in
Hy(M")/ Tor (H (M) eine freic abelsche Gruppe vom Rang g als Untergruppe
erzeugen. Die Behauptung folgt nun aus Hilfssatz 2.2.2 a). |

Bemerkung: Unsere Betrachtungen vom Anfang des Kapitels 6 werden zeigen, dafl
auf die Differenzierbarkeit der Einbettung verzichtet werden kann.

Unser Resultat stellt einen der grundlegenden Sitze in der Theorie berandeter 3-Man-
nigfaltigkeiten dar und findet sich z.B. auch in Moise [21] als Theorem 23.19, wird
dort jedoch auf vollig andere Art und Weise mit Methoden der geometrischen Topolo-
gie bewiesen. Moise bendtigt nicht die Einbettbarkeit in den R®, verwendet jedoch
den von ihm 1952 bewiesenen tiefliegenden Triangulicrungssatz (siche Moise (20]),
d.h. die Aussage, daB jede 3-Mannigfaltigkeit eine Triangulierung besitzt.

Wir notieren noch, daB sich mit Hilfe der Isomorphic H (M) = m (M) (siehe
Satz 2.4.4) aus dem Satz sofort ergibt:
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Folgerung: Jede berandete, stetig differenzierbar in den R® eingebettete 3-Man-
nigfaltigkeit, die einfach zusammenhéngend ist, besitzt nur Randflichen vom Ge-
schlecht 0 (also keine Henkel). O

Eine derartige Aussage wurde auf ganz andere Weise schon von Kneser gewonnen
(siche Kneser [17]), was mit unseren Methoden jedoch dentlich schneller moglich war.

3.4 Eine Notiz iiber das Fortsetzungsproblem und
wilde 2-Sphéren

Angesichts des im vorangehenden Abschnitt bewiesenen Satzes stellt sich in natiir-
licher Weise die Frage, ob es berandete 3-Mannigfaltigkeiten gibt, deren erste Betti-
Zahl echt groBer ist als die Zahl ihrer Henkel. Die Intuition verneint dies: Nicht
zuletzt wegen der Isomorphie Hy (M) = i (M) stellt man sich unter Riumen mit
nichttrivialer erster Betti-Zahl gerade solche vor, in denen sich geschlossene Kurven
nicht stetig in einen Punkt zusammenziehen lassen. Und der Prototyp von Mengen,
die diese Eigenschaft aufweisen, sind gerade die Henkelkorper, wie wir sie in Ab-
schnitt 2.1 definiert haben. Nichts anderes war die anschauliche Idee, die dem von
uns vorgefiihrten Beweis von Satz 2 zugrundelag.

Daher stellt sich die nichste Frage nach der Notwendigkeit der von uns gestellten
Voraussetzungen an zulissige Mengen G, die im nun angerissenen Kontext iibertrie-
ben vorsichtig erscheinen. Auf den ersten Blick etwa wiire der folgende Argumenta-
tionsgang denkbar gewesen: Wir betrachten offene und ecinfach zusammenhingende
Mengen G des R?, deren Rand dG eine orientierbare geschlossene Fliche ist, d.h.
kompakt und unberandet. Die Klassifikation der geschlossenen Flichen ist ein klas-
sisches Problem der Topologie des letzten Jahrhunderts und wurde durch Radé 1923
endgiiltig zu cinem Abschluf gebracht. Der zugehorige Klassifikationssatz besagt,
daB jede geschlossene orientierbare Fliche homdomorph zu einer 2-Sphare mit g
angeklebten Henkeln ist (siche z.B. Fulton [10], Theorem 17.4 S. 241). Dann ist
G'UdG cine berandete 3-Mannigfaltigkeit, und es liegt nun nahe anzunchmen, daf}
G U 0G hombomorph zum Henkelkdrper mit ¢ Henkeln ist, insbesondere also G
homéomorph zu einem offenen Henkelkérper ist.

Mit dieser Vermutung ist aber ein tiefliegendes Problem beriihrt, das der Fort-
setzbarkeit cines gegebenen Homdomorphismus: Der nach dem Klassifikationssatz
fiir Flichen bekannte Homéomorphismus von 9G zur 2-Sphire mit g angeklebten
Henkeln soll sich zu einem Homéomorphismus fortsetzen lassen, der G homoomorph
auf das Innere eines von G berandeten Henkelkérpers abbildet. Im einfachsten
Fall g = 0 lautet die Frage somit: Berandet jede 2-Sphiire (also eine zur 2-Sphare
homdomorphe kompakte orienticrbare Fliche) eine 3-Zelle, d.h. einen zur offenen
3-dimensionalen Kugel homdomorphen Raum?

Um eine Raumdimension reduziert, entspricht diese Frage einem anderen klas-
sischen Problem: dem Jordanschen Kurvensatz, also der Aussage, dafl jeder zur
1-Sphire homoomorphe Weg die Ebene in genau zwei Zusammenhangskomponenten

| N ——
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zerlegt. Die Losung dieses Problems ist in dem folgenden, auf Schonflies zuriick-
gehenden Satz (um 1910) enthalten, der die “Fortsetzungsnatur” der vorgelegten
Fragestellung unmittelbar ausdriickt:

Satz (Schonflies): Sei J C R? eine topologische 1-Sphire. Dann laBt sich jeder
Homéomorphismus von J in R* zu einem Homéomorphismus von R? auf R? fortset-
sen. Insbesondere berandet also jede 1-Sphare eine 2-Zelle.

Einen Beweis findet man in Moise [21], Theorem 10.4 5. 72. O

Nach diesem positiven Resultat in der Dimension 2 suchte man nach dem Analogon in
der Dimension 3. Alexander konnte 1924 zeigen, daB es fiir den Spezialfall einer sog.
polyedrischen 2-Sphire (also cines 9-dimensionalen Simplizialkomplexes, der zur 2-
Sphire homoomorph ist, wie etwa der Vereinigung der Seitenflichen eines Tetraeders)
in der Tat gilt (siche Moise [21], Theorem 17.12). Es stellte sich heraus, dal es genau
die folgende Terminologie ist, die die Situation angemessen beschreibt:

Definition (zahme und wilde Raume): Sei M ¢ R™ triangulierbarer Raum. M
heifit zahm eingebettet, kurz zahm, falls ein Homéomorphismus h: R* — R™ exi-
stiert, so daB h(M) ein Polyeder ist, wenn sich also ein eine Triangulierung von
M vermittelnder Homoomorphismus global auf den R™ fortsetzen lift. Andernfalls
heifit M wild.

(Dabei verstehen wir unter einem Polyeder die Vereinigung aller Simplizes (als Punkt-
mengen), die einem Simplizialkomplex angehoren, also den einem Simplizialkomplex
zugrundeliegenden topologischen Raum.)

Insbesondere gibt es nach dem Satz von Schonflies also keine wilden 1-Sphiren im
R2. Nach dem Resultat von Alexander erwartete man, daB analog im R® jede 2-
Sphiire zahm ist. Entsprechend viel Aufsehen erregte cine 1921 von Louis Antoine '
publizierte Arbeit (Antoine [3]), in der er eine wilde 2-Sphire im R® konstruierte,
die auch in Chap. 18 von Moise [21] beschrieben ist. Seine Ergebnisse wurden viel
spiter (1948) von Ralph Fox und Emil Artin unter konsequenter Ausnutzung kno-
tentheoretischer Hilfsmittel verfeinert und — was jedenfalls die Raumdimension 3
anbelangt — zu einem gewissen Abschlu8 gebracht; in ihrer Arbeit Fox/Artin [9]
haben die Autoren insbesondere die gerade definierten Begriffe der Zahmheit und
Wildheit triangulierbarer Mengen eingefiihrt.

Dieser Verdffentlichung entnehmen wir nun die Antworten auf die eingangs gestell-
ten Fragen: Die Skizze am Ende von Example 3.1 loc.cit. liefert zusammen mit
Example 2.2 das Beispiel einer 2-Sphire, deren beiden Komplemente nichttriviale
abelsche Fundamentalgruppen (mit Elementen unendlicher Ordnung) besitzen, die
folglich mit der ersten Homologiegruppe iibereinstimmen. Nehmen wir nun zum
Beispiel die Vereinigung der beschrankten Komponente mit dieser Sphare, so ist dies
also eine berandete 3-Mannigfaltigkeit mit nichttrivialer erster Betti-Zahl, die jedoch
keinen Henkel besitzt; mithin ist hier die Ungleichung aus Satz 2 strikt erfullt.

Antoines Leistung kann gar nicht genug gewiirdigt werden: lir war blind.
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Schliellich wird am Ende von Example 3.3 loc.cit. die Konstruktion einer 2-Sphére
skizziert, deren beiden Komplemente zwar einfach zusammenhingend sind, jedoch
als 3-Mannigfaltigkeiten nicht homdomorph zu einer offenen 3-Zelle sind und somit in
unserem Sinne keinen Henkelkorper (hier mit g = 0) darstellen: 2-Sphiren beranden
nicht notwendig 3-Zellen! Vor dem Hintergrund dieser Beispiele mogen unsere in
Definition 2.1.1 angebrachten Voraussetzungen nun plausibler erscheinen.

In gewisser Weise berithren wir hier eines der grofien ungelésten Probleme der
Topologie: die Klassifikation der 3-Mannigfaltigkeiten (siche etwa Hempel [15] fiir
eine Ubersicht). Dadurch, daB diese noch offen ist, besteht kein Uberblick iiber die
an dieser Stelle als willkiirlich empfundenen “pathologischen” Effckte.
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Fundamentalgruppe und erste Homologiegruppe
von G und G

4.1 Fundamentalgruppe und erste Homologiegruppe
von G

Unser Ziel ist es nun, eine Basis fiir den Raum Neumannscher Felder zu konstru-
icren, und zwar fiir Neumann-Felder im Inneren G einer zulassigen Menge sowie In
hrem AuBenraum (. Dazu ist jedoch eine genaue Kenntnis der ersten Homolo-
gicgruppen von G und G erforderlich; deren Struktur (und damit Zusammenhangs-
eigenschaften erster Ordnung von den zugrundeliegenden Mengen) wird wesentlich
in die betreffenden Beweise eingehen. Der Basiskonstruktion widmen wir uns da-
her erst im nichsten Kapitel und gehen zuvor die Bestimmung der angesprochenen
Homologiegruppen an. In gewisser Weise kniipfen wir dabei an die Betrachtungen
des letzten Abschnitts an: Wir werden sehen, dafi die Henkelkorper diejenigen 3-
Mannigfaltigkeiten sind, die in bezug auf die erste Betti-Zahl ganz der Anschauung
entsprechen in dem Sinne, daf8 bei ihnen die untere Schranke fiir die erste Betti-Zahl
aus Satz 2 in Abschnitt 3.3 gerade angenommen wird.

Aufgrund des engen Zusammenhangs zwischen der Fundamentalgruppe und ersten
Homologiegruppe eines wegweise zusammenhingenden Raumes (Satz 2.4.4) werden
wir dabei so vorgehen, daf8 zuerst die Fundamentalgruppen der betreffenden Raume
bestimmt werden. Mit Hilfe unserer in Abschnitt 2.2 erfolgten gruppentheoretischen
Vorarbeiten werden sich daraus die gesuchten Homologicgruppen leicht ergeben.

Die entsprechende Aussage beziiglich des “Innenraums” (7 ist nun:

Satz 1: Die Fundamentalgruppe von G ist isomorph zum freien Produkt von g
Kopien von Z:

m(G) = I*9.

Beweis: Wir fithren eine vollstindige Induktion nach der Anzahl g der Henkel mit
Hilfe des Satzes von Seifert—van Kampen durch. Der Fall g = 0 ist trivial; sei also
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zunichst g = 1. Wir betrachten nun das Urbild F~!(G) von G unter der Einbettung
F; dabei sind alle Notationen wie in Abschnitt 2.1 gewiihlt. Ist der Henkel durch An-
kleben des “erweiterten Zylinders” D2 x I vermége der Klebeabbildung ¢ entstanden,

withlen wir analog zum Beweis von Satz 2 in Abschnitt 3.3 in D? U o(D? x {0,1})
einen geeigneten reguliren und injektiven Weg w von ¢(0,1) nach ¢(0,0) und um
diesen einen abgeschlossenen Zylinder, der in D?® enthalten ist und dessen Dach-
bzw. Bodentliiche mit der zugehdrigen “Klebestelle” o (D? x {0}) bzw. (D? x {1})
tibereinstimmt. Es sei dann Z der “Schlauch”, der aus der Vereinigung dieses Zylin-
ders mit D? x I (dem Urbild des Henkels) entsteht. Wir setzen jetzt U := GNF( 2’)

und V = F(IO)"’); dies sind offene, wegzusammenhingende Teilrdume von G mit
G = U UV. Ferner definieren wir den Weg v := F(0, -) * F ow, der innerhalb des
Schlauches U verliuft. Nach Konstruktion enthilt U dann Spy = S1 als (strengen)
Deformationsretrakt, so da§ nach Satz 2.3.4 7 (U) = ([y]) = Z gilt. DaUNV
(ein Zylinder) offensichtlich einfach zusammenhingend ist. ergibt sich wegen des
einfachen Zusammenhangs von V' mit der Folgerung aus dem Satz von Seifert-van
Kampen am Ende von Abschnitt 2.3 schlieflich

m(G) =7 {1} =27,

wobei die letzte Isomorphie aufgrund der Eindeutigkeit des freien Produkts von Grup-
pen (Hilfssatz 2.2.4) klar ist (Z erfiillt ja trivialerweise dic universelle Eigenschaft aus
Definition 2.2.4).

Ist g > 1, sei U wie eben und V := G\ F(D? x I) = F(ﬁ'y_;); mit Hilfe der
Induktionsvoraussetzung und der Folgerung aus Seifert van Kampen ergibt sich die
Behauptung sofort. O

Sind wir an dem expliziten Aussehen von 7 (G) interessiert und nicht nur an einer
Darstellung bis auf Isomorphie, kénnen wir dem Beweis entnehmen:

Bemerkung 1: Bezeichnen wir mit ~; den durch den i-ten Henkel von G ver-
laufenden geschlossenen Weg wie im vorangehenden Beweis, so gilt

WI(G):<[’71]>*<['72]>*"'*“%Uf

mit anderen Worten: m,(G) ist die freie Gruppe auf ciner Menge S von Homo-
topieklassen, wobei S := { [y1], [y2), - - ., [7,] }. 0O

Indem man weiter wortwortlich wie im Beweis von Satz 2 aus Abschnitt 3.3 vorgeht,
sicht man ferner:

Bemerkung 2: Zu jedem der g Henkel von G (wobei g > 1) existiert ein Paar (vi, ¥;)
geschlossener, stiickweise stetig differenzierbarer Wege mit Sp~; ¢ G und Sp; € G,
so daf gilt: m,(G) ist die freic Gruppe auf der Menge S = { [y1], [y2], .- -, [v4] } von
Homotopieklassen, und jedes Paar erfiillt die Voraussetzungen von Hilfssatz 3 aus
Abschnitt 3.2. Dabei gilt sogar

(n) (4;)) =6:5  fiirallel <i.j < g. U
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Diese Bemerkung wird sich fiir die Konstruktion einer Basis fiir den Raum Neu-
mannscher Felder als bedeutsam erweisen und daher auch noch einmal in den nach-
folgenden Satz aufgenommen werden.

Aufgrund der Isomorphie H(G) = 71(G)*® (Satz 2.4.4) erhalten wir jetzt namlich
aus Bemerkung 1 mit Hilfe von Hilfssatz 2.2.6 unmittelbar das Aussehen der ersten
Homologiegruppe von G:

Satz 2: Es scien die Wege ~; (wobei 1 < i < g) wic in Bemerkung 2 gewabhlt.
Dann ist die erste Homologiegruppe von G die freie abelsche Gruppe auf der Menge
Ba= { I}l - {0} } von Homologieklassen, d.h. es gilt:

H(G)={{mh) & {{n}) e &{n})

Insbesondere ist also Hy(G) = 79 und p1(G) = g, und die Menge S bildet eine Betti-
Basis von H,(G). Ferner gibt es zu jedem der Wege ~y; einen Weg ; mit Sp9; C G,
so daB fiir 1 < 1,7 < g die Auswertungen

(({’)’i}a {'?3}» = ‘51',1'
unter dem Verschlingungsintegral gelten. OJ

Es wird sich zeigen, daB damit die wesentliche analytische Information, die die
“7usammenhangseigenschaften erster Ordnung” von G beinhalten, erfafit wurden.

4.2 Die Fundamentalgruppe ciner Verschlingung

Nachdem wir das explizite Aussehen der ersten Homologiegruppe von G kennen,
bieten sich verschiedene Maglichkeiten an, mit unseren Betrachtungen fortzufahren.
Zum einen lieBe sich schon an dieser Stelle mit Hilfe des Alexanderschen Duali-
titssatzes auf die erste Homologiegruppe des Aufenraums G schliefien; da in der
Formulierung des Alexanderschen Satzes das Komplement der betrachteten Menge
involviert ist, bemerken wir zunéchst:

Bemerkung 3: Eine Betrachtung des Beweises von Satz 1 aus Abschnitt 1 zeigt,
daB hierin (mit den offensichtlichen technischen Modifikationen) die Menge G' durch
ihren AbschluB8 G ersetzt werden kann, ohne da8 sich das Resultat dndert. Es gilt
also

m(G)=m(G) und H\(G)= H\(G). O

Daher kénnen wir die Aussagen des klassischen Alexanderschen Dualitatssatzes be-
ziiglich der Betti-Zahlen und auch der Torsionsgruppen der Homologiegruppen an-
wenden; hierbei besagt letztere Tor(Hy—1(A)) = Tor (H,—x—1(R*\ A)) fiir kompakte
Untermannigfaltigkeiten A € R? mit 0 < k < n — 1 (siche Alexandroff/Hopf (2],
§ X1.4 S. 440 oder Stocker/Zieschang (28], Bsp. 14.8.7 (b) S. 380, wobei zu beachten
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ist, daf nach den Triangulierungssitzen von Moise bzw. Radé jede kompakte Un-
termannigfaltigkeit des R® triangulierbar ist). Damit erhalten wir also im Fall
k=1 Tor(Hl(G)) Tor(Ho(G)) = {0} (denn die O-te Homologiegruppe ist nach
Satz 2.4.1 frei abelsch), und wegen der Dualititssaussage n (G) = p1(G) fiir die er-
sten Betti-Zahlen folgt schlieBlich wie erwartet H,(G) = 79 =~ H, (G). Hierauf wer-
den wir auch in Abschnitt 5.2 noch einmal zuriickkommen.

Doch bei dieser Argumentation haben wir gleich von zwei tiefliegenden Sétzen
Gebrauch gemacht: einmal vom Alexanderschen Dualititssatz selbst, zum anderen
von den Triangulierungssitzen von Moise fiir 3-Mannigfaltigkeiten bzw. Radé fiir
2-Mannigfaltigkeiten (fiir letzteren siehe Theorem 8.3 in Moise [21]). Zudem hat
diese Herleitung den Nachteil, da$f sie nicht sonderlich instruktiv ist, wihrend die
Aussage H,(G) = 79 anschaulich ganz klar ist, da mit ¢ das Komplement eines
Henkelkorpers vorliegt und man daher erwartet, daf8 dessen erste Homologiegruppe
von den “dualen Wegen” 4, aus Satz 2 des vorigen Abschnitts erzeugt wird.

Daher geben wir cine alternative und elementarere Herleitung, die die Anschau-
ung unterstiitzt und bei der wir gleichzeitig die Fundamentalgruppe von G explizit
bestimmen. Sie beruht auf der Kenntnis der sog. Fundamentalgruppe einer Ver-
schlingung, also einem Resultat aus der Knotentheorie. Mit dessen Hilfe kann dann
auch der in Abschnitt 3.2 aufgeschobene Ganzzahligkeitsnachweis fiir das Verschlin-
gungsintegral nachgeholt werden; wir bendtigen dieses Ergebnis also ohnehin.

Auch wenn die im Rahmen der Bestimmung von der Fundamentalgruppe eciner
Verschlingung notwendigen Beweise elementarer Natur sind, iibergehen wir sie, um
uns kurz zu fassen, und beschreiben vielmehr direkt, wic man eine Prisentation (vgl.
Definition 2.2.6) der betreffenden Gruppe gewinnt.

Dazu fassen wir zunichst die notwendigen knotentheorctischen Notationen zusam-
men; diese findet man z.B. in Chap. 1 von Crowell/Fox [5]. Bin Knoten ist bekannt-
lich das Bild einer Einbettung S' < R3, und zwei Knoten K, Ky heifien aquivalent,
falls es einen Homo6omorphismus von R? in sich gibt, der K, auf K, abbildet (offen-
bar ist dies also wieder ein Fortsetzungsproblem!). Das wichtigste Hilfsmittel, um
zu entscheiden, ob zwei vorgelegte Knoten dquivalent sind, ist die Untersuchung von
7 (R3\ K), du‘ sog. Fundamentalgruppe oder kurz Gruppe des Knotens. Da das
Komplement eines Knotens wegzusammenhingend ist, ist die Gruppe des Knotens
bis auf Isomorphie von der Wahl des Basispunkts unabhiingig (Satz 2.3.1); man

wiihlt ihn daher geeignet und unterdriickt ihn in der Notation. Eine Verschlingung
L ist dann die Vereinigung von endlich vielen disjunkten Knoten, und analog heifit
m (R*\ L) die Gruppe der Verschlingung. Ahnlich wie in Abschnitt 3.4 unterschei-
det man auch bei Knoten zwischen zahmen und wilden Knoten; insbesondere sind
polygonale, d.h. stiickweise lineare Knoten zahm (vgl. dazu auch Theorem 19.1 in
Moise [21]). Die gesamte im folgenden dargestellte Theorie ist in dieser Form nur auf
zahme Knoten anwendbar, was fiir unsere Belange jedoch keine Rolle spielt, da nach
Appendix I von Crowell/Fox [5] insbesondere alle stiickweise stetig differenzierbaren
Knoten dquivalent zu einem polygonalen Knoten sind (also folglich auch isomorphe
Gruppen besitzen); vgl. auch Theorem 1.2.1 loc.cit.

Das von uns benétigte Resultat ist eine Prasentation der Gruppe einer Verschlin-
gung von polygonalen Knoten. Um die hierbei auftretenden Erzeuger zu spezifizieren,
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verwenden wir die iibliche Projektionsdarstellung: Dazu wird das Koordinatensy-
stem so gewihlt, daB bei vertikaler Projektion von L auf die zy-Ebene hochstens
swei Punkte von L aufeinander abgebildet werden und keine der Ecken von L ein
solcher Doppelpunkt ist. Daf8 dies bei geniigend allgemeiner Lage des Koordinatensy-
stems immer moglich ist, zeigt Theorem 1.3.1 aus Crowell/Fox [5]. Diese Projektion
heifit unter diesen Voraussetzungen auch das Diagramm von L. In diesem werden
diejenigen Bégen unterbrochen gezeichnet, die die kleinere z-Koordinate besitzen,
also “unterhalb” des durchgezogen gezeichneten Bogens (von positiver z-Richtung
aus gesehen) verlaufen.

Wir kommen damit zur Spezifikation von Erzeugern der Gruppe von L. Dazu
zeichen wir in dem folgenden Diagramm der Einfachheit halber L als zusammenhén-
gend; es ist aber klar, daf8 bei jeder Komponente von L entsprechend zu verfahren
ist, um zu Erzeugern zu gelangen. Stellen wir nun L in der Projektionsmethode dar,
liefert dies eine Darstellung als Vereinigung endlich vieler disjunkter Bogen a;:

R

,y

Der Basispunkt fiir die Fundamentalgruppe wird jetzt geniigend weit “oberhalb” von
L gewihlt, so daB8 er durch eine Ebene von L abgetrennt ist. Zu jedem Bogen a;
wihlen wir einen geschlossenen Weg g; in R® \ L, der der Rand eines geeigneten
Dreiecks mit dem Basispunkt als Spitze ist, so dal a; die Dreiecksfliche in einem
Kkleinen Abstand zu dessen Grundlinie durchstéft. Wir bemerken schon an dieser
Stelle, daB dann offenbar das Paar (g;, L) die Voraussctzungen von Hilfssatz 3 aus
Abschnitt 3.2 erfiillt und somit gilt:

Bemerkung 4: Es ist [, w(g:) = 1 fiir alle 1. O

Nun kann man zeigen (siche Moise [21], Theorem 15.1), daff wir mit den g; schon ein
Erzeugendensystem der Gruppe von L gefunden haben:
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Hilfssatz 1: Mit den oben eingefiihrten Notationen gilt: 71 (R3 \ L) wird von der
Menge S := {[g1], [gg],...,[gn]} von Homotopieklassen (wobei n die Anzahl der
Bdogen von L angibt) erzeugt. O

Nach Hilfssatz 2.2.7 ist damit insbesondere 7, (R% \ L) epimorphes Bild der freien
Gruppe auf S, die wir im folgenden mit F(S) bezeichnen, und eine Prisentation der
Gruppe von L ist gefunden, wenn wir gewisse Relationen angeben konnen, so dafl der
von diesen erzeugte Normalteiler in F(S) den Kern des Epimorphismus v: F (S) —» G
erzeugt. Zunichst ist klar, daf8 jedem Kreuzungspunkt dreier Bégen a;,a;, ax von L
(man beachte, daf8 diese nicht zur gleichen Komponente von L zu gehoren brauchen)
ein sog. Kreuzungswort v; € F(S) zugeordnet werden kann, das sich in m (R3\ L)
zur Identitit reduziert und somit im Kern von v liegt. r; hiangt von der Orientierung
des “oben” verlaufenden Bogens ay ab, die in der iiber dem jeweiligen Kreuzungswort
stehenden Skizze eingetragen ist, und lautet in diesen beiden méglichen Fillen:

a, Gy

[ i

= (1) 1) —=

a, a;

ri = [9illgk]lg;] gx] ! v = [9illgx] ™ g;) ™ ox]

(Es sei betont, da8 ; ein Produkt von Elementen in J* (5) und nicht in der Funda-
mentalgruppe von L ist.) Anschaulich gesprochen sind die 7;’s in 7, (R3 \ L) gleich
der Identitét, weil der zugehdrige homotope Weg in den obigen Diagrammen unter-
halb der Verschlingung nach rechts unten stetig weggezogen werden kann. Wir setzen
dann R := {r,ry,...,7,} und bezeichnen mit N(R) den von R erzeugten Normal-
teiler in F°(S). Dann ist klar, dal N(R) C Kernv gilt; dic Aussage des folgenden
Satzes (Theorem 15.4 in Moise [21)) ist, daB jede weitere Relation in F(S) bereits
Konsequenz von R ist und wir somit eine Prasentation der Gruppe von L gefunden
haben:

Satz 3: Sei L C R? eine Verschlingung, und scien S == { [g1], [ga], - - ., (9] } und
R = {1'1,7'2,...,7‘,1} das oben beschriebene Erzeugendensystem bzw. die Menge
der Kreuzungsworter von my(R*\ L). Dann ist N(R) der Kern des Epimorphismus
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v: F(S) — G und folglich
F(S)/N(R) = 1 (R?\ L).
Insbesondere ist (S, ) eine endliche Prisentation von m (R*\ L). O

Wir schlieBen den Abschnitt mit dem angekiindigten Beweis der Ganzzahligkeit des
Verschlingungsintegrals, die sich nun unmittelbar aus den vorangehenden Satzen
ergibt.

Hilfssatz 2: Es sei ({7},{4}) € H*(G) x H®(G) = H,(G) x Hy(G). Dann gilt
() el

Beweis: Wir fassen Sp+y als Verschlingung (bestehend aus einer Komponente) auf.
Dann laBt sich 4 als Element von 73 (R*\Sp-y) ansehen und als solches nach Hilfssatz 1
als Produkt von Potenzen der Homotopieklassen [g:) € 71(R3\ Spy) schreiben. Die
Behauptung folgt nun aus Bemerkung 4. O

4.3 Fundamentalgruppe und erste Homologiegruppe
von G

Mit Hilfe der Fundamentalgruppe einer Verschlingung ergibt sich die Fundamen-
talgruppe von G nun leicht, da mit G “fast” das Komplement einer Verschlingung
vorliegt. Was “fast” bedeutet, prizisieren wir im néchsten Hilfssatz, fiir den wir eine
neue Menge einfiihren:

Besitzt die Menge G dabel g Henkel, so betrachten wir den i-ten Henkel, der durch
das Ankleben von D? x I vermoge ¢; an D3 entstanden sei, und bezeichnen mit o;
den Weg F(0, -), wobei 0 € D? ist (diesen Weg hatten wir schon im Bewels von
Satz 1 aus Abschnitt 1 benutzt, um die geschlossenen Wege vi durch die Henkel von
G zu definieren). Spo; verlduft also gerade durch den i-ten Henkel von G zwischen
den beiden Verklebestellen. Dann sei Gy, die Menge, die entsteht, wenn an F(D?)
vermoge der Abbildung F o ¢; (entsprechend eingeschrinkt) Spo; angeklebt wird,
und zwar fiir jedes 1 <4 < g. Unter G,y kann man sich also den “Rumpf” F(D?)
des Henkelkorpers G vorstellen, an den statt der Henkel nur Wege angeklebt wurden,
die vormals im Inneren der Henkel von G verliefen.

Unsere Beobachtung ist nun:

Hilfssatz 3: Es gilt G ~ R® \ GL,4, d.h G und R*\ G, sind vom gleichen
Homotopietyp und besitzen somit isomorphe Fundamental- und Homologiegruppen.

Beweis: Wir zeigen, daf G und R®\ G|, , einen gemeinsamen Deformationsretrakt
enthalten und somit vom gleichen Homotopietyp sind (vgl. Satz 2.4.3). Dieser
(sogar strenge) Deformationsretrakt ist namlich das Komplement des Raumes, der
entsteht, wenn D? iiber die zugehorigen Verklebeabbildungen mit den Zylindern
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5? x I ohne Mantelfliche verklebt und anschlieiend vermoge F nach R® eingebettet
wird. Offenbar geniigt es, die zugehérigen Homotopien in Umgebungen der Zylinder
zu definieren, iiber die die Henkel angeklebt werden (den Rest erledigt geeignetes
Komponieren mit '~! und F). Fiir G betrachten wir dazu die (in der Umgebung
des i-ten Zylinders definierte) Abbildung

(D2x)\(D*xI)) x I — D2x1, (z,8)xt— ((1—t)x+t(1+e)|_i~l,s)

und fiir R*\ G, 4 analog die in der Umgebung von Spo; gegebene Abbildung

(DEx D)\ ({0} x 1)) x T — D2 x T, (2,8) % t— ((1—t)z +¢(1 -I—E)ﬁ,s),
&

die jeweils radiale Deformationen auf AD? x I definieren. Diese leisten offenbar das
Gewiinschte. ]

Somit ist klar, wieso — was die Fundamental- und Homologiegruppen anbelangt —
das Komplement eines Henkelkorpers “fast” dem Komplement der Verschlingung
UlS i<gSPo; entspricht. Aufgrund der in Definition 2.1.1 gestellten topologischen
Voraussetzungen (i) und (ii) an G koénnen wir nun auch auf R*\ G, , das Ergebnis
aus Satz 3 des vorigen Abschnitts iiber die Fundamentalgruppe einer Verschlingung
anwenden, was eine Inspektion des Beweises in Moise [21] zeigt (vgl. dazu insbe-
sondere die zentralen Argumentationsschritte auf S. 103 unten bzw. S. 104 unten,
die die topologischen Voraussetzungen an zulassige Mengen erkliren). Indem wir
entsprechende Erzeuger g, wie bei der Gruppe einer Verschlingung fiir R3 \ GlL.g
wihlen, erhalten wir:

Satz 4: Fir die Fundamentalgruppe von & gilt
m(G) = m(R3\GLy) = F(S)/N(R).

wobei Erzeugendensystem S und Kreuzungsworter R wie in Satz 3 aus Abschnitt 2
fiir R3 \ G, zu withlen sind. O

Das Abelschmachen der Fundamentalgruppe 7, (G) = i (R*\ Gp,,) liefert dann
wieder die erste Homologiegruppe von G. Um das Resultat dieser Operation zu er-
halten, sind die Verinderungen bei den Relationen R zu betrachten, wenn wir zur
abelsch gemachten Gruppe ibergehen. Nach dem letzten Abschnitt lauten diese Re-
lationen gerade (die wir nun durch den Epimorphismus v in die Fundamentalgruppe
transportieren)

1

L=w(r;) = [g:] * [gx] * [g;]7" * [gx] ™" oder 1= wv(r;) = [g:] * [gx) ™" * [g5]7" * [gn),

was sich in der abelsch gemachten Gruppe zu

1 =) = |gi] [gj]_l oder 1=v(r;) = [g:] # [gj]"'
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reduziert. Das aber bedeutet: Alle Erzeuger [g:], die zu Bogen a; derselben Zusam-
menhangskomponente im zugehorigen Diagramim gehoren (und fiir die daher Kreu-
sungsworter wie gerade betrachtet existieren), reprasenticren in der abelsch gemach-
ten Fundamentalgruppe dasselbe Element. Wegen der Voraussetzung (i) in Defi-
nition 2.1.1 fiir zuldssige Mengen ist jedoch sichergestellt, daB sich die Bilder von
Spo; und Spoj in der Projektionsdarstellung fiir i # j nicht schneiden. Wahlen wir
also fiir jedes 7 genau einen der #quivalenten Erzeuger wie gerade beschrieben und
bezeichnen diesen mit [g:], liefert das cinen Isomorphismus

H(G) = m(R3\ Trg)™ — ([G]: 32l - 196] \*b = 79,

d.h., Hy(G) ist frei abelsch vom Rang g.
Sind nun 4; (1 <1 < g) die “dualen Wege” zu den Henkeln von G wie in Satz 2
bzw. Bemerkung 2 aus Abschnitt 1, so zeigt diese Bemerkung ferner, da die ¥;

iber 7 linear unabhingig sind und daher <{’?1}:{’?2},~-,{’?g}> = €B1§i§g<{'7i}>
gilt. Nach Hilfssatz 2.2.2 b) ist die Inklusion @, <;<,({7:}) < H,(G) folglich ein
Isomorphismus, und wir haben gezeigt: T

Satz 5: Fiir 1 <i < g seien die Wege ;, die sogenannten dualen Wege der Henkel,
wie in Bemerkung 2 aus Abschnitt 1 gewahlt. Dann ist die erste Homologiegruppe
von G die freie abelsche Gruppe auf der Menge S = {{1}, {Haks csea i) } von
Homologicklassen, d.h. es gilt:

H(6) = () @ ({1 @ - @ ({1,h) = 2.
Folglich ist pl(é) = g, und die Menge § bildet eine Betti-Basis von III(G).
Falls S = {{m}, {v2},---+ (e} } die Betti-Basis von H,(G) aus Satz 2 in Abschnitt 1
bezeichnet, so gilt fir alle 1 < 1,759
(w4330 = bis- 0
Insbesondere haben wir auf diese Weise auf elementare Art die Beziehung

H,(G) =~ H,(G)

gezeigt, die sich sonst aus dem tiefliegenden Alexanderschen Dualitatssatz wie zu Be-
ginn von Abschnitt 4.2 vorgefithrt (ohne jegliche geometrische Interpretation) ergibt.




9

Der Raum Neumannscher Felder in G und G

5.1 Potentialtheoretische Vorbereitungen

Nachdem wir im letzten Kapitel die ersten Homologiegruppen des Innen- und auch
Auflenraums zulissiger Mengen explizit bestimmt haben und somit nun iiber einen
vollstindigen Uberblick iiber deren “Zusammenhangseigenschaften erster Ordnung”
verfugen, wobei wir die hier zutage tretende topologische Dualitit mit Hilfe des
Verschlingungsintegrals sogar analytisch ausdriicken konnten, sind alle in unserem
Kontext notwendigen topologischen Betrachtungen abgeschlossen. Wir kénnen da-
her jetzt die analytische Seite unseres Ziels, eine Basis fiir den Raum Neumannscher
Felder zu konstruieren, angehen und stellen in diesem Abschnitt die benétigten po-
tentialtheoretischen Hilfsmittel zusammen.

Zunichst geben wir der Vollstandigkeit halber noch einmal die nachfolgenden Defi-
nitionen. Wir betonen hierbei ausdriicklich, dafi wir in der gesamten Arbeit glatt be-
randete Gebiete im Sinne der Definition zu Beginn von § 6.2 in Gilbarg/Trudinger [13]
verstehen.

Definition 1 (Dirichletsche und Neumannsche Felder):

Sei G eine beschrinkte offene Teilmenge des R® mit endlich vielen Wege-Komponen-
ten. Ihr Rand O0G sei stetig gekriimmt (d.h. von der Klasse C?), orientierbar und
geschlossen (also kompakt und unberandet) und besitze ebenfalls endlich viele Wege-
Komponenten. Ferner sei G := R3\ G.

(i) Ein Vektorfeld v € C'(G,R3) N C°(G, R?) heift Dirichletsches Feld in G, wenn
es harmonisch ist (also divv = 0 und rotv = 0 in G gelten) und dessen Tangen-
tialkomponente auf G verschwindet, also fiir alle £ € G gilt

n(€) x v(§) =0,

wobei n(§) die duflere Normale beziiglich G in & € G bezeichnet. Wir setzen
dann

Y(G):={y|ye CYG,R*)NC°G,R?), yist Dirichletsches Feld in G}
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fiir den Vektorraum aller Dirichletschen Felder in G. Fiir den AuBlenraum G
definieren wir als Raum Dirichletscher Felder

A~

Y(G) :={y|ye CG R*)N C°(G,R?), y ist Dirichletsches Feld in G
und |y(z)| = O(1/|=|?) fiir |z| — 0 }. ‘

(ii) Das Vektorfeld v € C*(G, R3)NC°(G, R3) ist ein Neumannsches Feld in G, falls
es harmonisch ist und dessen Normalkomponente auf G verschwindet, also fir
alle £ € 0G

(n(€),v(€)) =0

gilt. Wir setzen dann

Z(G) ={z|z€C'(G, R3) N CP(G, R?) fiir ein p € ]0,1],

2 ist Neumannsches Feld in G }

fiir den Vektorraum aﬂe}" Neumannschen Felder in G. Der Raum Neumannscher
Felder im Aulenraum G sei

2(G) = { |z € CY(G,R¥) N CP(G,R?) fiir ein p €]0,1],
» ist Neumannsches Feld in G
und |z($)| = O(1/|z|?) fiwr |z| — oo k.

Beziiglich der vorangehenden Definition ist eine kurze Bemerkung angebracht, wieso
fiir Neumannsche Felder im unbeschrinkten Aufienraum G (und auch Dirichletsche
Felder. auf dic wir aber nicht weiter eingehen) ein bestimmtes Abklingverhalten im
Unendlichen gefordert wurde. Der Grund ist, daBl es sich bei den Neumannschen
Feldern in G ohne vorgeschriebenes Verhalten fiir |z| — oo um einen R-Vektorraum
von unendlicher Dimension handelt, der als Unterriume etwa alle Raume Neu-
mannscher Felder von der Ordnung |z|* (fiir |z] — oo) enthdlt. Die Dimension
dieser Riume wird mit k aber beliebig groB; siche dazu Satz 1.11 in Neudert [22].
Satz 1.13 loc.cit. zeigt sogar, dafl ein beliebiges Wachstumsverhalten entlang einer
Ebene im R3 vorgeschrieben werden darf, zu dem dann stets ein Neumannsches Feld
im AuBlenraum existiert, das noch stirker anwichst. Um also einen endlich-dimensio-
nalen Raum zu erhalten, beschrinken wir uns auf eine Teilmenge aller Neumannschen
Felder im AuBenraum, indem wir deren Verhalten im Unendlichen wie in der obigen
Definition angegeben vorschreiben.

Das wichtigste Hilfsmittel bei der Konstruktion Neumannscher Felder ist nun die
Lésbarkeit des Neumann-Problems auf Bereichen G wie in Definition 1 und auf dem
entsprechenden Auflenraum (. Um den zugehérigen Satz fiir dieses Problem for-
mulieren zu kénnen, bendtigen wir noch die folgenden Riume:

Definition 2 (Riaume lokal konstanter Funktionen): Zu einer Menge G C R3 wie
in Definition 1 setzen wir

H(G) := {hlh € CY(G), gradh =0 in G }.
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Offenbar besitzt dann jedes h € H(G) eine eindeutige Darstellung der Form

N
h= Zci . 15’_
=1

mit ¢; € R, wobei G, Gy, ...,Gn die endlich vielen Wege-Komponenten von G und
1%, die charakteristische Funktion der Menge G; bezeichnen. Insbesondere ist hier

dimg H(G) = N = po(G). Analog sei fiir den Auflenraum G

~

H(G) = {fz | he cl(@), grad h = 0 in E, Iiz(a:)[ = O(1/|z|?) fiir |z| — oo},

und es ist dimg H(G) = M = po(G) — 1, wenn M die Zahl der (endlich vielen)
beschrinkten Wege-Komponenten von G angibt.

Hier tritt also die analytische Charakterisierung der nullten Betti-Zahl einer offenen
Menge G bzw. des Komplements ihres Abschlusses, die jeweils endlich viele Wege-
Komponenten besitzen, noch einmal explizit auf.

Unter dem Newmann-Problem N(G,g) auf einer offenen Menge G wie in Defini-
tion 1 zum Holder-stetigen Randdatum g € C*(dG) (wobei «r € )0, 1] ist) verstehen
wir die folgende Aufgabe:

Gesucht ist ein w € C*(G) N CY(G) mit

Au=0 inG,

N(G,
(G, 9) @:g auf 0G.
an

Damit die Bindeutigkeitsaussage aus dem gleich zu formulicrenden Satz iiber die
Losung des Neumann-Problems auch fiir den unbeschriinkten Aufienraum ¢ erhalten
bleibt, ist in diesem Fall noch ein bestimmtes Abklingverhalten im Unendlichen fiir
die Losung vorzuschreiben. Ist g wie eben, so lautet das Neumann-Problem N 1 g)
fiir den AuSenraum G konkret:

" Gesucht ist ein u € C2(G) N C? (G’) mit
Au=0 in C’-’,
N(G,9) { ou

— =g auf 8G =G,
on

so dafl u das folgende Verhalten im Unendlichen aufweist:

| u(z)| = 0(1/|z]) fiir |z| — oo,
| grad u(z)| = O(1/|z|?) fiir |z] — oo,
0* 3 o
‘ D2 u(r)’ = O(l/l:r:[") fir |z| — oo.
$0L;
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Beziiglich der Losbarkeit der Probleme N(G,g) bzw. N(G,g) gilt dann der fol-
gende Satz, fiir dessen Beweis wir auf Satz 1.2.5 (S. 81) in von Wahl [29] verweisen
und lediglich erwahnen, daB die beschriebene Losung u als Einfachschichtpotential
[ N /7 dS" angesetzt werden kann, bei dem man die einfache Belegung X € CP(0G)
als Losung einer Integralgleichung gewinnt: ‘

Satz 1 (Losung des Neumann-Problems): Sei G C R3 wie in Definition 1 und das
Randdatum g aus C*(9G) fiir ein o € ]0,1[. Fiir alle Funktionen h mit h = hlac fiir

ein h € H(G) gelte
/ hgdS =0,
aG

d.h., g besitze auf jeder Komponente von G den Mittelwert 0. Dann haben die
Probleme N(G, g) bzw. N(G, g) eine Losung u im Sinne der oben gegebenen Defini-
tionen. Fiir die Losungsmengen Lg und Lg dieser Probleme gilt

Lo=u+HG) baw. Lg=u+t H(G),

d.h. sind u;, up zwei Losungen von N(G, g) bzw. N(G, g), so gibt es eine Funktion
h e H(G) oder h € H(G) mit wy —ug = h baw. w1 — 2 = h. 0

Wir weisen noch darauf hin, dafl die in dem vorangehenden Satz auftretende Bedin-
gung an das Randdatum g des Neumann-Problems nicht nur hinreichend, sondern
auch notwendig fiir die Existenz einer Losung ist, was man leicht mit Hilfe der Green-
schen Formel einsieht.

Um nun diese Bedingung bei Anwendungen bequem {iberpriifen zu konnen, er-
weisen sich zwei Aussagen iiber stetig differenzierbare Tangentialfelder auf stetig
gekritmmten Flichen als niitzlich. Zundchst erwihnen wir den Satz von GauB
fiir geschlossene Flachen. Dazu benétigen wir den invarianten Differentialausdruck
“Divergenz” fir eingebettete 9-Mannigfaltigkeiten (also Flichen) F von der Klasse
C?. Dies ist folgendes: Ist a:F' — R3 ein stetig differenzierbares Tangentialfeld
auf F, dh. gilt (a,n) =0 auf F, und sind &y, t2 dic lokalen Koordinaten der
Karte 7: R2 O T — F C R3 von G, so gibt es stetig differenzierbare Koeffizienten-
funktionen a(?), a?) auf Z(T), so dafl die Darstellung a = Z(a(") o T) - 0T/0t;
von a als Linearkombination der Basis dz/0t; von Tz (F) in jedem t € T gilt.
(Dies kann man zum Beispiel einsehen, indem man das lineare Gleichungssystem
(%/Otl,af/atg,n oZ) - (a(l),a(z),a@))t — ¢ mit Hilfe der Cramerschen Regel 1ost.)
Dann ist die Divergenz dieses Tangentialfeldes in § = Z(t) definiert als

Diva := —

3 w2 (V9 (o) 0 T))
NC] ; ot; 7

wobei ¢ die Gramsche Determinante von F' beziiglich der Karte T bezeichnet. Per
Konstruktion ist Diva unabhangig von der Auswahl der Karte. Es gilt nun:
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Hilfssatz 1 (GauB fiir geschlossene Flichen): Sei F' geschlossene stetig gekriimmte
Fliche im R®. Dann gilt fiir jedes stetig differenzierbare Tangentialfeld a: F — R3:

/ DivadS = 0.
F

Fiir einen Beweis verweisen wir auf von Wahl [30], Hilfssatz 5.1. O

Die zweite in diesem Kontext anzusprechende Eigenschaft ist eine punktweise Iden-
titat fur die Divergenz eines Tangentialfeldes, das in natiirlicher Weise bei “hin-
reichend glatten” Vektorfeldern auf offenen Mengen mit stetig gekriimmtem Rand
auftritt. Praziser:

Hilfssatz 2: Sei G C R® offen und 8G stetig gekriimmt und orientierbar mit iuflerer
Normalen n:0G — R®. Ist ferner v € CY(G,R%), so ist durch n x v ein stetig
differenzierbares Tangentialfeld auf 0G gegeben. Fiir dessen Divergenz gilt auf 0G
punktweise die Identitéit

Div(n x v) = —(n,rot v).

Dies sicht man entweder durch direktes Nachrechnen unter Verwendung der Defini-
tion von der Divergenz ein (siche etwa S. 106-107 im Beweis des Lemmas 1.3.1 in
von Wahl [29]) oder folgert es aus den Kontinuititsbedingungen fiir divergenzfreie
Vektorpotentiale gekoppelter Stromverteilungen, indem man v mit Hilfe des Fun-
damentalsatzes der Vektoranalysis auf R® fortsetzt (vgl. von Wahl [30], Satze 5.3
und 6.4; fiir diese Argumentation sollte v aus der Klasse (2 (G) sein, um tiefere
Regularitatsargumente zu vermeiden). |

Indem man die beiden vorangehenden Hilfssitze kombiniert. erhilt man nun sofort:

Folgerung: Die offene Menge G C R3? sei wie in Definition 1, besitze also ins-
besondere einen stetig gekriimmten und geschlossenen Rand. Fiir jedes Vektorfeld
v e Ch(G,R?) mit einem o € )0, 1{ gilt dann

(n,rotv)dS =0,
Jaa

d.h., die Funktion (n,rotv) € C*(dG) erfiillt die notwendige und hinreichende Be-
dingung fiir die Lésbarkeit des Neumann-Problems N(G, (n,rotv)) aus Satz 1.  [J

5.2 Konstruktion einer Basis fiir den Raum
Neumannscher Felder

Wir haben nun alle topologischen und analytischen Vorarbeiten geleistet, um auf in
unserem Sinne zuléssigen Mengen (und auch ihren Komplementen) eine Basis fiir den
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Raum Neumannscher Felder zu konstruieren. Das wesentliche analytische Element
dieser Konstruktion ist (neben der Losbarkeit des Neumann-Problems auf beliebigen
Bereichen gemiB Satz 1 des vorigen Abschnitts) das Vektorfeld der Verschlingungs-
form aus Definition 1 in Abschnitt 3.1; die Topologie von G wird entscheidend an
zwei Stellen ausgenutzt: zum einen direkt bei der Auswahl der Zyklen, deren Ver-
schlingungsformen auf die Neumann-Felder der gesuchten Basis fithren — hier geht
insbesondere auch die Kenntnis einer Betti-Basis der ersten Homologiegruppe des
Komplements, also der sog. “dualen” Zyklen zu den Henkeln gemdfl Satz 5 in Ab-
schnitt 4.3, ein. Zum anderen ist das Wissen um das explizite Aussehen der ersten
Homologiegruppe von G sowohl beim Nachweis der linearen Unabhangigkeit als auch
der Erzeugendeneigenschaft der Basis entscheidend.
Wie erwartet lautet der Satz nun:

Satz 2: Sei G ¢ R3 zulissige Menge gemif Definition 1 in Abschnitt 2.1. Dann ist
der Raum Z(G) der Neumannschen Felder auf G endlich-dimensionaler R-Vektor-
raum von der Dimension p,(G).

Beweis: Nach Satz 2 in Abschnitt 4.1 gilt p;(G) = g, wobei g die Anzahl der Henkel
von (@ bezeichnet. Zunichst ist der Fall g = 0 separat zu behandeln. Sei hierbei
z € Z(G). Wegen rotz = 0 verschwindet die dufere Ableitung der 1-Form z - ds,
so dal auferund des einfachen Zusammenhangs von G cine Stammfunktion zu z - d§
existiert (siche z.B. Forster (8], Satz 18.6 S. 207). Sei f € C%(G,R%)NCH(G, R?) mit
df = z-d§, also grad f = z. Dann gilt Af = div grad f = 0in G (denn div z = 0), und
auf 9G ist 0f/0n = (n,grad f) = 0 wegen (n,z) = 0. Somit 16st f das Neumann-
Problem N(G,0), das nach Satz 1 des letzten Abschnitts die Losungsmenge H(G)
besitzt. Es folgt z = grad f = 0 und damit Z(G) = {0}.

Nun sei g > 1. Wir betrachten die dualen Betti-Basen S := {{n}:{nrz}--- {1} }
von H;(G) und S = {{'?1},{'?2},...,{f?g}} von H;(G) aus den Siitzen 2 (Ab-
schnitt 4.1) bzw. 5 (Abschnitt 4.3); diese erfiillen demnach die Dualitatsrelation

«{71'}: {’?J})) = 6i,j firl<i,3<g.

Fiir 1 <4 < g sei ferner v; das durch die Verschlingungsform w(+;) definierte Vektor-
feld auf R3 \ Sp+;, d.h. es gelte w(§;) = vi - d§ (vgl. Definition 1 in Abschnitt 3.1).
Zur Vereinfachung der Notation bezeichne v; fortan auch dessen Einschrinkung auf
G, die wir ab jetzt nur noch betrachten. Um aus den v; Neumann-Felder auf G
zu konstruieren, betrachten wir die g Neumann-Probleme N(G, (n,v;)); wegen der
stetigen Gekriimmtheit von 0G gilt dabei (n,v;) € C®(AG) (vgl. hierzu auch von
Wahl [29], Lemma 1.2.1 S. 36). Nach der Folgerung am Ende von Abschnitt 5.1 sind
diese Probleme losbar, da die Felder v; ein Vektorpotential besitzen. Mit Hilfe von
Satz 1 finden wir also fiir 1 < ¢ < g Funktionen u; € C*}(G)nCt (G) mit

Au; = in G und
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Wir entnehmen der Arbeit Wiegner [31], da8 diese Losungen u; sogar aus der Klasse
C?*(G) N CY(G) sind. Definieren wir also

Zi = V; — gTadui-,
gilt daher z; € C(G,R®) N C?(G, R3) fiir alle p € ]0,1]. Wegen dive; = 0 bzw.
rot v; = 0 (siche Hilfssatz 1 aus Abschnitt 3.2) sowie den Beziehungen div grad u; =
Au; = 0 und rot gradu; = 0 fiir u; € C?(G) ist weiter

divz; =0 und rotz; =0in G.

SchlieBllich ist
(n,2z;) = (n,v;) — (n, grad ;)

du;
= {n,v;) — 3?:1 = 0 auf 9G,
und wir sehen z; € Z(G) fir alle 1 < i < g.
Wir behaupten, da8 {21, 23, ..., z,} eine Basis von Z(G) darstellt. Dazu bemerken

wir zunachst, dal wegen

grad u; - d§' = / du;
¥i ¥i
= u; (fy.;(l)) — U (fyé((])) =0

firallel1 <4,j<g
) [ 2+ d5= (o (3,

Yi
(2) = b
gilt. Indem man zu einem Ansatz ) °9_; a;z; = 0 in G mit o; € R die zugehérige
1-Form }77_, a; (2; - d§) = 0 betrachtet und iiber ~; fiir 1 <4 < g integriert, folgt
somit a; = 0 fiir alle 7, also die lineare Unabhiingigkeit der Neumann-Felder z;.

Um einzusehen, da die z; den Raum Z(G) auch erzeugen, betrachten wir ein
beliebiges Neumann-Feld z € Z(G) und setzen

o :=/ z-ds.
i

g
Vi=2z2 — E Qe Z;.
1=]

Dann ist v € Z(G), und wegen (2) gilt fiir alle 1 <7 < ¢

3) / v-d5=0.
5

Weiter sei
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Es sei nun g: [0, 1] — G ein beliebiger stiickweise stetig differenzierbarer geschlossener
Weg. Dieser repréasentiert eine Homologicklasse aus Hi (G), und es gibt somit ganze
Zahlen n,na, . .. ,ne mit {G} = 29 ni-{y:}. Ausder Homologie-Invarianz des Kur-
venintegrals nach der Folgerung aus Satz 1 (“Stokes fiir k-Wiirfel”) in Abschnitt 3.2
folgt zusammen mit Gleichung (3), daB | s v-ds = 0 fiir jeden derartigen Weg in G ist.
Nach Satz 18.3 aus Forster [8] (S. 9200) ist dies aber notwendig und hinreichend dafiir,
daB v - d§ eine Stammfunktion auf G besitzt, d.h., es gibt eine Funktion u € Cl(G)
mit v - d§ = du bzw. v = gradu. Wegen v € CHG,R3) nCe (G, R3) fiir ein p € 10, 1{
folgt daraus sogar u € ct(G)ynChP (G).
Also ist Au = divgradu =0in G, und wegen {n,v) = 0 auf 0G folgt

du

n = (n,grad u) = 0 auf 0G.

Die gleiche Argumentation wie zu Beginn des Beweises zeigt jetzt u € H(G), und
damit folgt v=01in G und somit die Behauptung. 0

Was nun die Konstruktion einer Basis im Auflenraum (; anbelangt, so bemerken
wir lediglich, daf sowohl die Felder #; als auch grad ;. dic man erhalt, wenn man
in der vorangegangenen Konstruktion die Rollen von den Elementen i bzw. 7;
der Betti-Basen im Innen- und AuBenraum vertauscht, von der Ordnung o(1 / ||?)
(fir |2| — oo) sind; hierbei haben wir das Neumann-Problem im Aufienraum in der

Klasse C2(G)NC*(G) aller Vektorfelder gelost, die von der Ordnung O(1/|x|) sind
und deren Gradient wie o1/ |z|?) abfillt. Also sind die Elemente 2; := 0i — grad u;
linear unabhingige Neumann-Felder im AuBenraum. Weil nach Satz 1 des vorigen
Abschnitts die Eindeutigkeitsaussage fiir das Neumann-Problem in der gerade er-
withnten Klasse erhalten bleibt, folgt wortwortlich wie zum SchluB des Beweises, daf
die ii; den Raum Z (G) auch erzeugen. Es gilt also:

Satz 3: Sei G zuldssige Menge des R®. Dann ist Z((cr') cndlich-dimensionaler R-
Vektorraum von der Dimension p) (G). O

Vom logischen Standpunkt her gesehen haben unsere gerade bewiesenen Resultate
den Alexanderschen Dualitatssatz nicht ausgenutzt, denn die topologischen Voraus-
setzungen (i) und (i) in Definition 1 aus Abschnitt 2.1 ermoglichten uns ja eine
elementare Bestimmung der ersten Homologiegruppe des AuBenraums G mit Hilfe
der Fundamentalgruppe einer Verschlingung, und zwar ohne Verwendung des Alexan-
derschen Satzes. Wegen der Voraussetzung (ii) bedeutet, das aber, daf die Henkel der
von uns betrachteten Mengen zwar fiir sich, aber nicht untereinander verschlungen
sein diirfen, da nur in diesem Fall das Resultat beziiglich der Fundamentalgruppe
einer Verschlingung anwendbar war.

7u Beginn von Abschnitt 4.2 haben wir jedoch gezeigt, wie sich die Aussage
H(G)=1'=H L(G) mit Hilfe des Alexanderschen Dualitatssatzes beweisen 1aBt,
ohne auf die Voraussetzungen (i) und (ii) fiir zuldssige Mengen zuriickgreifen zu
miissen. Kennt man aber cinmal die Aussage H, ((;' ) & 29, so behilt der Bewels
von Satz 5 aus Abschnitt 4.3, der die Struktur von 1 (G) beschreibt, wortwortlich
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Giiltigkeit, und insbesondere sind dann auch die Beweise von den Siitzen 2 und 3 in
diesem Abschnitt nach wie vor richtig. Also gilt:

Bemerkung 1: Der Alexandersche Dualitiitssatz zeigt, daB auf die Voraussetzun-
gen (i) und (ii) in Definition 1 aus Abschnitt 2.1 fiir zulassige Mengen verzichtet
werden kann. Insbesondere sind damit die Dimensionen von 2 (G) und Z(G) von der
Einbettung F des Henkelkorpers unabhingig; anschaulich: Die Henkel diirfen sich
auch “untereinander verschlingen”. O

Fassen wir zusammen: Wir haben gesehen, dafl es offenbar die erste Betti-Zahl ist,
die beim Raum Neumannscher Felder die wesentliche topologische Grofe des zugrun-
deliegenden Bereichs ist. Um diese Tatsache in den Griff zu bekommen, haben wir die
Topologie zuldssiger Mengen in Definition 1 aus Abschnitt 2.1 derart spezifiziert, daf}
die erste Betti-Zahl von G — und damit auch die von ¢ aufgrund der tiefliegenden
Dualitatseigenschaft, durch die diese Gréfen nach dem Alexanderschen Dualitiitssatz
zusammenhingen — analytisch nutzbar gemacht werden konnte, und zwar mit Hilfe
des Verschlingungsintegrals aus Kapitel 3. Als die zentrale Stelle, an der Topologie
und Analysis sich schlieBlich fiir unsere Zwecke konstruktiv vereinigt haben, ist dann
das gewissermaBien duale Paar der Siitze 2 aus Abschnitt 4.1 und 5 aus Abschnitt 4.3
zu schen: Dic (topologische) Dualitit der Betti-Basen in Innenraum und Aulenraum
konnte mit Hilfe eines analytischen Hilfsmittels gleichsam quantifiziert werden.

Diese Beobachtung stellt den Ausgangspunkt fiir unsere folgenden Versuche dar,
nun die erste Betti-Zahl im R* analytisch zu charakterisieren: Priizisiert man die
Idee, die topologisch-algebraische Dualitiit der Betti-Basen in G und R®\ G durch
ein analytisches Instrument zu erfassen, so kann das nur bedeuten, mit diesem
Instrument cinen Isomorphismus B; (R? \ G) = Hom (B, (G),Z) baw. dualisiert
B1(G) = Hom(B, (R? \ G),Z) zu konstruicren — nichts anderes war der algebra-
ische Kern, der hinter dem Beweis iiber die Basis fiir den Raum Neumannscher
Felder stand. Hierbei ist die Gruppe B, (G) := H, (C;)/T()I'(Hl (E)) die sog. erste
Betti-Gruppe von G; sie besteht aus allen eindimensionalen Homologieklassen, die
unendliche Ordnung besitzen. Es ist klar, daf8 im analytischen Kontext allein diese
Klassen interessieren, da aus der Folgerung aus Satz 1 in Abschnitt 3.2 sofort folgt,
daBl das Kurvenintegral von einer geschlossenen Pfaffschen Form iiber einem 1-Zyklus
von endlicher Ordnung in der Homologie verschwindet.

Um also dieses Ziel zu erreichen, erscheint das Verschlingungsintegral nach wie
vor das “richtige” analytische Bindeglied zu sein, insbesondere auch fiir eine grofiere
Klasse von Grundbereichen. Dies hat ibrigens schon Gauf§ geahnt; in seinem Frag-
ment {iber das Verschlingungsintegral notierte er: “Einc Hauptaufgabe aus dem
Grenzqebiet der Geometria Situs und der Geometria Magnitudinis wird die sein,
die Umschlingungen zweier geschlossener oder unendlicher Linien zu zihlen.” ! Wir
werden daher im nichsten, abschlicBenden Kapitel einen dahingehenden Ausblick
geben. Soll die vorgeschlagene analytische Charakterisierung wirklich Sinn machen,

GauB [11], “Zur mathematischen Theorie der elektrodynamischen Wirkungen” Nr. 4, S. 605.
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so muB sie als erstes, gewissermafien als Vorbedingung, die Konstruktion der gerade
erwihnten Isomorphismen leisten — die aber nichts anderes als eine aquivalente For-
mulierung des Alexanderschen Dualititssatzes fiir kompakte Mengen G des R3 sind
(vgl. Alexandroff/Hopf [2], S. 440-441). In Abschnitt 6.2 werden wir zeigen, da88 das
in der Tat der Fall ist. Dann ist klar, a8 ein derartiges Resultat auf einen Schlag
unsere topologischen Voraussetzungen aus Abschnitt 2.1 iiberfliissig machen wiirde.
Auch das werden wir in Abschnitt 6.3 nachweisen konnen. Dies wird uns gleichzeitig
die Moglichkeit eroffnen, die Klasse zulissiger Mengen, fur die die Resultate dieses
Abschnitts gelten, erheblich zu erweitern, womit wir diese Arbeit schlieflen werden.

Il
'
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Der allgemeine Fall

0.1 Ein Ansatz fiir eine analytische Charakterisierung
der ersten Betti-Zahl

Nachdem wir im letzten Kapitel schliefllich eingesehen haben, daf8 es die erste Betti-
Zahl ist, die die Dimension des Raums Neumannscher Felder auf zulissigen Mengen
und ihrem Auenraum bestimmt, liegt die Vermutung nahe, da8 dieses Resultat im
allgemeinen richtig ist fiir beliebige offene Teilmengen des R? mit stetig gekriimmtem
und geschlossenen Rand (wobei die Menge und ihr Rand wie iiblich aus endlich vielen
Wege-Komponenten bestehen sollen). Wir wollen in diesem Kapitel unter anderem
eine Moglichkeit aufzeigen, um diese Aussage beweisen und folglich die topologischen
Voraussetzungen an zulissige Mengen aus Abschnitt 2.1 fallenlassen zu kénnen.

Wie wir schon in der Einleitung (Abschnitt 1.2) angemerkt und am Ende des vor-
angegangenen Kapitels schlielich ndher ausgefiihrt haben, liegt der Schliissel hierzu
in einer analytischen Charakterisierung der ersten Betti-Zahl, die ja im Falle der
nullten Betti-Zahl problemlos méglich war (vgl. Definition 2 aus Abschnitt 5.1). In
diesem Abschnitt schlagen wir nun ein Lemma vor, das cine solche Charakterisierung
im R? leisten wiirde, was an den in den niichsten Abschnitten aufgezeigten Folgerun-
gen sofort deutlich wird. Ferner stellen wir fiir dieses Lemma einen Beweisansatz
VOr.

Fiir einen solchen erweist es sich als niitzlich, eine analytische Regularititsaussage
fir Reprisentanten aus der ersten Homologiegruppe zur Verfiigung zu haben. Kon-
kret zeigen wir, dafl man sich bei diesen auf Linearkombinationen von Jordankur-
ven der Klasse C beschrinken kann, die sogar regulir sind, d.h. nirgends ver-
schwindende Tangente haben. Dies verschiirft insbesondere das Ergebnis des Sat-
zes 2.4.5 fir die Homologiedimension 1 betrichtlich und ist insofern auch von allge-
meinem IIIt(!I'(?SS(?.

Unabhangig von diesem Beweisansatz werden es unsere Resultate in diesem Kapi-
tel jedoch erlauben, unsere Charakterisierung als definicrende Eigenschaft einer er-
weiterten Klasse von Mengen zu verwenden, auf die dic bisherigen Ergebnisse An-
wendung finden.  Daher werden wir in jedem Fall eine Verallgemeinerung unserer
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S

Betrachtungen auf eine grofiere Klasse zulassiger Grundbereiche als bisher erreichen,
was die Briickenfunktion unserer Charakterisierung zwischen Topologie und Analysis
zusatzlich unterstreicht.

Wir leiten jedoch zunichst wie angekiindigt das Resultat iiber die Reprisentier-
barkeit von eindimensionalen Homologicklassen durch Linearkombinationen glatter
regulirer Jordankurven her. Dies geschicht schrittweise, und wir beginnen wie folgt:

Hilfssatz 1: Sei U C R™ offen. Dann gilt: Jede Homologicklasse aus H,(U) kann
durch eine Lincarkombination stiickweise linearer geschlossener Wege représentiert
werden, die also insbesondere stiickweise regular sind.

Beweis: Es geniigt der Fall, da8 der die Homologicklasse reprisentierende Zyklus ~
ein nicht-degenerierter 1-Wiirfel ist, also ein nichtkonstanter geschlossener Weg. Wir
konstruieren im folgenden einen stiickweise linearen geschlossenen Weg, der zu ~
homotop ist. Weil aus der Definition der Homotopie von Wegen unmittelbar die Ho-
mologie dieser Wege (beziiglich kubischer singulirer Homologietheorie) folgt, ergibt
das die Behauptung des Hilfssatzes.

Schritt 1: Wir behaupten die Giiltigkeit der folgenden Produktdarstellung fiir alle
Wege in U:

Es sei w: I — U ein Wegund 0 =ty < t; < --- < tin-1 < t,, = 1 eine beliebige
Zerlegung des Einheitsintervalles. Fir i = 1. .. ;1 bezeichne w;: I — U den Weg
wi(t) = w((1 —t)-t;ioy +t- ;). Dann gilt

[w] = [wr] * [wa] * - % [wy],

wobel die Verkniipfung * in naheliegender Weise auf die Menge aller Homotopie-
klassen von Wegen in U mit festgehaltenem Anfangs- und Endpunkt (die nicht mehr
notwendig {ibereinstimmen miissen) ausgeweitet wird. Fiir solche Klassen von Wegen
ist dann der Produktweg in dem Fall definiert, daf der Endpunkt des ersten mit dem
Anfangspunkt des zweiten Weges iibereinstimmt.

Diese Behauptung folgt fiir m = 2 unmittelbar aus der Definition des Produktwegs
und der Tatsache, dafl ein Umparametrisieren des Weges auf dem Einheitsintervall
die Homotopieklasse nicht andert, wobei letzteres genauer meint: Ist w: 1 — U ein
Weg und ¢: I — [ eine stetige Abbildung mit ©(0) = 0 und (1) = 1, so gilt woyp ~ w
vermoge der Homotopie H(s,t) = w((1—t)p(s) + ts).

Der Fall eines beliebigen m ergibt sich dann durch Induktion, indem man einen
weiteren Unterteilungspunkt in I hinzufiigt und die gerade erwihnte Tatsache auf
das verfeinerte Teilintervall erneut anwendet.

Schritt 2: Weil Sp y kompakt und QU abgeschlossen ist. ferner SpyNoU = § gilt, ist
dist(Spy, OU) > 0. Sei dann &€ > 0 mit e < 1/2 dist(Sp vy, dU) gewihlt. Wir betrach-
ten die offene Uberdeckung [ J, clo.1) Be (7(t))von Spy, bestehend aus offenen Kugeln
mit Radius € und Mittelpunkt auf Sp~. Dann sei A > 0 die zu dieser Uberdeckung
des Kompaktums Sp+y gehérende Lebesgue-Zahl.
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Nun wiéhlen wir 6§ > 0 derart, da8 fiir alle t;, t, € I mit |¢, —to| < 6 die Abschitzung
l'y(t;) — 'y(t2)| < A gilt. Bestimmen wir dann eine Unterteilung

0:t0<t1 & e e <t-m_1 <tnz — |
von I mit Feinheit < §, so gilt nach Schritt 1

h’] = h’l] * [’)’2] ook ['Ym}a

wobei die ;: 1 — U Wege mit Spy; = Spvlg, t.] C© Be(7y(t)) fiir ein geeignetes

1—1,
t € [ti_1,t;] sind.

Schritt 3: Nun betrachten wir fiir i = 1,...,m die Streckenziige
Yo: I — U, tr— (1= t)y(ti-1) + ty(ts).

Wegen der Konvexitit von Be (y(t)) D Spy: und (ti—1), v(t:) € Be (v(t)) folgt auch
Sp¥i € Be(y(t)). Dann ist v; * 77! ein geschlossener Weg in B.(v(t)) und daher
wegen des einfachen Zusammenhangs der Kugel nullhomotop. Es folgt [yi] ~ [¥:] fiir
©=1,...,m und somit unter erneuter Anwendung von Schritt 1

D)= [l * ] # - ] = 31,

wobei 7: I — U der stiickweise lineare und geschlossene Weg mit den Knotenpunkten
’Y(f-(l):'Y(tl): v o 1’7(1"”&) = ’Y(to) ist. .

Wir nehmen nun an, dafi die Menge U der Abschluf§ ciner offenen Menge im R™
ist und daf ferner ihr Rand eine orientierbare regulire Hyperfliche im Sinne der
Definition zu Beginn von § 6.2 in Gilbarg/Trudinger [13] darstellt. Sei dann ~ wie
im Beweis des Hilfssatzes gewihlt. Falls Spy C U ist, konnen wir den Hilfssatz
sofort anwenden. Sei also Spy N AU # 0. Es bezeichne n: U — R™ das dufiere
Einheitsnormalenfeld beziiglich U. Mit einem hinreichend kleinen & > 0 verschieben
wir dann jeden Punkt § € U um den Vektor —en(€) in den Punkt € —en(¢) € U und
bezeichnen mit OU_. den derartig verschobenen Rand (hierbei diirfte e sogar stetig
mit { variieren, ohne unsere Argumentation zu beeintriichtigen). Nun projizieren
wir den Teil von Sp~, der in dem abgeschlossenen e-Streifen zwischen U und dU_,
verlauft, in negativer Normalenrichtung auf OU_ ., was klarcrweise eine Homotopie in
U definiert. Somit haben wir einen zu v homotopen Weg erhalten, dessen Spur ganz
in U liegt. Auf diesen konnen wir nun den gerade bewicsenen Hilfssatz anwenden
und haben damit gezeigt:

Zusatz zu Hilfssatz 1: Die Aussage von Hilfssatz 1 gilt auch fiir den Abschluf
offener Mengen, deren Rand eine orientierbare regulire Hyperfliche bildet. Dabei
liegt die Spur des stiickweise linearen Weges in jedem Fall im Inneren der Menge. [

Auf der Grundlage von Hilfssatz 1 kénnen wir sogar auf elementare Weise eine weite-
re Verschirfung beziiglich der Eigenschaften des Weges erreichen, der eine beliebige
Homologieklasse aus H,(U) reprisentiert:
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Hilfssatz 2: Sei U C R™ offen oder Abschluf§ einer offenen Menge, deren Rand
eine orientierbare reguldre Hyperfliche ist. Dann kann jede Homologieklasse aus
H,(U) durch eine Linearkombination stiickweise linearer Jordankurven reprasentiert
werden, deren Spuren im Inneren von U liegen. O

Beweis: Wir diirfen von einem stiickweise linearen geschlossenen Weg 7 ausgehen,
der nach der Konstruktion im Beweis des Hilfssatzes 1 das Produkt endlich vieler
Streckensegmente ist, deren Spuren im Inneren von U liegen. Falls ¥ nicht injektiv
ist, sind zwel Fille moglich: Entweder entstehen die Doppelpunkte dadurch, da8 sich
je zwel verschiedene solcher Segmente n hochstens einem Punkt schneiden, oder es
gibt eine Produktdarstellung von 7 wie in Schritt 1 vom Beweis des Hilfssatzes 1 mit
Paaren von “Faktoren” %i, ¥; und i # j, 8O daB SpA: = Sp7; st

Zunichst zum zweiten Fall: Ist i der kleinere Index im Paar i, ¥, SO withlen wir
¢ so klein (etwa wie im vorangehenden Beweis), dafl der abgeschlossene g-Zylinder
mit Mittellinie Sp7: ganz im Inneren von U liegt. Dann withlen wir einen Punkt auf
dessen Mantelfliche, so daB die Streckensegmente von 7:(0) bzw. 7:(1) zu diesem
Punkt Sp7 hochstens in isolierten Punkten schneiden. Dies ist immer moglich, wenn
2 B. nur der Radius € des Zylinders klein genug gewihlt wird. Offenbar sind Zylin-
der einfach susammenhingend, so daB sich wie im vorangehenden Beweis ergibt, dafl
der “Faktor” [7:] aus der Produktdarstellung von [4] zum Produkt der Streckenseg-
mente homotop ist. Verfahren wir mit jedem solchen Paar derart, haben wir einen
homotopen Weg wie im ersten Fall erhalten.

In diesem Fall ist 7 in hochstens endlich vielen Punkten nicht injektiv, wobel die
Doppelpunkte Schnittpunkte gewisser Streckensegmente aus der Produktdarstellung
des Weges sind. Um jeden solchen Schnittpunkt p zweicr Streckensegmente i, j

(i # j) legen wir eine offene Kugel B.(p), deren Abschlufy ganz in [J enthalten ist
und in der p der einzige Doppelpunkt von 5 ist. Sei?y; das beteiligte Streckense :gment
mit dem kleineren Index; Fi(th), Yilt2) bezeichnen die Schnittpunkte von Sp ~; mit
OB, (p). Dann gibt es einen Punkt auf dB.(p), so dall dic beiden Streckensegmente
vou 7;(ty) und F:i(ty) zu diesem Punkt Sp7; nicht cchneiden; das Produkt dieser
beiden Streckensegmente ist zum Weg 57 mit 7 (t) = Fi((L—t) a1t to) (fiir
den also Sp7; = Sp Filies t2) ist) homotop. Indem wir Schritt 1 aus dem Beweis von
Hilfssatz 1 anwenden und hierbei 7; iiber J; faktorisicren, erhalten wir in derselben
Homotopieklasse einen Weg, in der p einfacher Punkt ist.

Nun konnen wir mit jedem der endlich vielen doppelten Punkte derart verfahren
und erhalten so eine homotope stiickweise lineare Jordankurve. O

Dieses Resultat 1aBt sich schlieBlich in der folgenden Weise verbessern, was das
angekiindigte Ergebnis liefert:

Satz 1: Sei U C R" offen oder der Abschluf einer offenen Menge, so daB oU eine
orientierbare regulare Hyperfliache bildet. Dann besitzt jede Homologieklasse aus der
Gruppe H1(U ) eine Linearkombination regularer Jordankurven der Klasse C™ als
Repriisentanten, deren Spuren im Inneren von U liegen.
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Beweis: Wir wiahlen einen Reprisentanten der Homologicklasse aus H,(U) wie in
Hilfssatz 2 und brauchen uns nur auf einen Summanden ~, eine stiickweise line-
are Jordankurve mit der Spur im Inneren von U, zu beschrinken. Sei ¢ > 0 mit
€ < 1/2 dist(Sp~,0U). Wir wollen v mit Hilfe eines Glittungskerns glitten und
zeigen, dafl die geglittete Kurve sowohl injektiv bleibt als auch keine Nullstellen des
Tangentenvektors hinzukommen. Dazu sei ¢ € C5°(R) mit Supp g = [—1, 1, >0
auf |~1,1[ und [, ¢(t)dt = 1. Fiir v wiihlen wir eine Produktdarstellung wie in
Schritt 1 des Beweises von Hilfssatz 1, bei der sich jeweils drei aufeinanderfolgende
Knotenpunkte z; := y(t;) von Sp+ in allgemeiner Lage befinden, d.h. z;_; — 2; und
Tit1—x; jeweils linear unabhéngig sind. (Diese Forderung besagt, da8 jeder Faktor in
der Produktdarstellung von v ein maximales lineares Streckensegment reprasentiert.)
Zur Vereinfachung der Notation parametrisieren wir v ausnahmsweise auf einem
Intervall I der Lange m, wenn m die Zahl der Streckensegmente von v angibt. Dabei
sei fiir 1 < ¢ < m jeweils t; — t;_; = 1 und

Yilt) = Yo (O) = (G — iy + (E— tio)zs, € [timy, ]
Um « iiber die gesamte reelle Zahlenlinie integrieren zu kénnen, betrachten wir die

Komposition v o v mit v: R — R / I, die wir zur Vereinfachung der Notation wieder
mit vy bezeichnen. Wir setzen nun

)= % /F- " (\

= [ wtrntepr)ar,
-1

t—17
2
/

) v(1) d7

wobei 1> p > 0 so bestimmt ist, da88 |5 — v lcory < € (hier wird die gleichmifige
Stetigkeit von v auf [t — p,t,, + p] benutzt). Offenbar gilt ¥ € C°(R), was man
aus der oberen Zeile in der Definition von 5 abliest. Ferner ist v =~ ~ vermoge der
Homotopie H(s,t) := (1 — t)y(s) + t3(s). Es bleibt somit zu zeigen, daB 7 injektiv
und regulir ist. Dazu betrachten wir das Intervall I; := [tiz1, ti).

1. Fall: Wir betrachten ¢ € [t;_;,t;] mit dist(t,d1;) > p. Fiir solche t ist noch
[t — p,t + p] C I und daher y(t — pr) = v (t — pr) fiir alle 7 € [—1, 1]. Es folgt

1 1
Fb) = my-g * / o(r)(ti —t+ p7)dT + 2 - /_1 o(T)(t — pr — t;—1) dr

1

e ~ vy

=: Ni—1(t) =: 7;(¢)
= Ni-1(t)Ti1 2 1 (t) ;.

Offenbar gilt dabei 7;_; (t) +7:(t) = 1 und 5'(t) = n'_,(t) + i(t) = z; — z:—,, d.h.,
7(t) ist Konvexkombination von z;_; und z; mit konstanter nichtverschwindender
Ableitung. Dies zeigt die gewiinschte Eigenschaft von 5 auf allen Intervallen der
Form [t;—y + p,t; — p).

=3t
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2. Fall: Nun sei t € [t;—1,t;] mit dist(t,I;) < p, wobei t ohne Einschrankung im
Intervall Jt; — p, t; + p[ liege. In diesem Fall ist

=Y 1
50 = [ phnl—mdr + [ o= mydr
-1 bimd S
) :—pci
=£L‘;'_1'/; C,O(’T)(ti—t-F,OT)dT + Tiy1 f L,O(T)(t-—p’r—f},;)d‘r

S -1

— i (1) = tald)
i 2 1
+ ;- (/ o(T)(tig1 —t+p7)dT + ﬂ o(T)(t — pT — tiz1) d'r)
-1 =
=: 1 (t)

= nioi®zicy  + m®)z + Nis1(E)Tig1-

Also gilt in diesem Fall analog 7:-1(t) +7:(t) +ni41(t) = 1, und F(¢t) ist Konvexkom-
bination der Punkte z;_1, z; und z;41. Da sich diese Punkte in allgemeiner Lage
sueinander befinden, ist jede solche Konvexkombination cindeutig durch ihre Koef-
fizienten bestimmnt, und folglich ist 4 auf Jt; — p, i + p| injektiv genau dann, wenn
mindestens eine der Koeffizientenfunktionen dies ist. Dies zeigt aber die nachfolgende
Rechnung,. Fiir diese verwenden wir die folgende Beziehung, die fiir eine stetige, stetig
partiell nach z differenzierbare Funktion f sowic stetig differenzierbare Funktionen
a, b gelten und die man ohne Miithe verifiziert:

b(x)

. b(x)
4 / fla,t)dt = V' (z)f(z,b(z)) — d'(2)f(z,a(z)) + / b;f(m’t) dt.

Az Ja(z) ()

Damit berechnen wir

t—t;

i) = [ omar= [ 7 ewan

1
ha® = [ et wda@= [ 7 e

-1

Also ist 7,_, < 0 bzw. 7ni,; > 0 auf Jt: — p,ti + p[, d.h. diese Funktionen sind
insbesondere injektiv und somit auch 7. SchlieBlich zeigh unsere Rechnung auch
ni_, +nty, = —n; und folglich

7'(t) = i1 () {(Ti-1 — ) + 7?:'+1($:‘+1 — ),

so daBl 7' # 0 ist, weil die Koeffizientenfunktionen nic verschwinden und sich die
Knotenpunkte in allgemeiner Lage zueinander befinden. 0
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Wir formulieren nun wie angekiindigt eine mogliche analytische Charakterisierung
der ersten Betti-Zahl im R3. Auch hierbei spielt das Verschlingungsintegral eine
zentrale Rolle. Zuvor fithren wir noch eine Notation cin, die wir am Ende von
Abschnitt 5.2 schon einmal kurz erwihnt haben: Der freie Anteil

B(G) := Hi(G)/ Tor (Hi(G))

der k-ten Homologiegruppe von G heifit auch k-dimensionale Betti-Gruppe von G;
falls Hy(G) endlich erzeugt ist, gilt also pi(G) = Ra.ng(Bk(G)). Die von uns vorge-
schlagene Charakterisierung lautet dann:

Satz 2 (“Verschlingungs-Lemma”): Es sei G eine offene oder der Abschluf8 einer
offenen Teilmenge des R® mit einer orientierbaren reguliren Hyperflache als Rand
und {v} € B\(G). Falls {v} # 0 ist, d.h. der Zyklus ~ in G nicht berandet, so gibt
es eine Homologicklasse {7} € By (R3\ G) mit

() (5)) = / w(3) £ 0.

Wir sagen dann auch, der Zyklus ~ sei mit 5 (echt) verschlungen.
Zu diesem Satz sind einige Bemerkungen angebracht:

Bemerkung 1:

(i) Es spielt keine Rolle, ob G beschrinkt oder unbeschriinkt ist. Daher ist das
Verschlingungs-Lemma symmetrisch beziiglich der Rollen von G und R* \ G.

(ii) Wegen der Sitze 2 aus Abschnitt 4.1 und 5 aus Abschnitt 4.3 ist das Verschlin-
gungs-Lemma offenbar erfiillt fiir zuldssige Mengen GG gemif Abschnitt 2.1 und
deren AuBenraum G.

Wegen Teil (i) der vorangehenden Bemerkung ist das Verschlingungs-Lemma offen-
bar die entscheidende Verallgemeinerung unserer vorherigen Betrachtungen aus den
Kapiteln 3 bis 5. Genauer: Den Gegenstand dieser vorhergehenden Kapitel bildeten
zulassige Mengen gemifl Abschnitt 2.1, deren Topologie mit Hilfe der Verschlingungs-
form analytisch zuginglich wurde. Das Verschlingungs-Lemma erméglicht nun eine
Abschwichung der topologischen Voraussetzungen an die betrachteten Mengen in
dem folgenden Sinne: Die Mengen haben “lediglich” die im Verschlingungs-Lemma
genannte Eigenschaft aufzuweisen; daneben sind dann nur noch die analytischen
“Standard-Voraussetzungen” zu erfiillen, wie wir sie zu Beginn von Abschnitt 3 noch
einmal bringen. Es beinhaltet somit die relevante analytische Information, die die
erste Betti-Zahl tragt, was anhand der Aussagen in den Abschnitten 2 und 3 sofort
deutlich wird. Unabhdngig von einem Beweis des Verschlingungs-Lemmas gelten
diese Aussagen also insbesondere fiir alle Mengen, die dic im Verschlingungs-Lemma
beschriebene Eigenschaft erfiillen; wegen Teil (ii) der vorangchenden Bemerkung sind
dies insbesondere unsere vorher betrachteten zulissigen Mengen. Vor diesem Hinter-
grund, auf den wir auch am Ende von Abschnitt 3 noch cinmal hinweisen, sind die
nachfolgenden Betrachtungen also in jedem Fall von einem allgemeineren Interesse.
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Ferner sehen wir nun auch, in welcher Weise das Verschlingungs-Lemma den von
uns angekiindigten “Briickenschlag” zwischen Topologie und Analysis leistet: Stellen
wir uns unsere Situation bildhaft vor, so haben wir bis zu diesem Zeitpunkt auf zwei
durch einen Flufl getrennten “Ufern” gearbeitet, die im Prinzip nichts miteinander
zu tun hatten. Das eine Ufer bildeten die analytischen Voraussetzungen an zuléssige
Mengen, das andere die eingangs vielleicht unmotiviert wirkenden topologischen Vor-
aussetzungen, und zwischen beiden Ufern verlief mit der Verschlingungs-Form aus
Kapitel 3 lediglich eine kleine “Hingebriicke”. Diese Hiangebriicke wird nun durch
das Verschlingungs-Lemma ersetzt, das sich als eine so feste Briicke erweist, dafl es
nicht mehr lohnt, den trennenden Fluf§ zu iiberqueren: Die Topologie kommt von
selbst an das analytische Ufer, das nach wie vor von den analytischen Standard-
Voraussetzungen an die betrachteten Mengen gebildet wird.

Nach diesen hoffentlich nicht zu bildhaften Ausfithrungen schlieen wir den Ab-
schnitt mit einer Skizze moglicher Beweisansitze fiir das Verschlingungs-Lemma in
der in Satz 2 beschriebenen Form. Auf der Grundlage der vorangehenden Unter-
suchungen bietet sich die folgende Beweisidee an: Wir konnen ~ als glatte und
regulire Jordankurve im Inneren von G voraussetzen. Sei dann B eine beliebige kon-
vexe Menge, die Sp v enthilt. Da B einfach zusammenhingend ist, folgt insbesondere
H,(B) = {0}. In B berandet - also, d.h. es gibt einen (ohne Einschriankung differen-
zierbaren) 2-Wiirfel I': I x I — B mit ' = +. Dabei mufl SpI'N(R3\ G) # 0 gelten,
denn andernfalls wire v schon in GG ein Rand. Konstruicre dann aus der Kenntnis
eines Punktes p € SpI'N (R? \ ) im Koniplement von ¢ cinen geschlossenen Weg,
der den Voraussetzungen von Hilfssatz 3 in Abschnitt 3.2 genitigt.

Das Problem hierbei ist, dafl der 2-Wiirfel I' im allgemeinen nicht regular ist,
insbesondere also kein Hyperflachenstiick zu sein braucht. Daher ist zunichst zu
jeder glatten Jordankurve (an dieser Stelle nutzen wir unser Regularitatsresultat aus
Satz 1 aus) ein Hyperflichenstiick zu finden, das von dieser Kurve berandet wird.
Hierfiir konnte man z.B. die Theorie von Minimalflichen heranziehen, auch wenn die
dort bewiesenen Aussagen aufgrund der Minimalitatseigenschaften der Kriitmmung
fiir unsere Bediirfnisse viel zu stark sind. Trotzdem zitieren wir in unserem Kontext
das folgende tieflicgende Resultat von Hardt und Simon [14]:

Satz (Hardt-Simon, 1979): Jede geschlossene Jordankurve der Klasse C'* beran-
det mindestens eine eingebettete orientierbare Minimalflache. ]

Ist I:1 x I — R? eine Parametrisierung dieser Minimalfliche, gilt somit dI' = 7,
und wir finden ein p € SpI' N (R3\ G) und weiter wegen des Wegzusammenhangs
des Komplements einen geschlossenen Weg durch p in R* \ G, der SpI" mindestens
einmal durchdringt. Das Problem, das nun bleibt, ist jedoch, auszuschliefen, da8
dieser Weg das Hyperflichenstiick noch weitere Male schneidet; gegebenenfalls ist zu
einem geeigneten anderen Weg innerhalb derselben Homologieklasse iiberzugehen.
Sonst konnten sich niamlich bei ungiinstiger Orientierung des Weges die zugehorigen
Beitrige unter dem Verschlingungsintegral zu Null addieren. Auf dieses Problem ist
schon Maxwell 1873 aufmerksam geworden; siche hierzu Epple [7], dort insbesondere
Figur 1.
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Wegen dieser sich andeutenden technischen Probleme erscheint eine Anwendung
des Satzes von Hardt-Simon nicht mehr gerechtfertigt, und es ist ein elementare-
rer Beweis zu bevorzugen. Ein moglicher Ansatzpunkt kénnte die Verwendung der
Projektionsdarstellung aus der Knotentheorie (vgl. Abschnitt 4.2) fiir Sp+ sein und
damit eine Darstellung als Graph iiber einer geeigneten Ebene, so da man eine
“scheibenéhnliche” einspannende Hyperfliche erhélt. Einen entsprechenden Beweis,
der mit den in Abschnitt 4.2 vorgestellten Methoden arbeitet, konnten wir jedoch
bisher nicht finden. Wir belassen ihn daher als offenes Problem und verweisen noch
einmal auf die Erorterungen i Anschluff an Bemerkung 1 in diesem Abschnitt sowie
am Ende der Arbeit in Abschnitt 3.

6.2 Erste Konsequenz: Ein analytischer Beweis fiir die
[somorphie der ersten Betti-Gruppen von G und G

In den letzten beiden Abschnitten dieser Arbeit méchten wir niher ausfiihren, wieso
das Verschlingungs-Lemma eine analytische Charakterisicrung der ersten Betti-Zahl
im R? leisten wiirde. Zu diesem Zweck nehmen wir einen axiomatischen Standpunkt
ein und setzen es als wahr voraus. Wir werden sehen, daf} sich mit dessen Hilfe dann
zwel Aussagen beweisen lassen, in denen die erste Betti-Zahl die zentrale beteiligte
Grofie ist.

Das erste Beispiel, das wir hierzu bringen, ist der Beweis der Dualititsaussage
aus dem Alexanderschen Dualititssatz fiir die erste Betti-Zahl, und zwar fiir den
Abschlul beschrinkter offener Teilmengen des R® mit dem iiblichen Rand. Genauer
zeigen wir die Isomorphie der ersten Betti-Gruppen einer solchen Menge G und
ihres Komplements, was die Gleichheit der ersten Betti-Zahlen sofort impliziert (auf
diese Weise wurde der Alexandersche Dualititssatz auch in Alexandroff/Hopf [2]
formuliert und bewiesen; vgl. S. 440 ff. loc.cit.). Insbesondere ergibt sich, da das
unbeschrankte offene Komplement ecine endliche erste Betti-Zahl hat. Daf dies fiir
die Menge G richtig ist, haben wir schon unter Punkt (ii) von Bemerkung 2.4.1
angemerkt, denn aufgrund unserer Voraussetzung ist G kompakte dreidimensionale
(berandete) Mannigfaltigkeit. Nach Dold [6], § IV.8 und Proposition V.4.11 gilt dann
das folgende, der algebraischen Topologie entnommene Resultat:

Hilfssatz 3: Ist M eine kompakte Mannigfaltigkeit, so sind die Homologiegruppen
Hy.(M) fiir alle k endlich erzeugt. O

Wegen unserer Fixierung auf analytische Anwendungen haben wir den Beweis iiber-
gangen, auch wenn er nicht schwer ist, insbesondere nicht in der Situation, dafi M als
Untermannigfaltigkeit in den R™ eingebettet ist (vgl. Prop. 1V.8.12 in Dold loc.cit.).
Eine solche Situation liegt aber bei G gerade vor. In dem zusitzlichen, hier vor-
ausgesetzten Falle, daB G € R? einen orientierbaren Rand und folglich ein duferes
Einheits-Normalenvektorfeld besitzt, ist die benotigte Aussage, dafl G ein sog. “Bu-
klidischer Nachbarschaftsretrakt” ist, sogar trivial, so da8 in den uns interessierenden
Situationen dieser Hilfssatz so gut wie keine Beweislast beansprucht.

a
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Mit diesem Ergebnis und dem Verschlingungs-Lemma folgt nun leicht die ange-
kiindigte Aussage:

Satz 3: Sei G der Abschluff einer beschrinkten offenen Menge des R® mit dem
Komplement G := R*\ G, wobei 9G wie in Satz 2 sei. Dann gilt p,(G) < oo, und es
ist

~

B:i(G) = Bi(G).
Insbesondere gilt also p1(G) = (G).

Beweis: Wegen des vorangehenden Hilfssatzes ist B 1(G) freie abelsche Gruppe end-
lichen Ranges n := p1(G). Insbesondere gilt also Bi(G) = Hom(Bl(G),Z). Wir
betrachten nun den Gruppenhomomorphismus

B(8) — Hom(Bi(G),Z), {3} — ({7} = (31, 43))-

Dieser ist nach dem Verschlingungs-Lemma injektiv (man beachte, dafl das Ver-
schlingungsintegral auf Zyklen von endlicher Ordnung in der Homologie offenbar
verschwindet und somit das betreffende Element aus dem Verschlingungs-Lemma
aus der ersten Betti-Gruppe von G stammen muf}). Hilfssatz 2.2.2 a) zeigt folglich
p1(G) < n, und es gilt daher auch Bi(B) = H()rn(B](é),Z). Indem wir nun die

Rollen von G und G in dem obigen Homomorphismus vertauschen, erhalten wir
analog n < p;(G), und damit folgt die Behauptung, OJ

6.3 Zweite Konsequenz: Der Raum Neumannscher Felder
im allgemeinen Fall

Die vielleicht interessanteste Folgerung aus dem Verschlingungs-Lemma ist jedoch
die Aussage iiber die Dimension und Struktur des Raums Neumannscher Felder in
einer solchen Klasse von Mengen, die in jeder Hinsicht von einer fiir analytische An-
wendungen hinreichenden Allgemeinheit sind. Genauer betrachten wir in diesem Ab-
schnitt dieselben Mengen wie in Abschnitt 5.1, also beschrinkte offene Teilmengen G
des R3 mit endlich vielen Wege-Komponenten und mit stetig gekriimmtemn, orientier-
barem und geschlossenem Rand, der ebenfalls aus endlich vielen Wege-Komponenten
bestehe; wir lassen also alle topologischen Voraussetzungen aus Abschnitt 2.1 fallen.
Dann kénnen wir mit dem Verschlingungs-Lemma die folgende befriedigende Aussage
zeigen, die wir als abschlieBenden Beleg fiir dessen Geeignetheit als Briicke zwischen
Topologie und Analysis anfithren:

Satz 4: Es sei G C R3 wie gerade erklirt. Dann ist der Raum Z(G) der Neu-
mannschen Felder auf G ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum von der Dimension
p1(G), und der Raum Z (CJ) der Neumannschen Felder auf G ist endlich-dimensionaler
R-Vektorraum der Dimension py(G).

Beweis: Nach Satz 3 aus dem vorigen Abschnitt gilt g - n(G) = m(G) < oo
Wir bemerken erneut, dal es im Zusammenhang mit Kurvenintegralen geschlossener
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1-Formen geniigt, sich auf Elemente aus den ersten Betti-Gruppen zu beschrinken, da,
offenbar deren Integral iiber eine Homologieklasse endlicher Ordnung verschwindet.
Wir beginnen jetzt wieder mit dem Fall g = 0. Jeder stiickweise stetig differen-
zierbare Weg f# in G ist dann nullhomolog in G, und die Homologie-Invarianz des
Kurvenintegrals nach der Folgerung aus Satz 1 in Abschnitt 3.1 zeigt [ pz-ds=0
fiir jedes Neumann-Feld z € Z(G). Wie am Ende des Beweises von Satz 2 in Ab-
schnitt 5.2 ergibt sich dann z = 0 in G.

Ist nun g > 1, so sei { {§,},{92},---, {7,} } eine (auf der Grundlage von Satz 1
in Abschnitt 6.1 hinreichend regulire) Betti-Basis von H,(G) mit den Vektorfeldern
vi wie im Beweis von Satz 2 in Abschnitt 5.2. Analog zu unserem dortigen Vorgehen
erhalten wir g Neumann-Felder 2y, 29,...,2, € Z(G). Um zu zeigen, daB sie linear
unabhiingig sind, betrachten wir mit reellen Koeffizienten «; den Ansatz

g9
Zaj (z; -ds) =0.

J=1

Wir wahlen eine (wiederum geniigend regulire) Betti-Basis { {71}, {72},---, {79} }
von H)(G) und integrieren die vorangehende Gleichung iiber die +; (dlc ja Linear-
kombinationen geschlossener Wege in G sind) fiir 1 < i < g. Dies fithrt wegen der
Beziehung (1) aus dem Beweis von Satz 2 in Abschnitt 5.2 auf das lineare Gleichungs-
system

(nd {5:2) ) E3) -0 Umn), ’Y ;; o
iy

{3,
(+) <<{’7‘2-'Y >> << 72} {72}» <<{'YZ} (1:2 5

M50 () - (ooh i)\
=: 5

gxgq

mit einer Matrix S € 7777, Wir zeigen nun, dafl S sogar in GL(g,Z) liegt. Dazu
betrachten wir wieder den Homomorphismus

Bi(G) — Hom(By(G),Z), {3} — ({0} = (2}, {(})))

aus dem Beweis von Satz 3, der nach dem Verschlingungs-Lemma injektiv ist. We-
gen Rang(B1(G)) = Rang(Bl(G)) und By (G) = Hom(B,(G),Z) folgt nach Hilfs-
satz 2.2.2 b), daf§ er sogar ein Isomorphismus ist. Insbesondere sind die Homomor-
phismen ((-,{¥,})) cine Basis der freien abelschen Gruppe Hom(B,(G),Z). Eine
solche bilden jedoch a,mh die Abbildungen A;: By(G) — 7 mit A;({v;}) = 6; 5, d.h.,

es gibt ganze Zahlen n ngj), . ngj) mit (( - {'yj}» i Iﬂi") Ak. Einsetzen

von {7v;} zeigt nfj) = ({7}, {7;})), so daB gilt:
<<1{r?]}>> Al
. e S( X .

(G B
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Andererseits lassen sich auch die ); als Z-Linearkombinationen der ((-, {"?_,,})) dar-
stellen, d.h., es gibt eine Matrix 7' € Z9”*Y mit

(RN

A
=T :
Ag (- 330
Zusammen folgt
A1 A1
L =TS s
Ag Ag
die Eindeutigkeit der Basisdarstellung in einer freien abelschen Gruppe (vgl. Defini-
tion 2.2.2 (ii)) liefert I = T'S*, wobei I die (g x g)-Einheitsmatrix bezeichnet. Mit
der Multiplikativitit der Determinante erhalten wir schlieBlich 1 = det(T) det(S?);
also ist det(S) = det(St) € Z* = {£1}, und es gilt in der Tat S € GL(g,Z). Wir
konnen also die Gleichung (*) mit S~* durchmultiplizieren und erhalten, daB alle a;
verschwinden und die z; somit linear unabhingig sind.
Um schlieBlich zu zeigen, daB die 2z; auch in dieser Situation den Raum Z(G) erzeu-
gen, definieren wir zu einem beliebigen Neumann-Feld z € Z(G) die Koeffizienten
a; € R durch die Gleichung

o fm z-ds
= g1 :

(rg f'rg z-ds

und betrachten hierzu wie im Beweis von Satz 2 in Abschnitt 5.2 das Neumann-Feld

g
vi=2z— E g2
i=1

Nach Konstruktion gilt dann auch in unserem Fall

/v-dé':(]
Yi

fiir alle 1 < i < g, und der Rest des Beweises aus Abschnitt 5.2 kann wortwortlich
iibernommen werden und vollendet den Basisbeweis fiir den Innenraum G.
Beziiglich des Auenraums konnen wir ebenfalls die dem Satz 3 aus Abschnitt 5.2
vorangehende Argumentation wortlich iibertragen und brauchen hierzu lediglich da-
ranf hinzuweisen, da das Verschlingungs-Lemma symmetrisch beziiglich der Rollen
von G und G ist (siche Teil (i) der Bemerkung 1 am Ende von Abschnitt 1). Damit
ist dann alles gezeigt. O

Es bleibt somit die Aufgabe gestellt, einen Beweis fir das Verschlingungs-Lemma zu
finden. Unabhéngig davon kann jedoch auch der folgende Standpunkt eingenommen
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werden, mit dem wir die Uberlegungen im Anschluf} an Bemerkung 1 aus Abschnitt 1
aufgreifen:

Die Topologie der betrachteten Mengen ging in dem vorangehenden Beweis aus-
schlieBlich in Form des Verschlingungs-Lemmas ein. Wir sind gemi8 der Formulie-
rung von Satz 2 in Abschnitt 1 davon ausgegangen, dafl es von allen offenen Mengen
oder dem Abschluf} offener Mengen im R® mit geniigend glattem Rand erfiillt wird.
Solange dieser Beweis noch nicht erbracht ist, spricht aber nichts dagegen, das Pro-
blem gleichsam von den Fiilen auf den Kopf zu stellen und die folgende Klasse von
Mengen zu definieren:

Definition 1: Es sei G C R® offen und beschrinkt und geniige den vor Satz 4
beschriebenen analytischen Voraussetzungen. Dann heifit die Menge G zuldssig im er-
weiterten Sinne, wenn sie beziiglich G und G die Eigenschaft aus dem Verschlingungs-
Lemma besitzt, d.h.: Fiir jede Homologieklasse {7} € B,(G) mit {y} # 0 existiere
ein {7} € B, (G) mit

() (1) = / () £ 0,
v
und die analoge Aussage gelte auch mit vertauschten Rollen.

Dann ist klar, dafi die Resultate aus Abschnitt 2 und aus diesem Abschnitt fiir
solche zuldssigen Mengen im erweiterten Sinne gelten — somit auch der Satz 4 iiber
eine Basis des Raums Neumannscher Felder im Innen- und Auflenraum derartiger
Mengen. Ferner ist diese Klasse von Mengen nach Teil (ii) der Bemerkung 1 aus Ab-
schnitt 1 nicht leer, da sie insbesondere unsere bisher betrachteten Mengen umfafit.
In jedem Fall haben wir dadurch also eine Verallgemeinerung des Ergebnisses von
Satz 2 aus Abschnitt 5.2 auf eine groBere Klasse von Mengen erreicht, und mit dieser
Feststellung wollen wir diese Arbeit schliefen:

Satz 5: Sei G C R® zulissig im erweiterten Sinne. Dann gilt: Der Raum Z (G)
der Neumannschen Felder auf G ist ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum von der
Dimension p;(G), und der Raum Z(G) der Neumannschen Felder auf ¢ ist endlich-
dimensionaler R-Vektorraum der Dimension p,(@‘). O
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