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Vorwort

Diese Diplomarbeit handelt von zwei kleinen Teilgebieten der Potentialtheorie, ndmlich den Normalen-
sprungrelationen stetiger Flichenbelegungen und dem Neumannschen Problem fiir stetige Randvorgaben.

Ich habe mich fiir ein Thema aus der mathematischen Physik entschieden, weil die Vorlesungen zur
theoretischen Physik zumindest zu Beginn meines Studiums die treibende Kraft waren, als es in den
Mathematikvorlesungen nicht so ganz nach meinen Vorstellungen lief. Gegen Ende des Studiums ist
dann allerdings die Mathematik immer mehr in den Vordergrund geriickt, und mittlerweile bin ich mir
sicher, mit diesem Thema genau meine Vorstellungen von angewandter Mathematik, d. h. Mathematik
in Verbindung mit einem Nebenfach, getroffen zu haben.

Bei der Bearbeitung dieses Themas habe ich sdmtliche Hohen und Tiefen durchlaufen. Wihrend ich am
Anfang sehr ziigig und ohne grofien Probleme vorankam, wurde es in der Mitte auf einmal so schwer, daf
ich das Gefiihl hatte, nur noch auf der Stelle zu treten, und ohne fremde Hilfe nicht mehr weiterkam.
Gegen Ende der Arbeit hat sich die Lage dann wieder normalisiert. Zuriickblickend kann man jedoch
sagen, dafl mir die Ausarbeitung dieses Themas im Mittelwert sehr viel Spafl bereitet hat.

Als besonderes Aha-Erlebnis wird mir in Erinnerung bleiben, wie ich beim durchschauen von Prof. von
Wahls Lipschitz-Vorlesung [8] zur Vorbereitung auf diese Diplomarbeit auf einmal erkannte, wie man
unter Verwendung der Fredholmschen Alternative das Neumannsche Problem losen kann, indem man
die Normalensprungrelationen verwendet. Das war das erste Mal, wo ich eine konkrete Anwendung der
abstrakten Fredholmschen Alternative aus der Funktionalanalysis vor mir sah.

Inhaltlich stellt diese Diplomarbeit eine Ausarbeitung des vierten Paragraphen von Prof. von Wahls
Vorlesung Potentialtheorie dar. Auch wenn ich nicht immer an jeder Stelle genau diese Vorlesung zitiert
habe, so stammt doch fast alles daraus.

An dieser Stelle mochte ich auf die zahlreichen Anregungen und Tips hinweisen, die ich wihrend dieser
Arbeit und insbesondere bei den Beweisen von Lemma 2.5, Lemma 2.6 und den Hilfsséitzen 2.14 und
2.15 von Prof. von Wahl erhalten habe. Ohne diese Hinweise wire diese Arbeit niemals in dieser Form

zustandegekommen.

Mein Dank gilt Prof. von Wahl fiir die oftmals sehr aufmunternden Gespréche bei der Betreuung dieser
Arbeit, sowie meiner Familie, die immer fiir mich da war.

Bayreuth, im Méarz 2001

Stefan Friedrich

ii



Inhaltsverzeichnis

Vorwort ii
1 Einleitung 1
2 Die Normalensprungrelationen stetiger Flichenbelegungen 3
2.1 Grundlegende Satze und Definitionen . . . . . . . . .. ... oL 3
2.2 Der Hauptsatz fiir holderstetige Funktionen . . . . . . . .. .. ... ... ... .. .... 9
2.3 Der Hauptsatz fiir stetige Flachenbelegungen . . . . . ... .. .. ... ... .. ..... 19
3 Das Neumannsche Problem fiir stetige Randvorgaben 21
3.1 Das Neumannsche Problem in der Elektrostatik . . . . . .. .. ... ... ... ..... 21
3.2 Die mathematische Formulierung . . . . . . .. . ... . ... oo o 22
Literaturverzeichnis 24

Eigenstindigkeitserkldrung 25

iii



Kapitel 1
Einleitung

In dieser Arbeit sollen die Normalensprungrelationen stetiger Flichenbelegungen und das Neumannsche
Problem fiir stetige Randvorgaben untersucht werden, wobei wir uns naturgemifl zuerst mit den Poten-
tialen solcher Flichenbelegungen beschiiftigen werden.

Bei den Normalensprungrelationen fiir stetige Flichenbelegungen handelt es sich um das folgende Pro-
blem:

Wir denken uns einen Korper im R® vorgegeben, den wir durch ein beschrinktes Gebiet G C R® be-
schreiben. Dabei moge G glatten Rand haben (fiir eine genaue Definition siehe Kapitel 2.1). Auf der Kor-
peroberfliche sei eine Ladung angebracht, deren Verteilung wir durch eine stetige Funktion A : 0G — R
beschreiben. Diese Ladungsverteilung erzeugt bekanntlich ein Potential U.

Abbildung 1.1: Ein Normalgebiet.

Nun betrachten wir einen Punkt £ € OG, und fragen uns, wie sich der Gradient des Potentials U bei
Anndherung von innen bzw. auflen in Normalenrichtung éndert. In Kapitel 2 werden folgende Relationen
bewiesen werden (+ bezeichnet die Anniherung von aulen, — die Anniherung von innen):

z—E€
zeG

oU . _ 1 , ) _
(1) (%>(£) = lim  (VU(2),n(§)) —84<v§7”€_§,“,n(§)>,\(§)dn(g)+2 AE),

oU . ) 1 .
(2) (%)4_ (5) = lim <VU($),”(§)) _Bé <V§ ||f — 5I“,n(f)> )\(§ ) dQ(E ) 2 )‘(E)

z—=E
z€RA\G

Diese Gleichungen bezeichnet man als Normalensprungrelationen, da der Gradient beim Durchgang durch
die Fliche in Normalenrichtung einen Sprung der Grofle 4w \(€) erleidet.

Unter dem Neumannschen Problem versteht man die folgende Aufgabe:
Gegeben sei eine stetige Funktion g : 0G — R auf dem Rand von G. Wir suchen eine Funktion U : G — R
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aus einem noch zu prézisierenden Funktionenraum, die den Gleichungen

3) AU = 0 in @G,
ou

4 - = f 0G

(4) o g auf OG,

geniigt. Diese partielle Differentialgleichung ist in der Elektrostatik von gewisser Bedeutung. Wir werden
darauf genauer in Kapitel 3.1 eingehen.

Die Idee zur Losung des Neumannschen Problems ist die folgende: Zu der zun#chst noch unbestimmten
Flichenbelegung A definieren wir ein Potential U durch

U() = / A(g)ﬂl d0(e).
oG

Il —

Dieses Potential erfiillt dann nach Satz 2.3 die Laplacegleichung (3). Die Normalenableitung dieses so
definierten Potentials mufl aber auch (4) und (1) erfiillen. Definieren wir nun den Integraloperator K
durch

(N = =5 [ (Ve n© YA€) a(€)
aG

so muf also

1
(5) I-K)A= g

gelten. Zu gegebenem g ist also ein A so zu bestimmen, daf§ (5) erfiillt ist. Da der Operator K kompakt
ist, kann dieses Problem mit der Fredholmschen Alternative behandelt werden. Damit beschéftigen wir
uns in Kapitel 3.2.

Bezeichnungen

In dieser Arbeit sei durchweg || - || die euklidische Norm des R”, d. h.

n 2
el = (zxz L
=1

i
welche mit dem Standardskalarprodukt, das wir durch spitze Klammern ausdriicken, verkniipft ist durch
]| = V/(z, z).
Mit K (zo) bezeichnen wir die offene Einheitskugel mit Radius € um den Mittelpunkt xg, also
K (z0) :={z e R* |||z — z0|| < €}.
Ferner sei n(-) die dufere Einheitsnormale auf einer Fliche (siehe Definition 2.1) und

OF; mxn
JF(.'L'()) = (6.%'(3;0)) e R™*
J ,J

die Jacobimatrix der Funktion F': R* — R™ an der Stelle zg.

Bis auf die Lemmata 2.5 und 2.6, die wir ganz allgemein fiir Hyperflichen des R™ formuliert haben,
beschréinken wir uns immer auf den R?. Um Bezeichnungskonflikte mit der Raumdimension n zu vermei-
den, schreiben wir im Projektionslemma v fiir die Einheitsnormale, wobei wir uns vorbehalten, zu einem
spéteren Zeitpunkt wieder n zu schreiben, wenn Mifiverstandnisse mit der Raumdimension ausgeschlossen
sind.



Kapitel 2

Die Normalensprungrelationen
stetiger Flichenbelegungen

In diesem Kapitel, das den Hauptteil dieser Arbeit ausmacht, werden die Normalensprungrelationen fiir
stetige Flichenbelegungen bewiesen werden. Es stellt eine Ausarbeitung von [7] dar.

2.1 Grundlegende Sitze und Definitionen

Im folgenden Abschnitt werden einige Grundlegende Sitze aus der Potentialtheorie der Flichenbelegungen
bewiesen werden. Zuerst definieren wir aber die ,,Kérper” und Fliachen, mit denen wir es im folgenden zu
tun haben werden, genauer. Dabei setzen wir Begriffe wie Untermannigfaltigkeit, Kartenabbildung und
metrischer Tensor als bekannt voraus. Resultate dariiber findet man zum Beispiel in [2].

2.1 Definition  Sei G ein beschrinktes Gebiet des R® mit positivem Volumen und 0G sei eine zwei-
dimensionale, orientierbare Untermannigfaltigkeit des R® der Klasse C?, die wir beziiglich der &uBeren
Einheitsnormalen orientieren. 0G mdge so beschaffen sein, daf3 es immer einen Atlanten gibt, so daf} die
Parametergebiete aller Karten Kompakta mit glattem Rand sind'. Wir nennen dann G ein Normalge-
biet (des R®) und OG seine Oberfliche. Eine Teilmenge S des R® heifit Fliche (des R®), wenn es ein
Normalgebiet G gibt mit S = 0G.

Insbesondere ist also eine solche Fliche kompakt und kann somit durch endlich viele Karten iiberdeckt
werden. Wir erkldren nun das Integral einer stetigen Funktion f : S — R {iber die Fliache S. Sei dazu ein
endlicher Atlas gegeben, das heifit (T, ¢x),k =1,..., M, seien Karten mit

M
SCJVk, wobei Vi:=oi(Th).
k=1

Wie iblich setzen wir
-1
W=V, W;:=V\ (U Wi) , 1=2,..., M,
=1

und definieren

I2G Z/f a0 = | eoevata

k=1 k=1
S Wk o “H(W)

wobei gx(t) = det Gi(t) ist mit dem metrischen Tensor G (t) zur k-ten Karte. Das so definierte Ober-
flachenintegral ist bekanntlich von der Wahl des Atlanten unabhéngig.

Als néchstes wird das Potential einer stetigen Belegung definiert:

'Wir benstigen diese Eigenschaft nur, um den GaufBschen Satz im Beweis von Hilfsssatz 2.15 in einem Parametergebiet
anwenden zu kénnen.
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2.2 Definition  Sei S eine Fliche und X : S — R eine stetige Belegung auf S. Unter dem Potential
von A auf S verstehen wir die Funktion

A©)
il

|z

U:R\S =R, x»—)/ dQ(8).
S

Wir werden im folgenden einige elementare Sitze aus der Potentialtheorie der Flichenbelegungen bewei-
sen. Auf diese Sétze werden wir in Zukunft zuriickgreifen, ohne sie genauer zu zitieren.

2.3 Satz  Das Potential einer stetigen Belegung \ auf einer Fliche S ist harmonisch in R*\S, das heif}t
fiir alle v € R®\S gilt
AU(z) = 0.

Beweis: Wir zeigen, dai man eine Ableitung mit dem Integral vertauschen darf. Sei dazu z € R*\ S und
i € {1,2,3}. Wir setzen 0 < d := minges ||z — £|| und definieren fiir h # 0 mit |h| < {d Hilfsfunktionen

1 1 1
(].) gh(xag) =E<||!E+hez_§|| B ||$_§||),

die, da £ — ||z — &||™! integrierbar ist, integrierbar sind und fiir h — 0 gegen %Hx —&||~! konvergieren.
Entscheidend dabei ist, dal man wegen

1 9
||z + he; —&|| > ||z —&|| = |h] > d 10d 10d>0

in (1) von der Fliche wegbleibt. Aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung folgt, dafi es ein 7

zwischen 0 und h gibt mit

_ bi—xi—T
gn(z,§) = m-

Nun gilt

9 4
o+ 7es = €|l = [l + hes =& = (A= T)esl| > ||z + hes = €| = [h = 7| > J5d = |Bl > £d >0

und damit konnen wir |gx(z, )| folgendermafien abschitzen:

|z + 7 — & 1 25 1
= < =: -
l9n(@ O = e EF S ot rei—apE 6@ - ¢®9

Da S kompakt ist, ist A(§)G(z,&) iiber S integrierbar. Nach dem Satz von Lebesgue kionnen somit
Differentiation und Integration vertauscht werden.
Wendet man dieses Verfahren auf den Integranden z2-||z — ||~ nochmals an, so folgt wegen A, ||z —

&||7t = 0 die Behauptung. |

Das Ziel der beiden folgenden Sétze ist es, zu zeigen, dafl das Potential in ganz R® wohldefiniert und
sogar stetig ist.

2.4 Satz  Das Potential einer stetigen Belegung A auf einer Fliche S existiert fiir allex € S.

Beweis: Wir haben zu zeigen, dafl

A¢) 1
& —=2—c L'(5)
llzo — &I
ist, falls zo € S ist. Sei also xy € S. Dann gibt es eine Karte ¢ : T — V C S um den Punkt zy mit
¢(to) = 9. Wihle nun ein ¢ > 0 so klein, daf ¢! (K,(z9) N S) C T. Angenommen fiir alle § > 0 gibt es
ein t € o1 (K,(xo) N S) mit

llp(t) = p(to)ll

< 4.
||t —tol|
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Da =1 (K,(zo) N S) kompakt ist und ¢ injektiv und stetig ist, gibt es nach einem Standardschluf} eine
Folge (tn)nen C @ (K ,y(xo) NS) mit ¢, — to fiir n — oo und

llo(tn) — (to)ll
|[tn — tol|

-0 fir n— oo.

(2)

Die Abbildung ¢~ : K,(xo) NS = ¢ 1(K,(wo) N S) ist lipschitzstetig, d. h. fiir y, := ¢(tn),y0 := (to)
gilt
o™ (n) =7 (ol < L+ [lyn —oll, L >0,
bzw. #quivalent umgeformt
L-|lp(tn) = ¢(to)l| = |[tn — toll-

Dies ist ein Widerspruch zu (2). Also gibt es ein § > 0, so da8 fiir alle t € =1 (K,(zo) N S) gilt

3) It~ toll < 5ll(e) = ol

An dieser Stelle sei bemerkt, da8 (3) genauso gilt, wenn wir an Stelle von K,(x¢) N S eine beliebige,

geniigend kleine Umgebung von zg beziiglich S wihlen oder wenn wir ein Kompaktum K mit o € Io( und
K C T wéhlen. In einer dieser Formen werden wir auf (3) noch hiufig zuriickgreifen.

Um nun die Existenz des Integrals zu zeigen, miissen wir es in einer Umgebung von zo abschétzen. Wihle
dazu ein R > 0 so klein, dafl Kg(to) C ¢~1(K,(xo) N S) ist. Dann folgt wegen (3)

A€) ¢ dt
/ oo — &) 20| < Cm/|wm O / =

(Kr(to)) Kr(to) Kr(to)
27 R 1 c
= g//—r drdd =2r—R, C :=sup|A(§)|- sup g(t).
0 r é ges teKr(to)
Damit ist die Behauptung bewiesen. m|

Wie angekiindigt zeigen wir jetzt, daff man das Potential stetig auf ganz R® fortsetzen kann. Dazu
formulieren wir zunichst zwei wichtige Lemmata, auf welche wir noch hiufig zuriickgreifen werden. Die
Beweise haben wir [3] und [8] entnommen und unseren Bediirfnissen angepaf}t.

2.5 Lemma  Sei M eine (n — 1)-dimensionale, orientierbare und kompakte Untermannigfaltigkeit des
R™ der Klasse C2, die beziiglich der Einheitsnormalen v orientiert sei. Dann gibt es ein M > 0, so daB
fiir alle £,&' € M gilt

(4) (=& vE) | <M-|E-¢%

Beweis: Wir zeigen die Aussage zunichst lokal: Sei g € M und ¢ : T — V eine Karte mit p(tg) = zo.
Wihle nun ein R > 0 so klein, dal Kgr(tp) C T ist und somit (3) gilt (wie man im Beweis von Satz
2.4 sieht, kann man (3) auch fiir eine Karte ¢ einer (n — 1)-dimensionalen Untermannigfaltigkeit des
R™ zeigen). Nun wihlen wir ein g9 > 0 so klein, da8 K. (zo) N M C ¢(KRg(tg)) ist und betrachten
£,¢ € K (o) N M mit £ = ¢(t),&" = p(t'). Bildet man fiir ¢ € {1,...,n} die Komposition von ¢; mit
gn) ==nt+ (1 —n)t',n € [0,1],¢; o g, so folgt aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung einer
Versinderlichen, daf} es fiir ¢ € {1,...,n} ein 7; auf der Verbindungsstrecke zwischen ¢ und ¢’ gibt mit

(5) &i— & = wit) —@i(t') = (Voi(r),t —1') .

Dabei entsteht das Skalarprodukt in (5) durch die Anwendung der Kettenregel. Nun berechnen wir mit
Hilfe von (5)

(6) (€ =&, v(&) =

i=1 j=1

Z(g Evi€ ‘ i ( 6‘,0; () Vz(g)) (t; _t;') .
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Fiigen wir 0 = <g—;j(t), l/(§)> in (6) ein und verwenden, da ¢ zweimal stetig differenzierbar ist, dafl g‘fj"
in Kg(to) lipschitzstetig mit Konstante L > 0 ist, so erhalten wir

n-1 n
) E—€w@Nl < LS lln—tl- ()l - It — 2

j=1 i=1

IA

Lilt =]l -l @lls - It = ¢l < CllE =11, C 0.

Das letzte Ungleichheitszeichen in (7) gilt wegen der Aquivalenz der Normen. Unter Verwendung von (3)
erhalten wir schliefllich

©) (=€ v@) | < M-|[E=EP, M>0,6¢ € Keo(wo) N M.
Zur globalen Aussage: Da, M kompakt ist, gibt es eine endliche, offene Uberdeckung von M, d. h.

MC L:J1 (Kye (@) M),

wobei in den K¢, (z;) die Ungleichung (8) mit einer Konstante M; gilt. Nun setzen wir

2
€:= min ¢; >0, M := max M;, M :=max<{ —, M,
1<i<m i ) mazx 1<i<m 2] g maz

und betrachten beliebige £,&' € M. Dann gibt es ein 4 € {1,...,m} mit £ € K., (z;) N M.
a) Ist ¢ ¢ K., (x;) N M, so haben wir

1 1 1 2
9 —&|>=;>=e>0 bzw. ———— < -

und wir erhalten mit Hilfe der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung und (9)

! ||§_£I|| ! 2 112 1
|<§—€,v(§))|§W-HE—EIFSEH&—MVSM-||£—§I|2-
b) Im Fall ¢’ € K, (z;) N M folgt

(€ =€ v(©)) | < Mi-|IE = €I* < Mimao - |I€ = €'[]P < M -[I€ = €%

Damit ist das Lemma in seiner globalen Fassung bewiesen. m|

Abbildung 2.1: Projektion auf eine Fliiche.

Ist 9 € M, so bezeichnen wir in einer kleinen Umgebung von z¢ mit A,, die Punkte des R, die auf
der Seite von M liegen, in die v(zg) zeigt; Ay, heilt lokales AuBlenraumgebiet um den Punkt zo. Mit I,
bezeichnen wir das sogenannte lokale Innenraumgebiet um zg, also die Punkte in einer Umgebung von
xg, die nicht auf der Seite von M liegen, in die v(zg) zeigt. Fiir eine genaue Definition von A,, und I,
sieche den Beweis des nachfolgenden Projektionslemmas.?

2Ganz korrekt ist diese Vorgehensweise nicht. Eigentlich sollte man die exakten Definitionen von Ag, und I, in das
Projektionslemma einbauen. Doch dann hétten wir den halben Beweis mit in das Lemma aufnehmen miissen. Da nach dem
Beweis klar ist, was gemeint war, haben wir uns fiir diese Vorgehensweise entschieden.
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2.6 Projektionslemma  Sei M eine (n — 1)-dimensionale, orientierbare und kompakte Untermannig-
faltigkeit des R® der Klasse C?, die beziiglich der Einheitsnormalen v orientiert sei, und sei xo € M.
Dann gibt es ein g9 > 0, so daB es fiir alle z € K, (z9) N Az, genau ein 7(z) € K¢, (zo) N M gibt mit

(10) |lz — m(2)|| = d(z, M) := inf{[|z — £|[ | € M}.
Weiter gilt fiir beliebiges € € M
(11) llw(z) =&l < kllz =€, &> 0.

Desweiteren ist w(x) global der zu x nichste Punkt. — Dasselbe Resultat gilt, wenn wir oben z €
K. (zo) N Ay, durch xz € K. (zo) N I, ersetzen.

Beweis: Sei ¢ : T — V C M eine Karte um x¢ mit ¢(t9) = z¢. Definiere nun
F:TxR->R*, (t,0) @)+ -vp()).

Wegen
0 0
det Jp(to, 0) = det { =2 (to), - - ., =2—(to), v(¢(ta)) | # 0
oty Otn—1

folgt aus dem Satz iiber die Umkehrabbildung, daf} es ein g5 > 0 gibt, so dafl F' : F~1(K.,(w0)) = K, (o)
C'-invertierbar ist. Sei zusétzlich g9 < 37, M aus (4). Fiir ein z € K., (zo) ist somit z = F(t,,0,) mit
eindeutig bestimmten (t,,d;). Wir kénnen deshalb

Az ={z € R" |z = F(tz,0,), 0 < 65}
setzen. Sei nun z € K, (zg) N Az,. Dann ist auch
F:F 7 (K. (20) N Agy) = Koo (20) N Ay,

Cl-invertierbar und wir kénnen 7 (z) := ¢(t,) setzen?. Zum Beweis von (10) berechnen wir fiir beliebiges
&£ € M unter Verwendung der Darstellung x = F(t;,0,) = 7(z) + d,v(7(x)),0; > 0

lz—¢€l? = (z—n(2)+n(2) — &z —n(z) +7(z) - &)
= 07 — 205 (v(n(2)),§ — () + [Im(z) - &[>
Wegen 6, = ||z — 7(2)|| < ||z — 2o|| + ||zo — 7(2)|] < 2e0 < 2¢¢ und (4) erhalten wir nun
(12) llz —¢€ll* > 67 —2M8,||n(z) - €|I* + ||m(z) — €I

= 0;+ (1= 2M&,)||n(z) = &|I* 2 67 + (1 = 4Meo)||n(x) — €I
= & +pllr(z) —€|°, p>0.

Aus (12) folgt die Giiltigkeit von (10) unmittelbar. Aus (10) folgt nun weiter ||z — 7(z)|| < ||z — &|| und
wir konnen mit Hilfe der Dreiecksungleichung abschitzen

|lm(z) = &Il < |7 () — || + |z = &l < wllz—&ll, &=2.
Dies ist (11). Ist z € K (x0) NI, Iy, := {2 € R* |z = F(tz,0z), 0z < 0}, so definieren wir F' neu durch
F:TxR->R", (t,0)~ @(t)—7d-v(e(t))

und drehen die Ungleichheitszeichen in den Definitionen von A,, und I, um. Die Formeln (10) und (11)
folgen dann wie oben. m|

Bemerkung: Seien ¢ : T7 — V4 und @9 : T — V5 zwei Karten um z9. Ohne Einschrinkung sei g¢ so
klein, dafl K., (zo) N M C Vi NV; ist und die Abbildungen Fy, Fy in K., (z¢) C'-invertierbar sind. Fiihrt
man obigen Beweis fiir beide Karten durch, so erhilt man aus den Darstellungen z = F;(t;,6;),i = 1,2
zum einen, dafl 7(z) := p1(t1) global der zu x néchste Punkt ist und zum anderen, dal w(x) := @a(t2)
global der zu x niichste Punkt ist. Also ist ¢1(t1) = @2(t2) und somit ist die Definition der Abbildung 7
von der Wahl der Karte unabhéngig.

3Zur Wohldefiniertheit der Abbildung 7 siehe die nachfolgende Bemerkung.



Grundlegende Sitze und Definitionen 8

2.7 Satz  Sei S eine Flidche und A : S — R eine stetige Belegung auf S. Dann ist das Potential dieser
Belegung stetig nach S fortsetzbar, das heiit das Potential ist eine auf ganz R® stetige Funktion.

Beweis: Wir definieren eine Folge (Fjs.,)s>0 stetiger Funktionen und zeigen, dafl diese gleichméfig

e A(©
/ ||x_§||dﬂ(§): :I’.EKEO('TO)

K, (zo)NS

konvergiert fiir § — 0. Dann ist die Grenzfunktion ebenfalls stetig und wir sind fertig. Sei dazu z¢ € S
und ¢ : T — V C S eine Karte um z¢ mit ¢(ty) = zo. Fiir den Rest des Beweises sei F':= K. (z¢) N S,
€¢ wie unten gewdhlt. Nun setzen wir

Fieo:Ke(@o) 2 R, o0 / Ks 2o (2, AN(E) dE)  mit
F

L s §< |l
Kseo(z,6) = Iz &l
5 Jfalls ||z —&|| < 6.

Dabei wihlen wir €g so klein, dafl das Lemma 2.6 erfiillt ist, Ko, (20) NS C o(T) gilt und K., (20)NS C
@(K,(to)) ist, wobei fiir 0 > 0 K,(to) C T und (3) gelten soll. Zudem wéhlen wir § > 0 kleiner als 3o
und so, daBl =1 (K25(z) N S) C K,(to) fiir z € K, (20).

Dann ist trivialerweise Fj ., € C°(K., (o), R). Wir haben nun folgenden Term abzuschétzen:

6
¢l )

llz -

Gogo(@) = |Fyeo(z) — /
F

- | [ pgee+; [ xode- [ 2 a0
F

ol &
IF\K5(z) FNK;(z)
1 A
= | A(€) dQ(E) — df}
;[ Moweo- [ Eod
FNKs(z) FNKs(z)
s 1
(13) < 3 [ @o+s [ Iy, s=sphel
SNKs(z) FNKs(z)

Das Integral linker Hand in (13) bezeichnen wir mit Ti(z,d, o) und das rechter Hand mit T»(z,d,€o).
Fiir « ¢ S gilt trivialerweise G, — 0 fiir § — 0, da fiir geniigend kleines § F' N Kj(x) = 0 gilt. Sei also

im folgenden z € S.
Wir schitzen nun T4 (x, ,e9) ab: Betrachte £, &' € SN K;(x). Es gilt dann ||£ — £'|| < 26 und aus (3) folgt
weiter

1 26
=t < =l =¢1 < =,
C C

wobei wir € := ¢(t),& = @(t') gesetzt haben und das § aus (3) in ¢ umbenannt haben. Mit C' :=
SUDtey-1(SNK;s(z)) Vg(t) folgt dann

4
Ty (z,8,0) = g / Vo) dt < % / dt < % / dt = 7;—2086

¢~ H(SNKs(z)) e~ 1(SNKs(z)) Ka5/2(0)
Nun kommen wir zu Ty (z,d,€0): Aus (11) in Lemma 2.6 folgt

o
g = m(2)]]

Tr(z,d,e0) < sk

FNKs(z)

da(e).

Wendet man nun die Holdersche Ungleichung fiir 1 < p < 2,1 < g und 1/p+ 1/g = 1 an, wobei wir im
Integranden den Faktor 1 einfiigen und das Integrationsgebiet im ersten Term nochmals vergréflern, so



Der Hauptsatz fiir holderstetige Funktionen 9

folgt
1/q 1/p

x Sk . - = sr(I)1/9 . 1/p
s < | [ de© /”wﬂwmm@ (L)1 (1),

NKs(z) NKs(z

Analog wie oben folgt I < C4£42. Fiir I> gilt wiederum nach (3) und wegen ¢ (Kas(z) N S) C K,(to)

C 1
I < — -t
cP |tr(z) — P

o(to

£ := (1), 7(2) = Pltn(n))-

Setzen wir Ry := 2diam T, so folgt weiter

Ro
1 2 2
L<< S A
op | |t| |p op rp
Kr,(0) 0

cP

2—p
Ry

Insgesamt folgt also

&2 é2 cP

1/q 2—p\ 1/P
Gseo() < 47TCS(5+ SK (ﬁ) §2/4 (M) ‘

Fiir § — 0 konvergiert dieser Term aber gegen 0. Damit ist die Behauptung gezeigt. |

2.2 Der Hauptsatz fiir holderstetige Funktionen

In diesem Abschnitt soll der Satz {iber die Normalensprungrelationen fiir h6lderstetige Flichenbelegungen
bewiesen werden. Dabei wird von entscheidender Bedeutung sein, daf3 die Flichen, mit denen wir es zu
tun haben, stetig gekriimmt (das heifit von der Klasse C?) sind. Bei unserer Definition von ,,Fliche” ist
dies von selbst erfiillt.

Der Ubersichtlichkeit wegen und um uns Schreibarbeit zu sparen, verwenden wir im folgenden die Ab-
kiirzungen

re=llz=¢ll, ==Ll F=llz =,

5% (%) = <Vz%,n(§)> und % (%) = <V§'%:”(€')>-

Um den Beweis der Normalensprungrelationen iibersichtlicher zu gestalten, werden nun einige Hilfssétze
formuliert, aus denen dann der eigentliche Beweis zusammengesetzt wird. Zuerst beginnen wir aber mit
zwei Definitionen:

sowie

2.8 Definition  Sei S eine Fliche, g € S und X : S\{zo} — R eine stetige Funktion. Man sagt, das
Integral

JRGEE
s
existiert im Sinn des Cauchy-Hauptwerts, wenn

lim ./ A(E) dO(E)

0—0
S\(SNK,(z0))

existiert. Wir schreiben dann

%Momw
S

und nennen diesen Ausdruck den Cauchyschen Hauptwert von [ A(€) dQ(¢).
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2.9 Definition  Eine stetige Funktion f : ) — R auf einer kompakten Menge 2 des R™ heif3it holder-
stetig zum Exponenten a € (0, 1), falls es eine Konstante K > 0 gibt, so da# fiir alle z,y € Q gilt:
|f(z) = F(y)| < K]z —yl|*

Mit (C*(Q),]| - ||c«(q)) bezeichnen wir den Banachraum aller zum Exponenten « € (0, 1) holderstetigen
Funktionen auf Q. Dabei ist || - ||ca(q) durch

_ /(@) - 1)
1fllce) = 2‘;8”(5”)”;;& e — gl
TFY

gegeben.

Bemerkung: Man kann leicht zeigen, dafl die kleinste Konstante K aus Definition 2.9 gegeben ist durch

@) = 1)
zyea ||z —yll®
7y
Wir werden an einigen Stellen die Greensche Integralformel benstigen. Sie lautet
Ov Ou
Jw@ave) - v@au@) s = [ (u@ 5@ -v© 5 ©) 4.
a lel
2.10 Lemma  Sei G ein Normalgebiet, S seine Oberfliche und £ € S. Dann gilt
. ]- !
0K (0)n{g—£|geqG}
Beweis: Siehe [4], Lemma 2.2 auf Seite 110. O

Hilfssitze

2.11 Hilfssatz  Sei S eine Fliche, £ € S und X : R? — R eine holderstetige Funktion zum Exponenten
€ (0,1). Dann ist

(14) e / ||27 - f'||3 (AE") = A=) du(E")
stetig in R® und es gilt

. g N [ &€ :
0t [ eR0©- M@MWQ—Z TE i () = X(©) d(e).

Beweis: Der Beweis verlduft in weiten Teilen analog zum Beweis von Satz 2.7. Wir fassen uns daher
etwas kiirzer und konzentrieren uns auf die wesentlichen Anderungen. Wieder definieren wir fiir zo € S
eine Folge stetiger Funktionen (Fj,)s>0 durch

Fie: Koy@o) = R, 70 L/ K oo (2, €)A(E) — M) dUE),

SI'TKEO (.to)
Tr; — !
53, falls 4 < |lz ¢
K6,50 ($7£I) = ||§___£ |/| ’
—%, falls |[lz—¢'||<é
und zeigen, dafl diese gleichmifig auf K. (zo) gegen das gewiinschte Integral (14) konvergiert. Dazu
setzen wir F':= K. (z9) NS und wihlen g, ¢ und ¢ so wie im Beweis von Satz 2.7 und schiitzen ab:

Goaol®) = |Freo(o) = [ ~TE=HT(ME) - Ao) d(€)

FNK;(x) FNK;(x)
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Aus der Holderstetigkeit von A und |z; — &}| < ||z — £'|| folgt weiter

5’ |1+a ! 1 !
SNK;(z) FNKs(x)
Das linke Integral in (16) bezeichnen wir mit T} (z,d,&0) und das rechte mit T5(x,d,£0). Ist = & S so ist

wieder trivialerweise G, (z) = O fiir geniigend kleines 4. Sei also im folgenden 2 € S. Analog wie im

Beweis von Satz 2.7 folgt
T1(.'L',5,60) SC-(SO‘, CZO

Beim Term T5(z,d,&0) wenden wir wieder die Holdersche Ungleichung und (11) an und erhalten

1/q 1/p
! 1 1 _ l/q l/p
Ty(z,8,20) < K / ae) | / e ) | = KR) ()
nK&(w) an(.’L‘)
Damit I» endlich bleibt miissen wir p > 1 mit (2 — @)p < 2 wihlen und somit ¢ = - > 1. Fiir I; gilt

wiederum I; < Ké&2.
Insgesamt konvergiert also Gs., gegen 0 fiir § — 0. Damit ist (14) als stetig nachgewiesen. (15) folgt
wegen der gleichméBigen Konvergenz der Folge (Fj,.,) unmittelbar. |

2.12 Hilfssatz  Sei S eine Fliche, £ € S und A : S — R eine stetige Funktion. Dann ist das Integral

1 N ]
5/ (Veretgm nl®) (€) — AE) ane)

wohldefiniert.

Beweis: Zu £ € S gibt es eine Karte ¢ : T — V C S mit ¢(ty) = & Wir wihlen ein g > 0 so klein,
dal K,(tp) C T und (3) gilt und betrachten ein & € p(K,(t0)),£ = ¢(t'). Um die Wohldefiniertheit
des Integrals im Sinn von Lebesgue zu zeigen, miissen wir es in einer Umgebung von £ abschitzen. Den
entscheidenden Teil dieses Beweises haben wir dabei schon in Lemma 2.5 gezeigt. Verwenden wir némlich
(4) aus Lemma 2.5, so folgt unmittelbar

A(E) = A9 ' ’
e 1{€ =&, n(£)) | d(¢)

IN

1 N '
(Veremamn(©) () - X de)

(Ko(to)) (K, (to))

)|dQI
wo [ B ||~£ e 2
P(K,(to))

u / [A((to)) NIVg(@) dt

||to—t’||

IN

Kg (tO)

Der letzte Ausdruck ist integrierbar, was man wie im Beweis von Satz 2.4 sieht. Damit ist die Behauptung
gezeigt. O

2.13 Hilfssatz  Sei G ein Normalgebiet und S seine Oberfliche. Dann gilt fiir alle £ € S

S/% (%) dQ(¢') = —2r.

Beweis: Sei £ € S. Wir betrachten im folgenden die Menge I' := G\ K.(£), € > 0 hinreichend klein.
Da der Gaufische Satz auch fiir Gebiete mit niederdimensionalen Singularititen gilt (vgl. [2], S. 155) und
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Abbildung 2.2: Die Zerlegung von 9I' in C, und S..

die Greensche Formel nur eine einfache Konsequenz des Gaufischen Satzes ist, folgt aus der Greenschen
Formel mit u(z) := 1 und v(z) :=

[lg—=l|
0 = [ - vwruw@)ds = [ (u€)GhE) - v(E) G ) ane)
r or
v ' no__ , 1 1 !
- a—n@)d”(f)—a! (Ve gy n(€)) aauc)

Wir zerlegen nun den Rand von I' gemafl Abbildung 2.2 in S, und C.. Damit ergibt sich dann
0 (1 N 0 (1 ,
a7) [ () aa€r == [ 5 (%) e
Se Ce

Wir fithren nun die Hilfsfunktionen he(¢,€') := xs. 52 (%) mit der Charakteristischen Funktion x ein.

ra

Dann ist he € L(S), lim. 04 he = 52 (%) und wir haben nach (4)

- on' \r’

|he| = Xxs. (&)

Lé-, ! ! 1
<||§_£,”3,n(€)>‘ < Mxs. (&) g —gy € L)

Somit konvergiert die linke Seite in (17) fiir £ — 0+ nach dem Satz von Lebesgue gegen

[ ()
S

Die rechte Seite von (17) berechnet sich zu

0 1 ' 1 5_5' ! 1 !
C/an' () o C/< TEe Teen) ) C/ns—ew )

€

- - [ ae©.

=
0K (0)N{g—¢&|g9€G}

Fiir e — 0 folgt nach Lemma 2.10 insgesamt die Behauptung. |

2.14 Hilfssatz  Sei G ein Normalgebiet, S seine Oberfliche und X : R®> — R eine stetige Funktion.
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Dann gilt fir £ € S

zeG i=1
. 3 T; — f’ , ,
ign )\(w)z — a3 (§)dﬂ(§) = 0,
Al i—1 ||5’7 &
z€R°\G
Slips/ |z — &3 Q) < ¢, C>0,

wobei der Stern unter dem Supremum fiir eine der beiden Moglichkeiten x € G oder x € R®\G steht.

Beweis: Einfache Umformungen liefern

Z/ e me) = (% gy ) )

)
f2

1. Sei nun zunichst 2 € G fest mit K5(x) C G fiir ein hinreichend kleines § > 0. I' := G\K;(z). Fir
u(y) :=1und v(y) := liefert die Greensche Integralformel

) ao(e’).

Hw yll
0 0
0 = [wsut) - vwaue)dy = [ (u€)52E) - oe)5HE) ane)
r aT
ov ] 1 x_‘fl > ’
= dQ Ve dQ Ve , dQ
J 990 = S/< o)) 6 K/ (e e 0
Aus der letzten Gleichung folgt durch Umstellen und Multiplikation mit A(x) weiter
i l N z—{¢ z—=¢ '
”C)S/anf ( Ez_m) wE = A K/ (P oem mem) ©
1 n
= Ax) / wdﬂ(.ﬁ) =4 \(x).
9K ;(0)

Fiir festes £ € S und x € G folgt durch Grenziibergang z — &,z € G die erste Behauptung.
2. Sei jetzt x € R*\G. Die Greensche Formel liefert mit I' := (R*\G)\{z}

v 1

18 0= &) dag /<V/7,n§'>dﬂg'.

ar 5
Das Minuszeichen vor dem Integral in (18) gilt, da die Orientierung umgedreht werden muf. Also ergibt
sich

0 (1
9 | e (F g__z) e =
% :

Durch Grenziibergang x — &,z € T ergibt sich die zweite Behauptung.
Zum Beweis der dritten Formel wihlen wir ein g9 > 0 so klein, daf in K., (§) N G Lemma 2.6 gilt sowie
o0 < 757, M aus (4). Mit der Darstellung = = 7(z) — § - n(m(z)),8 > 0 berechnet man nach Lemma 2.5

o=l = lir@) = €I1F =26 (r(a) — &' n(m() + 8 > ffnla) — &|F = 205 |[r(a) — &'+ 6°
= (= 209) |In(a) = €' + Tz | > (1= 20M0) [I(a) = € + )

(19) (1 - 4Meg) [||m(2) — &'I]* + 52] =:c(||r(z) - €|I* +6%), c>0.

v
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Weiter ist
(20) [{z =€, n(€)) ] < [{m(z) — €,n(€)) | +6 < M - ||n(z) - €']]* + 4.
Mit (19) und (20) erhalten wir nun

Lo €€ gy < L [ A nle) €1+ 1
/ P =@ ) (e ST s o ) = s

Wir miissen nun Ig in einer Umgebung von 7(z) abschétzen. Sei dazu ¢ : T — V eine Karte um = (x)
mit p(tp) = m(z). Dann wihlen wir ein R > 0 so klein, dafl zum einen Kg(t9) C T ist und zum anderen
©(KRr(to)) C K¢, (€) ist. Dann gilt

_ M -|lp(to) — p(@)[|* + 9 7o)
Iw(KR(to)) - / (||<,0(t0) ot )||2 + 62) 3/2 ) di

IA

M- ||t —to|> +6
dt = t
C/ @Il 1ol + 857 1 C 7 R,y VIO

tEKR(to)
Kr(to)

wobei wir (3) und die Lipschitzstetigkeit von ¢ verwendet haben (das ¢ aus (3) wurde in ¢ umbenannt).
Transformation auf Polarkoordinaten liefert

Mr?+4§
Ioknto) < 27C (@12 + 52 (72,2 L 52372 rdr
27‘(’0 52 é
= V2 + ER? - 7—6>+1—7
l ( 7R Nz ey
Dieser Term bleibt beschréinkt fiir § — 0. Damit ist die Behauptung fiir z € G gezeigt. Der Fall z € R3\G
wird analog behandelt. m|

2.15 Hilfssatz  Sei S eine Fliche und £ € S. Dann gilt

xz_gé

EEE dQ(¢') =0,

lim () = ns(r () [ -
S

z—E
*

wobei m die Projektion aus Lemma 2.6 ist und der Stern im Limes fiir eine der beiden Mdoglichkeiten
z € G oder z € R3\G steht.

Beweis: Sei zuniichst x € R*\G. Da n;(¢) — n;(w(z)) — 0 fiir z — &, miissen wir nur noch zeigen, daf

€I A i 1 N —. _ i ' '
1) S/ T A0(E) = S/ag—nx_g,”dms) . S/aaf(f)dﬂ(f)

beschrinkt bleibt fiir x — £. Da der Integrand in (21) im Punkt z singuldr wird fiir z — &, aber sonst
harmlos ist, reicht es, das Integral in (21) in einer Umgebung von ¢ abzuschitzen. Sei dazu (Tj,¢;),j =
1,...,m ein wegen der Kompaktheit von S endlicher Atlas, der S iiberdeckt, d. h.

U = ¢;(T5).

Wir wahlen nun eine den V; untergeordnete, stetig differenzierbare Teilung der Eins, die wir mit «;
bezeichnen und setzen I := {j € {1,...,m}|£ € V;}. Ferner sei S derselbe einseitige Randstreifen auf
der Auflenseite von G, wie wir ihn zu Beglnn von Kapitel 2.3 konstruieren. Da wir an & — & interessiert
sind, kénnen wir ohne Einschréinkung & € S annehmen. Nun setzen wir f auf dem Randstreifen S\{z}

durch
1

|z =yl

fly) =
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fort und wenden die Koordinatentransformation F' aus Lemma 2.6 auf den Integranden an und erhalten
mit der Kettenregel (die Abhingigkeit von den einzelnen Karten unterdriicken wir der Ubersichtlichkeit
wegen und schreiben F' an Stelle von F}; usw.) in S\{z} die Gleichung

(22) Vil ®) = Igor-1(4) = Via F(FH ) - Jr-1(y) = Vo FF () - I (FH (),

wobei wir f := f o F gesetzt haben. Aus Stetigkeitsgriinden folgt, indem wir & := y = F(t,0) = ¢(t)
setzen, aus (22) auf S

(23) Ve (1) = Vi) f(£,0) - TE (£,0).
Fiir den Gradienten von f an der Stelle (¢,0) berechnet man

S0 10 (o pla(e)
(24) f(t,0) = d - f(t,0) = lze—e®F

i llz — (0 94
Nun kénnen wir die mit —1 multiplizierte Gleichung (21) in einer Umgebung von £ schreiben als

2 9 1 — 9;(t),n(p;
Z/%’(%’(t)) (;mk,i(t)a_tkm +ms,i(t) u |Ii_(t30;gp||3(t))>> 9;(t) dt

jel
JE T;

Z(ZTM )+ Ts (z ) ZZTM ) + T(z),

jel JEI k=1

wobei wir (23) und (24) verwendet haben und m;;(t) := (J5'(t,0)), , gesetzt haben. Wir miissen nun die
Beschranktheit der Terme Ty, ;,k € {1,2},j € I und T3 fiir © — ¢ zeigen. Zur Beschrénktheit von T3: Es
ist

-y / @ =€)\ (ema (s 1 (€) d (€).

1|13
=) e—¢ll

Da ¢ — m3,,-(<p;1(§’)) stetig ist, konnen wir abschétzen

ITs(z)| < Z/| 51”3 )||m3 z(‘Pj_l(fl)” 'aj(gl)dﬂj(gl)
JEI
[ =& nEN]
< C/ _51“3 aQ¢h), C>o.

Der letzte Ausdruck ist aber wegen Hilfssatz 2.14 beschrénkt. Um die Beschrénktheit der Terme T}, ;, k €
{1,2}, j € I zu zeigen, wenden wir den Gaufischen Satz auf das Vektorfeld

1
o0) 1= (a5 (o3 OImas(0/5,(0)) (e €
T ) Nl = ;)]
an, wobei wir als Integrationsgebiet T; wahlen. Es ergibt sich dann
1
25 Ty i(x) = / (a My, (t -t>7dt

¥ / 55 (0 () 5 ) 95 10 =

wobei v;(-) die Parametrisierung von 07T} ist. Da a; kompakten Tréger hat, verschwindet das Linienin-

tegral in (25). Weiter ist m lebesgueintegrierbar und %mk,i(t) stetig? und somit ist auch das
J

,, Volumenintegral” rechts vom Gleichheitszeichen in (25) beschrinkt und wir haben den Hilfssatz fiir

4Zur Stetigkeit von %mk,i(t) siehe die nachfolgende Bemerkung.
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r € R®\G bewiesen. Ist € G, so wendet man dasselbe Verfahren auf den einseitigen Randstreifen auf
der Innenseite von G an. |

Bemerkung: Aus der Cramerschen Regel sieht man sofort, da8 m1,;(t) und mo ;(¢) gegeben sind durch

det (ei, 52 (£), n((1))) det (32 (1), ei,n((1)))
det Jr(¢,0) det Jp(¢,0)

Aus der Definition der Determinante,

det A(¢) := Z sgnaﬁaiia(i)(t),

cES, i=1

my;(t) = und mo,(t) =

folgt sofort, dafl die Determinante eine stetig differenzierbare Funktion ihrer Argumente ist. Wegen
det Jp(t,0) # O fiir t € T, sind somit my ;(t), & = 1,2, als Quotienten stetig differenzierbarer Funk-
tionen stetig differenzierbar und somit ist %mk,i(t) stetig.

2.16 Hilfssatz  Sei S eine Fliche, £ € S und A : R® — R eine stetige Funktion. Dann gilt

1 oo ﬁ l !
26 lmAe Z/ T u(a(@) — ni€) dOE) = A(f)s/an () aa)

o [ o () ance),
S

wobei im Limes x € R® beliebig ist und 7 die Projektion aus Lemma 2.6 bezeichnet.

Beweis: Wir zeigen zuniichst, dal das Integral links vom Gleichheitszeichen in (26) im Sinn von
Lebesgue existiert. Dies folgt aus (11) und aus

(27) [ni(m(2)) —ni(€)| < Lllw(x) - &'ll, L>0,
durch die Abschétzung

||x €|| ! !
L dQ

1
! d !
S/ux—s'n? ~¢l /|| —ey

Die Existenz des letzten Integrals folgt aus Satz 2.4. Gleichung (27) gilt, da S kompakt und n(-) stetig
ist und somit n(-) lipschitzstetig ist. Nun definieren wir wieder eine Folge stetiger Funktionen wie schon
in den Beweisen von Satz 2.7 und von Hilfssatz 2.11 und zeigen, daf} diese gleichmiflig gegen

& , /
T = / ||$_§,||3( ( (m))_nz(é-))dﬂ(é- )7 xOES,.’L'ER37

IN

/ ‘ﬁ(m(”(m)) —ni(€)) dUE)
S

SmKso (zo0)

konvergiert. Sei also
Fico K@) + B > [ Koy, (o)) - ms(€)) d2€),

p— 2}
—Tt, falls 8 < |lo— ¢
Kg,so(m,gl) = ||§.__€§|/| >
1(53 L, falls |z —=¢&' <4
wobei wir F' := SN K., (xo) gesetzt haben und £¢,d und ¢ wieder wie im Beweis von Satz 2.7 gewihlt
haben. Dann ist Fs ., stetig in K., (xo) und es folgt nach einer kleinen Rechnung

llz —&'1I°

1 ! £ !
b pmeers [ oo

FNKs(z) SNKs(z)

Gieo(2) = |Fyeolx) — / _ T () — ma(€) dUE)
F

IA
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Dies sind (bis auf andere Konstanten) genau dieselben Terme wie im Beweis von Satz 2.7. Damit ist die
gleichmiBige Konvergenz nachgewiesen und wir diirfen in (26) Limesbildung und Integration vertauschen.
O

Mit diesen Hilfssétzen sind wir nun in der Lage, eine Vorstufe des angekiindigten Hauptsatzes zu beweisen.
2.17 Normalensprungrelationen hélderstetiger Belegungen  Sei G ein Normalgebiet und S :=

OG seine Oberfliche. Wenn ) : R®* — R eine hélderstetige Funktion zum Exponenten o € (0,1) ist, dann
existieren fiir alle £ € S die Grenzwerte

ou ou .
(5) ©=imEU@.ne) md () ©= In (U@,
z€G 2eRN\G

und es gilt

(50)
(5),

Beweis: Sei A : R® — R holderstetig zum Exponenten a € (0,1). Wir betrachten einen festen Punkt
¢ € S und berechnen fiir beliebiges x € R3\S

= [ Eb eyange
65(]1 8$z||$—§'|| ( ) S/ ||SL'—€'||3 (6) (£)>

da man, wie man im Beweis von Satz 2.3 sieht, die Ableitung mit dem Integral vertauschen darf. Nun
fiigen wir kiinstlich eine Null ein und erhalten

< = 5”37 (£)>A(§’)dﬂ(£’) + 21 A(€),

<|I£' GE ’"(5)> A(€) d(E') = 2mA(9).-

-/
-/

(28) 5o @ = [ 25 §|'|3 () — A € +A() | —ﬁ a0 (e).
S S
Mit Hilfssatz 2.11 folgt dann aus (28)
ou -— lim ou — _ §z_§; A 1
(29) (52).© = m 5@ S/ TE SO - X©) (€

| g
+ i}np(w)s/ Tt A9,

wobei wir an dieser Stelle noch nicht wissen, ob der angeschriebene Grenzwert existiert. Der Stern in (29)
steht fiir eine der beiden Moglichkeiten z € G oder z € R*\G. Nun multiplizieren wir (29) mit n;(£) und
summieren {iber ¢ von 1 bis 3. Es ergibt sich

@ (5) ©=ln @U@ = [(Terrtarn©) (e) - xo) )
* S
3 . é.,
i z-_ﬁ}“?““’)s/ Tl —g{p 4246

Dabei ist das erste Integral in (30) nach Hilfssatz 2.12 wohldefiniert. Um den Grenzwert in (30) zu
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berechnen, vereinfachen wir weiter:

ou 2 (1 ' ' 9 (1 :
1) (5) © - S/ %<; M) NE) dAE) — MO S/ %(; H) an(e)
3 '
+ Y lma) [(ni(g) ~ ni(n(z))) S/ - T A0
"Ez_fé (7 (! /
' S/ ~ T () = mi(€) (€
v f —ﬁm@')dme)l.
S

Wir multiplizieren die eckige Klammer aus und bezeichnen die Terme von links nach rechts mit 74,75
und T3. Nach Hilfssatz 2.15 konvergiert Ty fiir z — £ gegen 0. T, konvergiert nach Hilfssatz 2.16 gegen

(52) X© S/ 5e () 4+ @ S/ 5o (37 ) 40€).

Der Term T3 konvergiert schlieflich fir z — &,z € G gegen 4wA(£) bzw. gegen 0 fiir z € R3\G (siehe
Hilfssatz 2.14). Damit ist die Existenz des Grenzwerts in (30) und somit auch in (29) gezeigt. Setzen wir
dies und (32) in (31) ein, so folgt

ou _[9[1 , , 0 (1 , dr () fallsz € G
(%)* ©= S/ on <7’ ) AE) d(E") +A(£)s/ on' (r’) U + {0 falls z € R®\G.

z:=£

Wendet man nun noch Hilfssatz 2.13 an, so folgt nach insgesamt endlicher Rechnung
ou 1
(5)_©= [ {Veremgpml@) &) due) £ 2mic
on ) T\ =g

Damit ist die Behauptung gezeigt. a

Zum Schlufl dieses Abschnitts zitieren wir noch ein schwerer zu beweisendes Resultat. Es wurde u. a. von
Michael Wiegner bewiesen. Eine weitere Quelle ist [5].

2.18 Satz  Sei G ein Normalgebiet und S := 0G seine Oberfléiche. Wenn A : S — R holderstetig zum
Exponenten « € (0,1) ist, dann existieren fiir alle £ € S und i € {1,2,3} die Grenzwerte

6?“ U-(§) == Jim, 6:; (z) und aii U (§) == ;igzi ggi (2),
z€e@ z€R3\G
und es gilt
0 §I' - Ez ' !
_(&) =HH 22—\ (&) dQ A i(€),
32,V = e = gp X))+ 2m (0
0 fl‘ — Ez ! !
i ey ST St 0 _ A(6),

wobei n(§) die duBere Einheitsnormale in £ ist.

Beweis: Siehe [9]. O

Wiegner zeigt in [9] weiter, da8 die stetige Fortsetzung von VU auf G aus (C*(G))? ist, mit dem Expo-
nenten ¢ aus Satz 2.18.
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2.3 Der Hauptsatz fiir stetige Flichenbelegungen

Im vorigen Abschnitt wurden die Normalensprungrelationen fiir holderstetige Funktionen gezeigt. Durch
ein Approximationsverfahren zeigen wir jetzt, dafl dieser Satz auch fiir stetige Flichenbelegungen gilt.
Sei also A : S — R eine stetige Funktion auf der Oberfliche S eines Normalgebiets G. Aus dem Beweis des
Projektionslemmas 2.6 folgt: Zu jedem z¢ € S gibt es ein go(wo) > 0, so dafl in K (54) (o) die Funktion
F C'-invertierbar ist. Weiter gilt

SC | Keyao) (@o)-

ToES

Da S kompakt ist, gibt es z1,...,zn € S mit

N

S € | Keoon (@),

i=1

und somit existiert ein R > 0, so dafl in dem dufleren Randstreifen
S = {z € R3 | 3Karte ¢ 3 (tz,0z) : = F(ts,9;), 0 < 6, < R}
nach Lemma 2.6 die Projektionseigenschaft gilt. Nun definieren wir
XN:So R z=F(t,,d,;) — Mots))

und
S := {z € B®|IKarte ¢ 3 (t;,0,) : ¢ = F(ts,0,), 1R < J, < LR},

Da S kompakt ist, folgt mit Hilfe einer Teilung der Eins (Corollar zu Satz 1, Paragraph 3 in [2]), daB es
cine stetige Funktion A : R — R gibt mit Tréiger in S und | &= Al &

Ausgehend von \ konstruieren wir nun mit Hilfe der Friedrichsschen Glittung eine Folge holderstetiger
Funktionen X, : R® — R, die gegen A konvergiert (siehe [3]). Sei dazu ¢ € C$°(R®) mit suppo C
K1(0), 0> 0 und [ o(x) de = 1. Fiir m € N definieren wir nun

X

=) A s,

m

Am (R 5 R, xl—>m3/g(
R3

Dann ist A\, € C§°(R?) und somit ist A, holderstetig und es gilt

Am(z) = / 0(2)A(z — L2)dz.

lz]<1

Ausgehend von diesen A, und A setzen wir nun

S N S S M
Upn(2) .—S/||m_£l||dﬂ(£) und U(x) .—S/“m_EI”dQ(.f).

Dann gilt
Am = Alcosy = sup[Am(§) — A(§)| = sup / o(2)(ME = £2) — X(¢)) dz
£eSs £eS st
< M sup / A€ = 752) = AE)|dz, M := max o z)
lz<1
(33) < MEwswp [ e~ 42~ ¢lldz, L0
i

IN

47 1
— ML -sup | sup ||7(é — L2)—¢||| == K— =0, m— co.
3 ML sup <|z|gl“ €~k - €)= K
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Dabei haben wir in (33) (6 — £2) = A(7(é — L2)) verwendet. Wir berechnen nun fiir festes £ € S

(34) Z—Z(x)—(g—g) O < +To+Ts
+
mit
T = 5@ - e, m=grw - (5e) @ T3=‘(%)+<§)—(Z—Z)+<£)‘.

Sei nun ¢ > 0 beliebig. Dann gibt es ein M € N, so da8 fiir alle m > M gilt ||A, — A|| <e.
Zu Ty: Durch einsetzen der Definitionen und anwenden der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung erhélt man

U() () = (VU (2),n()) | < [[V(U(2) — Un())l|

T V
/ T M) — An€)140€) < KISI- up A (©) = A©)
|z 5 I €S

IN

= K|S|- Am = Mloogs) < KISle, K = sup ———_ | |::/dQ(§’)
= gp 91

Zu T3: Aus den Normalensprungrelationen fiir holderstetige Belegungen (Satz 2.17) folgt sofort, daf fiir
x geniigend nahe bei £ gilt T < e.

Zu T3: Wir setzen zur Abkiirzung K (¢,¢') := <—H—§§§,1W,n(§)> und berechnen

T, = /K(&E')/\m(ﬁ')dﬂ(E)—27r>\m(£)—/K(&E)x\(f') dQ(E')+2ﬂ/\(£)‘
S

S
< /Kss dUE)| - [[Am = Mlleo(s) + 201 Am(€) — A©)|
(35) < (/K(faﬁ') dQ(¢") +27T> [IAm — Allcogs) < Ce.
S

Die grofie runde Klammer in (35) ist dabei wegen Hilfssatz 2.12 und der Kompaktheit von S beschrénkt.
Damit folgt insgesamt, daf fiir # — &, x € R*\G die Normalenableitung in £ € 8G in (34) existiert. Ein
analoges Resultat gilt fiir (32) _ (€), wenn man einen inneren Randstreifen verwendet. Somit haben wir

die Normalensprungrelationen fiir stetige Flédchenbelegungen gezeigt:

2.19 Normalensprungrelationen stetiger Belegungen  Sei G ein Normalgebiet und S := 0G sei-
ne Oberfliche. Wenn A : S — R eine stetige Flichenbelegung ist, dann existieren fiir alle £ € S die
Grenzwerte

(57) ©@=mmwveney wa (57) ©= im GUE.n©).

r—§ z—=E
zeG z€R3\G

und es gilt
( >
on
( )+
on

&) = 5/ <||§ ﬁ|3,n(£)>A(s'>dﬂ(s')+27rA(5),
©-[(ks
S



Kapitel 3

Das Neumannsche Problem fiir
stetige Randvorgaben

Nachdem im letzten Kapitel die Normalensprungrelationen fiir stetige Flichenbelegungen bewiesen wur-
den, soll dies nun auf die Losung des Neumannschen Problems angewandt werden. Um das abstrakte
Neumannsche Problem zu motivieren, machen wir in Kapitel 3.1 zuniichst einen kleinen Exkurs in die
Elektrostatik und wenden uns dann in Kapitel 3.2 der mathematischen Formulierung zu.

3.1 Das Neumannsche Problem in der Elektrostatik

Um den streng mathematischen Aufbau etwas aufzulockern, befassen wir uns in diesem Abschnitt mit dem
Neumannschen Problem in der Elektrostatik. Dabei werden wir ausschliellich heuristisch argumentieren
und auf Beweise verzichten.

Isolator 2

Abbildung 3.1: Sprungbedingungen an Grenzflichen zwischen verschiedenen Medien.

Wir gehen von der in Abbildung 3.1 skizzierten Situation aus: In einem Raumgebiet G befinde sich
ein Isolator 1 mit dielektrischer Konstante ¢; und eine vorgegebene Raumladungsdichte p;. Das Au-
Benraumgebiet R3\G werde von dem Isolator 2 mit dielektrischer Konstante €2 # ¢; durchsetzt. Im
AuBlenraumgebiet befinde sich die Ladungsdichte g». Gesucht ist das elektrostatische Potential & (und
damit das elektrische Feld E := —V®) in ganz R*\0G. Wir machen fiir & den Ansatz

| ®i(z), falls z€@
®(z) = { By(z), falls z € R\G.

Aus physikalischen Uberlegungen ist bekannt, da auf dem Rand von G das elektrische Feld in Norma-
lenrichtung den Sprung

(1) 15—
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macht. Wir beginnen, indem wir die inhomogene Gleichung
(2) A =p;, i=1,2

losen. Eine sogenannte partikulire Lésung von (2) wird bekanntlich durch das Poissonsche Integral

L[ _ele) ., .
B, (x) = —— [ SN2 4y, i=1,2,
(3) p; (1') Arn ||IL'—$I|| T ¢

gegeben, wobei das Integrationsgebiet G bzw. R*\G ist. (3) erfiillt im allgemeinen die Randbedingung
(1) nicht. Die Idee ist nun, zu (3) eine geeignete Lésung U von

AU =0 in R*\OG
(NP) 6—U =g auf 0G
on

zu addieren, so daf8 die Randbedingung erfiillt ist. Wir setzen dann
=0, +U und P, := ®,0+U.

Dann erfiillt ®; die inhomogene Gleichung (2) und fiir die Normalenableitungen gilt

(4) 0%, = 0%p1  OU
on on on’

(5) 9%, - 0%p2  OU
on on on’

Multiplizieren wir (4) mit ;1 und (5) mit €2, so folgt aus (1) nach einer kleinen Umformung

oU 1 (Elacﬁ,,,l _626%,2) _

an €9 — €1 on on

Damit haben wir die Losung dieses physikalischen Problems auf die Lésung des Neumannschen Problems
(N P) zuriickgefiihrt.

3.2 Die mathematische Formulierung

In diesem Abschnitt werden wir einen Existenz- und Eindeutigkeitssatz iiber das Neumannsche Problem
bei stetigen Randvorgaben formulieren und beweisen. Dabei werden wir fast alles aus [6] und [8] zitieren.

3.1 Das Neumannsche Problem  Sei G ein Normalgebiet und g : G — R eine stetige Funktion
mit

(6) / 9(€) dQU(E) = 0.
8G

Wir setzen nun

CLH@G) = {u € C'(@)nCQ) ‘ (g—Z) (&) existiert fiir alle £ € OG und ist stetig auf GG} .

Dann gibt es ein U € C?(G) N CL(G) mit

AU =0 in G
(NP) ou =g auf 0G,
on

wobei % im Sinn von (%) _ zu verstehen ist. Ist V eine weitere Losung von (NP), so unterscheiden sich

U und V nur um eine Konstante ¢ € R, das heifit

U-V=c auf G.
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Beweis: Wir definieren fiir x € G das Potential U durch

™ U@ = [ Eh e,
oG

wobei A : 0G — R eine zunichst noch unbestimmte stetige Funktion ist. Nach Satz 2.3 erfiillt dann (7)
die Laplacegleichung AU = 0 in G. Nun erkliren wir einen Integralkern K (-,-) durch

(8) K :0G x0G\{(£,£')€edGx0G|E=¢€} =R, (&)~ <ng,n(£)> .
Dann ist K stetig und nach (4) in Kapitel 2.1 gilt
Ne 1 g M
IK(.€)] = Tr—gal €= €2n(6) | € T, =1L

Somit wurde K aus (8) als schwach singulirer Integralkern beziiglich des zweidimensionalen Flichenmafles
dQ(-) nachgewiesen (a < n = 2). Durch

) K I*0G) » I*0G), Am —5- [ KEONE)an(e)
oG

wird nach den Hilfssétzen 2.5.8 und 2.5.9 aus [6] ein linearer, beschrinkter und kompakter Operator
gegeben. Jetzt berechnen wir nach Satz 2.19 die Normalensprungrelation der stetigen Belegung A und
erhalten

oU
(%) =2n(I — K)\ auf 0G.

Da (2Y) auf OG andererseits gleich g sein soll, folgt

(10) (T— K)\ = %g auf 9G.

Die Fredholmsche Alternative (Satz 2.5.15 in [6]) besagt nun: (10) ist zu gegebenem z-g € C°(0G) genau
dann lésbar, wenn fiir alle f € N'(I — K*) := {f € L?(0G) | (I — K*)f = 0}

(11) / 9(6)£(€)dRA(e) = 0

oG

gilt. In diesem Fall ist die Losung A aus C°(9G).

Wir haben nun den Nullraum A (I — K*) zu charakterisieren. Nach Hilfssatz 2.5.14 in [6] ist der zu K
adjungierte Integralkern K* gegeben durch K*(¢,¢') = K(&',€). Aus dem Beweis von Satz 2.5.15 in [6]
entnimmt man ferner L2(0G) C L!'(dG) und somit ist ein f € N (I — K*) automatisch in C°(8G). Fiir
ein f € N(I — K*) mu83

16 =5 [ (=gmmt@) 1€ ane) - —iaé 5 () F©)a0e)

oG

gelten. Aus Hilfssatz 2.13 sieht man sofort
(12) {f:0G 5 R ¢ clce Ry CN(I— K*).

Durch wesentlich tiefliegendere topologische Betrachtungen, wie sie in Satz 1.2.2 in [8] angestellt werden,
sieht man, daf} in (12) auch die umgekehrte Mengeninklusion gilt, da unsere Normalgebiete nach Definition
2.1 nur aus einer Zusammenhangskomponente bestehen.

Insgesamt haben wir damit N'(I — K*) = {f : 0G — R, — ¢| ¢ € R} und die Losbarkeitsbedingung (11)
ist dquivalent zur Voraussetzung (6). Damit ist die Existenz einer Lésung von (N P) gezeigt.

Zur Eindeutigkeit der Losungen: Fiir eine zweite Losung V von (N P) setzen wir ¢ := U—V und bemerken,
daf8 nach dem starken Hopfschen Maximumprinzip [1, Seite 151, IIT] ¢ = ¢ in G, ¢ eine Konstante, gilt,
da die in [1] definierte Normalenableitung mit unserer iibereinstimmt. Damit ist der Satz bewiesen. O
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